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Prologo 


Cuando un libro de texto alcanza su sexta edicion, sus lectores han llegado a ciertas expectativas 
que un autor no puede ignorar. El objetivo de este texto sigue siendo presentar el calculo de una 
forma clara, coherente y legible, y sobre todo de manera que sus lectores lo encuentren intere- 
sante. La creacion de un libro complete ha sido tambien un objetivo; es mejor cubrir muchos 
contenidos en el entendimiento de que los profesores y los estudiantes deberan saltarse algunos, 
que no considerar suficientes contenidos para cubrir las necesidades de usuarios con intereses y 
formacion previa muy diversos. Dos temas perifericos que estaban presentes en la cuarta edicion 
y se omitieron en la quinta, concretamente, introducciones muy breves a las series de Fourier 
(Seccion 9.9) y a las funciones de variable compleja (Apendice II) se han recuperado a peticion 
de algunos usuarios que lamentaron mucho su desaparicion. 

Esta edicion tiene pocos cambios en el orden de presentacion de los contenidos. Se ha anadi- 
do algun material (vease la lista posterior), y no se ha eliminado nada significativo. No obstante, 
los procesos habituates de reescritura y ajuste fino de la presentacion y un pequeno cambio en el 
tamano de las paginas han tenido como resultado un numero de paginas significativamente infe¬ 
rior. Los principales cambios en el texto son pocos, y se enumeran a continuacion: 

• Se ha incluido un capftulo complete (Capftulo 17) sobre Ecuaciones Diferenciales, que ha 
reabsorbido parte del material de EDs diseminado previamente por todo el texto, por ejem- 
plo, las soluciones de EDs basadas en series del Capftulo 9. Sin embargo, algunos aspectos 
elemental es de EDs como la solucion de ecuaciones separables de primer orden y ecuacio¬ 
nes lineales, que son buenas aplicaciones de la integracion, y la solucion de ecuaciones li¬ 
neal es de segundo orden de coeficientes constantes, cuyas soluciones se basan en recetas y 
utilizan las funciones exponenciales y trigonometricas, quedan en las Secciones 7.9 y 3.7, 
respectivamente. En los lugares adecuados del Capftulo 17, se hace referenda a estas sec¬ 
ciones. 

• Se han anadido varias paginas nuevas sobre probabilidad discreta al comienzo de la Sec¬ 
cion 7.8 (Probabilidad). Aunque el proposito de esta seccion es ilustrar el uso de la integra- 
cion al estudiar la probabilidad, los conceptos basicos de probabilidad se presentan mejor 
comenzando con el caso discrete. 

• La utiIizacion de Maple para manejar vectores, matrices y funciones con valores vectoria- 
les hace uso ahora de los nuevos paquetes «LinearAlgebra» y «VectorCalculus». Esto sim- 
plifica grandemente las cosas. Afecta a los capftulos desde el 10 en adelante y ha tenido 
como consecuencia la reescritura completa de la Seccion 10.7. 

• Se ha anadido al Capftulo P (Preliminares) una nueva seccion sobre polinomios y funcio¬ 
nes racionales. 

• Las Secciones 4.7 (Aproximaciones Lineales) y especialmente la 4.8 (Polinomios de 
Taylor) han sufrido cambios considerables en la notacion y la presentacion. Ademas, la 
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Seccion 9.6 (Series de Taylor y de M aclaurin) han tenido muchos cambios y han absorbido 
lo que antes era una seccion separada revisando la Formula de Taylor. Ahora el enfoque 
complete del Teorema de Taylor esta mas unificado, aunquetodavia esta dividido entre ios 
Capftulos 4 y 9. 

Ademas de todo lo anterior, se han realizado numerosos pequenos cambios locales aqui y 
alia para mejorar el texto. Se han eliminado algunos ejemplos confusos o se han sustituido por 
otros mas apropiados. Se han eliminado algunos ejercicios y se han anadido otros. Se han anadi- 
do algunas figuras nuevas y se han mejorado algunas otras. Se han cambiado algunas notaciones. 
Los intervalos abiertos se escriben ahora (a, b) del nuevo; aunque logico, no parece adecuado. El 
proceso de hacer que el libro sea mas agradable a Ios lectores sigue en curso y se basa en buena 
parte en Ios comentarios de Ios propios lectores. 



Al estudiante 


Cuando recibf mi primer curso de calculo, no habfa un libro de texto prescrito, si no un libro de- 
nominado Calculus Made Easy que se recomendaba a todos aquellos que necesitabamos algo 
mas que los apuntes tornados durante las clases. Compre el libro, esperando que serfa como indi- 
caba su tftulo y que me facilitarfa el aprendizaje del calculo. No fue asf. 

iEs el calculo una materia muy diffcil? No, realmente no, pero algunas veces se lo parece a 
los estudiantes, especialmente al principio, debido a las nuevas ideas y tecnicas que se utilizan, y 
porque el exito del aprendizaje del calculo depende de tener una base muy solida en las matema- 
ticas previas (algebra, geometrfa y trigonometrfa), sobre la que se pueda construir. Es convenien- 
te revisar el material previo del Capftulo P (Preliminares) incluso si el profesor no lo menciona 
en clase. Al aprender calculo dispondremos de herramientas muy utiles para analizar problemas 
en numerosos campos de interes, especialmente los que se consideran «cientfficos». Merece la 
pena adquirir estas herramientas, pero, como toda tarea que merece la pena, esta requiere mucho 
esfuerzo de nuestra parte. No existe libro ni profesor que puedan evitar este requisito. 

AI escribir este libro he intentado organizar el material de forma que resulte tan facil como 
sea posible, pero no a expensas de «barrer las dificultades reales bajo la alfombra». Encontrare- 
mos que algunos conceptos son diffciles de entender cuando se presentan por primera vez. Cuan¬ 
do sea asf, debemos releer el material despacio, si es necesario varias veces; pensar sobre e/; 
formular preguntas para realizar a los estudiantes mas experimentados, a nuestro tutor o a nues- 
tro profesor. No hay que retrasarlo. Es importante resolver los problemas tan pronto como sea 
posible. Si no se entiende una cosa hoy, tampoco entenderemos como se aplica manana. Las ma- 
tematicas son una «disciplina Iineal»; construyen una idea basandose en la anterior. 

Resolver ejercicios es la mejor forma de profundizar en nuestra comprension del calculo, y 
de convencernos de que lo hemos entendido. Este libro contiene numerosos ejercicios; demasia- 
dos para intentar resolverlos todos. Algunos de el I os son ejercicios directos, que nos ayudaran a 
desarrollar nuestras propias destrezas en calculo. Sin embargo, son mas importantes los proble¬ 
mas que ayudan a desarrollar las habilidades de razonamiento y la forma de aplicar las tecnicas 
aprendidas a situaciones concretas. En algunos casos habra que planificar la forma de resolver un 
problema que requiera varios «pasos» diferentes antes de llegar a la respuesta. Otros ejercicios 
estan disenados para ampliar la teorfa desarrolIada en el texto y mejorar, por tanto, nuestra com¬ 
prension de los conceptos del calculo. 

Los ejercicios varfan grandemente en dificultad. En general, los mas diffciles aparecen hacia 
el final de la serie de ejercicios, pero la serie completa no esta graduada estrictamente de esta 
forma porque los ejercicios sobre un tema especffico tienden a agruparse. Algunos ejercicios de 
las series regulares se marcan con un asterisco *. Este sfmbolo indica que el ejercicio es o bien 
algo mas teorico o algo mas diffcil que la mayorfa. Los que son mas teoricos no tienen por que 
ser diffciles; algunas veces son bastante faciles. La mayorfa de los problemas en la seccion de 
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Problemas Avanzados, que forma parte del Repaso del Capftulo al final de la mayoria de los ca- 
pftulos, tienen mayor dificultad, aunque en general no esten marcados con un *. 

No hay que desanimarse si no podemos hacer todos los ejercicios. Algunos son de hecho 
muy dificiles, y solo unos pocos estudiantes dotados seran capaces de resolverlos. Sin embargo, 
debemos ser capaces de realizar una amplia mayoria de el los. Algunos requeri ran mucho mas 
esfuerzo que otros. Cuando encontramos dificultades con los problemas, es conveniente proceder 
como sigue: 

1. Lea y vuelva a leer el problema hasta entender exactamente la informacion que se da y 
que hay que calcular o que hay que hacer. 

2 . Si es apropiado, dibuje un diagrama ilustrando las relaciones entre las magnitudes invo- 
lucradas en el problema. 

3 . Si es necesario, introduzca sfmbolos para representar las magnitudes del problema. Utili- 
ce letras apropiadas (por ejemplo, 1/ para volumenes, t para el tiempo). No creamos ne¬ 
cesario utilizar x e y para todo. 

4 . Desarrolle un plan de ataque. Esto es en general la parte mas diffcil. Busque relaciones 
conocidas; intente reconocer modelos; vuelva sobre los ejemplos desarrol I ados en la sec- 
cion actual o en algunas secciones previas relevantes; intente descubrir posibles conexio- 
nes entre el problema bajo estudio y otros que se han visto anteriormente. iSe puede 
simplificar el problema realizando suposiciones adicionales? Si se puede resolver una 
version simplificada, ello puede ayudarnos a decidir que hacer con el problema dado: ise 
puede dividir el problema en varios casos, siendo cada uno de el I os un problema mas 
simple? AI leer los ejemplos del texto, este atento para descubrir metodos que puedan 
resultar utiles mas adelante en otros contextos. 

5 . Intente seguir los pasos de su plan. Si tenemos problemas con alguno o varios de el los, 
puede ser necesario modificar el plan. 

6. AI llegar al resultado de un problema, preguntese siempre si es razonable. Si no lo es, 
busque para determinar los lugares donde se puede haber cometido un error. 

Las respuestas de la mayoria de los ejercicios con numeracion impar se proporcionan al final 
del libro. Las excepciones son los ejercicios que no tienen respuestas cortas, por ejemplo «De- 
muestre que.» o «Pruebe que.», que son problemas donde la respuesta es la solucion completa. 
Hay disponible un M anual de Soluciones para el Estudiante que contiene soluciones detalladas a 
los ejercicios con numeracion par. 

Ademas de los asteriscos utilizados para marcar los problemas mas dificiles o teoricos, los 
sfmbolos siguientes se utilizan para marcar ejercicios de equipos especiales: 


o 



BE 


Ejercicios pertenecientes a ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial (no se uti- 
liza en secciones que estan completamente dedicadas a EDs). 

Problemas que requieren el uso de una calculadora. A menudo se necesitara una calculado- 
ra cientffica. Algunos de sus problemas pueden requerir una calculadora programable. 

Problemas que requieren un software de graficos por ordenador en un ordenador per¬ 
sonal. 


(q) Problemas que requieren el uso de un ordenador. En general requeri ran software de mate- 
^ maticas por ordenador (por ejemplo, M aple o M athematica) o bien un programa de hoja de 
calculo (por ejemplo, Lotus 123, Excel de M icrosoft o Quattro Pro). 




Al profesor 


Como sugiere su titulo, este libro pretende cubrir todo el material en programas de calculo 
de tres o cuatro semestres, con funciones reales de una sola variable real (calculo diferencial en 
los Capitulos 1-4 y calculo integral en los Capitulos 5-8), asi como funciones vectoriales de una 
sola variable real (en el Capitulo 11), funciones reales de varias variables reales (en los Capitu¬ 
los 12-14), y funciones vectoriales de varias variables reales (en los Capitulos 15-16). El Capi¬ 
tulo 9 esta dedicado a las secuencias y las series y su posicion es mas bien arbitraria. El Capitu¬ 
lo 10 contiene material basico necesario sobre vectores y geometria en el espacio tridimensional, 
y es de utilidad, aunque no absolutamente esencial, para la comprension del material multivaria¬ 
ble subsiguiente. La materia que se incluye es muy amplia para incluirla en cualquier curso. Se 
debe seleccionar que material incluir y cual omitir, teniendo en cuenta la formacion previa y las 
necesidades de los estudiantes. 

En la Universidad de British Columbia, donde el autor Neva ensenando 34 anos, el calculo se 
divide en cuatro trimestres; los dos primeros se ocupan del calculo de una sola variable (Capi¬ 
tulos 1-9); el tercero trata las funciones de varias variables (parte del Capitulo 10, y los Capitu¬ 
los 12-14), y es seguido por menos estudiantes, y el cuarto se ocupa del calculo vectorial (parte 
del Capitulo 10, y los Capitulos 11, 15-16) y es seguido por un numero relativamente reducido 
de estudiantes, principalmente de ciencias matematicas, ffsicas e ingenieria. En ninguno de estos 
cursos hay suficiente tiempo como para tratar todo el material; siempre se omiten algunas sec- 
ciones. Sin embargo, la amplia seleccion de temas y aplicaciones proporciona a los estudiantes 
una experiencia de aprendizaje rica y variada a los estudiantes. 

El texto esta disenado para cursos de calculo general, especialmente para los estudiantes de 
ciencias e ingenieria. La mayor parte del material requiere solo un conocimiento previo razona- 
ble en algebra y geometria analftica (vease el Capitulo P, Preliminares, donde se revisa este ma¬ 
terial). Sin embargo, alguna materia opcional es mas sutil y/o teorica, y esta dirigida principal¬ 
mente a los estudiantes mas duros. 
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^Que es el calculo? 


Al principio del siglo xvn el matematico aleman Johannes Kepler analizo un amplio numero de 
observaciones astronomicas realizadas por el astronomo danes Tycho Brahe y concluyo que los 
planetas se movfan alrededor del sol en orbitas elipticas. El no sabia por que. Cincuenta anos 
mas tarde, el matematico y fisico ingles Isaac Newton lo resolvio. 

iPor que los planetas se mueven en orbitas elipticas alrededor del sol? iPor que los vientos 
de los huracanes giran en espiral en sentido contrario a las agujas del reloj en el hemisferio Nor¬ 
te? iComo se pueden predecir los efectos de los cambios de los tipos de interes en la economfa y 
en los mercados de valores? iCuando desaparecera suficiente material radiactivo para permitir 
un manejo seguro? iComo afectan las corrientes oceanicas calientes del Pacffico ecuatorial al 
clima del este de Norteamerica? iCuanto tiempo permanece la concentracion de un medicamen- 
to en sangre en niveles efectivos? iComo se propagan las ondas de radio por el espacio? iPor 
que una epidemia se extiende cada vez mas rapido y despues se ralentiza? iComo puedo asegu- 
rar que el puente que acabo de disenar no sera destruido por una tormenta? 

Estas y muchas otras cuestiones de interes e importancia en nuestro mundo se relacionan di- 
rectamente con nuestra capacidad de analizar el movimiento y la forma en que las magnitudes 
cambian con respecto al tiempo o a otra magnitud. El algebra y la geometria son herramientas 
utiles para describir relaciones entre magnitudes estaticas, pero en el I as no intervienen conceptos 
apropiados para describir como cambia una magnitud. Para hacer esto necesitamos nuevas ope- 
raciones matematicas que van mas alia de las operaciones algebraicas de suma, resta, multi plica- 
cion y division y del calculo de potencias y rafces. Necesitamos operaciones que midan la forma 
en que varian magnitudes relacionadas. 

El calculo proporciona las herramientas para describir el movimiento cuantitativamente. Pre- 
senta dos nuevas operaciones denominadas diferenciacion e integration que, como la suma y la 
resta, son opuestas entre si; lo que hace la diferenciacion, lo deshace la integracion. 

Por ejemplo, consideremos el movimiento de una roca que cae. La altura (en metros) de la 
roca t segundos despues de que se lanza desde una altura h 0 es una funcion h(t) dada por 

h(t) = h 0 - 4.9 1 2 

La grafica de y = h(t) se muestra en la figura siguiente: 

yt 



XXX iQUE ES EL CALCULO? 

El proceso de diferenciacion hace posible obtener una nueva funcion, que denotaremos h'(t), y 
denominaremos derivada de h con respecto a t, que representa la velocidad de cambio de la altu- 
ra de la roca, es decir, su velocidad en metros/segundo: 

h'(t) = -9.8 t 

AI contrario, si conocemos la velocidad de la roca que cae en funcion del tiempo, la integracion 
permite obtener la funcion altura h(t). 

El calculo fue inventado de manera independiente y de forma algo diferente por dos matema- 
ticos del siglo xvn: Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibnitz. La motivacion de Newton era 
un deseo de analizar el movimiento de objetos moviles. Utilizando su calculo pudo formular sus 
leyes del movimiento y de la gravitacion y concluir a partir de ellas que los planetas debian 
moverse alrededor del sol en orbitas elipticas. 

M uchas de las mas fundamentales e importantes «leyes de la naturaleza» se expresan conve- 
nientemente en forma de ecuaciones en las que intervienen velocidades de cambio de magnitu¬ 
des. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales, y las tecnicas para su estudio y re¬ 
sol ucion estan en el corazon del calculo. En el ejemplo de la roca que cae la ley apropiada es la 
Segunda Ley de Newton del Movimiento: 

fuerza = masa x aceleracion 

La aceleracion (-9.8m/s 2 ) es la velocidad de cambio (la derivada ) de la velocidad, que es a su 
vez la velocidad de cambio (la derivada) de la funcion altura. 

Una buena parte de las matematicas se relacionan indirectamente con el estudio del movi¬ 
miento. Vemos las rectas o las curvas como objetos geometricos, pero los antiguos griegos las 
veian como trayectorias trazadas por puntos en movimiento. No obstante, el estudio de las cur¬ 
vas requiere conceptos geometricos como tangencia o area. El problema de la diferenciacion esta 
estrechamente relacionado con el problema geometrico de obtener rectas tangentes; de forma si¬ 
milar, la integracion esta relacionada con el problema geometrico de calcular areas de regiones 
con fronteras curvas. 

Tanto la diferenciacion como la integracion se definen en funcion de una nueva operacion 
matematica denominada li'mite. El concepto de limite de una funcion se desarrollara en el Capi- 
tulo 1. Esesera el comienzo real del estudio del calculo. En el capitulo denominado Preliminares 
revisaremos algunos conocimientos previos de algebra y geometria necesarios para el desarrollo 
del calculo. 




capi'tulo p 

Preliminares 


«Nos ensenaban a beber y a escupir, naturalmente — re¬ 
plied la Falsa Tortuga—, y luego las diversas ramas de la 
Aritmetica: a fumar, a reptar, a mutilar y sobre todo a di- 
miti r». 

Lewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898) 

d e Alicia en el Pais de las Maravillas 


Introduction En este capitulo preliminar se revisan las cosas mas importantes 
que hay que saber para introducirse en el calculo. Se consideran los numeros reales, 
los sistemas de coordenadas cartesianas en el piano, las ecuaciones que representan 
lineas rectas, drculos y parabolas, las fund ones y sus representaciones graficas, y 
en particular, las funciones polinomicas y trigonometricas. 

En fund on de los conocimientos preliminares de calculo que se posean, se pue- 
de estar familiarizado con estos temas o no. Si es asi, bastara con leer por encima 
este capitulo para ref rescar nuestros conocimientos anteriores. Si no es asi, este ca¬ 
pitulo debera estudiarse con detalle. 



2 CALCULO 


Los numeros reales y la recta real 


El Calculo se basa en las propiedades del si sterna de I os numeros reales. Los numeros reales se 
expresan mediante decimales. Por ejemplo, 


5 = 5.00000... 

— | = -0.750000 ... 

| = 0.3333... 
y/l = 1.4142... 
n = 3.14159... 


En todos los casos anteriores los puntos suspensivos... indican que la secuencia de dfgitos deci¬ 
males no finaliza nunca. En el caso de los tres primeros numeros anteriores, el patron que siguen 
los dfgitos es obvio. Por tanto, podemos saber cuales seran los dfgitos siguientes. En el caso 
de yjl y 7i no hay un patron obvio. Los numeros reales se pueden representar geometricamente 
como puntos en una recta que se denomina recta real, como se muestra en la Figura P.l. Para 
indicar tanto la recta real como el sistema de los numeros reales se utiliza el sfmbolo R. 


1 II II 111 U I 

-2 -1 o 1 1 y/2 2 3 71 4 Figura P.l La recta real. 

Las propiedades del sistema de los numeros reales se pueden clasificar en tres categorfas: 
propiedades algebraicas, propiedades de orden y completitud. Y a estamos familiarizados con las 
propiedades algebraicas. M as o menos significan que los numeros reales se pueden sumar, res¬ 
tar, multiplicar y dividir (excepto por cero), dando como resultado mas numeros reales, y que las 
reglas de la aritmetica son validas. 

Las propiedades de orden de los numeros reales se refieren al orden en que dichos numeros 
aparecen en la recta real. Si x esta a la izquierda dey significa que «x es menor quey» o que «y 
es mayor que x». Lo anterior se puede expresar simbolicamente como x < y o y > x, respectiva- 
mente. La desigualdad x sj y significa que bien x < y o bien x = y. Las propiedades de orden de 
los numeros reales se resumen en las siguientes reglas de las desigualdades: 


El sfmbolo significa «implica» 


Reglas de las desigualdades 


Si a, b y c son numeros reales, entonces: 

1. a < b ==» 

a + c < b + c 

2. a < b =» 

a - c < b - c 

3. a <b y c >0 


ac < be 

4. a <b y c <0 

- 

ac > be; en particular, -a > -b 

5 . a > b => 

1 

->0 

a 


6. 0 < a < b 

1 

1 

- — 

< - 


b 

a 

Las Reglas 1-4 y la 6 (si a > 

0) siguen siendo validas cambiando < y > por y 
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Notense especialmente las reglas para multiplicar (o dividir) una desigualdad por un numero. 
Si el numero es positivo, la desigualdad se mantiene. Si es negativo, la desigualdad se invierte. 

La propiedad de completitud del sistema de los numeros reales es mas sutil y diffcil de com- 
prender. Una forma deenunciarla es la siguiente: Si A es un conjunto cualquiera de numeros rea- 
les que contiene al menos un numero, y existe un numero real y con la propiedad de que x ^ y 
para todo x perteneciente al conjunto A, entonces existe un numero y minimo que cumple esa 
propiedad. Mas o menos, esto significa que la recta real no contiene agujeros ni saltos. A todo 
punto de dicha recta le corresponde un numero real. En nuestro estudio del calculo no hara falta 
considerar mucho la completitud. Se utiliza generalmente para demostrar ciertos resultados im- 
portantes, en concreto, los Teoremas 8 y 9 del Capftulo 1 (estas demostraciones se incluyen en el 
Apendice III, pero en general no son necesarias en cursos elementales de calculo, sino mas bien 
en cursos avanzados de analisis matematico). Solo necesitaremos utilizar la propiedad de com¬ 
pletitud en el Capftulo 9, en el estudio de las series infinitas. 

El conjunto de los numeros reales tiene algunos subconjuntos especialmente importantes: 

(i) Los numeros naturales, o enteros positivos, es decir, los numeros 1, 2, 3, 4, ... 

(ii) Los numeros enteros, es decir, los numeros 0, +1, +2, +3, ... 

(iii) Los numeros rationales, es decir, numeros que se pueden expresar en forma de una frac¬ 
cion m/n, siendo m y n dos enteros, y n ^ 0. 

Precisamente, los numeros racionales son numeros reales cuyo desarrollo decimal puede: 

(a) Finalizar, es decir, que termina con una secuencia de infinites ceros, por ejemplo, 
3/4 = 0.750000. 

(b) Repetirse, es decir, que finaliza con una cadena de dfgitos que se repite indefinidamente. 
Por ejemplo, 23/11 = 2.090909... = 2.09 (la barra indica el patron de dfgitos que se repiten). 

Los numeros reales que no son racionales se denominan numeros irracionales. 


Ejemplo 


Demuestre que los numeros (a) 1.323232... = 1.32 y (b) 0.3405405405., 
meros racionales, expresandolos como cociente de dos enteros. 

Solucion 

(a) Sea x = 1.323232... Entonces, x - 1 = 0.323232... y 

lOOx = 132.323232... = 132 + 0.323232... = 132 + x - 1 


= 0.3405 son nu- 


Por tanto, 99x = 131 y x = 131/99. 

(b) Sea y = 0.3405405405... Entonces lOy = 3.405405405... y lOy - 3 = 0.405405405... Ademas, 

lOOOOy = 3405.405405405... = 3405 + lOy - 3 
Por tanto, 9990y = 3402 e y = 3402/9990 = 63/185. 


El conjunto de los numeros racionales posee las mismas propiedades algebraicas y de orden 
que el de los numeros reales, pero no tiene la propiedad de completitud. Por ejemplo, no existe 
ningun numero racional cuyo cuadrado sea 2. Por tanto existirfa un hueco en la recta de los nu¬ 
meros racionales en el lugar que deberfa ocupar l . Como la recta real no tiene «huecos», es 
el lugar ideal para el estudio de los Ifmites y, por tanto, del calculo. 

1 iComo sabemos que Jl es un numero irracional? Supongamos lo contrario, es decir, que Jl es racional. Enton¬ 
ces = m/n, siendo m y n dos enteros yn^O. Supongamos adicionalmente que la fraccion m/n ha sido ya reducida, 
es decir, que ya se han cancelado los factores comunes en el numerador y en el denominador. Deberfa cumplirse que 
m 2 /n 2 = 2, y por tanto m 2 = 2 n 2 , que es un entero par. Por tanto, m debe ser par (el cuadrado de un entero par es siempre 
par). Como m es par, se puede expresar en la forma m = 2k, siendo k un entero. Tenemos entonces que 4k 2 = In 2 y 
n 2 = 2k 2 , que es par. Por tanto, n debe ser tambien par. Esto contradice el hecho de que J2 se puede expresar como una 
fraccion irreducible m/n, ya que si es asf, m y n no podrfan ser ambos pares. Por tanto, no existe ningun numero racional 
cuyo cuadrado sea 2. 
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Intervalos 

Un subconjunto de la recta real se denomina intervalo si contiene al menos dos numeros y con- 
tiene tambien todos los numeros reales que existen entre dos cualesquiera de sus elementos. Por 
ejemplo, el conjunto de los numeros reales x tales quex > 6 es un intervalo, pero el conjunto de 
los numeros reales y tales quey ^ 0 no es un intervalo (ipor que?). Consta de dos intervalos. 

Si a y b son numeros reales tales que a < b, entonces: 

(i) El intervalo abierto desde a hasta b, representado por (a, b), esta formado por todos los 
numeros reales x que cumplen que a < x < b. 

(ii) El intervalo cerrado desde a hasta b, representado por [a, b], esta formado por todos los 
numeros reales x que cumplen que a x s? b. 

(iii) El intervalo semiabierto [a, b) esta formado por todos los numeros reales x que cumplen 
que a ^x < b. 

(iv) El intervalo semiabierto (a, b] esta formado por todos los numeros reales x que cumplen 
que a < x b. 

Estos intervalos se muestran en la Figura P.2. Notese el uso de puntos vacios para indicar los 
extremos de los intervalos que no estan incluidos en estos, y el uso de puntos rellenos cuando los 
extremos estan incluidos en los intervalos. Los limites de los intervalos se denominan extremos. 

Los intervalos de la Figura P.2 son intervalos finitos, y todos tienen como longitud b - a. 
Los intervalos pueden tener tambien longitud infinita, y en ese caso se habla de intervalos infi¬ 
nites. La Figura P.3 muestra algunos ejemplos de intervalos infinites. Notese que la recta real I R 
es en si un intervalo, que se indica como (-oo, oo). El simbolo oo («infinito») no representa 
ningun numero real, por lo que no esta permitido que pueda ser un extremo del intervalo. 


a b 

Intervalo abierto (a, b) 


a b 

Intervalo cerrado [a, b] 


a b 

Intervalo semiabierto [a, b) 


a b 

Intervalo semiabierto (a, b\ 

Figura P.2 Intervalos finitos. 


-o-► 

a 

El intervalo (a, oo) 

◄-•-* 

a 

El intervalo (—00, a] 

◄ - ► 

El intervalo (—oo, oo) es la recta real 

Figura P.3 Intervalos infinitos. 


Ejemplo 2 


Resuelva las 


los y dibujelos. 

(a) 2x - 1 > x + 3 


Solucion 

(a) 2x - 1 > x + 3 

Se 

2x > x + 4 

Se 

x > 4 

X 

La 

(b) -->2x-l 

Se 

x - 6x + 3 

Se 

7x ^ 3 

3 

Se 


La 


siguientes desigualdades. Exprese los conjuntos solucion en forma de interva- 


(b) - - 5= 2x 1 


(0 


>5 


suma 1 en ambos miembros. 
resta x en ambos miembros. 
solucion es el conjunto (4, oo). 

multiplican ambos miembros por -3. 

suma 6x en ambos miembros. 
dividen los dos miembros por 7. 

solucion es el intervalo (- oo, 3/7], 
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(c) Se pasa el 5 del segundo miembro al primero y se simplifica, expresando la desigualdad de una forma 
equivalents: 


2 

x - 1 


- 5^0 


2 — 5(x - 1) 
x - 1 


>0 


7 - 5x 
x - 1 


SsO 


La fraccion ——— no esta definida en x = 1, y vale 0 en x = 7/5. Entre esos numeros, toma valores 

positivos si el numerador y el denominador tienen el mismo signo, y valores negativos si tienen distinto 
signo. Es sencillo organizar la informacion de los signos en la tabla siguiente: 


X 


1 


7/5 



1 — 5x 

+ 

+ 

+ 

0 

- 


X — 1 

- 

0 

+ 

+ 

+ 


(7 - 5x)/(x - 1) 

- 

indef 

+ 

0 

- 



Por tanto, el conjunto solucion de la desigualdad es en este caso el intervalo (1, 7/5]. 


1 

_ °" 

(4, oo) 

o 3/7 



" (-oo, 3/7] 



0 1 

7/5 

2 


(1,7/5] 


Figura P.4 Intervalos del Ejemplo 2. 


El simbolo <=> significa «si y solo si» o «es equivalente a». Si A y B son dos sentencias, enhan¬ 
ces A <==> B significa que, si una de el I as es verdadera, la otra necesariamente tambien lo es, 
por lo que ambas deben ser verdaderas, o ambas falsas. 


Algunas veces es necesario resolver sistemas de dos o mas desigualdades que se deben satis- 
facer simultaneamente. De momenta, resolveremos cada desigualdad por separado y buscaremos 
que numeros pertenecen a la interseccion de los conjuntos solucion. 


Resuelva los sistemas de desigualdades: 
(a) 3 < 2x + 1 sc 5 (b) 3x - 1 < 5x + 3 < 2x + 15 


Solucion 


(a) Utilizando la tecnica del Ejemplo 2, se puede resolver la desigualdad 3 ^ 2x + 1, obteniendose 2 ^ 2x 
yx^l. De forma similar, la desigualdad 2x + 1 ^ 5 produce 2x < 4 y x ^ 2. Por tanto, la solucion 
del sistema (a) es el intervalo cerrado [1, 2], 

(b) Se resuelven las dos desigualdades como sigue: 


3x - 1 < 5x + 3 ' 
-1 - 3 < 5x - 3x 
-4 < 2x 
-2 <x 


y 


' 5x + 3 ^ 2x + 15 
5x - 2x ^ 15 - 3 
| 3x ss 12 
l x^4 


Por tanto, el conjunto solucion es el intervalo (-2, 4], 
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La resolution de inecuaciones de segundo grado se basa en la resolution de las correspon- 
dientes ecuaciones de segundo grado. 


Ejemplo 4 


Inecuaciones de segundo grado 


Resuelva: 

(a) x 2 - 5x + 6 < 0 (b) 2x 2 + 1 > 4x 


Solucion 

(a) El trinomio x 2 - 5x + 6 se puede factorizar en el producto (x — 2)(x — 3), que sera negativo solo cuan- 
do uno (y solo uno) de los factores sea negativo. Como x - 3 < x - 2, eso ocurre cuando x - 3 < 0 
y x - 2 > 0. Por tanto, debe cumplirse que x<3yx>2, yla solucion es entonces el intervalo abier- 
to (2, 3). 

(b) La inecuacion 2x 2 + 1 > 4x es equivalente a 2x 2 - 4x + 1 > 0. La ecuacion de segundo grado corres- 
pondiente, 2x 2 - 4x + 1 = 0, es de la forma Ax 2 + Bx + C = 0, y se resuelve aplicando la formula de 
la ecuacion de segundo grado (vease la Seccion P.6): 


_ -B ± J B 2 - 4AC _ 4 ± ^16 - 8 _ , Jl 
X “ 24 “ 4 _1± T~ 

Por lo que la inecuacion dada se puede expresar en la forma: 

(x-i + iy2)(x-i-iy2)>o 

Esto se cumple si los factores del miembro izquierdo son ambos positivos o ambos negativos simulta- 

1 r 1 r 

neamente. Por tanto, debe cumplirse que x < 1 - - ^2 o que x > 1 + - N /2. El conjunto solucion es 
la union de los interval os f-ao, 1 - ^ yfe ) u f 1 + \ \A °°)' 


Notese el uso del simbolo u para indicar la union de intervalos. Un numero real pertenece a 
una union de intervalos si pertenece al menos a uno de los intervalos. Necesitaremos tambien 
considerar la interseccion de intervalos. Un numero real pertenece a una intersection de interva¬ 
los si pertenece a todos los intervalos. Para indicar la interseccion se utilizara el simbolo n. Por 
ejemplo, 

[1, 3)n[2, 4] = [2, 3) donde [1, 3) u [2, 4] = [1, 4] 


Ejemplo 5 


Resuelva la desigualdad -—- < 


2 

- y represente el conjunto solucion. 


Solucion Podriamos pensar en multiplicar por x(x - 1) para eliminar las fracciones de la inecuacion, pe- 
ro esto requeriria considerar tres casos por separado (icuales son?). En lugar de esto, combinaremos las dos 
fracciones en una sola: 


3 2 3 2 5x - 2 

-r < -<=> -y + -<0 <=> — -rr < 0 

X - 1 X X - 1 X x(x - 1) 

Examinaremos los signos de los tres factores de la fraccion izquierda para determinar donde es negativa 
dicha fraccion: 
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O 


2/5 


1 


5x - 2 

- 

- 

- 

O 

+ 

+ 

+ 

X 

- 

O 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

X — 1 

- 

- 

- 

- 

- 

0 

+ 

5x - 2 

x(x — 1) 

- 

indef 

+ 

0 

- 

indef 

+ 


El conjunto solucion de la inecuacion dada es la union de esos dos intervalos, es decir, (-00, 0) u 
u(2/5, 1). Vease la Figura P.5. 

0 2/5 1 

◄-o—0—0-► 

La union (-00. 0) u ( 2 / 5 , 1) Figura P.5 EI conjunto solucion del Ejemplo 5. 


El valor absolute 

El valor absolute 0 modulo de un numero x, que se escribe |x| (y se lee «valor absolute de x»), 
se define mediante la formula 

fx, si x 2s 0 

^ {-x, si x < 0 

Las lineas verticales del sfmbolo |x| se denominan barras de valor absolute. 


Ejemplo 6 


|3| = 3, 


= 0 , 


-5| = 5 


Notese que |x| 0 para todo numero real x, y que |x| = 0 si y solo si x = 0. Algunas perso¬ 

nas encuentran confuso decir que |x| = -x cuando x es negativo, pero es correcto, ya que en este 
caso -x es positivo. El sfmbolo Ja siempre indica la rafz cuadrada no negativa de a, por lo 
que una definicion alternativa de |x| serfa |x| = 


Es importante recordar que v V = |a|. No debe escribirse Ja 1 = a, a menos que se sepa que 
a ^ 0. 


Geometricamente, |x| representa la distancia (no negativa) desdex hasta 0 en la recta real. De 
forma mas general |x - y| representa la distancia (no negativa) entre los puntos x ey de la recta 
real, ya que esta distancia es la misma que la del punto x - y al 0 (vease la Figura P.6): 

fx - y, si x ^ y 
\x-y\ = { 

(y - x, si x < y 





1 

-* 1 
1 




x 


0 


l*-yl 


x - y 


\x-y\ 


Figura P.6 

|x — y| = distancia de x a y. 








8 CALCULO 


La funcion valor absolute posee las siguientes propiedades: 


Propiedades del valor absolute 

1. | — a| = |a|. El valor absolute de un numero y de su negativo es el mismo. 


2. |ab| = |a||b| y 


= , '. El valor absolute del producto (o cociente) de dos numeros es 
|D| 

el producto (o cociente) de sus valores absolutes. 

3. |a + b| < |a| + |b| (desigualdad del triangulo). El valor absolute de una suma o dife- 
rencia de dos numeros es menor o igual que la suma de sus valores absolutes. 


Las dos primeras propiedades se pueden comprobar considerando separadamente los casos 
que resultan de que tanto a como b pueden ser positivos o negativos. La tercera propiedad se 
deduce de las dos anteriores ya que ±2ab sj |2ab| = 2|a||b|. Por tanto, tenemos que 

|a ±b | 2 = (a + b) 2 = a 2 ± 2 ab + b 2 

^|a| 2 + 2|a||b| + |b| 2 = (|a| + |b|) 2 

Y tomando la raiz cuadrada (positiva) de ambos miembros se obtiene que |a + b\ < |a| + |b|. 
Este resultado se denomina «desigualdad del triangulo», ya que se sigue del hecho geometrico 
de que la longitud de cualquier lado de un triangulo no puede ser mayor que la suma de las lon¬ 
gitudes de los otros dos lados. Por ejemplo, si suponemos que los numeros 0, a y b de la recta 
real son los vertices de un «triangulo» degenerado, entonces las longitudes de los lados de dicho 
triangulo son |a|, |b| y |a - b\. El triangulo es degenerado porque todos sus vertices estan en la 
misma linea recta. 

Ecuaciones e inecuaciones con valores absolutes 

La ecuacion |x| = D (siendo D > 0) tiene dos soluciones, x = D y x= -D, es decir, los dos 
puntos de la recta real que estan a una distancia D del origen. Las ecuaciones e inecuaciones con 
valores absolutes se pueden resolver algebraicamente dividiendolas en casos de acuerdo con la 
definicion de valor absolute, pero a menudo se pueden resolver tambien geometricamente inter- 
pretando los valores absolutes como distancias. Por ejemplo, la inecuacion |x - a| < D expresa 
que la distancia desde x hasta a es menor que D, y por tanto x debe estar entre a - D y a + D 
(o, lo que es lo mismo, a debe estar entre x - D y x + D). Si D es un numero positivo, entonces, 


w 

= D 


o x = -D o x = D 

1*1 

<D 

<=> 

-D < x < D 

1*1 

sc D 


-D sc x sc D 

1*1 

>D 


o x <-D o x > D 


De forma mas general, 


1* 

- a| 

= D 


o x = a -Dox = a + D 

1* 

~a\ 

< D 

<=> 

a-D<x<a+D 

1* 

~ a\ 



a-D^x^a+D 

1* 

-a| 

> D 


o x < a - D o x > a + D 
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Ejemplo 7 


Resuelva: 


(a) |2x + 5| = 3 


(b) 13x - 21 1 


Solucion 

(a) |2x + 5| = 3 <=> 2x + 5 = ±3. Por tanto, o bien 2x = -3 - 5 = -8 o bien 2x = 3 - 5 = -2. 
Las soluciones son x = -4 o x = -1. 

(b) |3x - 2| 1 <=> -1 < 3x - 2 s$ 1. Resolvemos la pareja de inecuaciones: 


[ -1 < 3x ** 2) 

! 1 

r 3x - 2 < 1 ] 

-l + 2^3x 

> y 

3x ^ 1 + 2 

l 1/3 J 

i i 

l *<1 J 


Por tanto, la solucion es el intervalo [1/3, 1], 


Observation Veamos como se podrfa haber resuelto geometricamente el apartado (b) del 
Ejemplo 7, interpretando las inecuaciones como distancias: 


13x 21 = 

Por tanto, la inecuacion expresa que 

3 


( A 


2 

3 ( x — — J 

= 3 

x - - 

V V 


3 


2 

^ 1 


2 

x - - 

0 

x - - 

3 



3 


< 


Esto indica que la distancia de x a 2/3 no debe ser mayor que 1/3. Las soluciones de x deben 
estar entonces entre 1/3 y 1, ambos extremos incluidos (vease la Figura P.7). 


1 1 

3 3 



0 ^ | 1 * Figura P.7 El conjunto solucion del Ejemplo 7(b). 


Ejemplo 8 


Resuelva la ecuacion |x + 1| = |x - 3|. 


Solucion La ecuacion dice que x esta equidistante de -1 y 3. Por tanto, x es el punto intermedio entre 
-1 y 3. Es decir, x = (-1 + 3)/2 = 1. De otra manera, la ecuacion dada dice que o bien x+l=x-3o 
bien x + 1 = — (x - 3). La primera de las dos ecuaciones no tiene solucion, y la segunda tiene como solu¬ 
cion x = 1. „ 


Ejemplo 9 


iQue valores satisfacen la inecuacion 
Solucion Tenemosque 


<3? 


5 — 

X 

<3 «=> -3<5 — <3 

X 

Se resta 5 en cada miembro. 


2 

— 8 < — < —2 

X 

Se divide cada miembro por 


i — 1 

A 

1 X 

A 

"3- 

Se toman inversos. 


1 

- C X c 1 
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En los calculos anteriores hemos manejado un sistema de dos inecuaciones simultaneamente, en lugar de 
separarlas en dos inecuaciones como hemos hecho en ejemplos anteriores. Notense las diversas reglas de 
manejo de inecuaciones que se han empleado aqui. Al multiplicar una inecuacion por un numero negativo 
cambia el sentido de la desigualdad. Tambien se cambia el sentido al tomar inversos en los dos miembros 
de una inecuacion si son positivos. Por tanto, la inecuacion dada se cumple para todo x perteneciente al 
intervalo abierto (1/4, 1). 


Ejercicios P.1 


En los Ejercicios 1 y 2, exprese el numero racional 
mediante la repeticion de los digitos decimales. Utilice una 
barra sobre el conjunto de digitos que se repiten. 


r-H 

CM 

x 2 - 2x < 0 

22. 

23. 

x 3 > 4x 

24. 


x 4 


25. 

,>l+~ 

2 x 

26. 


6x 2 -5x^-1 

x 2 - x < 2 

3 2 

x - 1 < x + 1 


En los Ejercicios 3 y 4, exprese los numeros en forma de 
fraccion irreducible de enteros. 

3. 0.12 4. 3.27 

5. Exprese los numeros racionales 1/7, 2/7, 3/7 [H 
y 4/7 mediante repeticion de digitos decimales LII 
(utilice una calculadora para obtener tantos digitos 
decimales como sea posible). ^Se puede observar algun 
tipo de pauta? Intente predecir como seran las 
expresiones de las fracciones 5/7 y 6/7, y compruebe 
sus predicciones. 

6 . iPueden dos decimales diferentes representar el mismo 
numero? iQue numero representa 0.999... = 0.9? 

En los Ejercicios 7-12, obtenga el conjunto de todos los 
numeros reales x que satisfacen la condicion dada, 
expresandolos como un intervalo o union de intervalos. 

7. x 0 y x ^ 5 8. x < 2 y x^-3 

9. x > - 5 o x < - 6 10. x < -1 

11. x > - 2 12. x < 4 o x > 2 


Resuelva las ecuaciones de los Ejercicios 27-32. 


27. |x| = 3 
29. |2t + 5| = 4 

31. |8 - 3s| = 9 


28. |x — 31 = 7 
30. |1 - t| = 1 



En los Ejercicios 33-40, escriba los intervalos definidos por 
las inecuaciones dadas. 


33. |x| < 2 34. |x|s:2 

35. |s - 1| < 2 36. |t + 2| < 1 


37. 13x — 71 < 2 38. |2x + 5| < 1 



X 



X 

39. 

- - 1 

<1 

40. 

2 -- 


2 


2 


En los Ejercicios 41 y 42, resuelva las inecuaciones dadas 
interpretandolas como aseveraciones sobre distancias en la 
recta real. 


En los Ejercicios 13-26, resuelva las inecuaciones dadas, 
expresando la solucion como un intervalo o union de 

intervalos. 


13. -2x>4 

14. 3x + 5 ^ 8 

15. 5x - 3 ^ 7 - 3x 

6 - x 3x - 4 
“■4^2 

17. 3(2 -x) <2(3 + x) 

18. x 2 < 9 

1 

19. --< 3 

2 -x 

x + 1 

20. - Ss 2 

X 


41. |x + 1| > |x - 3| 42. |x - 3| < 2|x| 

43. No caiga en la trampa de aceptar que | —a| = a. iPara 
que numeros reales es cierta la anterior ecuacion? 
iPara que numeros es falsa? 

44. Resuelva la ecuacion |x - 1| = 1 - x. 

45. Demuestre que la inecuacion 

|a-b|>||aJ/ : |b|| 

se cumple para todos los numeros reales a y b. 
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B 


Coordenadas cartesianas del piano 


La posicion de cualquier punto del piano se puede medir con respecto a dos rectas reales perpen- 
diculares entre si que se cruzan en el origen. Estas lineas se denominan ejes coordenados del 
piano. Generalmente (pero no siempre), denominaremos eje x a una de esas rectas y la dibujare- 
mos horizontalmente, con los numeros x creciendo hacia la derecha. La otra recta se denominara 
eje y, y la dibujaremos vertical mente, con los numeros y creciendo hacia arriba. El punto de 
interseccion de los ejes coordenados (es decir, el punto donde x e y valen ambas cero) se deno- 
mina origen, y se representa frecuentemente mediante la letra 0. 

Sea P un punto cualquiera del piano. Dibujemos una recta perpendicular al eje x que pasa 
por el punto P. Si a es el valor dex donde la recta corta al ejex, se dice que a es la coordenada 
x del punto P. Analogamente, la coordenada y de P es el valor dey donde la linea perpendicu¬ 
lar al eje y que pasa por P corta a dicho eje y. El par ordenado (a, b) se denomina pareja de 
coordenadas, o coordenadas cartesianas, del punto P. Utilizaremos la notacion P(a, b) para in¬ 
dicar simultaneamente el punto P y sus coordenadas (a, b) (vease la Figura P.8). Notese que la 
coordenada x es la que se pone en primer lugar en la pareja de coordenadas. Existe una corres¬ 
pondence uno a uno entre las parejas de coordenadas y los puntos del piano. Todo punto posee 
una pareja de coordenadas unica y cada pareja de coordenadas determina un unico punto. El 
conjunto formado por los ejes de coordenadas y las parejas de coordenadas se denomina sistema 
de coordenadas cartesianas del piano, debido al filosofo del siglo xvn Rene Descartes, que 
creo la geometria analitica (de coordenadas). Cuando se incorpora este sistema de coordenadas, 
el piano pasa a denominarse piano cartesiano. Notese que se utiliza la misma notacion (a, b) 
para indicar las coordenadas cartesianas de un punto en el piano y para indicar un intervalo 
abierto en la recta real. Esto, sin embargo, no debe ser fuente de confusiones dado que el signifi- 
cado exacto estara claro por el contexto. 

La Figura P.9 muestra las coordenadas de algunos puntos del piano. Notese que todos los 
puntos del eje x tienen 0 como coordenada y. Para indicar esos puntos, generalmente escribire- 
mos solo su coordenada x. De forma similar, los puntos del eje y tienen x = 0, y los podemos 
etiquetar utilizando unicamente su coordenada y. 


Los ejes de coordenadas dividen el piano en cuatro regiones denominadas cuadrantes. Los 
cuadrantes se numeran del I al IV, como se muestra en la Figura P.10. El primer cuadrante es 
el superior derecho. Las dos coordenadas de los puntos pertenecientes al primer cuadrante son 
numeros positivos. Los numeros pertenecientes al cuadrante III tienen ambas coordenadas nega¬ 
tives. En el cuadrante II solo la coordenada y es positiva, y en el cuadrante IV solo la coordena¬ 
da x es positiva. 


3 

1 

,P{a, b) 

-1-1 j-l-1—► X 

*(—2,2) 

-2.3 

—4 -3 -2 -1 o 

1 2 f 3 4 

_i__i_ 

-3 -2 -1 

-1 

_ Cl 

# (—3, —1) 

-2 

- 


-3 

- 



.(2,3) 


.(0.5.1.5) 


.(3,1) 


12 3 4 

.( 2 ,- 1 ) 

-1.5 


Figura P.8 Los ejes coordenados 
y un punto P con coordenadas (a, b ). 


Figura P.9 Algunos puntos con 
sus coordenadas. 


yf 


j ‘ 

II 

1 


X 

III 

IV 


Figura P.10 Los cuatro cuadrantes. 
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Escalas de los ejes 

Al dibujar datos en el piano coordenado o al pintar formulas cuyas variables tienen diferentes 
unidades de medida, no es necesario utilizar la misma escala en los dos ejes de coordenadas. Si, 
por ejemplo, se dibuja la altura en funcion del tiempo de una piedra que cae, no hay ninguna 
razon que obligue a poner la marca que indica 1 en el eje de las alturas a la misma distancia del 
origen que la marca que indica 1 en el eje de tiempos. 

Cuando se dibujan funciones cuyos valores no representan medidas ffsicas, y cuando se dibu- 
jan figuras en el piano coordenado para estudiar su geometria o sus propiedades trigonometricas, 
es habitual hacer iguales las escalas de los dos ejes coordenados. La unidad de distancia mide 
entonces lo mismo en el eje horizontal y en el eje vertical. Como en el caso de un mapa topogra- 
fico o de un dibujo a escala, los segmentos de rectas de la misma longitud aparentaran tenerla en 
el dibujo, y los angulos que parezcan iguales lo seran en realidad. Algunos resultados geometri- 
cos que obtendremos posteriormente, como la relacion entre las pendientes de dos lineas perpen¬ 
diculars, solo son validas si se utilizan escalas iguales en los dos ejes. 

Los ordenadores y las calculadoras graficas son otra cosa. Las escalas horizontal es y vertica¬ 
ls en las graficas generadas por esos dispositivos son en general diferentes, por lo que las dis¬ 
tances, las pendientes y los angulos resultan distorsionados. Las circunferencias pueden parecer 
elipses, y los cuadrados pueden parecer rectangulos o incluso paralelogramos. Los angulos rectos 
pueden parecer agudos u obtusos. Estas circunstancias requieren un cuidado especial al interpre¬ 
tar lo que vemos. El software de ordenador de alta calidad para dibujo de graficos cartesianos 
permite generalmente al usuario compensar estos problemas de escala ajustando la relacion de 
aspecto (relacion entre la escala vertical y la horizontal). Algunas pantallas de ordenador tam- 
bien admiten un ajuste limitado. Al utilizar software de graficos, es conveniente ajustar nuestra 
configuracion particular de hardware/software de forma que los diametros vertical y horizontal 
de un cfrculo dibujado parezcan iguales. 

Incrementos y distancias 

Cuando una particula se mueve de un punto a otro, los cambios netos en sus coordenadas se de- 
nominan incrementos. Se calculan restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas 
del punto final. Un incremento en una variable es el cambio neto en los valores de dicha varia¬ 
ble. Si x cambia de x 1 a x 2 , entonces el incremento de x es Ax = x 2 - x : . 


Ejemplo 1 


Calcule los incrementos de las coordenadas de una particula que se desplaza desde 
A (3, -3) hasta S(— 1, 2). 


Solucion Los incrementos (vease la Figura P.11) son: 

Ax = -1 - 3 = —4 y Ay = 2 - (- 3) = 5 



Figura P.11 I ncrementos en x e y. 
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Si P(x i, yi) y Q(x 2 , y 2 ) son dos puntos del piano, el segmento de recta PQ es la hipotenusa de un 
triangulo rectangulo PCQ, como muestra la Figura P.12. Los lados PC y CO de dicho triangulo 
tienen longitudes 

Ax| - |x 2 x x | y |Ay| = |y 2 -y 1 | 

que son respectivamente la distancia horizontal y la distancia vertical entre P y Q. Por el Teore- 
ma de Pitagoras, la longitud de PQ es la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de las dos 
longitudes anteriores. 



Ejemplo 3 


La distancia desde el origen 0(0, 0) hasta un punto P(x, y) es 


/(x - 0)" + (y - 0) 2 = Vx 2 + y 2 


Graficas 

La grafica de una ecuacion (o inecuacion) que relaciona las variables x e y es el conjunto de 
todos los puntos P[x, y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion (o inecuacion). 


Ejemplo 


La ecuacion x 2 + y 2 = 4 representa todos los puntos P(x, y ) cuya distancia al origen es 

^x 2 + y 2 = ^4 = 2. Esos puntos estan sobre una circunferencia de radio 2 centrada en el origen. Esta 
circunferencia es la grafica de la ecuacion x 2 + y 2 = 4 (cease la Figura P.13(a)). 


Ejemplo 


Los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la inecuacion x 2 + y 2 ^ 4 estan todos a una 
distancia ^2 del origen. La grafica de esta inecuacion es, por tanto, el disco de radio 2 centrado en el ori¬ 
gen (cease la Figura P. 13(b)). 
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Figura P.13 

(a) La circunferencia x 2 + y 2 = 4. 

(b) El disco x 2 + y 2 < 4. 

cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion 


son (0, 0), (1, 1), (-1, 1), (2, 4) y (-2, 4). Estos puntos (y todos los demas que cumplen la ecuacion) se 
encuentran sobre una curva que se denomina parabola (vease la Figura P.14). 



Lmeas rectas 

Dados dos puntos del piano, P^Xj, y{i y P 2 (x 2 , y 2 ), denominaremos a los incrementos 
Ax = x 2 - Xi y Ay = y 2 - y 1 desplazamiento y elevacion, respectivamente, entre P 1 y P 2 . Dos 
puntos como estos determinan siempre una uni ca Ifnea recta (a menudo denominada simple- 
mente recta) que pasa por ambos. La denominaremos recta P 1 P 2 . 

Cualquier recta no vertical en el piano tiene siempre la propiedad de que la relacion 

elevacion Ay y 2 -yi 

desplazamiento Ax x 2 - x 1 

toma el mismo valor para dos puntos cualesquiera P^Xj, y : ) y P 2 (x 2 , y 2 ) de la recta (vease la 
Figura P.15). La constante m = Ay/Ax, en una recta no vertical, se denomina pendiente. 


Ejemplo 7 


La pendiente de la recta que pasa por los puntos A (3, -3) y 6(1, 2) es 


Ay 2 — (— 3) 5 _ 5 

Ax _ -1-3 _3 4 _ ~4 


La pendiente de una recta nos indica su direccion y su tasa (o velocidad) de crecimiento 
(o decrecimiento). Una recta de pendiente positiva va creciendo hacia la derecha, mientras que 
una recta con pendiente negativa va decreciendo hacia la derecha. Cuanto mayor sea el valor ab- 
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Figura P.15 Ay/Ax = Ay'/Ax' porque 
los triangulos P 1 QP 2 y P[Q'P ' 2 son semejantes. 


soluto de la pendiente, mas acusado es el crecimiento o el decrecimiento. Dado que Ax vale cero 
en una recta vertical, no podemos formar el cociente n, la pendiente de la recta vertical esta in- 
definida. 

La direccion de una recta se puede medir tambien mediante un angulo. La inclination de 
una recta se define como el minimo angulo, medido en sentido contrario al de las agujas del re- 
loj, formado entre la direccion positiva del eje x y la recta. El la Figura P.16, el angulo 0 (la 
letra griega «phi») es la inclinacion de la recta L. La inclinacion 0 de cualquier recta cumple que 
0° ^ ^ 180°. La inclinacion de una recta horizontal es de 0° y la de una recta vertical, de 90°. 

Suponiendo que se usa la misma escala en los dos ejes coordenados, la relacion entre la pen¬ 
diente m de una recta no vertical y su inclinacion se muestra en la Figura P.16: 

Ay 

m - — = tan 6 
Ax 

(La funcion trigonometrica tan se define en la Seccion P.7). 



Figura P.16 La recta L tiene una inclinacion de </>. 


Las rectas paralelas tienen la misma inclinacion. Si no son verticales deberan tener, por tan- 
to, la misma pendiente. Lo contrario tambien es cierto: dos rectas con la misma pendiente tienen 
la misma inclinacion y, por tanto, son paralelas. 

Si dos rectas no verticales L 1 y L 2 son perpendiculares, sus pendientes y m 2 cumplen la 
relacion m 1 m 2 = -1, por I o que la pendiente de una de el I as es el inverso cambiado de signo de 
la pendiente de la otra: 

1 1 


(Este resultado asume tambien que los dos ejes coordenados tienen la misma escala). Para verlo, 
observemos en la Figura P.17 que 

AD 


Y m 2 = 


AD 

DC 
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y 



Figura P.17 AABD es similar a ACAD. 


Como AABD es similar a A CAD, tenemos que 


AD 

BD 



por tanto, 


m ]m 2 




= -1 


Ecuaciones de la recta 

Las lineas rectas son figuras particularmente simples, y sus ecuaciones correspondientes son 
tambien simples. Todos los puntos de una recta vertical que pasan por el punto a en el eje x 
tienen sus coordenadas x iguales a a. Por tanto, la ecuacion de esa recta es x = a. Analogamente, 
y = b es la ecuacion de una recta horizontal que corta al eje y en b. 


Ejemplo 8 


Las ecuaciones de las rectas horizontal y vertical que pasan por el punto (3, 1) (vease la 
Figura P.18) son, respectivamente, y = 1 y x = 3. 


Linea x = 3 


1 


Linea y = 1 


(3,1) 


* Figura P.18 Las rectas y 


y x = 3. 


Para escribir la ecuacion de una recta no vertical L, es suficiente conocer su pendiente m y 
las coordenadas de un punto de dicha recta, y{j. Si P(x, y) es otro punto cualquiera de la 
recta, entonces 


x — x 1 

por lo que 


y-yi = m(x - xj o y = m(x - xj + y 1 


La ecuacion 


y = m(x - xO + yj 


Se denomina ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto (x 1( y^, y tiene 
pendiente m. 
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Ejemplo 9 


Obtenga la ecuacion de la recta de pendiente -2 que pasa por el punto (1, 4). 


Solucion Sustituimos x x = 1, y x = 4 y m = -2 en la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, 
con lo que se obtiene 


y = — 2(x - 1) + 4 


y = - 2x + 6 


Ejemplo 10 


Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1, -1) y (3, 5). 


Solucion La pendiente de la recta es m = ——— = 3. Podemos utilizar ahora esta pendiente junto 

con uno cualquiera de los dos puntos dados para obtener la ecuacion de la recta. Si se usa el punto (1, -1), 
se obtiene 


y = 3(x — 1) — 1, que se simplifica en y = 3x - 4 
Si se usa el punto (3, 5) se obtiene 

y = 3(x - 3) + 5, que se simplifica tambien en y = 3x - 4 
En cualquier caso, la ecuacion de la recta esy = 3x - 4. 


La coordenada y del punto donde una recta no vertical corta al eje y se denomina ordenada 
en el origen (vease la Figura P.19). Analogamente, la abscisa en el origen de una recta no hori¬ 
zontal es la coordenada x del punto donde la recta corta al eje x. Una recta de pendiente m y 
ordenada en el origen b pasa por el punto (0, b), por lo que su ecuacion es 

y = m(x - 0) + b o, mas simple, y = mx + b 

Una recta con pendiente m y abscisa en el origen a pasa por el punto (a, 0), por lo que su ecua¬ 
cion es 

y = m(x a) 


( 0 b) 

\ Figura P.19 La recta L tiene ordenada en origen b y abscisa en el origen a. 


La ecuacion y = mx + b se denomina ecuacion exph'cita de la recta de pendiente m y 
ordenada en el origen b. 

La ecuacion y = m(x - a) es la ecuacion de la recta de pendiente m y abscisa en el 
origen a. 


Ejemplo 11 


Calcule la pendiente, la ordenada en el origen y la abscisa en el origen de la recta cuya 
ecuacion es 8x + 5y = 20. 

Solucion Despejando y de la ecuacion obtenemos 


20 


y = 


8x 8 
— = - - x + 4 


5 
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Comparando la expresion anterior con la forma explfcita general y = mx + b, puede verse 
que la pendiente de la recta es m = -8/5 y la ordenada en el origen es b = 4. 

Para calcular la abscisa en el origen se hace y = 0 en la ecuacion de la recta y se despeja x, 
con lo que se obtiene 8x = 20, o x = 5/2, Por tanto, la abscisa en el origen es a = 5/2, 


La ecuacion Ax + By = C (donde A y B no son simultaneamente cero) se denomina ecua¬ 
cion lineal general en x ey porque su grafica es siempre una linea recta, y la ecuacion de cual- 
quier recta se puede expresar de esa forma. 

M uchas magnitudes de interes se relacionan mediante ecuaciones lineales. Una vez que co- 
nocemos que la relacion entre dos variables es lineal, dicha relacion se puede obtener a partir de 
cualquier pareja de valores que se correspondan, de la misma forma que hemos obtenido la ecua¬ 
cion de una recta conocidos dos puntos cualesquiera de el I a. 


Ejemplo 12 


La relacion entre la temperatura en grados Fahrenheit (F) y grados Celsius (C) es una 
ecuacion de la forma F = mC + b. El agua se congela a F = 32° o C = 0°, y hierve a F = 212° o 
C = 100°. Por tanto, 

32 = 0m + b y 212 = 100m + b 


por lo que b = 32 y m = (212 - 32)/100 = 9/5. Entonces, la relacion se expresa mediante la ecuacion 
lineal 


C =9 (F 


32) 


F = - C + 32 


Ejercicios P.2 


En los Ejercicios 1-4, una particula se mueve desde4 hasta 
8. Calcule los incrementos netos Ax e Ay de las 
coordenadas de las particulas. Calcule tambien la distancia 
desde A hasta B . 

1.4(0, 3), 8(4, 0) 2. 4(-l, 2), 8(4, -10) 

3. 4(3, 2), B( —1, —2) 4. 4(0.5, 3), 8(2,3) 

5. Una particula inicia su movimiento en el punto 

4{— 2, 3) y el cambio en sus coordenadas es Ax = 4 y 
Ay = -7. Calcule su nueva posicion. 

6 . Una particula Mega al punto (-2, 2) despues de que 
sus coordenadas tengan un cambio de Ax = -5 y 
Ay = 1. iCual fue su posicion original? 

Describa los graficos de las ecuaciones e inecuaciones de 
los Ejercicios 7-12. 

7. x 2 + y 2 = 1 8. x 2 + y 2 = 2 

9. x 2 + y 2 ^ 1 10. x 2 + y 2 = 0 

11 . y x 2 12 . y < x 2 

En los Ejercicios 13-14, calcule la ecuacion de (a) la recta 
vertical y (b) la recta horizontal que pasa por los puntos 
dados. 

14. (Jl, -1.3) 


En los Ejercicios 15-18, escriba la ecuacion de la recta que 
pasa por el punto P y tiene pendiente m. 

15. P( —1, 1), m = 1 16. P( — 2, 2), m = 1/2 

17. P(0, b), m = 2 18. P(a, 0), m = -2 

En los Ejercicios 19 y 20, indique si el punto P esta por 
encima, por debajo o sobre la recta dada. 

19. P(2,1), 2x + 3y = 6 20. P(3, -1), x-4y = 7 

En los Ejercicios 21-24, escriba la ecuacion de la recta que 
pasa por los dos puntos dados. 

21. (0, 0), (2,3) 22. (-2,1), (2,-2) 

23. (4, 1), (-2,3) 24. (-2,0), (0,2) 

En los Ejercicios 25-26, escriba la ecuacion de la recta con 
pendiente m y ordenada en el origen b. 

25 . m=-2, b = Jl 26 . m — —1/2, b = -3 

En los Ejercicios 27-30, calcule la ordenada en el origen, la 
abscisa en el origen y la pendiente de las rectas dadas, y 
dibuje sus graficas. 

27. 3x + 4y = 12 
29. ^2x - V3y = 2 


13. (-2, 5/3) 


28. x + 2y = -4 
30. 1.5x - 2y = -3 
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En los Ejercicios 31 y 32, obtenga las ecuaciones de las 
rectas que pasan por el punto P y (a) son paralelas a o 
(b) son perpendiculares a las rectas dadas. 

31. P (2,1), y = x + 2 32. P( - 2, 2), 2x+y = 4 

33. Calcule el punto de interseccion de las rectas 

3x - 4y = - 6 y 2x - 3y = 13 

34. Calcule el punto de interseccion de las rectas 

2x + y = 8 y 5x - 7y = 1 

35. Dada una recta que no sea horizontal ni vertical, ni 
pase por el origen, demuestre que su ecuacion se puede 

x y 

escribir en la forma - + - = 1, siendo a su abscisa en 
a b 

el origen y b su ordenada en el origen. 

36. Determine la abscisa y la ordenada en el origen y 

* y 

dibuje la grafica de la recta - - - = 1. 

37. Calcule la ordenada en el origen de la recta que pasa 
por los puntos (2, 1) y (3, -1). 

38. Una recta pasa por los puntos (-2, 5) y [k, 1), y su 
abscisa en el origen vale 3. Calcule k. 

39. El coste de imprimir x copias de un folleto es de C €, 
siendo C =4x + B para ciertos valores de las constantes 
4 y B. Si imprimir 10 000 copias vale 5000 € e 
imprimir 15 000 copias vale 6000 €, icuanto costara 
imprimir 100 000 copias? 

40. (Fahrenheit vs. Celsius) En el piano FC, dibuje la 

5 

grafica de la ecuacion C = - (F - 32) que relaciona 

las temperaturas en grados Celsius y Fahrenheit que 
vimos en el Ejemplo 12. Dibuje en la misma grafica la 
recta cuya ecuacion es F = C. iExiste alguna 
temperatura para la cual un termometro graduado en 


grados Celsius marque lo mismo que un termometro 
graduado en grados Fahrenheit? Si es asi, calcule dicha 
temperatura. 

Geometrfa 

41. Demuestre, calculando las longitudes de sus tres lados, 
que el triangulo que tiene como vertices los puntos 
4(2, 1), B(6, 4) y C(5, -3) es isosceles. 

42. Demuestre que el triangulo cuyos vertices son los 
puntos >4(0, 0), 6(1, ^/3) y C(2, 0) es equilatero. 

43. Demuestre que los puntos4(2, —1), 6(1, 3) y C(— 3, 2) 
son tres vertices de un cuadrado y calcule el cuarto 
vertice, 

44. Calcule las coordenadas del punto medio del segmento 
P ]P 2 , entre los puntos P 1 (x 1 , y{) y P 2 (x 2 , y 2 ). 

45. Calcule las coordenadas del punto que en un segmento 
entre los puntos P 1 (x 1 , y{) y P 2 (x 2 , y 2 ) esta a dos tercios 
del recorrido desde Pi a P 2 . 

46. El punto P esta en el eje x y el punto Q esta en la recta 
y = -2x. El punto (2, 1) es el punto medio del 
segmento PQ. Calcule las coordenadas del punto P. 

En los Ejercicios 47 y 48, interprete la ecuacion como una 

aseveracion sobre distancias y determine asi la grafica de la 

ecuacion. 

47. ,/(x - 2) 2 + y 2 = 4 

48. J(x - 2) 2 + y 2 = Vx 2 + (y - 2) 2 

49. iPara que valor de k es la recta 2x + ky = 3 
perpendicular a la recta 4x + y = 1? ^Para que valor 
de k son ambas rectas paralelas? 

50. Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por el punto 
(1, 2) y por el punto de interseccion de las rectas 

x + 2y = 3 y 2x — 3y = — 1. 


u 


Graficas de ecuaciones cuadraticas 


En esta seccion se revisan los circulos, parabolas, elipses e hiperbolas, cuyas graficas representan 
ecuaciones cuadraticas de dos variables. 


Circunferencias y discos 

La circunferencia de centro C y radio a esta forma por el conjunto de todos los puntos del 
piano que estan a una distancia a del punto C. 

La distancia del punto P(x, y) al punto C(h, k ) es ^/(x - h ) 2 + (y - k) 2 , por lo que la ecua¬ 
cion de la circunferencia de radio a > 0 y centro C(h, k) es 


yftx - h ) 2 + (y - k) 2 = a 
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La ecuacion anterior se puede expresar de una forma mas simple elevando al cuadrado am- 
bos miembros. 

Ecuacion estandar de una circunferencia 

La ecuacion de la circunferencia de radio a > 0 y centro ( h , k ) es 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = a 2 

En particular, la ecuacion de la circunferencia de radio a centrada en el origen (0, 0) es 

x 2 + y 2 = a 2 


La circunferencia de radio 2 y centro el punto (1, 3) (vease la Figura P.20) tiene la ecua¬ 
cion (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 4. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


_ La circunferencia cuya ecuacion es (x + 2) 2 + (y 

[ — 2, 1) y su radio es Jl (vease la Figura P.21). 


I) 2 = 7 esta centrada en el punto 





Figura P.20 La circunferencia de ecuacion 
(x - l) 2 + (y - 3) 2 = 4. 


x 



Figura P.21 La circunferencia de ecuacion 
(x + 2) 2 + (y - l) 2 = 7. 


Si se desarrollan los cuadrados de la ecuacion estandar (x - h) 2 + (y - k) 2 = a 2 y se agrupan 
todas las constantes en el miembro derecho de la ecuacion, resulta 

X 2 - 2 hx + y 2 - 2 ky = a 2 - h 2 - k 2 

Una ecuacion cuadratica de la forma 

x 2 + y 2 + 2 ax + 2 by = c 

puede representar una circunferencia, un unico punto, o ningun punto en absoluto. Para saber en 
que caso estamos, se completan los cuadrados del miembro izquierdo. Como x 2 + 2ax son los 
dos primeros terminos del desarrollo del cuadrado (x + a) 2 = x 2 + 2ax + a 2 , para completar el 
cuadrado del termino en x se suma a 2 a los dos miembros de la ecuacion (notese que a 2 es el 






CAP ITU LO P. Preliminares 21 


cuadrado de la mitad del coeflclente de x). Analogamente, se suma b 2 en los dos miembros para 
completar el cuadrado en y. Entonces, la ecuacion queda 

(x + a) 2 + (y + b) 2 = c + a 2 + b 2 

Si c + a 2 + b 2 > 0, el grafico corresponde a una circunferencia de centra (-a, -b) y radio 
Jc + a 2 + b 2 . Si c + a 2 + b 2 = 0, la grafica solo consta del punto (-a, -b). Si c + a 2 +b 2 <0, 
la grafica no contiene ningun punto. 


Ejemplo 3 


Calcule el centra de la circunferencia x 2 + y 2 - 4x + 6y = 3. 


Solucion Observese que x 2 - 4x son los dos primeros terminos del desarrollo del binomio 

(x - 2) 2 = x 2 - 4x - 4, y que y 2 + 6y son los dos primeros terminos del cuadrado (y + 3) 2 = y 2 + 6y + 9. 

Por tanto, hay que sumar 4 + 9 en ambos miembros, con lo que se obtiene 

x 2 - 4x + 4 + y 2 + 6y + 9 = 3 + 4 + 9 o (x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16 

Por tanto, la ecuacion representa una circunferencia de centra (2, -3) y radio 4. 


El conjunto de todos los puntos dentro de una circunferencia se denomina interior de la cir¬ 
cunferencia, o disco abierto. El conjunto de todos los puntos que estan fuera de una circunferen¬ 
cia se denomina exterior de la circunferencia (vease la Figura P.22). El interior de una circunfe¬ 
rencia junto con la propia circunferencia se denomina disco cerrado, o simplemente disco. La 
inecuacion 

(x - h ) 2 + (y - k) 2 ^ a 2 

representa el disco de radio |a| centrado en (h, k). 



Figura P.22 Interior de la circunferencia (sombreado) y exterior de la circunferencia 
(sin sombrear). 


Ejemplo 4 


Identifique las graficas de 


(a) x 2 + 2x + y 2 sc 8 


(b) x 2 + 2x + y 2 < 8 


(c) x 2 + 2x + y 2 > 8 


Solucion Completando el cuadrado en la ecuacion x 2 + y 2 + 2x = 8: 


x 2 + 2x + 1 + y 2 = 8 + 1 
(x + l) 2 + y 2 = 9 


puede verse que la ecuacion representa una circunferencia de radio 3 centrada en (-1, 0). La inecuacion 
(a) representa el disco (cerrado) con el mismo centra y radio (vease la Figura P.23). La inecuacion (b) re¬ 
presenta el interior de la circunferencia (o disco abierto). La inecuacion (c) representa el exterior de la cir¬ 
cunferencia. 
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Ecuaciones de parabolas 


Una parabola es una curva del piano cuyos puntos estan a la misma distancia de un punto 
fijo F y de una recta L que no pasa por F. El punto F se denomina foco de la parabola, y 
la recta L directriz de la parabola, La recta perpendicular a L que pasa por F se denomi¬ 
na eje de la parabola, y el punto 1/ donde se encuentran la parabola y su eje se denomina 

vertice. 


Observese que el vertice V de una parabola esta equidistante del foco F y del punto de la direc¬ 
triz L mas cercano a F. Si la directriz es horizontal o vertical, y el vertice esta en el origen, la 
ecuacion de la parabola sera particularmente simple. 


Ejemplo 5 


Calcule la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto F(0, p) y cuya directriz es la 


recta L de ecuacion y = -p. 


Solucion Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parabola. Entonces (vease la Figura P.24) las distancias 
de P a F y al punto mas cercano Q de la recta L se expresan 


PF = J[x - 0) 2 + (y - p) 2 = Vx 2 + y 2 - 2py + p 2 

pq = jix^xfuy^TW 2 = Vy^py^p 1 



Figura P.24 La parabola 4py 


x 2 , con foco F (0, p) y directriz y 


-P- 


Como P esta en la parabola, PF = PQ, y por tanto los cuadrados de las distancias deben ser tambien 
iguales: 

x 2 + y 2 - 2py + p 2 = y 2 + 2py + p 2 







CAP ITU LO P. Preliminares 23 


Simplificando, 

x 2 = 4py o y = — (denominada forma estandar) 

4p 

La Figura P.24 ilustra la situacion para p > 0. La parabola se abre hacia arriba y es simetrica respecto a 
su eje, el eje y. Si p < 0, el foco (0, p) estara por debajo del origen y la directriz y = -p estara por encima 
del origen. En este caso la parabola se abrira hacia abajo en vez de hacia arriba. 


La Figura P.25 muestra varias parabolas con ecuaciones de la forma y = ax 2 , para valores de 
a positivos y negativos. 



Ejemplo 6 


La ecuacion de la parabola con foco (0, 1) 
(se toma p = 1 en la ecuacion estandar). 


y directriz y = -1 es y = x 2 /4 o x 2 = 4y 


Ejemplo 7 


Calcule el foco y la directriz de la parabola y = 


-x 


2 


Solucion La ecuacion dada se ajusta a la forma estandar y = x 2 /(4p) para 4p = -1. Por tanto, p = -1/4. 
El foco esta en el punto (0, -1/4), y la directriz es la recta y = 1/4. 


Intercambiando los papeles dex ey en el proceso anterior de obtencion de la ecuacion estan¬ 
dar se puede demostrar que la ecuacion 

y 2 

y 2 = 4px o x = — (ecuacion estandar) 

representa una parabola con foco en el punto (p, 0) y directriz la recta vertical x = -p. El eje es 
el eje x. 


Propiedades de reflexion de las parabolas 

Una de las principales aplicaciones de las parabolas es su uso como reflectores de luz y de ondas 
radioelectricas. Los rayos que parten del foco de la parabola se reflejan formando un rayo para- 
Ielo a su eje, como muestra la Figura P.26. De la misma forma, todos los rayos que lleguen a 
una parabola paralelos a su eje se reflejaran concentrandose en el foco. Esta propiedad es la ra- 
zon por la que los telescopios y reflectores utilizan espejos parabolicos y por la que los radiote- 
lescopios y las antenas de microondas tienen forma parabolica. En la Seccion 8.1 examinaremos 
mas detenidamente esta propiedad de las parabolas. 
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Figura P.26 Reflexion en una parabola. 


Escalado de una grafica 

La grafica de una ecuacion se puede comprimir o expandir horizontalmente sustituyendo x por 
un multiplo de x. Si a es un entero positivo, al sustituir en una ecuacion x por ax se multiplican 
por un factor 1/a las distancias horizontales en la grafica de la ecuacion (vease la Figura P.27). 
Al sustituir y por ay se multiplican las distancias verticales de la misma forma. 



Figura P.27 Escalado horizontal: 

(a) Grafica dey = 1 - x 2 . 

(b) Grafica de (a) comprimida 
horizontal mente. 

(c) Grafica de (a) expandida 
horizontal mente. 


Puede parecernos sorprendente que, como las circunferencias, las parabolas sean figuras geo- 
metricas similares. Pueden tener tamanos diferentes, pero todas tienen la misma forma. Se puede 
cambiar el tamano de una grafica que representa a una ecuacion en x e y, conservando su for¬ 
ma, aplicando el mismo factor de escala a ambas coordenadas. Si se aplica un factor de escala 
a la ecuacion 4py = x 2 , sustituyendo x e y por 4px y 4py, respectivamente, se obtiene 
4p(4py) = (4px) 2 , o y = x 2 . Por tanto, la parabola general 4py = x 2 tiene la misma forma que la 
parabola concreta y = x 2 , como se ilustra en la Figura P.28. 


y 




Figura P.28 Las dos parabolas son similares. Comparense las partes dentro 
de los rectangulos. 
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Desplazamiento de una grafica 

La grafica de una ecuacion (o inecuacion) se puede desplazar horizontalmente c unidades susti- 
tuyendo x por x - c, o vertical mente sustituyendo y por y - c. 


Desplazamientos 

Para desplazar una grafica c unidades a la derecha se sustituye en la ecuacion o inecuacion 
x por x - c (si c < 0, el desplazamiento sera a la izquierda). 

Para desplazar una grafica c unidades hacia arriba se sustituye en la ecuacion o inecuacion 
y por y - c (si c < 0, el desplazamiento sera hacia abajo). 


Ejemplo 8 


La grafica dey = (x - 3) 2 es la de la parabola y = x 2 desplazada 3 unidades a la derecha. 
La grafica de y = (x + l) 2 es la de la parabola y = x 2 desplazada 1 unidad a la izquierda (vease la Figura 
P.29(a)). 


Ejemplo 9 


La grafica de y = x 2 + 1 (o y - 1 = x 2 ] 
hacia arriba. La grafica dey = x 2 - 3 (o y - (-3) = x 2 ) 
hacia abajo (vease la Figura P.29(b)). 


es la de la parabola y = x 2 desplazada 1 unidad 
es la de la parabola y = x 2 desplazada 3 unidades 



Figura P.29 (a) Desplazamientos horizontales dey = x 2 . 

(b) Desplazamientos verticales de y = x 2 . 


Ejemplo 10 


La circunferencia de ecuacion (x - h) 2 + (y - k ) 2 = a 2 , con centra en ( h, k) y radio a, se 
puede obtener desplazando la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 de radio a centrada en el origen h unidades hacia 
la derecha y k unidades hacia arriba. Estos desplazamientos corresponden a sustituir x por x - h e y por y - k. 


La grafica dey = ax 2 + bx + c es una parabola cuyo eje es paralelo al ejey. La parabola se 
abre hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0. Para obtener el vertice ( h, k ) basta con comple- 
tar el cuadrado y escribir la ecuacion en la forma y = a(x - h) 2 + k. 
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Ejemplo 11 


Describa la grafica de y = x 2 - 4x + 3. 


Solucion La ecuacion y = x 2 - 4x + 3 representa una parabola que se abre hacia arriba. Para calcular su 
vertice y su eje completamos el cuadrado: 


y = x 2 - 4x + 4 - 1 = (x - 2) 2 - 1, por tanto, y (— 1) = (x 2) 2 


Es decir, la curva es la parabola y = x 2 desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. Por 
tanto, su vertice es el punto (2, -1) y su eje es la recta x = 2. Como el foco dey = x 2 es el punto (0, 1/4), 
el foco de la parabola del ejemplo es el punto (0 + 2, 1/4 - 1) o (2, -3/4) (vease la Figura P.30). 



Elipses e hiperbolas 


Si a y b son dos numeros positivos, la ecuacion 



representa un curva denominada elipse, inscrita en el rectangulo -ascx^a, -b^y^b 
(/por que?). Si a = b, la elipse se convierte en una circunferencia de radio a centrada en el ori- 
gen. Si a j= b, la elipse es una circunferencia que ha sido deformada aplicando un factor de esca- 
la diferente en las dos direcciones coordenadas. 

La elipse esta centrada en el origen, y pasa por los cuatro puntos (a, 0), (0, b), (-a, 0) y 
(0, - b) (vease la Figura P.31). Los segmentos entre (- a, 0) y (a, 0), y entre (0, -b) y (0, b) se 
denominan ejes principales de la elipse. El mas largo de los dos se denomina eje mayor y el 
mas corto, eje menor. 
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Ejemplo 12 


x 2 y 2 

La ecuacion — + — = 1 representa una elipse cuyo eje mayor va desde (-3, 0) hasta 


(3, 0), y cuyo eje menor va desde (0, -2) hasta (0, 2). 


La ecuacion 


x 

a 


2 

2 



representa una curva denominada hiperbola, con centro en el origen y que pasa por los puntos 
(-a, 0) y (a, 0) (vease la Figura P.32). La curva tiene dos partes (que se denominan ramas). 
Cada rama se aproxima a dos rectas (denominadas asfntotas), a medida que se aleja del origen. 
Las ecuaciones de las asfntotas son 



Figura P.32 La hiperbola 


x 2 

a 2 


£_ 

b 2 


y sus asfntotas. 


La ecuacion xy = 1 representa una hiperbola que pasa por los puntos (-1, 1) y (1, 1) y 
cuyas asfntotas son los ejes coordenados. Es, de hecho, la hiperbola x 2 - y 2 = 2, rotada 45° alre- 
dedor del origen en sentido contrario al de las agujas del reloj (vease la Figura P.33). Este tipo 
de hiperbolas se denominan hiperbolas rectangulares, ya que la interseccion de sus asfntotas 
forma angulos rectos. 


Figura P.33 Dos hiperbolas rectangulares. 

En el Capftulo 8 estudiaremos con mas detalle las elipses e hiperbolas. 
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Ejercicios P.3 


En los Ejercicios 1-4, escriba la ecuacion de la 
circunferencia de centra C y radio r. 

1. C(0, 0), r = 4 2. C(0, 2), r = 2 

3. C( — 2, 0), r = 3 4. C(3, -4), r = 5 

En los Ejercicios 5-8, calcule el centra y el radio de las 
circunferencias cuyas ecuaciones se proporcionan. 

5. x 2 + y 2 - 2x = 3 6. x 2 + y 2 + 4y = 0 

7. x 2 + y 2 - 2x + 4y = 4 8. x 2 + y 2 - 2x - y + 1 = 0 

Describa las regiones definidas por las inecuaciones o 
parejas de inecuaciones de los Ejercicios 9-16. 

9. x 2 + y 2 > 1 10. x 2 + y 2 < 4 

11. (x + l) 2 + y 2 sc 4 12. x 2 + (y - 2) 2 sc 4 

13. x 2 + y 2 > 1, x 2 + y 2 < 4 

14. x 2 + y 2 ^ 4, (x + 2) 2 + y 2 ^ 4 

15. x 2 + y 2 < 2x, x 2 + y 2 < 2y 

16. x 2 + y 2 - 4x + 2y > 4, x + y > 1 

17. Escriba una inecuacion que represente el interior de la 
circunferencia de centra (-1, 2) y radio v /6. 

18. Escriba una inecuacion que represente el exterior de la 
circunferencia de centra (2, -3) y radio 4. 

19. Escriba una pareja de inecuaciones que representen la 
parte del interior de la circunferencia de centra (0, 0) y 
radio ^2 que esta a la derecha de la recta vertical que 
pasa por el punto (1, 0). 

20. Escriba una pareja de inecuaciones que representen el 
exterior de la circunferencia de centra (0, 0) y radio 2 
que esta en el interior de la circunferencia de centra 
(1, 3) que pasa por el origen. 

En los Ejercicios 21-24, escriba la ecuacion de la parabola 
cuyos ejes y directrices se proporcionan. 

21. Foco: (0, 4) Directriz: y = -4 

22. Foco: (0, -1/2) Directriz: y = 1/2 


29. La Figura P.34 muestra la grafica de la ecuacion y = x 2 
y cuatro versiones desplazadas de la misma. Obtenga 
las ecuaciones de las versiones desplazadas. 



30. Indique que ecuaciones resultan de desplazar la recta 
y = mx 

(a) Horizontalmente para hacerla pasar por el punto 
(a, b). 

(b) Verticalmente para hacerla pasar por el punto 
(a, b). 

En los Ejercicios 31-34 se modifica la escala de la grafica 
y = Vx + 1 en la forma indicada. Obtenga la ecuacion de 
la grafica resultante. 

31. Las distancias horizontales se multiplican por 3. 

32. Las distancias verticales se dividen por 4. 

33. Las distancias horizontales se multiplican por 2/3. 

34. Las distancias horizontales se dividen por 4 y las 
verticales se multiplican por 2. 


23. Foco: (2, 0) Directriz: x = -2 

24. Foco: (-1,0) Directriz: x = 1 

En los Ejercicios 25-28, calcule los focos y directrices de 
las parabolas definidas por las ecuaciones, y dibuje una 
grafica con las parabolas, sus focos y sus directrices. 

25. y = x 2 /2 26. y = -x 2 

27. x = —y 2 /4 28. x = y 2 /16 


En los Ejercicios 35-38, obtenga la ecuacion de la grafica 
que resulta de desplazar la grafica correspondiente a la 
ecuacion dada en la forma que se indica. 

35. y = 1 - x 2 abajo 1, izquierda 1 

36. x 2 + y 2 = 5 arriba 2, izquierda 4 

37. y = (x l) 2 1 abajo 1, derecha 1 

38 . y = Jx abajo 2, izquierda 4 
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Calcule los puntos de interseccion de las parejas de curvas 
de los Ejercicios 35-42. 

39. y = x 2 + 3, y = 3x + 1 

40. y = x 2 - 6, y = 4x - x 2 

41. x 2 + y 2 = 25, 3x + 4y = 0 

42. 2x 2 + 2y 2 = 5, xy = 1 

En los Ejercicios 43-50, identifique y dibuje las curvas 
representadas por las ecuaciones dadas. 

x 2 

43. - + y 2 = 1 44. 9x 2 + 16y 2 = 144 

4 


45. 


(x - 3) 2 


9 


(y + 2) 2 


46. (x - l) 2 + 


(y +1) 2 
4 


= 4 


A 

47. - - y 2 = 1 48. x 2 - y 2 = -1 

4 

49. xy = -4 50. (x - l)(y + 2) = 1 

51. Indique cual es el efecto sobre la grafica de una 
ecuacion en x e y de 

(a) Sustituir x por -x. 

(b) Sustituir y por -y. 

52. Indique cual es el efecto sobre la grafica de una 
ecuacion en x e y de sustituir simultaneamente x por 
-x e y por -y. 

53. Dibuje la grafica de |x| + |y| = 1. 


Funciones y sus graficas 

El area de un cfrculo depende de su radio. La temperatura de ebullicion del agua depende de la 
altitud respecto al nivel del mar. El interes de una inversion depende del tiempo que se manten- 
ga aquella. 

Siempre que una cantidad dependa de otra, se dice que la primera es funcion de la segunda. 
Por ejemplo, el area A de un cfrculo depende de su radio r de acuerdo con la formula 

A = nr 2 

por lo que podemos decir que el area es una funcion del radio. La formula es una regia que indi- 
ca como calcular un unico valor de salida del area A en funcion de los valores que tome el radio r. 

El conjunto de todos los posibles valores del radio se denomina dominio de la funcion. 
El conjunto de todos los posibles valores del area es el rango de la funcion. Como los cfrculos 
no pueden tener radios ni areas negativos, el dominio y el rango de la funcion correspondiente 
al area del cfrculo es el intervalo [0, oo), es decir, el conjunto de los numeros reales no nega¬ 
tivos. 

El rango y el dominio de una funcion pueden ser cualquier tipo de objeto. No tienen que ser 
numeros necesariamente. No obstante, en la mayor parte de este libro, el dominio y el rango de 
una funcion seran conjuntos de numeros reales. 

En calculo es frecuente referirse a una funcion generica sin tener en mente una formula con- 
creta. Para indicar que y es una funcion de x se escribe 

y = fix) 

que se lee como «y es igual a f de x». En esta notacion, debida al matematico del siglo xix 
Leonhard Euler, la funcion se representa mediante el sfmbolo f. La variable x, denominada va¬ 
riable independiente, representa un valor de entrada del dominio de f. La variable y, denomi¬ 
nada variable dependiente, representa el correspondiente valor de salida f(x) en el intervalo de f. 


DEFIIMICIOIM 1 

Una funcion f de un conjunto D en un conjunto 5 es una regia que asigna un unico ele- 
mento f(x) de S a cada uno de los elementos x de D. 
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En esta definicion D = 3(f) (que se lee «D de f») es el dominio de la fund on f. El rango de 
f, 91(f), es el subconjunto de 5 formado por todos los valores f(x ) de la funcion. Una funcion 
puede verse como una especie de maquina (vease la Figura P.35) que produce un valor de salida 
f(x) en su rango siempre que se introduce un valor x de su dominio. 



Figura P.35 La funcion como una maquina. 


Hay varias formas de representar simbolicamente una funcion. Por ejemplo, la funcion cua- 
drado de un numero, que transforma un numero real x en su cuadrado x 2 , se puede indicar: 

(a) Mediante una formula como y = x 2 , que utiliza una variable dependiente y para indicar el 
valor de la funcion. 

(b) Mediante una formula como f(x) =x 2 , que define un simbolo de funcion f para indicar la 
funcion. 

(c) M ediante una regia de transformed on como x ^x 2 (lease «x se transforma en x 2 »). 

En este libro utilizaremos generalmente las opciones (a) o (b) a la hora de definir funciones. En 
rigor, para denotar una funcion deberiamos utilizar f en vez de f(x), ya que esto ultimo indica el 
valor de la funcion en el punto x. Sin embargo, como se trata de un uso comun, a menudo indi- 
caremos la funcion como f(x) para nombrar explicitamente la variable de la que depende f. A 
veces resulta conveniente utilizar la misma letra para indicar la variable dependiente y el simbo¬ 
lo de la funcion. Por ejemplo, la funcion del area del cfrculo se puede escribir como 
A = f(r) = nr 2 o como A = A(r) = nr 2 . En el ultimo caso A se utiliza para indicar la variable 
dependiente y el nombre de la funcion. 


Ejemplo 1 


El volumen de una esfera de radio r se calcula mediante la funcion 


V(r) = - nr 3 


para r s* 0. Por tanto, el volumen de una esfera de radio 3 metros es 

1/(3) = ^ tt( 3) 3 = 3671 m 3 

Notese que la variable r se sustituye por el valor concrete 3 en la formula que define la funcion, para obte- 
ner el valor de dicha funcion en r = 3. 


Ejemplo 2 


Una funcion F esta definida para todos los numeros reales t como 


F(t) = 2t + 3 


Calcule los valores de salida de F que corresponden a los valores de entrada de 0, 2, x + 2 y F( 2). 
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Solucion En cada caso se sustituye t en la definicion de F por el valor de entrada: 

F( 0) = 2(0) + 3 = 0 + 3 = 3 
F(2) = 2(2)+ 3 = 4 + 3 = 7 
Fix + 2) = 2(x + 2) + 3 = 2x + 7 
F(F(2)) = F(7) = 2(7) + 3 = 17 


Convenio para el dominio 

Una funcion no queda apropiadamente definida hasta que se especifica su dominio. Por ejemplo, 
la funcion f(x) = x 2 definida para todos los numeros reales x 0 es diferente de la funcion 
g(x) = x 2 definida para todos x reales porque sus dominios son diferentes, incluso aunque tomen 
los mismos valores en todos los puntos donde estan definidas. En los Capitulos 1-9 vamos a tra- 
tar con funciones reales (funciones cuyos valores de entrada y de salida son numeros reales). 
Cuando el dominio de una funcion no se indique explfcitamente, asumiremos que el dominio es 
el mayor conjunto de numeros reales a los que la funcion asigne valores reales. Por tanto, si se 
habla de la funcion x 2 sin especificar un dominio, asumiremos que se trata de la funcion g(x) 
anterior. 

Convenio para el dominio 

Cuando una funcion f se defina sin especificar su dominio, se supondra que su dominio 
esta formado por todos los numeros reales x para los que el valor de la funcion f(x) es un 
numero real. 


En la practica, generalmente es sencillo determinar el dominio de una funcion f(x) dada por 
una formula explfcita. Solo hay que excluir aquellos valores de x que producirian una division 
por 0 o tomar una rafz par de un numero negativo. 

GSjyfsjl®* La funcion rai'z cuadrada. El dominio de f(x) = Jx es el intervalo [0, oo), ya que 
los numeros negativos no tienen rafz cuadrada. Tenemos, por ejemplo, que f(0) = 0, f(4) = 2 y 
f(10) w 3.16228. Notese que, aunque existen dos numeros cuyo cuadrado es 4, concretamente -2 y 2, so¬ 
lo uno de esos numeros, 2, es la rafz cuadrada de 4 (recuerdese que una funcion asigna un unico valor a 
cada elemento de su dominio; no se puede asignar dos valores diferentes a una misma entrada). La funcion 
rafz cuadrada Jx siempre indica la rafz cuadrada no negativa de x. Las dos soluciones de la ecuacion 
x 2 = 4 son x = = 2 y x = - = - 2. 


Ejemplo 


El dominio de la funcion h(x) = —- esta formado por todos los numeros reales, excep- 


x 2 - 4 r r 

tox = -2yx = 2. Expresado en terminos de intervalos: 

3)1 f) = (-oo, -2)u{-2, 2) u (2, oo) 

La mayorfa de las funciones que encontraremos tendran dominios que son intervalos o uniones de intervalos. 


El dominio de la funcion 5(t) = Jl - t 2 esta formado por todos los numeros reales t tales 
que l-P^O. Por tanto debe cumplirse que t 2 «S 1 o que “l<t<l. El dominio es el intervalo cerrado [-1,1], 
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Graficas de funciones 

Dice un viejo refran que «una imagen vale mas que mil palabras». Esto es aun mas cierto en el 
campo de las matematicas: lo mejor para describir el comportamiento de una funcion es dibujar 
una grafica de esta. 

La grafica de una funcion f es simplemente la grafica de la ecuacion y = f(x). Esta forma- 
da por todos I os puntos del piano cartesiano cuyas coordenadas (x, y) son parejas entrada-salida 
de la funcion f. Por tanto, un punto (x, y) pertenece a la grafica de la funcion f si x pertenece al 
dominio de f y se cumple que y = f(x). 

Para dibujar la grafica de una funcion, algunas veces es necesario confeccionar una tabla de 
pares de coordenadas (x, f(x)) para varios valores de x en el dominio de f, dibujar esos puntos y 
despues unirlos con una «curva suave». 


Ejemplo 6 


Dibuje la funcion f(x) = x 2 . 


Solucion Primero se realiza una tabla de valores (x, y) que cumplen la ecuacion y = x 2 (vease la Ta¬ 
bla 1). Seguidamente se dibujan los puntos y se unen mediante una curva suave (vease la Figura P.36(a)). 


Tabla 1. 


X 

M— 

II 

-2 

4 

-1 

1 

0 

0 

1 

1 

2 

4 


iComo sabemos que la grafica debe ser suave y que no hace cosas extranas entre los puntos 
que hemos calculado, como se muestra, por ejemplo, en la Figura P.36(b)? Por supuesto, siempre 
podriamos dibujar mas puntos, mas cercanos entre sf, pero icomo sabemos que la grafica se 
comporta de nuevo entre esos puntos como hemos dibujado? En el Capitulo 4, el calculo nos 
proporcionara utiles herramientas para responder a esas preguntas. 




Figura P.36 (a) Grafica correcta de f(x) = x 2 . 

(b) Grafica incorrecta de f(x) = x 2 . 

Algunas funciones aparecen a menudo en las aplicaciones, por lo que es conveniente familia- 
rizarse con sus graficas. Algunas de el las se muestran en las Figuras P.37-P.46. Es conveniente 
estudiarlas durante un rato, y merece la pena acordarse de el las. Notese, en particular, la grafica 
de la funcion valor absolute, f(x) = |x|, que se muestra en la Figura P.46. Esta formada por dos 
semirrectas: y = -x para x < 0 e y = x para x ^ 0. 
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Si se recuerdan los efectos de los desplazamientos horizontales y verticales en las ecuaciones 
que representan graficas (vease la Seccion P.3), se pueden dibujar facilmente graficas que sean 
versiones desplazadas de las que se muestran en las Figuras P.37-P.46. 


Ejemplo 


Dibuje la grafica de y = 1 



Solucion Se trata de la grafica de la funcion y = Jx de la Figura P.40, desplazada 4 unidades a la dere- 
cha (debido a que x se sustituye por x - 4) y una unidad hacia arriba. Vease la Figura P.47. 












34 CALCULO 





Figura P.46 Grafica de la funcion Figura P.47 Grafica de la funcion Figura P.48 Grafica de la funcion 

fix) = |4 f(x) = Jx desplazada 4 unidades a la f( ) = 2 ~ x 

derecha y una unidad hacia arriba. X _ x - 1' 


Ejemplo 8 


Dibuje la grafica de f(x) = 


2 -x 
x - 1' 


Solucion No es inmediato observar que la grafica es una version desplazada de una grafica conocida. 
Para ver que esto es asi, se puede realizar la division de x - 1 por 2 - x, obteniendose un cociente de -1 
y un resto de 1: 

2 - x -x+1+1 — (x — 1) i 1 1 

-=-=-= -1 +- 

x - 1 x - 1 x - 1 x - 1 


Por tanto, la grafica es la de la funcion l/x de la Figura P.43 desplazada una unidad a la derecha y una 
unidad hacia abajo. Vease la Figura P.48. 


No toda curva que podamos dibujar corresponde a la grafica de una funcion. Una funcion f 
solo puede tomar un unico valor f(x) para cada valor de x de su dominio, por lo que ninguna 
recta vertical puede cortar a la grafica de una funcion en mas de un punto. Si a pertenece al 
dominio de la funcion f, entonces la recta vertical x = a cortara a la grafica de la funcion en un 
unico punto (a, f(a)). La circunferencia x 2 + y 2 = 1 de la Figura P.49 no puede ser la grafica de 
una funcion ya que existen rectas verticales que la cortan dos veces. Sin embargo, es la union de 
las graficas de dos funciones. Concretamente: 



y 


que son, respectivamente, las mitades superior e inferior (semicircunferencias) de la circunferen¬ 
cia dada. 



Figura P.49 La circunferencia x 2 + y 2 = 1 no es la grafica de ninguna funcion. 
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Funciones pares e impares. Simetria y reflexiones 

Sucede a menudo que la grafica de una funcion presenta ciertas clases de simetria. Los tipos de 
simetria mas simples relacionan los valores de una funcion en x y en -x. 

DEFINICION 2 Funciones pares e impares 

Supongamos que -x pertenece al dominio de una funcion cuando x pertenece a dicho do- 
minio. Se dice que f es una funcion par si 

f(— x) = f(x) para todo x en el dominio de f 

Se dice que f es una funcion impar si 

f(— x) = — f (x) para todo x en el dominio de f 


Los nombres de par e impar proceden del hecho de que las potencias pares como x° = 1, x 2 , 
x 4 , x- 2 , x~ 4 , ... son funciones pares, y las potencias impares como x 1 = x, x 3 , x _1 , x~ 3 , ... 

son funciones impares. Observese, por ejemplo, que (-x) 4 = x 4 , y que (-x)~ 3 = -x~ 3 . 

Como (— x 2 ) = x 2 , cualquier funcion que dependa solo dex 2 es par. Por ejemplo, la funcion 
valor absoluto y = |x| = ^/x 2 es una funcion par. 

La grafica de una funcion par es simetrica respecto del eje y. Una recta horizontal dibujada 
desde un punto de la grafica hasta el eje y, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado, 
Negara a otro punto de la grafica (vease la Figura P.50(a)). 

La grafica de una funcion impar es simetrica respecto del origen. Una linea recta dibujada 
desde un punto de la grafica hasta el origen, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado 
del origen Negara a otro punto de la grafica. Si una funcion impar f esta definida en x = 0, en- 
tonces su valor en ese punto debe ser cero: f(0) = 0 (vease la Figura (P.50(b)). 



(a) (b) 


Figura P.50 (a) La grafica de una funcion par es simetrica respecto al eje x. 

(b) La grafica de una funcion impar es simetrica respecto al origen. 

Si f(x) es par (o impar) tambien lo es cualquier multiplo constante de f(x), como 2f(x) o 
-5f(x). Las sumas (o diferencias) de funciones pares son funciones pares, y las sumas (o dife- 
rencias) de funciones impares son impares. Por ejemplo, f(x) = 3x 4 - 5x 2 - 1 es par, ya que es 
la suma de tres funciones pares: 3x 4 , -5x 2 y -1 = -x°. Analogamente, 4x 3 - (2/x) es una fun¬ 
cion impar. La funcion g(x) = x 2 - 2x es la suma de una funcion par y una funcion impar, y por 
tanto no es ni par ni impar. 

Tambien son posibles otras clases de simetria. Por ejemplo, la funcion g(x) = x 2 - 2x se 
puede expresar de la forma g(x) = (x - l) 2 - 1. Esto demuestra que los valores de g(l + u) son 
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iguales, y por tanto la grafica (vease la Figura P.51(a)) es simetrica respecto a la recta vertical 
x = 1. Se trata de la parabola y = x 2 desplazada 1 unidad a la derecha y 1 unidad hacia abajo. 
Analogamente, la grafica de h(x) =x 3 + 1 es simetrica respecto al punto (0, 1) (vease la Figu¬ 
ra P. 51(b)). 



Figura P.51 (a) La grafica de g(x) = x 2 - 2x es simetrica respecto a x = 1. 

(b) La grafica dey = h(x) = x 3 + 1 es simetrica respecto al punto (0, 1). 


Reflexiones en rectas 

La imagen de un objeto reflejado en un espejo piano parece estar a la misma distancia del piano 
del espejo que el objeto que esta frente al mismo. Por tanto, un espejo corta en angulo recto, y 
divide en dos partes iguales el segmento de recta que va desde cada punto del objeto al corres- 
pondiente punto en la imagen. Dada una recta L y un punto P que no pertenezca a la recta L, se 
denomina al punto Q reflexion o imagen especular de P en la recta L si dicha recta L corta al 
segmento PQ formando un angulo recto y lo divide en dos partes iguales. La reflexion en L de 
cualquier grafica G es la grafica formada por las reflexiones en L de todos los puntos de la grafi¬ 
ca G. 

Algunas reflexiones de graficas se pueden expresar facilmente respecto a las ecuaciones de 
dichas graficas: 


Reflexiones en rectas especiales 

1. AI cambiar x por -x en una ecuacion en x ey se refleja la grafica de la ecuacion en el 
ejey. 

2. AI cambiar y por -y en una ecuacion en x ey se refleja la grafica de la ecuacion en el 
eje x. 

3. AI cambiar x por a - x en una ecuacion en x e y se refleja la grafica de la ecuacion en 
la recta de ecuacion x = a/2. 

4. AI cambiar y por b - y en una ecuacion en x ey se refleja la grafica de la ecuacion en 
la recta de ecuacion y = b/2. 

5. AI intercambiar x e y en una ecuacion en x e y se refleja la grafica de la ecuacion en la 
recta de ecuacion y = x. 


Ejemplo 9 


Describa y dibuje la grafica de y = 


y2^x-3. 


Solucion La grafica de y = J 2 - x es la reflexion de la grafica de y = Jx (Figura P.40) en la recta 
vertical x = 1. Por tanto, la grafica de y = J 2 - x - 3 es el resultado de desplazar hacia abajo 3 unidades 
dicha reflexion (vease la Figura P.52(a)). 
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Figura P.52 (a) Construccion de la grafica de y = Jl - x - 3. 

(b) Transformacion dey = |x| para producir la grafica en gris. 


Ejemplo 10 


valor absolute |x|. 


Exprese la ecuacion de la grafica en gris de la Figura P.52(b) en funcion de la funcion 


Solucion La grafica en gris se puede obtener reflejando en primer lugar la grafica de |x| (Figura P.46) en 
el eje x y desplazando despues la reflexion 3 unidades a la izquierda y 2 unidades hacia arriba. La reflexion 
de y = |x| en el eje x tiene como ecuacion -y = |x|, o y = - |x|. AI realizar el desplazamiento de 3 unida¬ 
des a la izquierda se obtiene y = - |x + 3|. Finalmente, al desplazar 2 unidades hacia arriba se obtiene 
y = 2 - |x + 3|, que es la ecuacion deseada. 


Definicion y dibujo de funciones con Maple 

M uchos calculos y graficas que aparecen al estudiar calculo se pueden realizar utilizando un sis- 
tema de algebra por ordenador, como Maple o Mathematica. De vez en cuando en el libro se 
incluiran ejemplos que ilustran como emplear M aple para realizar esas tareas. Los ejemplos es- 
tan escritos en Maple 6, pero la mayoria de el I os funcionaran bien con versiones anteriores de 
M aple. 

Empezaremos con un ejemplo que muestra como definir una funcion en Maple y, segui- 
damente, como dibujar su grafica. Se muestran en courier las entradas que escribimos en el 
Maple y en tipo normal las respuestas de Maple. Definamos a continuacion la funcion 
f(x)=x 3 -2x 2 -12x + l. 


> f := x -> x A 3-2*x A 2-12*x+l; <enter> 

f : = x^x 3 - 2x 2 - 12x + 1 

Notese el uso de := para indicar que se esta definiendo el simbolo que hay a la izquierda y el 
uso de -> para indicar la regia de construccion de f(x) a partir dex. Notese tambien que Maple 
utiliza el asterisco * para indicar la multiplicacion y el acento circunflejo A para indicar la expo- 
nenciacion. Una instruccion de M aple debe terminar con punto y coma (;) antes de pulsar la te- 
cla Enter. De ahora en adelante no mostraremos <enter> en las entradas. 

Ahora podemos utilizar f como una funcion ordinaria: 


> f (t)+f (1) ; 


t 3 -2t 2 -nt- li 


Dibujemos a continuacion la grafica de f en el intervalo [-4, 5]. 


> plot (f(x) , x=-4..5); 
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Tambien podriamos haber especificado la expresion x A 3-2*x A 2-i2*x+i en la orden plot, en 
vez de definir primero la fund on f(x). Notese el uso de los dos puntos .. para separar los extre- 
mos izquierdo y derecho del intervalo de representation, La orden plot admite otras opciones, 
todas el I as separadas por comas. Se puede especificar tambien el intervalo de valores dey, ade- 
mas del dex (que es obligatorio), y se puede usar la opcion scaiing=coNs trained si se desea 
igualar las distancias en los dos ejes. Aplicar esto no seria una buena idea en el caso de nuestra 
funcion (ipor que?). El comando modificado quedaria asi (se omite la grafica resultado). 

> plot (f(x), x=-4..5, y=-40..30, scaling=CONSTRAINED); 


Ejercicios P.4 


En los Ejercicios 1-6, obtenga el dominio y el rango de 
cada una de las funciones. 

1. f(x) = 1 + x 2 2. f (x) = 1 - Vx 

3. G (x) = ^8 - 2x 4. F(x) = l/(x- 1) 


5. h(t) = 



6 . 


g(x) = 


l 

1 - V X - 2 


7. iCuales de las graficas de la Figura P.53 corresponden 
a graficas de funciones y = f(x)? iPor que? 



8. La Figura P.54 muestra las graficas de las funciones: 
(i) x - x 4 , (ii) x 3 - x 4 , (iii) x(l - x) 2 , (iv) x 2 - x 3 . 
iCual es la grafica correspondiente a cada funcion? 




Figura P.54 


En los Ejercicios 9 y 10, dibuje la grafica de la funcion f 
construyendo primero la tabla de valores de f(x) en x = 0, 
x = ±1/2, x = ±1, x = ±3/2 y x = ±2. 

9. fix) = x 4 10. fix) = x 2/3 


Figura P.53 
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En los Ejercicios 11-22, indique que simetria (si es que 
existe alguna) tiene la grafica de f(x). En particular ^es f 
par o impar? 


11 . f(x) = x 2 + 1 


12 . f(x) = x 3 + x 


13. 



14. 



15. f{x)=-^— 
x - 2 

17. f(x) = x 2 - 6x 
19. f(x) = |x 3 | 

21 . f(x) = J 2x 


16. f (x) = 


1 


x + 4 
18. f (x) = x 3 - 2 


20 . f (x) = |x + 1| 

22 . f(x) = J(x - l) 2 


Dibuje las graficas de las funciones de los Ejercicios 23-38. 


23. f (x) = -x 2 
25. f (x) = (x - l) 2 
27. f (x) = 1 - x 3 
29. f(x) = Vx + i 
31. f (x)-|x| 

33. f(x) = |x-2| 

2 

35. f (x) = 


37. f(x) = 


x + 2 
x 

X + 1 


24. f (x) = 1 - x 2 
26. f (x) = (x - l) 2 
28. f(x) = (x + 2) 3 
30. f (x) = Jx + 1 
32. f(x) = |x| - 1 
34. f (x) = 1 + |x 

36. f (x) = 1 

38. f (x) = 


2 | 


2 -x 
x 


1 


En los Ejercicios 39-46, f indica una funcion con dominio 
[0, 2] y rango [0, 1] cuya grafica se muestra en la Figura 
P.55. Dibuje la grafica de las funciones indicadas y 
especifique sus dominios y sus rangos. 


39. f(x) + 2 
41. f(x + 2) 


40. f (x) - 1 
42. f(x-l) 


43. -fix) 44. f(— x) 

45. f (4 — x) 46. 1 - f (1 — x) 


y 



En muchas ocasiones es muy dificil determinar de forma 
exacta el rango de una funcion. En los ejercicios 47-48, 
utilice una calculadora o un ordenador para dibujar la 
funcion f y, ampliando la grafica, determine el rango de f 
con una exactitud de dos cifras decimales. 


47. f(x) = 


2x + 3 




48. fix) 


x-1 
x 2 + x 


m 


En los Ejercicios 49-52, dibuje mediante un ordenador o 
calculadora las graficas de las funciones dadas. Examine las 
graficas (ampliandolas o reduciendolas si es necesario) y 
busque las simetrias. iRespecto a que rectas y/o puntos son 
simetricas las graficas? Intente verificar sus conclusiones 
algebraicamente. 

49. f (x) = x 4 - 6x 3 + 9x 2 - 1 3 


50. 


fix) = 


3 - 2x + x 2 
2 - 2x + x 2 


33 


51. 


fix) = 


x-1 
x- 2 


33 


52. 


fix) = 


2x 2 + 3x 
x 2 + 4x + 5 


m 


53. iQue funcion fix), definida en la recta real R, es a la 
vez par e impar? 


B 


Combinacion de funciones para crearotras nuevas 


Las funciones se pueden combinar de diversas formas para crear otras nuevas. En esta seccion 
examinaremos las combinaciones que se obtienen 


(a) Mediante operaciones algebraicas: sumando, restando, multiplicando y dividiendo funciones. 

(b) M ediante composicion: es decir, construyendo funciones de funciones. 

(c) Agrupando funciones definidas en dominios diferentes. 


Sumas, diferencias, productos, cocientes y multiplos 

Como los numeros, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (excepto donde el 
denominador valga cero), para producir nuevas funciones. 
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DEFINICIOIM 3 

Sean f y g 60 s funciones. Para todo punto x perteneciente a los dominios de f y g, las 
funciones f+g, f-g, fg y f/g sedefinen mediante las formulas 

(f + g)(x) =f(x) + g(x) 

(f - g)[x) = f(x) - g(x) 

( fg)(x) = f(x)g(x) 

(~) M = ~T~\’ donde 900 ¥= 0 

\gj gM 


Un caso especial en la regia para multiplicar funciones es el de la multi pi icacion de funcio¬ 
nes por constantes. Si c es un numero real, entonces la funcion cf se define asf, para todos los 
puntos x en el dominio de f: 

(cf)(x) = cf(x) 


Ejemplo 1 


La Figura P.56(a) muestra la grafica de f(x)=x 2 , g(x) = x - 1 y de su suma 
(f + g)(x) = x 2 + x - 1. Observese que la altura de la grafica de f + g en cualquier punto es la suma de 
las alturas de las graficas de f y g en dicho punto. 



Figura P.56 (a) (f + g)(x) = f (x) + g(x). 
(b) g(x) = (0.5) f(x). 


Ejemplo 2 


La Figura P.56(b) muestra la grafica de f(x) = 2 - x 2 y de su multiplo g(x) = (0.5) f(x). 


Notese que la altura de la grafica de g en cada punto es la mitad de la altura de la grafica de f. 


Ejemplo 3 


Las funciones f y g se definen por las formulas 

f(x) =^/x y g(x) = Jl-x 


Obtenga las formulas para calcular los valores de 3 f, f+g, f - g, fg, f/g y g/f en x, y especifique los 
dominios de cada una de esas funciones. 


Solucion La informacion se presenta en la Tabla 2. 
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Tabla 2. Combinaciones de f y g y sus dominios 


Funcion 

Formula 

Dominio 

f 

f(x) = 

[0, oo) 

g 

* 5 ^ 

><^ 

1 ! 

1 

>< 

(-oo, 1] 

3 f 

(3f)(x) = 3 y /x 

[0, oo) 

f + g 

( f + g)(x) = f(x) + g(x) = Jx + Jl - x 

[0, 1] 

f-g 

( f - g)(x) = fix) - gix) = Jx - Jl - x 

[0, 1] 

fg 

( fg)[x) = f (x)g(x) = .yj x(l — x) 

[0, 1] 

fig 

f _ fix) _ 1 x 

g X gix) \Jl-x 

[0, 1) 

g/f 

g gix) 1 - x 

f X fix) \l X 

(0, 1] 


Notese que la mayoria de las combinaciones de f y g tienen como dominio 

[ 0 , oo ) n (— oo, 1 ] = [ 0 , 1 ] 

es decir, la interseccion de los dominios de f y g. Sin embargo, los dominios de los cocientes f/g y g/f 
deben restringirse eliminando los puntos donde los denominadores valgan cero. 


Composition de funciones 

Existe otro metodo, denominado composicion, con el que se pueden combinar dos funciones pa¬ 
ra formar una nueva funcion. 


DEFINICION 4 Composicion de funciones 

Sean f y g dos funciones. La funcion compuesta fog se define 

fog(x) = f(g(x)) 

El dominio de f og esta formado por los numeros x del dominio de g para los que los valo- 
res g(x) pertenecen al dominio de f. En particular, si el rango de g esta incluido en el do¬ 
minio de f, entonces el dominio de f og coincide con el dominio de g. 


Como se muestra en la Figura P.57, formar f og es equivalente a encadenar las «maquinas de 
funcion» f y g en una «cadena de montaje» de forma que la salida de g sea la entrada de f. 

Para calcular f°g(x) = f(g(x)) primero se calcula g(x) y despues se aplica la funcion f al 
resultado. La funcion g se denomina funcion interna y la funcion f, funcion externa de la com¬ 
posicion. Por supuesto, se puede calcular tambien la composicion g o f(x) = g( f (x)), donde f es 
entonces la funcion interna, que se calcula primero, y g la funcion externa, que se calcula des¬ 
pues. Las funciones f og y go f son en general bastante diferentes, como muestra el siguiente 
ejemplo. 
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Figura P.57 f°g(x) = f(g(x)). 


Dadas f(x) = J.x y g(x) = x + 1, calcule las cuatro funciones compuestas f og(x), go f(x), 
f o f(x) y gog(x), y especifique los dominios de cada una de ellas. 


Solucion De nuevo, los resultados se recogen en una tabla. 


Tabla 3. Composiciones de f y g y sus dominios 


Funcion 

Formula 

Dominio 

f 

—h 

><^ 

1! 

[0, oo) 

g 

g(x) = x + 1 

R 

fog 

—h 

o 

><^ 

II 

—+> 

><^ 

II 

—h 

>< 

+ 

1— 1 

II 

+ 

1— 1 

[-1, oo) 

go f 

g ° f(x) = g[ f (x)) = g[Jx) = *Jx + l 

[0, oo) 

fof 

f o f (X) = f ( f (X)) = f (y/x) = J^Jx = X 1/4 

[0, oo) 

gog 

go g(x) = g(g(x)) = g(x + 1) = (x + 1) + 1 = x + 2 

R 


Para ver, por ejemplo, por que el dominio de fog es [ — 1, oo), observese que g[x) = x + 1 esta definida 
para todos los numeros reales x, pero pertenece al dominio de f solo si x + 1 ^ 0, es decir, si x ^ -1. 


Ejemplo 5 


1 - x 

Dada G(x) = , calcule G oG(x) y especifique su dominio. 


Solucion Calculamos 

GoG(x) = G(G(x)) = G 


1 


1 + x 


1 - 


1 -x 
1 + x 


1-X 1 


= X 


1 + x 
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Dado que la funcion resultante, x, esta definida para todos los reales x, podemos estar tentados de pen- 
sar que el dominio de G oG esta formado por todos los reales. jEsto es incorrecto! Para pertenecer al domi- 
nio de G oG, x debe satisfacer dos condiciones: 

(i) x debe pertenecer al dominio deG. 

(ii) G(x) debe pertenecer al dominio deG. 

El domino de G esta formado por todos los numeros reales excepto x = -1. Si se excluye el punto 
x = — 1 del dominio de G oG, se cumplira la condicion (i). Observese ahora que la ecuacion G(x) = — 1 no 
tiene solucion x, ya que es equivalente a 1 - x = - (1 + x), o 1 = -1. Por lo tanto, todos los numeros G(x) 
pertenecen al dominio de G, y la condicion (ii) se satisface sin ninguna restriccion sobre la x. El dominio 
deG°G es(-oo, -l)u(-l, oo), es decir, todos los numeros reales excepto -1. 


Funciones definidas portramos 

Algunas veces es necesario definir una funcion utilizando diferentes formulas en diferentes par¬ 
tes de su dominio. Un ejemplo es la funcion valor absoluto 

fx si x 2s 0 

|X| -j-x si x < 0 

Presentaremos otros ejemplos a continuacion. Notese el uso de puntos rellenos o vacios en las 
graficas para indicar, respectivamente, si los extremos pertenecen o no pertenecen a la parte co- 
rrespondiente de la grafica. 


Ejemplo 6 


La funcion de Heaviside. La funcion de Heaviside (o funcion escalon unidad, vease la 


Figura P.58) se define como 


H (x) = 


si x ^ 0 
si x < 0 


La funcion H(t) se puede utilizar, por ejemplo, para modelar el voltaje aplicado a un circuito electrico por 
una bateria de un voltio si el interrupter del circuito se cierra en el instante t = 0. 


y 


y = H{x) 


y = 1 


Figura P.58 La funcion de Heaviside. 


Ejemplo 7 


La funcion signo. La funcion signo (vease la Figura P.59) se define como 


(1 si x > 0 

x 

sgn(x) = — = < -1 si x < 0 

(jndefinida si x = 0 
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El valor de sgn(x) indica si x es positivo o negativo. Como 0 no es positivo ni negativo, sgn(O) no esta 
definido. La funcion signo es una funcion impar. 



Ejemplo 9 


Obtenga la formula de la funcion que se muestra en la Figura P.60(b). 


Solucion La grafica esta formada por tres rectas. Para x < -1, la recta tiene pendiente -1 y ordenada 
en el origen -2. Por tanto, su ecuacion es y = -(x + 2). La seccion intermedia es la recta y = x, para 
-1 ^ x 2. La seccion de la derecha es la recta y = 2 para x > 2. Combinando estas formulas, podemos 
escribir 

C (x + 2) si x < -1 
g(x) = Jx si -l^x^2 

2 si x > 2 


A diferencia del ejemplo anterior, aqui no importa cual de las posibles formulas se utiliza para definir 
g(-l), ya que ambas dan el mismo valor. Lo mismo es aplicable a g(2). 
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Las dos funciones siguientes se pueden definir utilizando formulas diferentes en cada inter- 
valo entre enteros consecutivos, pero las definiremos de una forma mas sencilla. 


Ejemplo 10 


La funcion maximo entero menor. La funcion cuyo valor en cualquier numero x es el 
maximo entero menor o igual que x se denomina funcion maximo entero menor o funcion suelo entero. 

Se representa por medio de |x_|, o tambien, en algunos libros, [x] o [[x]]. La grafica dey = [xj se muestra 
en la Figura P.61(a). Observese que 


L2.4J = 2, [1-9J = 1. LOJ = 0, L-1-2J = 2, 

rsT 

II 

rsi 

L0.2J = 0, L — 0.3J = — 1, L-2j 

= -2 

y i 

X ‘ 


1 - 

— 



1 X 

1 X 


(a) (b) 

Figura P.61 (a) La funcion maximo entero menor |xj. 

(b) La funcion minimo entero mayor [Y|. 


Ejemplo 11 


La funcion mmirno entero mayor. La funcion cuyo valor en cualquier numero x es el 
minimo entero mayor o igual que x se denomina funcion mi'nimo entero mayor o funcion techo entero. 

Se denota como [Y|. La grafica dey = |Y| se muestra en la Figura P.61(b). Para valores positivos dex esta 
funcion podria representar, por ejemplo, el coste de aparcar x horas en un aparcamiento que cobrara 1 € 
por cada hora o fraccion de hora. 


Ejercicios P.5 


En los Ejercicios 1 y 2, calcule los dominios de las 
funciones f + g, f - g, fg y f/g y g/f, y exprese las 
formulas de sus valores. 

1. f (x) = x, g(x) = Jx-1 

2. f(x) = yr^x, g(x) = yi + x 

Dibuje las graficas de las funciones de los Ejercicios 3-6 
combinando las graficas de las funciones mas simples que 
las constituyen. 

3. x - x 2 4. x 3 - x 


5. x + |x| 6. |x| + |x - 2| 

7. Si f(x) = x + 5 y g[x) = x 2 - 3, calcule lo siguiente: 

(a) fog(O) (b)g(f(O)) 

(c) f(g(x)) (d) gof(x) 

(e) f o f(— 5) (f) g(g(2)) 

(g) f(f(x)) (h) gog(x) 

En los Ejercicios 8-10, construya las funciones compuestas 
(a) fof(x) (b) fog(x) 

(c)gof(x) (d) gog(x) 
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8. f(x) = 2/x, g(x) = x/(l - x) 

9. f (x) = 1/(1 - x), g(x) = y/x-1 

10. f(x) = (x + l)/(x - 1), g(x) = sgn (x) 

Calcule las casillas que faltan en la Tabla 4 (Ejercicios 11-16). 

T abla 4. 



fix ) 

g(x) 

fog(x) 

11. 

X 2 

X + 1 


12. 


x + 4 

X 

13. 

\/x 

x 1 / 3 

|X| 

14. 


2x + 3 

15. 

(X + l)/x 


X 

16. 


x - 1 

1/x 2 


17. Utilice una herramienta grafica para examinar en im 
orden las graficas de las funciones 

y = Jx, y = 2 + Jx, 

y = 2 + ^3 + x, y = 1/(2 + ^/3 + x) 

Describa los efectos que producen en la grafica los 
cambios realizados en la fund on en cada etapa. 

18. Repita el ejercicio anterior con las funciones 


>< 

rsi 

II 

i—1 

1 

>< 

rsi 

II 

y = 1 - 2x, 

y = V^2x, 

l 

1 

y V 1 - 2x ' 

7 y/l~2X 


Los Ejercicios 19-24 se refieren a la funcion con dominio 
[0, 2] y rango [0, 1] cuya grafica se muestra en la Figura 
P.62. Dibuje las graficas de las funciones que se indican, y 
especifique sus dominios y rangos. 


26. g(x) = 


V x 
2 -x 


0 sex ^ 1 
1 <x sc 2 


27. Calcule todos los valores de las constantes reales A y B 
para los que la funcion F(x) = Ax + B cumple 


(a) F oF(x) = F(x) para todo x. 

(b) F o F (x) = x para todo x. 


Funciones maximo entero menor 
y minimo entero mayor 


28. iPara que valores de x es |xj = 0? <iY |Y| = 0? 

29. iQue numeros reales cumplen la ecuacion |xj = M? 

30. Verdadero o falso: £[-x] = - |xj para todo numero 
real x? 

31. Dibuje la grafica de y = x - |xj. 

32. Dibuje la grafica de la funcion 

f(*) = {W si x>0 „ 

(Jx] SI x<0 

iPor que se llama esta funcion parte entera de x? 


Funciones pares e impares 

33. Suponga que f es una funcion par, g es una funcion 
impar y que tanto f como g estan definidas en toda la 
recta real. Las siguientes funciones ^son pares, impares 
o ninguna de las dos cosas? 

f+g, fg, f/g, g/f, f 2 = ff, g 2 = gg 

fog, go f, fof, gog 

34. Demuestre que si f es una funcion par e impar, 
entonces debe cumplirse que f(x) = 0 en todo punto 
de su dominio. 


y 



19. 2 f(x) 

21. f[2x) 

23. 1 + f( -x/2) 


20 . -(l/2)f(x) 
22. f(x/3) 

24. 2 f((x - l)/2) 


En los Ejercicios 25-26, dibuje las graficas de las funciones 
dadas. 




si 

si 


0 ^ x ^ 1 
1 < x ^ 2 


35. Sea f una funcion con dominio simetrico respecto al 
origen, es decir, si x pertenece a su dominio, -x 
tambien pertenece. 

(a) Demuestre que f se puede expresar como la suma 
de una funcion par y una funcion impar: 

f(x) =E(x) +0(x) 

siendo E una funcion par y 0 una funcion impar. 
Sugerencia: Forme E(x) = (f(x) + f(-x))/2. 
Demuestre que E(x) = E(-x), por lo que E sera 
par. Demuestre despues que 0(x) = f(x) - E(x) es 
una funcion impar. 

(b) Demuestre que solo existe una forma de escribir f 
como la suma de una funcion par y una funcion 
impar. Sugerencia: Una forma esta dada en el 
apartado (a). Si pudiera expresarse tambien 

f(x) = E X (x) + 0 X (x), siendo E x una funcion par y 
0 1 una funcion impar, entonces E - E 1 = 0 1 - 0, 
y utilice despues el Ejercicio 34 para demostrar 
que E = E 1 y 0 = O x . 




CAP ITU LO P. Preliminares 47 


Polinomios y funciones racionales 

Los polinomios se encuentran entre las funciones mas sencillas de tratar en calculo. Son sumas 
de terminos consistentes en una constante multiplicada por una potencia no negativa de la varia¬ 
ble de la funcion. 


DEFINICION 5 

Un polinomio es una funcion P cuyo valor en x se expresa como 

P(x) = a n x n + a^x" -1 + ••• + a 2 x 2 + a x x + a 0 

donde las constantes a n , a n _ 1 . a 2 , a 1 y a 0 se denominan coeficientes del polinomio y, si 

n > 0, entonces a n ^ 0. El numero n, grado de la potencia mas alta dex, se denomina gra- 
dodel polinomio (el grado del polinomio cero no esta definido). 


Por ejemplo, 

3 es un polinomio de grado 0 

2 - x es un polinomio de grado 1 

2x 3 - 17x + 1 es un polinomio de grado 3 

Supondremos en general que los polinomios con los que vamos a tratar son polinomios rea¬ 
les, es decir, sus coeficientes son numeros reales en vez del caso mas general en el que son nu- 
meros complejos. Frecuentemente, los coeficientes seran numeros enteros o racionales. Los poli¬ 
nomios juegan un papel en el estudio de las funciones analogo al de los enteros en el estudio de 
los numeros. Por ejemplo, de la misma forma que al sumar, restar o multiplicar dos enteros se 
obtiene un entero, al sumar, restar o multiplicar polinomios se obtiene siempre un polinomio. Al 
sumar o restar polinomios, el resultado es un polinomio cuyo grado no es nunca superior al ma- 
ximo grado de los dos polinomios que se combinan. Al multiplicar dos polinomios de grados m 
y n, el resultado es un polinomio de grado m + n. Por ejemplo, en el caso del producto 

(x 2 + l)(x 3 - x - 2) = x 5 - 2x 2 - x - 2 


los dos factores tienen grados 2 y 3 y el resultado tiene grado 5. 

De la misma forma que el cociente de dos enteros no es frecuentemente un entero, el cocien- 
te de dos polinomios frecuentemente no es un polinomio, y se denomina funcion racional. 


2x 3 - 3x 2 + 3x + 4 
x 2 + 1 


es una funcion racional 


Cuando se divide un entero positivo a por un entero positivo mas pequeno b se obtiene un 
cociente entero q y un resto tambien entero r que cumple 0 sj r < b. Por tanto, la fraccion a/b se 
puede escribir (de forma unica) como la suma de un entero q y una fraccion cuyo numerador (el 
resto r) es menor que el denominador b. Por ejemplo, 

^ = 2 + ^; el cociente es 2, el resto es 1 


Analogamente, si A m y B n son dos polinomios de grados m y n, respectivamente, con m > n, 
la funcion AJB n se puede expresar (de forma unica) como la suma de un polinomio cociente 
0 m - n , de grado m - n y otra funcion racional R k /B n , en la que el grado del polinomio numera¬ 
dor, R k (el resto de la division), es o 0 o k < n: 


A m (x) 
B n (x) 


~ Qm-nW + 


R k (x) 

B n ix) 


(El Algoritmo de Division) 
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Ejemplo 1 


Escriba el algoritmo de division de ■ 


2x 3 - 3x 2 + 3x + 4 


Solucion METODO I. Uso de division de polinomios: 

2x - 3 


1 I 2x 3 - 3x 2 
2x 3 


3x + 4 
2x 


-3x 2 + x +4 
-3x 2 - 3 


x + 7 


Entonces 


2x 3 - 3x 2 + 3x + 4 
x 2 + 1 


2x-3 + 


x + 7 
x 2 + 1 


El cociente es 2x - 3 y el resto es x + 7. 

M ETODO II. Se anaden terminos apropiados de menor grado al numerador con grados no menores que el 
grado del denominador para permitir la factorizacion del denominador, y despues se restan de nuevo esos 
terminos. 

2x 3 - 3x 2 + 3x + 4 

= 2x 3 + 2x - 3x 2 - 3 + 3x + 4 - 2x + 3 
= 2x(x 2 + 1) - 3(x 2 + 1) + x + 7 


De donde se deduce inmediatamente que 

2x 3 - 3x 2 + 3x + 4 
x 2 + 1 


2x- 3 + 


x + 7 
x 2 + 1 


Raices y factores 

Se dice que un numero r es una rafz de un polinomio P si P(r) = 0. Por ejemplo P(x) = x 3 - 4x 
tiene tres rafces: 0, 2 y -2. AI sustituir x por cualquiera de esos tres numeros se cumple que 
P(x) = 0. El Teorema Fundamental del Algebra (vease el Apendice II) indica que todo poli¬ 
nomio de grado como mfnimo 1 tiene una rafz (aunque dicha rafz puede ser un numero com- 
plejo). Por ejemplo, el polinomio lineal (de grado 1) ax + b tiene la rafz -b/a, ya que 
a(-b/a) + b = 0. Un polinomio constante (de grado cero) no puede tener rafces, a no ser que 
sea el polinomio cero, en cuyo caso cualquier numero serfa una rafz. 

Los polinomios reales no tienen por que tener rafces reales. Por ejemplo, el polinomio x 2 + 4 
no vale cero para ningun numero real x, pero sf vale cero para los numeros complejos 2/ y -2/', 
donde / representa la unidad imaginaria, que cumple que i 2 = -1 (en el Apendice I se conside- 
ran los numeros complejos). Los numeros 2/ y -2/ son complejos conjugados entre sf. Los nu¬ 
meros complejos que son rafces de polinomios reales deben aparecer en pares conjugados. 

En aplicaciones de calculo resulta de utilidad factorizar polinomios en forma de productos de 
polinomios de grado inferior, especialmente de polinomios de grado 1 o 2 (lineales o cuadrati- 
cos). El teorema siguiente muestra la conexion entre los factores lineales y las rafces. 


TEOREMA Teorema de factorizacion 

Un numero r es una rafz de un polinomio P de grado no inferior a 1 si y solo si x - r es un 
factor de P(x). 
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DEMOSTRACION Por el algoritmo de division, se cumple que existe un polinomio co- 
ciente Q de grado una unidad menos que el de P y un resto de grado 0 (es decir, una cons- 
tante c), tal que 


PM 
x - r 


QM + — 

x - r 


Por tanto, P(x) = (x - r)Q(x) + c, y P(r) = 0 si y solo si c = 0, y en ese caso 
PM = (x ~ r)QM y, por tanto, x - r es un factor de PM- 

9 


A partir del Teorema 1 y del Teorema Fundamental del Algebra se deduce que todo polino¬ 
mio de grado n ^ 1 tiene n rafces (si P es de grado n ^ 2, entonces tiene una rafz r, y 
PM = (x - r)QM, siendo Q un polinomio de grado n - 1^1, que a su vez tiene una raiz, 
etc.). Por supuesto, no es necesario que las rafces de un polinomio sean todas diferentes. El poli¬ 
nomio PM = x 4 - 3x 3 + 3x 2 - x = x(x - l) 3 tiene cuatro rafces; una de el I as es 0 y las otras 
tres valen 1. Se dice que la raiz 1 tiene multiplicidad 3, ya que se puede dividir PM por 
(x - l) 3 y se obtiene de resto 0. 

Si P es un polinomio real que tiene una raiz compleja r 1 = u + iv, siendo u y v numeros rea¬ 
les y v # 0, entonces, segun se ha comentado anteriormente, el complejo conjugado de r v es 
decir r 2 = u - iv, debe ser tambien una raiz de P (y ademas, r 1 y r 2 tendran la misma multiplici¬ 
dad). Por tanto, x-u-ivyx-u + iv son factores de PM y su producto 

(x - u - iv)(x - u + iv) = (x - u ) 2 + v 2 = x 2 - 2 ux + u 2 + v 2 

es un polinomio cuadratico sin rafces reales. Se deduce, por tanto, que todo polinomio real se 
puede descomponer en un producto de factores lineales reales (que pueden estar repetidos) y un 
producto de factores cuadraticos sin rafces reales (que pueden estar repetidos). 


Ejemplo 2 


iCual es el grado de P(x) = x 3 (x 2 + 2x + 5) 2 ? ^Cuales son las rafces de P, y cual es la 


multiplicidad de cada raiz? 


Solucion Si se desarrolla la expresion de P, el maximo grado de x presente en la expresion desarrollada 
es x 3 (x 2 ) 2 = x 7 , por lo que el grado de P es 7. El factor x 3 = (x - 0) 3 indica que 0 es una raiz de P con 
multiplicidad 3. Las cuatro rafces restantes seran las rafces del polinomio x 2 + 2x + 5, cada una de el I as 
con multiplicidad 2. Entonces, 

[x 2 + 2x + 5] 2 = [(x + l) 2 + 4] 2 

= [{x + 1 + 2/)(x + 1 - 2/)] 2 

Por tanto, las siete rafces de P son: 

f0, 0, 0 0 tiene multiplicidad 3 

i-1-2/, -1-2/ —1 — 2/ tiene multiplicidad 2 

[-1 + 2/, -1 + 2/ -1 + 2/ tiene multiplicidad 2 


Rafces y factores de polinomios cuadraticos 

Existe una expresion bien conocida para calcular las rafces de un polinomio cuadratico. 

Ecuacion de segundo grado 

Las dos soluciones de la ecuacion cuadratica 

Ax 2 + Bx + C = 0 
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siendo 4, 6 y C constantes y 4 =4 0, se obtienen como 


x = 


-B ± JB 2 - 4 AC 
2 4 


Para ver que efectivamente es asi, se divide la ecuacion de segundo grado por 4 y se comple- 
tan los cuadrados en x: 


2 B C n 
x 2 +-x + — = 0 
/A /A 

, 26 6 2 6 2 C 

X + 2A X + W~W~A 



B 2 - 44C 
4A 2 


6 

X + 2A 


,/S 2 - 4AC 

+ -- 

2/A 


La cantidad D = 6 2 - 4/AC que aparece dentro de la raiz cuadrada en la formula se denomi- 
na discriminante de la ecuacion o polinomio de segundo grado. La naturaleza de las raices de la 
ecuacion de segundo grado depende del signo del discriminante. 

(a) Si D > 0, entonces D = k 2 para algun valor de k y la ecuacion de segundo grado posee dos 
raices distintas, (-6 + k)/(2A) y (-6 - k)/(2A). 

(b) Si D = 0, entonces la ecuacion de segundo grado tiene solo una raiz, -6/(24), la cual tiene 
multiplicidad 2 (se denomina raiz doble). 

(c) Si D < 0, entonces D = -k 2 para algun valor de k y la ecuacion de segundo grado posee 
dos raices complejas conjugadas, (-6 + ki)/(2A) y (-6 - ki)/(2A). 


Ejemplo 3 


Calcule las raices de los siguientes polinomios de segundo grado y exprese dichos polino- 
mios como producto de sus factores lineales. 

(a) x 2 + x - 1 (b) 9x 2 - 6x + 1 (c) 2x 2 + x + 1 


Solucion Se utiliza la formula de la ecuacion de segundo grado para obtener las raices de los polino¬ 
mios. 


(a) 4 = 1, 0 = 1, C = -1 

-l±yfT4 1 ^5 


x = 


2+2 


x 2 + x- l = |x + ^- 


2 2 

(b) 4=9, fl = -6, C = 1 
6 ± x /36 - 36 1 


x + 2 + 


x = 


18 


= - (raiz doble) 



9x 2 


6x + 1 = 9 


= (3x - l) 2 


2 
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(c) A = 2, 0=1, C = 1 

i±yr^8^ i V 7 ,. 


x = 


2x 2 + x + 1 = 2 x 


“-4 1 4 ' 


--^»Vx + t + ^A 


4 ' 


Observacion Existen formulas para calcular las rafces exactas de polinomios de grado 3 y de 
grado 4, pero, a diferencia de la formula de la ecuacion de segundo grado, son muy complicadas 
y raramente se utilizan. El calculo nos proporciona herramientas muy poderosas y faciles de de 
utilizar para obtener aproximaciones a las rafces de polinomios (y soluciones a ecuaciones mas 
generales), con cualquier grado de exactitud que se desee. 


Factorizaciones diversas 

Algunos polinomios de grado 2 y superior se pueden factorizar (al menos parcialmente) por sim¬ 
ple inspeccion. Algunos ejemplos son: 

(a) Factor comun: ax 2 + bx = x(ax + b). 

(b) Diferencia de cuadrados: x 2 - a 2 = (x - a)(x + a). 

(c) Diferencia de cubos: x 3 - a 3 = (x - a)(x 2 + ax + a 2 ). 

(d) De forma mas general, la diferencia de n-esimas potencias para cualquier entero positivo n: 

x n - a n = (x - a)(x n_1 + ax n ~ 2 + a 2 x n ~ 3 + ••• + a n ~ 2 x + a" -1 ) 

Notese que x - a es un factor de x n - a n para todo entero positivo n. 

(e) Siempre es cierto que si n es un entero positivo impar, entonces x + a es un factor de 
x n + a". Por ejemplo, 

x 3 + a 3 = (x + a)(x 2 - ax + a 2 ) 

x 5 + a 5 = (x + a)(x 4 - ax 3 + a 2 x 2 - a 3 x + a 4 ) 

Finalmente, mencionaremos un metodo de prueba y error para factorizacion de polinomios de 
segundo grado, denominado factorizacion trinomial. Como 

(x + p)(x + q) = x 2 + (p + q)x + pq 

(x - p)(x - q) = x 2 - (p + q)x + pq y 

(x + p)(x - q) = x 2 + (p - q)x - pq 

es posible a veces obtener los factores dex 2 + fix + C buscando los factores de |C| para los que 
la suma o la diferencia es 6. De forma mas general, a veces es posible factorizar 

Ax 2 + fix + C = (ax + b)(cx + d) 

Buscando los factores a y c de A y los factores b y d de C para los que ad + be = 6. Por su- 

puesto, si esto fall a siempre se puede aplicar la formula de la ecuacion de segundo grado para 

obtener las rafces, y por tanto los factores, de un polinomio cuadratico. 
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Ejemplo 4 


x 2 - 5x + 6 = (x - 3)(x - 2) 

x 2 + 7x + 6 = (x + 6)(x + 1) 

x 2 + x - 6 = (x + 3)(x - 2) 

2x 2 + x - 10 = (2x + 5)(x - 2) 


P = 3, q = 2, pq = 6, p + q = 5 
p = 6,q = l,pq = 6,p + q = 7 
p = 3, q = -2, pq = -6, p + q = 1 
a = 2, b = 5, c = 1, of = -2 
ac = 2, bd = -10, ad + be = 1 


Ejemplo 5 


(a) x 3 


Calcule las raices de los siguientes polinomios: 


4x + 4 


(b) x 4 + 3x 2 - 4 


(c) x 5 


Solucion (a) Existe un factor comun obvio: 


4x + 4 = (x - l)(x 2 - 4) = (x - l)(x - 2)(x + 2) 


Las raices son 1, 2 y -2. 

(b) Se trata de un trinomio en x 2 para el que existe una factorizacion sencilla: 

x 4 + 3x 2 - 4 = (x 2 + 4)(x 2 - 1) = (x + 2/)(x - 2/)(x + l)(x - 1) 

Las raices son 1, -1, 2/ y -2/. 

(c) Empezamos con unas factorizaciones obvias: 

x 5 - x 4 - x 2 + x = x(x 4 - x 3 - x + 1) = x(x - l)(x 3 - 1) 

= x(x - l) 2 (x 2 + x + 1) 


Por tanto, 0 es una raiz y 1 es una raiz doble. Las dos raices restantes son las del factor cuadratico 
x 2 + x + 1, que no se puede factorizar de forma sencilla por simple inspeccion, por lo que usamos la 
formula: 


-nyw i, y/3. 
x = - 2 -= 2 1 2 ' 


Ejercicios P.6 


En los Ejercicios 1-12, calcule las raices de los polinomios. 
Si hay raices repetidas, indique su multiplicidad. Escriba 
ademas cada polinomio en forma de producto de sus 
factores lineales. 


1. x 2 + 7x + 10 

2 . x 2 + 2x + 2 

5. 16x 4 - 8x 2 + 1 
7. x 3 + 1 
9. x 6 - 3x 4 + 3x 2 
11 . x 5 + x 3 + 8x 2 + 


2. x 2 - 3x - 10 
4. x 2 - 6x + 13 
6 . x 4 + 6x 3 + 9x 2 
8 . x 4 - 1 


10 . x 5 


16x 


8 


12. x 9 - 4x 7 - x 6 


- 16 
4x 4 


En los Ejercicios 13-16, exprese las funciones racionales 
dadas como la suma de un polinomio con otra funcion 
racional cuyo numerador sea o bien cero, o bien de menor 
grado que el denominador. 


13. 

15. 

17. 

18. 

*19. 


2x + 3 


14. 


16. 


x 2 + 5x + 3 

x 4 + x 2 
x 3 + x 2 + 1 


Demuestre que x - 1 es un factor de un polinomio P 
de grado positivo si y solo si la suma de los 
coeficientes de P es cero. 

iQue condicion deberian cumplir los coeficientes de un 
polinomio para asegurar que x + 1 es un factor de 
dicho polinomio? 

El conjugado de un numero complejo z = u + iv 
(siendo u y v numeros reales) es el numero complejo 
z = u - iv. En el Apendice I se demuestra que el 
conjugado de una suma (o producto) de dos numeros 
complejos es la suma (o producto) de los conjugados. 
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Utilice este hecho para verificar que si z = u + iv es 
una raiz compleja de un polinomio P con coeficientes 
reales, entonces su conjugado z es tambien una raiz 
de P. 

*20. Continuando con el ejercicio anterior, demuestre que 
si z = u + iv (siendo u y v numeros reales) es una raiz 
compleja de un polinomio P con coeficientes reales, 


entonces P debe tener el factor cuadratico 
x 2 - 2 ux + u 2 + v 2 . 

* 21 . Utilice el resultado del ejercicio 20 para demostrar 
que si z = u + iv (siendo u y v numeros reales) es una 
raiz compleja de un polinomio P con coeficientes 
reales, entonces z y z son raices de P con la misma 
multiplicidad. 


Las funciones trigonometric as 


Casi toda la gente se encuentra por primera vez con las cantidades cost y sen t y a partir de la 
razon de la longitud de los lados de un triangulo rectangulo en el que t es el valor de uno de sus 
angulos agudos. Si en un triangulo rectangulo se denominan «hip» a la hipotenusa, «ady» al ca- 
teto adyacente al angulo ty «opu» al cateto opuesto al angulo t (vease la Figura P.63), entonces 



Estas razones dependen solo del angulo t, y no de un triangulo en particular, ya que todos los 
triangulos rectangulos con un angulo agudo t son similares. 

En el ambito del calculo son necesarias definiciones mas generales de cost y sent, como 
funciones definidas para todos los numeros reales t, no solo para los angulos agudos. Estas defi¬ 
niciones se establecen en f unci on de una circunferencia, en vez de un triangulo. 

Sea C una circunferencia de centro el origen 0 y de radio 1. Su ecuacion es x 2 +y 2 = 1. 
Sea A el punto (1, 0) sobre C. Para todo numero real t, sea P t el punto sobre C situado a una 
distancia |t| de /A, medido sobre C en sentido contrario al de las agujas del reloj, si t > 0, y en el 
sentido de las agujas del reloj si t < 0. Por ejemplo, como la circunferencia mide 2n radianes, el 
punto P n/2 representa un cuarto de vuelta de distancia desde A en la circunferencia C. Se trata 
del punto (0, 1). 

Utilizaremos esta longitud tcomo medida del angulo AOP t , como muestra la Figura P.64. 


DEFIIMICION 6 

La medida en radianes del angulo AOP t es de t radianes: 

ZAOP t = t radianes 


Estamos mas acostumbrados a medir los angulos en grados. Como P K es el punto (-1, 0), la 
mitad del camino (n radios de distancia) alrededor de la circunferencia C desde el punto A, tene- 
mos que 

7i radianes = 180° 


Para convertir grados en radianes se multiplican los grados por 7r/180, y para convertir radianes 
en grados se multiplican los radianes por 180/71. 




54 CALCULO 


y 



Figura P.64 Si la longitud del arco AP t es de t radios 
de C, entonces el angulo AOP t = t radianes. 


Convenio para angulos 

En calculo se supone que todos los angulos se miden en radianes a menos que se indique 
explfcitamente que se miden en grados o en otras unidades. Por ejemplo, al decir un angu¬ 
lo de n/3, significa n/3 radianes (que equivalen a 60°), y no n/3 grados. 


Ejemplo 1 


Longitud de arco y area de sector circular. Un arco de una circunferencia de radio r 
abarca un angulo t desde el centra de dicha circunferencia. Calcule la longitud s de dicho arco y el area A 
del sector circular comprendido entre el arco y el centra de la circunferencia. 


Solucion La longitud del arco s es la misma fraccion de la longitud de la circunferencia 2nr que la frac¬ 
cion que representa t de la longitud total de la circunferencia en radianes, que es 2n (o 360°). Por tanto, 

t 

s = — (27 zr) = rt unidades 
2k 


De forma similar, el area A del sector circular (vease la Figura P.65) es la misma 
del circulo nr 2 \ 


A 

(En la Seccion 1.1 demostraremos que el 


t 

2n 

area 


r 2 t 

(nr 2 ) = y unidades 2 

de un circulo de radio r es nr 2 ). 


fraccion del area total 



Utilizando el procedimiento descrlto anteriormente, se puede calcular el punto P t correspon- 
diente a cualquier numero real t, positivo o negativo. Los valores cost y sent se definen como 
las coordenadas del punto P t (vease la Figura P.66). 
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y 



Figura P.66 Las coordenadas de P t son (cost, sent). 


DEFINICION 7 Coseno y seno 

Dado un numero real t, el coseno de t (abreviadamente, cost) y el seno de t (abreviada- 
mente, sen t ) son las coordenadas x e y del punto P t . 

cost = coordenada x del punto P t 
sen t = coordenada y del punto P t 


Dada la forma en que se definen, el coseno y el seno se denominan funciones circulares Notese 
que estas definiciones concuerdan con las dadas anteriormente en funcion del angulo agudo de 
un triangulo rectangulo (veanse las formulas (*) al principio de esta seccion). En este caso el 
triangulo es el P t OQ t , que se muestra en la Figura P.66. 


Ejemplo 2 


Examinando las coordenadas de P 0 = A, P k/2 , P n y P - n/2 = P^n de la Figura P.67, se ob- 


tienen los siguientes valores: 


cosO = 1 

sen 0 = 0 


COS- = 0 COS 71 = — 1 

71 

sen - = 1 sen 7i = 0 



1 
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Identidades de utilidad 

M uchas propiedades importantes de cost y sen t se desprenden del hecho de que son las coorde- 
nadas del punto P t sobre la circunferencia C de ecuacion x 2 + y 2 = 1. 

Rango del coseno y del seno. Para todo numero real t, 

-1< costal y -l^sent^l 

Identidad de Pitagoras. Las coordenadas x = cost e y = sent, del punto P t deben cumplir 
la ecuacion de la circunferencia. Por tanto, para todo numero real t, 


cos 2 1 + sen 2 1 = 1 


(Notese que cos 2 1 significa (cost) 2 , y no cos(cost). Se trata de una notacion desafortunada, pero 
se utiliza en practicamente toda la literatura tecnica, asi que tendremos que acostumbrarnos a 
utilizarla). 

Periodicidad. Como C es una circunferencia que mide 2n radianes, sumar 2n a un valor de t 
hace que el punto P t describa una vuelta completa alrededor de la circunferencia C y termine en 
el mismo sitio: P t+2n = P t . Por tanto, para todo t, 


cos (t + 27i) = cost y sen (t + 2n) = sen t 


Esto quiere decir que el coseno y el seno son funciones periodicas de periodo 2n. 

El coseno es una funcion par. El seno es una funcion impar. Como la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1 es simetrica respecto al eje x, los puntos P t y P _ t tienen la misma coordenada x, y 
coordenadas y opuestas (vease la Figura P.68). 


cos(-t) = cost y sen(-t) =-sent 


Identidades de angulos complementarios. Dos angulos son complementarios si suman n[.2 
(o 90°). Los puntos P (n/2) _ t y P t son reflexiones (uno del otro) respecto a la recta y = x (Figu¬ 
ra P.69), por lo que la coordenada x de uno de el los es la coordenada y del otro, y viceversa. A si, 
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Identidades de angulos suplementarios. Dos angulos son suplementarios si suman n (o 
180°). Como la circunferencia essimetrica respecto al ejey, P n _ t y P t tienen la misma coordena- 
da y, y coordenadas x opuestas (vease la Figura P.70). Entonces, 

cos(rc - t) =-cost y sen (71 - t) = sent 



Algunos angulos especiales 


Ejemplo 3 


Calcule el seno y el coseno de n/A (es decir, 45°). 


Solucion El punto P n/4 esta en el primer cuadrante sobre la recta x = y. Para calcular sus coordenadas, 
se sustituye x = y en la ecuacion de la circunferencia x 2 + y 2 = 1, con lo que se obtiene 2x 2 = 1. Por tanto, 
x = y = 1/^/2 (vease la Figura P.71), y 


71 1 

cos(45 ) = cos- = , 

4 Jl 


sen (45°) = sen 


n 

4 


1 

V2 



Ejemplo 4 


Calcule los valores del seno y el coseno de los angulos 7 t /3 (0 60°) y 71/6 (0 30°). 


Solucion El punto P n/3 y los puntos 0(0, 0) y 4(1, 0) son los vertices de un triangulo equilatero cuyo 
lado tiene longitud 1 (vease la Figura P.72). Por tanto, la coordenada x del punto P n/3 vale 1/2, y la coorde- 
nada y vale ^/l - ( 1 / 2) 2 = y/3/2, con lo que 


71 1 

cos (60°) = cos- = - 


sen (60°) = sen - = 


73 

2 
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71 71 71 f 

Como — = — — las identidades de angulos complementarios nos permiten obtener que 
6 2 3 



La Tabla 5 resume los valores del coseno y el seno en los angulos multiplos de 30° y 45° 
entre 0° y 180°. Los valores de 120°, 135° y 150° se han obtenido utilizando las identidades de 
angulos suplementarios. Por ejemplo, 

cos(120°) = cos\7j = cos= -cos= - cos(60°) = - * 


Tabla 5. Cosenos y senos de algunos angulos especiales 


Grados 

0° 

30° 

0 

LO 

'vl - 

0 

O 

CD 

0 

0 

CT) 

120° 

135° 

150° 

0 

0 

CO 

I — 1 



71 

71 

71 

71 

271 

3n 

571 


Radianes 

0 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

71 



6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 


Coseno 

1 

V3 

1 

1 

0 

1 

1 

7 

-1 



2 

V2 

2 


2 


2 




1 

1 

7 


V3 

1 

1 


Seno 

0 

2 

72 

~Y 

1 


7 

2 

0 


Ejemplo 


Calcule: (a) sen— y 


(b) cos 


471 

T 


Solucion Se pueden dibujar los triangulos adecuados en los cuadrantes donde estan los angulos, para de- 
terminar los valores requeridos. Vease la Figura P.73. 


(a) sen( 37 t/ 4 ) = sen (71 - ( 71 / 4 )) = 1/^/2. 

1 

(b) cos( 47 r/ 3 ) = cos (77 + (n/3)) = - 
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y 



X 


X 


Figura P.73 Uso de triangulos situados adecuadamente para calcular funciones 
trigonometricas de angulos especiales. 

Aunquese pueden obtener aproximaciones decimales a los valores del seno y el coseno utili- 
zando una calculadora cientifica o tablas matematicas, es util recordar los valores de la tabla pa¬ 
ra los angulos 0, n/6, nj 4, 7t/3 y n/2, ya que aparecen frecuentemente en las aplicaciones. 

AI tratar el seno y el coseno como funciones, las variables se pueden nombrar en la forma 
que deseemos (por ejemplo, x, como se hace con las otras funciones). Las Figuras P.74 y P.75 
muestran las graficas de cosx y senx. En ambas graficas el comportamiento entre x = 0 y 
x = 271 se repite una y otra vez a medida que nos movemos de izquierda a derecha por el eje x. 
Observese que la grafica de senx es igual a la grafica de cosx desplazando esta ultima a la dere¬ 
cha una distancia de n/2. 

y 




Figura P.74 Grafica de cosx. 



jA tend on! 

Cuando se utiliza una calculadora cientifica para calcular funciones trigonometricas, hay 
que asegurarse de seleccionar el modo angular apropiado: grados o radianes. 
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Formulas de sumas 

Las formulas que siguen sirven para determinar el coseno y el seno de una suma o diferencia de 
dos angulos en funcion de los cosenos y senos de dichos angulos. 

TEOREMA^^ Formulas de suma para el coseno y el seno 

cos(s + t) = coss cost - sens sent 
sen (s + t) = sens cost + coss sent 
cos(s - t) = coss cost + sens sent 
sen (s - t) = sen s cost - coss sen t 

DEMOSTRACION Demostraremos la tercera formula como sigue: sean s y t numeros 
reales, y considerense los puntos 

P t = (cost, sen t) P s _ t = (cos(s - t), sen (s - t)) 

P 5 = (coss, sens) 4 = (1, 0) 

como se muestra en la Figura P.76. 


Ps-t 


A _^ 

* 

Figura P.76 P s P t = P s _ t A . 

El angulo P t OP s = s - t radianes = angulo AOP s _ t , y la distancia P s P t es igual a la 
distancia P s - t A. Por tanto, (P s P t ) 2 = ( P s - t A ) 2 . Si expresamos las distancias al cuadrado en 
funcion de las coordenadas, y se desarrol I an los binomios correspond! entes: 

(coss - cost) 2 + (sens - sent) 2 = (cos(s - t) - l) 2 + sen 2 (s - t) 
cos 2 s - 2cosscost+ cos 2 t + sen 2 s - 2senssent + sen 2 t 
= cos 2 (s - t) - 2 cos (s - t) + 1 + sen 2 (s - t) 

Como cos 2 x + sen 2 x = 1 para todo x, esto se reduce a 

cos(s - t) = cosscost + senssen t 

Sustituyendo t por -t en la formula anterior, y recordando que cos(— t) = cost y 
sen(-t) = -sent, tenemos que 

cos(s + t) = cosscost - senssent 
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Para obtener las formulas de suma para el seno se pueden emplear las formulas de angulos 
complementarios: 

sen(s + t) = cosh* - (s + t)\ 


= c °s --s -f 


= cos Q - sj cos t + sen Q - s j sen t 
= sens cost + cosssen t 


y la otra formula se sigue de nuevo si sustituimos t por -t. 


Ejemplo 


Solucion 


Calcule el valor de cos(7r/12) = cos!5° 


71 71 71 

C0S 12 = C0S 3 “4 


1 \/ 1 


71 71 71 71 

cos-cos - + sen-sen- 

V 2 A^ 2^2 


A partir de las formulas de suma, se pueden obtener como casos especiales ciertas formulas 
utiles denominadas formulas del angulo doble. Si en las formulas de suma de sen(s + t) y 
cos (s + t) se hace s = t, se obtiene 

sen 2t = 2 sent cost y 
cos2t = cos 2 t - sen 2 t 

= 2cos 2 t-l (usando sen 2 t + cos 2 t = 1) 

= 1-2 sen 2 1 

Despejando en las dos ultimas formulas cos 2 ty sen 2 tse obtiene 

, 1 + cos2t , 1 - cos 21 

cos t =--- y sem t =--- 

2 2 

que se denominan formulas del angulo mitad, ya que se utilizan para expresar relaciones trigo- 
nometricas de la mitad del angulo 2t. Posteriormente encontraremos estas formulas de utilidad 
cuando integremos potencias de cosx y senx. 

Otras funciones trigonometricas 

Existen otras cuatro funciones trigonometricas: tangente (tan) cotangente (cot), secante (sec) y 
cosecante (esc), todas el I as definidas en funcion del coseno y el seno. Sus graficas se muestran 
en las Figuras P.77-P.80. 
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Figura P.77 Grafica de tanx. 


Figura P.78 Grafica de cotx. 



Figura P.79 Grafica de secx. 


Figura P.80 Grafica de cscx. 


DEFINICION 8 Tangente, cotangente, secante y cosecante 


tan t = 


sec t = 


cot t = 


cos t_ 1 
sen t tan t 


esc t = 


Observese que todas las funciones anteriores estan indefinidas (y su grafica presenta una 
asfntota vertical) en los puntos donde la funcion del denominador de su definicion vale cero. Ob- 


N>|^ 
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servese tambien que la tangente, la cotangente y la cosecante son fund ones impares y que la 
secante es una funcion par. Como |senx| ^ 1 y |cosx| ^ 1 para todo x, |cscx| ^ 1 y |secx| ^ 1 en 
todos los puntos donde estan definidas. 

Las funciones seno, coseno y tangente se denominan funciones trigonometricas primarias, 
y sus inversas cosecante, secante y cotangente se denominan funciones trigonometricas secun- 
darias. Las calculadoras cientificas en general solo llevan incorporadas las funciones primarias; 
para obtener las funciones secundarias basta con utilizar la tecla de inverso. La Figura P.81 
muestra un diagrama de utilidad, denominada «reg I a CPST» de ayuda para recordar donde son 
positivas las funciones primarias. Las tres son positivas en el primer cuadrante, marcado con P. 
De las tres, solo el seno es positivo en el segundo cuadrante S, solo la tangente en el tercer cua¬ 
drante T y solo el coseno en el cuarto cuadrante C. 


Ejemplo 7 


1 

COS0 = - -. 


Figura P.81 La regia CPST. 

Calcule el seno y la tangente del angulo 0 en el intervalo 


371 


71 , 


cuyo coseno vale 


Solucion Utilizando la igualdad de Pitagoras cos 2 0 + sen 2 0 = 1 se obtiene 


sen 2 0 = l-- = - y sen 9=± I-=± 


1 8 


8 2J2 


9 9 

La condicion de que 9 debe estar en el intervalo 
sera negativo. A si, 


371 


71, 


, 9 - 3 

lo situa en el tercer cuadrante. Por tanto, su seno 


2J2 sen0 -2^2/3 r 

“""-3 y = 


Como sus in versos coseno y seno, las funciones secante y cosecante son periodicas de perio- 
do 2n. Sin embargo, la tangente y la cotangente tienen periodo n ya que 

, , sen(x + 7i) sen x cos 7i + cos x sen 7i -senx 

tan (x + 71 ) = — 7 -- =-=-= tan x 

cos(x + 7i) cosx cos n — sen x sen n -cosx 

Dividiendo la identidad de Pitagoras cos 2 x + sen 2 x = 1 por cos 2 x y sen 2 x, respectivamente, 
se obtienen dos versiones alternativas de dicha identidad que resultan de utilidad: 

1 + tan 2 x = sec 2 x y 1 + cot 2 x = csc 2 x 

A partir de las formulas de suma del seno y del coseno se pueden obtener las de la tangente 
y la cotangente. Por ejemplo, 

sen (s + t) sen s cos t + cos s sent 

tan s + t = — - -- =---- 

cos (s + t) cos s cos t - sens sent 
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Si ahora dividimos el numerador y el denominador de la fraccion de la derecha por 
cosscost, se obtiene 


tan (s + t) 


tan s + tan t 
1 - tan s tan t 


Sustituyendo t por -t se Mega a 

tan (s - t) 


tan s - tan t 
1 + tan s tan t 


Calculos con Maple 

Maple conoce las seis funciones trigonometricas y puede calcular sus valores y manejarlas de 
diversas formas. M aple asume que los argumentos de las funciones trigonometricas se expresan 
en radianes. 

> evalf(sin (30); evalf(sin(Pi/6)); 

-.9880316241 

.5000000000 

Notese que Maple conoce la constante Pi (con la P mayuscula). La funcion evalf o trans¬ 
forma su argumento en un numero en formato decimal en coma flotante con 10 dfgitos significa- 
tivos (la precision se puede cambiar asignando un nuevo valor a la variable Digits). Si no se 
hace de esta forma, el seno de 30 radianes no se habria desarrol I ado, ya que no es un entero. 

> Digits : = 20; evalf(100*Pi); sin(30); 

Digits := 20 

314.15926535897932385 
sen(30) 

A menudo es util expresar las funciones trigonometricas de angulos multiplo como potencias 
del seno y coseno, y viceversa. 

> expand(sin(5*x)) ; 

16 sen (x) cos (x) 4 - 12 sen (x) cos (x) 2 + sen (x) 

> combine((cos(x)) A 5, trig); 

15 5 

— cos(5x) + — cos(3x) + -cos(x) 

16 16 8 

Otras funciones trigonometricas se pueden transformar en expresiones en funcion del seno y 
el coseno. 

> convert(tan(4*x)*(sec(4*x)) A 2, sincos); combine(%, trig); 

sen (4x) 
cos(4x) 3 
sen (4x) 

cos(12x) + 3cos(4x) 

El % en el ultimo comando se refiere al resultado del calculo anterior. 
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Repaso de trigonometria 

Las funciones trigonometricas se denominan de esta forma porque frecuentemente se usan para 
expresar las relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo. Como vimos al principio de 
esta seccion, si 6 es uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo, podemos denominar 
los tres lados de dicho triangulo como ady (el cateto adyacente a 6), opu (el cateto opuesto a 6) e 
hip (la hipotenusa). Las funciones trigonometricas de 6 se pueden expresar como relaciones de 
las longitudes de esos tres lados. Concretamente: 



Ejemplo 8 


Calcule los lados desconocidos x ey del triangulo de la Figura P.83. 


Solucion En este caso, s es el lado opuesto e y es el lado adyacente al angulo de 30°. La hipotenusa 
tiene una longitud de 5 unidades. Por tanto, 


x „ 1 

- = sen 30° = - 


| = cos 30° = ^ 


5 5j3 

por lo que x = - e y = —unidades. 




Figura P.84 


x a 

- = tan0 y - = cos 9 
a y 


Por tanto, x = a tan 0 e y = —- = a sec 9. 

cos 9 
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Cuando se consideran triangulos generales (no necesariamente rectangulos), resulta conve- 
niente etiquetar sus vertices con letras mayusculas, que indicaran tambien los angulos correspon- 
dientes a dichos vertices. Los lados opuestos a los vertices se indican con la letra correspondien- 
te al vertice opuesto pero en minusculas. 1/ease la Figura P.85. Las relaciones entre los lados a, 
b y c y los angulos opuestos A, B y C en un triangulo cualquiera se expresan mediante las si- 
guientes formulas, denominadas Teorema del Seno y Teorema del Coseno. 



Figura P.85 Los lados de este triangulo se etiquetan de forma correspond!ente con sus 
angulos opuestos. 


TEOREMA Q 


Teorema del Seno: 
Teorema del Coseno: 


sen A sen B sen C 

a b c 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A 
b 2 = a 2 + c 2 - 2accosfi 
c 2 = a 2 + b 2 — 2abcosC 


DEMOSTRACION 1/ease la Figura P.86. Sea h la longitud de la perpendicular que va desde 
A hasta el lado BC. Utilizando las formulas de los triangulos rectangulos (y la igualdad 
senU - t) =sent si fuera necesario), se puede obtener que csenfi = h = bsenC. Entonces 
(sen B)/b = (senC)/c. Por simetria, o bien trazando una nueva perpendicular a otro de los lados, 
ambas fracciones deben ser iguales a (senA)/a. Esto demuestra el Teorema del Seno. Para el 
Teorema del Coseno, observese que 

' 7T 

h 2 + (a - bcosC) 2 si C < - 

2 _ 

|/i 2 + (a + fa cos (7i - C)) 2 si C 

= h 2 + (a - bcosC) 2 (ya que cos (n - C) = -cosC) 

= b 2 sen C + a 2 - 2 ab cos C + b 2 cos 2 C 
= a 2 + b 2 - 2ab cos C 



Las otras versiones del Teorema del Coseno se demuestran de forma similar. 
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Dos lados de un triangulo valen a = 2yb = 3yel angulo C = 40°. Calcule el lado c y 
el seno del angulo 8. 

Solucion A partir de la tercera version del Teorema del Coseno: 

c 2 = a 2 + b 2 - 2ab cosC =4 + 9-12 cos40° * 13 - 12 x 0.766 = 3.808 


El lado c es de ^3.808 = 1.951 unidades de longitud. Utilizando ahora el Teorema del Seno se obtiene 


sen 8 = b 


3 x 0.6428 


Un triangulo queda completamente determinado por uno cualquiera de los siguientes conjun- 
tos de datos (que se corresponden con los casos conocidos de congruencia de triangulos en geo- 
metria clasica): 

1. Dos lados y el angulo entre el I os (vease el Ejemplo 10). 

2. T res lados, de forma que ninguno de el I os exceda en longitud a la suma de los otros dos. 

3. Dos angulos y un lado. 

4. La hipotenusa y un cateto en el caso de un triangulo rectangulo. 

En todos los casos anteriores siempre es posible obtener los lados y angulos desconocidos 
utilizando el Teorema de Pitagoras o losTeoremas del Seno y del Coseno, y el hecho adicional 
de que la suma de los tres angulos de un triangulo es siempre de 180° (o n radianes). 

Un triangulo no queda completamente determinado conociendo solo dos lados y un angulo 
no contenido entre esos lados. Puede no existir ningun triangulo, un triangulo rectangulo, o dos 
triangulos no rectangulos que cumplan con esos datos. 




B aw 1.275 c B a w 3.921 C 


Figura P.87 Dos triangulos con b = 2, c = 3 y 8 = 30°. 
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Ejercicios P.7 


En los Ejercicios 1-6, calcule los diferentes valores 
utilizando las formulas presentadas en esta seccion. No 
utilice tablas ni calculadora. 


3n 


1. COS 


In 

S6n 12 


3n 


2 . tan - 


5n 

5. cos - 


3. sen 


6 . sen 


2n 

T 

IItc 

~Y2 


En los Ejercicios 7-12, exprese las cantidades dadas en 
funcion de senx y cosx. 


7. cos [n + x) 
(in 

10 . cos I — + x 


8. sen [In - x) 


11 . tanx + cotx 


fin 
9. sen — - x 


12 . 


tanx - cotx 


tanx + cotx 


En los Ejercicios 13-16, demuestre las igualdades. 
13. cos 4 x - sen 4 x = cos(2x) 


14. 


1 - cosx 


senx 


senx x 

--= tan - 

1 + cosx 2 


1 - cosx , x 

15. --= tan 2 - 

1 + cosx 2 


16. 


cosx - senx 


= sec 2x - tan 2x 


cosx -I- senx 

17. Exprese sen3x en funcion de senx y cosx. 

18. Exprese cos3x en funcion de senx y cosx. 

En los Ejercicios 19-22, dibuje las graficas de las funciones 
dadas. iCual es el periodo de cada funcion? 


19. f(x) = cos 2x 
21 . f (x) = sen zrx 


20 . f(x) = sen - 


22 . f (x) = cos 


nX 


23. Dibuje la grafica dey = 2cos(x-- 


24. Dibuje la grafica dey = 1 + sen x 


n 
4 

En los Ejercicios 25-30, se da sen0, cos 0 o tan 0. Calcule 
los otros dos valores sabiendo que 6 pertenece al intervalo 
especificado. 

3 


25. sen 0 = , 

26. tan# = 2, 


0 en 


2 ' " 


6 en 


n 

°'2 


27. cost) = -, 0 en 


n 

~ 2 '° 


28. cos# = - —, 0 en 

13 

-1 

29. sen 0 = —, 0 en | n, 


2 ' 71 
3n 


30. tan 6 = -, 6 e n 


3n 


n, 


Repaso de trigonometrfa 


En los Ejercicios 31-42, ABC es un triangulo cuyo angulo 
C es recto. Los lados opuestos a los angulos4, B y C son, 
respectivamente, a, b y c (vease la Figura P.88). 



31. Calcule a y b si c = 2, B = 

32. Calcule a y c si b = 2, B = 

33. Calcule b y c si a = 5, B = 

6 

34. Expresea en funcion de4 y c. 

35. Expresea en funcion de4 y b. 

36. Exprese a en funcion de B y c. 

37. Exprese a en funcion de 6 y b. 

38. Exprese c en funcion de A y a. 

39. Exprese c en funcion de A y b. 

40. Exprese sen A en funcion de a y c. 

41. Exprese sen A en funcion de b y c. 

42. Exprese sen A en funcion de a y b. 

En los Ejercicios 43-50, ABC es un triangulo arbitrario. Los 
lados opuestos a los angulos4, B y C son, respectivamente, 
a, b y c (vease la Figura P.89). Calcule las cantidades que 
se piden. Utilice tablas o una calculadora cientifica si es 
necesario. 
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B a C 

Figura P.89 


43. Calcule senB si a = 4, b = 3, A = 7. 

4 

44. Calcule cosA si a = 2, b = 2, c = 3. 

45. Calcule senB si a = 2, b = 3, c = 4. 

46. Calcule c si a = 2, lb = 3, C =7. 

4 

47. Calcule a si c = 3, A = 7, B = 7. 

4 3 

48. Calcule c si a = 2, ib = 3, C = 35°. 

49. Calcule b si a = 4, B = 40°, C = 70°. 

50. Calcule c si a = 1, b = v /2, A = 30° (hay dos 
soluciones posibles). 


51. Dos personas estiran dos cuerdas desde la punta de un 
poste vertical, que denominaremos T, hasta dos puntos 
B y C en el suelo. C esta 10 m mas cerca de la base del 
poste que B. Si la cuerda BT forma un angulo de 35° 
con la horizontal, y la cuerda CT forma un angulo de 
50° con la horizontal, icual es la altura del poste? 

52. Dos observadores situados en dos puntos A y B 
distantes entre si 2 km miden simultaneamente el 
angulo de elevacion de un globo meteorologico, y 
obtienen respectivamente medidas de 40° y 70°. Si el 
globo esta exactamente sobre un punto de la recta que 
uneA y B, calcule la altura del globo. 

53. Demuestre que el area de un triangulo ABC se puede 
calcular mediante la expresion 

(l/2)ajb sen C = (l/2)bc sen A = (l/2)casenB 

*54. Demuestre que el area de un triangulo ABC se puede 
expresar como ^/sls^aHs^Ws^c), siendo 
s = (a + b + c)/2 el semiperimetro del triangulo. 

* Este simbolo se utiliza en el libro para indicar los ejercicios que son algo 
mas diffciles y/o teoricos que el resto. 






CAPl'TULO 1 

Limites y 
continuidad 


Todo cuerpo continua en su estado de reposo o de movi- 
miento rectilfneo y uniforme, a no ser que se lo obligue 
a salir de ese estado mediante la aplicacion de fuerzas 
sobre el. 

Isaac Newton (1642-1727) 

de Principia Mathematics, 1687 


Hasta que Leibniz y Newton, mediante el descubrimiento 
del calculo diferencial, dispersaron las antiguas tinieblas 
que envolvfan el concepto de infinito, estableciendo cla- 
ramente los conceptos de continuo y de cambio continuo, 
no se pudieron realizar aplicaciones provechosas de los 
nuevos conceptos de mecanica obtenidos por el progreso. 

Hermann von Helmholtz (1821-1894) 


Introduccion El calculo se creo para describir como cambian las cantidades. 
Tiene dos procedimientos basicos opuestos entre si: 

• Diferenciacidn, para obtener la tasa o velocidad de cambio de una funcion dada. 

• Integracidn, para obtener una funcion con una determinada tasa o velocidad de 
cambio. 

Ambos procedimientos se basan en el concepto fundamental de 11 mite de una fun¬ 
cion. La idea de limite es lo que distingue el calculo del algebra, la geometrfa y la 
trigonometrfa, creadas para describir situaciones estaticas. 

En este capitulo presentaremos el concepto de limite y desarrollaremos algunas 
de sus propiedades. Comenzaremos considerando como surge el concepto de limite 
en algunos problemas basicos. 
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H^| Ejemplos de velocidad, tasa de crecimiento y area 

En esta seccion consideraremos algunos ejemplos de fenomenos donde surgen de forma natural 
los lfmites. 


Velocidad media y velocidad instantanea 

La posicion de un objeto movil es funcion del tiempo. La velocidad media de un objeto en un 
intervalo de tiempo se obtiene dividiendo el cambio en la posicion del objeto por la longitud del 
intervalo de tiempo. 


Ejemplo 1 


(Velocidad media de una piedra que cae) Los experimentos ffsicos muestran que si se 
deja caer una piedra desde cerca de la superficie terrestre, partiendo del reposo, en los primeros t segundos 
habra recorrido una distancia 


y = 4.9b m 


(a) (Cual sera la velocidad media de una piedra que cae en esas condiciones durante los primeros 2 s? 

(b) (Cual sera la velocidad media desde t = 1 hasta t — 2? 

Solucion La velocidad media de una piedra que cae en cualquier intervalo temporal [t, , t 2 ] es el cambio 
Ay en la distancia de caida recorrida dividido por la longitud del intervalo temporal At: 

Ay 4.9 t| - 4.9tj 

Velocidad media en [t,, t 2 ] = — =- 

At t 2 - t, 


(a) En los primeros 2 s (intervalo temporal [0, 2]), la velocidad media es 


Ay 

At 


4.9(2 2 ) - 4.9(0 2 ) 
2-0 


= 9.8 m/s 


(b) En el intervalo temporal [1, 2], la velocidad media es 

Ay _ 4.9(2 2 ) - 4.9(1 2 ) 
At ~~ 2 - 1 


14.7 m/s 


Ejemplo 2 


te t = 2? 


(Con que velocidad cae la roca del ejemplo 1: (a) en el instante t = 1, (b) en el instan- 


Solucion Es posible calcular la velocidad media en cualquier intervalo de tiempo, pero ahora la pregunta 
es sobre la velocidad instantanea en un instante determinado. Si la piedra tuviera un velocfmetro, (.que in- 
dicarfa en el instante t = 1? Para responder a esta pregunta, escribiremos primero la velocidad media en el 
intervalo [1, 1 + h], que empieza en t = 1 y tiene longitud h: 

Ay 4.9(1 + h) 2 - 4.9(1 2 ) 

Velocidad media en [1, 1 + h] = — = - - - 

At h 

No se puede calcular la velocidad instantanea haciendo h = 0 en la expresion anterior, porque no se puede 
dividir por cero. Sin embargo, es posible calcular velocidades medias en intervalos temporales cada vez 
mas pequenos, y ver si los resultados se acercan a algun valor particular'. La Tabla 1 muestra los valores de 
Ay/At a medida que los valores de h se van acercando a cero. Parece que las velocidades medias se acercan 
mas y mas al valor de 9.8 m/s a medida que el intervalo temporal se va acercando mas y mas a cero. Esto 
sugiere que la piedra cae con una velocidad de 9.8 m/s, un segundo despues de iniciar su caida. 

De forma similar, la Tabla 2 muestra las velocidades medias sobre intervalos cada vez mas cortos 
[2, 2 + h], empezando en t = 2. Los valores sugieren que la piedra cae con una velocidad de 19.6 m/s, dos 
segundos despues de iniciar su caida. 
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Tabla 1 . Velocidad media en el intervalo 
[1, l +h] 


h 

Ay/At 

1 

14.7000 

0.1 

10.2900 

0.01 

9.8490 

0.001 

9.8049 

0.0001 

9.8005 


Tabla 2. Velocidad media en el intervalo 
[2, 2 + h] 


h 

Ay/At 

1 

24.5000 

0.1 

20.0900 

0.01 

19.6490 

0.001 

19.6049 

0.0001 

19.6005 


En el Ejemplo 2 la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo temporal [t, t + h] es 

Ay 4 . 9(1 + h f - 4 . 91 2 
At h 

Para obtener la velocidad instantanea (denominada a menudo simplemente velocidad ) en los 
instantes t = 1 y t = 2, se examinan los valores de dicha velocidad promedio en intervalos tem- 
porales cuya longitud h va disminuyendo mas y mas. De hecho, lo que estamos obteniendo es el 
limite de la velocidad media cuando h se aproxima a cero. Esto se expresa simbolicamente de la 
siguiente forma: 

4 . 9(1 + h) 2 - 4 . 91 2 
Velocidad en el instante 1 = lim-,- 

h ->0 h 

El sfmbolo lim se lee «llmite cuando h tiende a cero de...». No se puede obtener el limite de la 

h ->0 

fraccion simplemente sustituyendo h = 0, ya que eso implicarfa dividir por cero. Sin embargo, el 
limite se puede calcular realizando algunas simplificaciones algebraicas en la expresion de la ve¬ 
locidad media. 


Ejemplo 3 


Simplifique la expresion de la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo 


[1, 1 + h], desarrollando primero (1 + /?)“. Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcule la velocidad de 
la piedra que cae directamente como una funcion de 1, sin hacer uso de la tabla de valores. 


Solucion La velocidad media en el intervalo [t, t + h] es 

4.9(t + h f - 4.9 1 2 _ 4.9(t 2 + 2th + h 1 - t 2 ) 
~7i “ h~ 

_ 4.9(2 th + h 2 ) 
h 

= 9.8t + 4.9b 


La forma final de la expresion ya no contiene ninguna division por h. El valor al que tiende dicha expresion 
cuando h tiende a cero es 9.8t + 4.9(0) = 9.8t. Por tanto, t segundos despues de soltar la piedra, su veloci¬ 
dad sera de 9.8t m/s. En particular, en t = 1 y t = 2 las velocidades son de 9.8 m/s y 19.6 m/s, respecti- 
vamente. „ 


Crecimiento de un cultivo de algas 

En un experimento de laboratorio, se mide la biomasa de un cultivo de algas durante un periodo 
de 74 dfas midiendo el area en milfmetros cuadrados ocupada por el cultivo sobre un cristal de 
microscopio. Se dibuja la grafica de las medidas m en funcion del tiempo (en dfas), y los puntos 
se unen mediante una curva suave m = f (t). como se muestra en la Figura 1.1. 
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Observese que la biomasa era de aproximadamente 0.1 mm 2 el dfa 10 y habfa crecido hasta 
aproximadamente 1.7 mm 2 en el dfa 40, un incremento de 1.7 — 0.1 = 1.6 mm 2 en un intervalo 
de 40 — 10 = 30 dfas. La tasa media de crecimiento en el intervalo desde el dfa 10 hasta el dfa 
40 fue, por tanto, de 


1.7 - 0.1 
40 - 10 


1.6 

30 


0.053 mm 2 /d 


Este promedio es exactamente la pendiente de la recta que une los puntos de la grafica de 
m = f (t) correspondientes a t = 10 y t = 40. De forma similar, la tasa media de crecimiento 
de la biomasa de algas en cualquier intervalo de tiempo se puede determinar midiendo la pen¬ 
diente de la recta que une los puntos de la curva correspondientes a dicho intervalo de tiempo. 
Este tipo de rectas se denominan secantes de la curva. 


Ejemplo 4 


,'L'on que velocidad crece la biomasa en el dfa 60? 


Solucion Para responder a esta pregunta, se pueden medir las tasas rnedias de crecimiento en intervalos 
de tiempo cada vez mas cortos a partir del dfa 60. Las correspondientes secantes se van haciendo cada vez 
mas cortas, pero sus pendientes se van aproximando a un 11 mite, concretamente, la pendiente de la recta 
tangente a la grafica m = fit) en el punto t — 60. La Figura 1.1 muestra la recta tangente, que pasa por los 
puntos (2, 0) y (69, 5), por lo que su pendiente es 


5-0 

69-2 


0.0746 mm 2 /d 


Este es el valor de la tasa de crecimiento de la biomasa en el dfa 60. 


Area de un circulo 

Todos los cfrculos son figuras geometricas similares. Todos tienen la misma forma y se diferen- 
cian unicamente en su tamano. El cociente de la longitud de la circunferencia C y el diametro 2r 
vale lo mismo en todos los cfrculos. Esta razon comun es el numero n: 


— = 7i o C — 2nr 
2 r 
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En el colegio nos ensenaron que el area del clrculo vale n multiplicado por el cuadrado del radio: 


A = nr 2 

^Como se puede deducir la formula del area a partir de la formula de la longitud de la circunfe- 
rencia, que es la definition de n! 

La respuesta a esta pregunta es considerar al clrculo como «llmite» de una serie de pollgonos 
regulares, que a su vez estan constituidos por triangulos, figura cuya geometrla ya conocemos en 
profundidad. 

Sea un pollgono regular de tl lados inscrito en una circunferencia de radio 1 (vease la Figu¬ 
ra 1.2). El perlmetro P n y el area A n son, respectivamente, menores que la longitud de la circun¬ 
ferencia C y el area del clrculo A. No obstante, si n es grande, P n tiene un valor cercano a C y 
A n tiene un valor cercano a A. De hecho, la circunferencia que se muestra en la Figura 1.2 es en 
realidad un pollgono regular de 180 lados, de forma que cada lado abarca un angulo de 2° desde 
el centra de la circunferencia. Es muy diflcil distinguir este pollgono de 180 lados de una circun¬ 
ferencia real. Por tanto, es razonable esperar que P n se aproxime al llmite C y que A n se aproxi- 
me al llmite A , a medida que n se hace mas y mas grande y se aproxima a infinito. 



Un pollgono regular de n lados se puede considerar como la union no solapada de n triangu¬ 
los isosceles, todos ellos con un vertice comun en 0, el centra del pollgono. En la Figura 1.2 se 
muestra uno de esos triangulos A 0A B. Como el angulo total alrededor del punto 0 suma 2n 
radianes (asumimos una circunferencia de radio 1 y longitud 2n), el angulo AOB vale 2n/n radia- 
nes. Sea M el punto medio entre A y 8; entonces, la recta 0M divide al angulo AOB en dos par¬ 
tes iguales. Utilizando trigonometrla elemental, se puede expresar la longitud de AB y el area del 
triangulo OAB en funcion del radio r del clrculo: 

\AB | = 2\AM | = 2 r sen — 

1 1 ( 

area OAB = - \AB \ |0M \ = - ( 2r sen 

7Z 7Z 

= f sen — cos — 

n n 
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El perfmetro P n y el area A n se obtienen multiplicando por n las expresiones anteriores: 


P 


n 


n 

= 2 rn sen — 
n 


. o li.ll. 

A n = r~n sen — cos — 

n n 


Despejando en la primera ecuacion rn sen (tt/D ) = P n /2 y sustituyendo en la segunda ecuacion, se 
obtiene 



El angulo AOM se aproxima a 0 a medida que /I crece. Por tanto, su coseno, cos (tt/H) = |0 M |/|0/4|, 
se aproxima a 1. Como P n se aproxima a 27ir cuando n crece, la expresion de 4 n se aproxima a 
(2nr/2)r(l) = nr 2 , que por tanto debe ser al area del cfrculo. 


Ejercicios 1.1 


Los Ejercicios 1-4 se refieren a un objeto que se mueve a 
lo largo del eje X, de forma que en el instante t su posicion 
es de X = t 2 m a la derecha del origen. 

1. Calcule la velocidad media del objeto en el intervalo 
temporal [t, t + h], 

2. Construya una tabla que muestre las velocidades 
medias del objeto en los intervalos temporales 

[2, 2 + h] para h = 1, 0.1, 0.01, 0.001 y 0.0001 s. 

3. Utilice los resultados del Ejercicio 2 para plantear cual 
podria ser la velocidad instantanea del objeto en t = 2 s. 

4. Confirme su planteamiento del Ejercicio 3 calculando 
el li'mite de la velocidad media en el intervalo 

[2, 2 + h] cuando h tiende a cero, utilizando el metodo 
del Ejemplo 3. 

Los Ejercicios 5-8 se refieren a una partfcula que se mueve 
por el eje X de forma que su posicion en el instante t se 
expresa como X = 3t 2 — 12t + 1 m. 

5. Calcule la velocidad media de la partfcula en los 
intervalos de tiernpo [1, 2], [2, 3] y [1, 3], 

6 . Utilice el metodo del Ejemplo 3 para calcular la 
velocidad de la partfcula ent=l,t=2yt = 3. 

7. (jEn que direccion se mueve la partfcula en t = 1 ? 
i,Yent = 2? <,Y en t = 3? 

8 . Demuestre que para todo nurnero positivo k, la 
velocidad media de la partfcula en el intervalo 
temporal [t — k, t + /c] es igual a su velocidad en el 
instante t. 

En los Ejercicios 9-11, un peso que esta suspendido de un 
muelle oscila arriba y abajo, de forma que su altura sobre el 
suelo en el instante t es de y pies, con 

1 

y = 2 H— sen (nt) 
n 


9. Dibuje la grafica de y como funcion de t. que altura 
esta el peso en t = 1 s? ( ;,En que direccion se esta 
moviendo en ese instante? 

10. ^Cual es la velocidad media del peso en los ig 

intervalos temporales [1, 2], [1, 1.1], [1, 1.01] 151 

y [1, 1.001]? 

11. Utilizando los resultados del Ejercicio 10, estime la 
velocidad del peso en el instante t = 1. ,;,CuaI es el 
significado del signo del resultado? 

Los Ejercicios 12 y 13 se refieren a la evolucion de la 

biomasa de algas que se muestra en la Figura 1.1. 

12 . ^Con que velocidad aproximada esta creciendo la 
biomasa en el dfa 20? 

13. /.Que dfa, aproximadamente, crece mas rapido la 
biomasa? 

14. Los beneficios de una pequena empresa durante cinco 
anos de operaciones se muestran en la Tabla 3. 

Tabla 3. 


Ano 

Beneficio (1000 s €) 

2000 

6 

2001 

27 

2002 

62 

2003 

111 

2004 

174 


(a) Dibuje los puntos que representan el beneficio en 
funcion del ano en papel milimetrado, y unalos con 
una curva suave. 

(b) G Cual es la tasa media de incremento en el 
beneficio entre 2002 y 2004? 

(c) Utilice la grafica para estimar la tasa de 
crecimiento de los beneficios en 2002. 
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Limites de funciones 


Para poder hablar con sentido sobre tasas de cambio, rectas tangentes y areas encerradas por cur- 
vas, es necesario investigar previamente el procedimiento de obtencion de lfmites. De hecho, el 
concepto de limite es la piedra angular sobre la que descansa el desarrollo del calculo. Antes de 
intentar dar una definition de lfmite, veremos algunos ejemplos. 


Ejemplo 1 


x 2 - 1 

Describa el comportamiento de la funcion f (X) =-— cerca de X = 1. 


Solution Notese que f(X) esta definida para todos los numeros reales excepto para X = 1 (no se puede 
dividir por cero). Para todo X # 1 se puede simplificar la expresion de f (X) factorizando el numerador y 
cancelando los factores comunes: 

(X - 1)(X + 1) 

f (X) =-= X + 1 para X # 1 


La grafica de f es la recta X + 1, en la que se ha eliminado un punto, concretamente el punto (1, 2). Este 
punto se muestra como un «hueco» en la Figura 1.3. Claramente, aunque f(l) no esta definido, podemos 
hacer que el valor de f(X) se aproxime lo que queramos a 2 sin mas que escoger el valor de X lo SUficiente- 
mente cercano a 1. Se dice entonces que f(X) se aproxima a 2 cuando X se aproxima a 1, o de otra forma, 
que f(X) se aproxima al limite 2 cuando X se aproxima a 1. Lo escribiremos asf: 



Ejemplo 2 


/,Que sucede con la funcion g(X) = (1 + X") /x cuando X tiende a cero? 


Solution La funcion g(X) no esta definida en X = 0. De hecho, por el momenta no parece estar definida 
para ningun X cuyo cuadrado no sea un numero racional (recuerdese que si r — m/n, siendo lllyfl enteros y 
n > 0, entonces X r significa rafz n-esima de X m ). Ignoremos por el momento el problema de decidir que 
significa g(X) si X 2 es irrational, y consideremos solo valores rationales de X. No hay una forma sencilla de 
simplificar la expresion de g(X), como hicimos en el Ejemplo 1. Pero se puede usar una calculadora cientffi- 
ca para obtener valores aproximados de g(X) para algunos valores rationales de X cada vez mas proximos 
a 0. Los valores de la Tabla 4 se han obtenido de esta forma. 


Tabla 4. 


X 

gw 

±1.0 

2.000000000 

±0.1 

2.7048 13829 

±0.01 

2.718145927 

±0.001 

2.7182 80469 

±0.0001 

2.718281815 

±0.00001 

1.000000000 
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Excepto el ultimo valor de la tabla, los valores de g(X) parecen aproximarse a un cierto numero: 
2.71828..., a medida que X se va acercando mas y mas a 0. En la Seccion 3.4 demostraremos que 

lim g(X) = lira (1 + X 2 ) 1/xl = e = 2.7 1828 1828 45 90 45 ... 

x->o x->o 

El numero e es un numero muy importante en matematicas. 

Observese que la ultima fila de la tabla parece ser erronea. Esto es porque la calculadora es incapaz de 
distinguir el numero de 1 + (0.00001) 2 = 1.0000000001 de 1, y por lo tanto el calculo que realiza es 
1 10 ooo ooo ooo _ j ^ utilizar una calculadora o un ordenador para evaluar expresiones, hay que tener siem- 
pre cuidado con los errores de redondeo. En casos como este los efectos pueden ser catastroficos. _ 

Los anteriores ejemplos, junto con los de la Seccion 1.1 sugieren la siguiente definicion in¬ 
formal de If mite. 


DEFINICION 1 Definicion informal de llmite 

Si f(x) esta definida para todo X cerca de a, con la posible excepcion del propio a, y se 
puede asegurar que f (X) se acerca todo lo que queramos a L a medida que X va estando lo 
suficientemente cerca de a, pero sin hacerse igual a a, se dice que la funcion f se aproxi- 
ma al llmite L cuando X tiende a a, y se escribe 

lim f(X) = L 
x->a 


Esta definicion es informal porque utiliza frases imprecisas como se acerca todo lo que que- 
ramos o suficientemente cerca , cuyo significado depende del contexto. Para un mecanico que es¬ 
ta fabricando un piston, suficientemente cerca puede ser del orden de las centesimas de centime- 
tro. Sin embargo, para un astronomo que estudia las galaxias lejanas, suficientemente cerca 
puede ser del orden de miles de aflOS iuz. La definicion, sin embargo, es suficientemente clara 
para permitirnos reconocer y calcular lfmites de funciones especfficas. Una definicion «formal» 
mas precisa, que se presentara en la Seccion 1.5, sera necesaria para demostrar teoremas sobre 
lfmites, como los Teoremas 2-4, que veremos posteriormente en esta seccion. 


Ejemplo 3 


Calcule (a) limX y (b) lirnC (siendo C una constante). 

x—*a x-*a 


Solucion Expresado con palabras, el apartado (a) pregunta: «^a que se aproxima X cuando X se aproxima 
a a?». La respuesta clara es a. 

lim X = a 


x->a 


De forma similar, el apartado (b) pregunta: «£a que se aproxima C cuando X se aproxima a a?». La respues¬ 
ta en este caso es que C se aproxima a C. No se puede estar mas cerca de C que siendo C. 

lim C = C 

x-*a _ 


El Ejemplo 3 muestra que algunas veces se puede calcular lim x _ +a f(X) calculando f(X). Este 
sera el caso si f(X) esta definida en un intervalo abierto que contiene a X = a, y la grafica de 
f(X ) pasa por el punto (a, f(d)) sin interrumpirse. El ejemplo siguiente ilustra varias operaciones 
algebraicas que se pueden emplear para calcular lim x ^ a f (x) en situaciones en las que f (X) no 
esta definida. Esto ocurre en general cuando f (X) esta definida en forma de fraccion cuyo deno- 
minador se anula en X = a. 


Ejemplo 4 


Calcule: 
2 


x- + x 

(a) lim - 

x—>—2 X~ + 5x + 6 


1 

(b) lim — 
x^a X 


(c) lim 2 

X—>4 X 


lx - 2 


16 
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Solucion En todos los lfmites anteriores interviene una fraction cuyo numerador y denominador se anu- 
lan en los puntos donde se toma el lfmite. 

" + X - 2 


(a) lim — 

x— > —2 X + 5x + 6 


= lim 


(x + 2)(x - 1) 


x—>— 2 (x + 2)(x + 3) 
X - 1 

= lim 


x—*— 2 x + 3 
-2 - 1 


-2 + 3 


= -3 


(b) lim 


1 1 
x a 


X —>3 X 


= lim 


a - x 
ax 


x->a x ~ a 

-(x-a) 

= lim- 

x-.a ax(x - a) 

-1 

= lim-= 

x-a ax 


1 


Fraction indefinida en X = — 2 

Factorizar numerador y denominador (vease la Section P.6) 
Cancelar factores comunes. 

Calcular el lfmite sustituyendo X = — 2 


Fraction indefinida en X = a 
Simplificar el numerador 


Cancelar el factor comun. 


(c) lim 


x—»4 x- - 16 


= lim 


Fraction indefinida en X = 4 


^ Multiplicar numerador y denominador por el conjugado 

X — 2 ){-Jx + 2) de la expresion del numerador. 


*- 4 (X 2 - \6){Jx + 2) 

X - 4 

= lim- — - 

*- 4 (x — 4) (x + 4)( v / x + 2) 

1 

= lim 


*- 4 (X + 4) (yjx + 2) (4 + 4) (2 + 2) 32 


Una funcion f puede estar definida a ambos lados de X = a y carecer de lfmite en X = a. Por 
ejemplo, la funcion f(X) = 1/x no tiene lfmite cuando X tiende a 0. Como puede verse en la Fi- 
gura 1.4(a), los valores de 1/x crecen en valor absoluto sin lfmite a medida que X se aproxima 
a 0. No se aproximan a ningun numero L. 

El siguiente ejemplo muestra que aun cuando f(X) este definida en X = a, el lfmite de f(X) 
cuando X tiende a a puede no ser igual a f(a). 


jCUIDADO! Hay que tener siempre en cuenta que la existencia de lim x _ (3 f (x) no requiere la existencia de 
f (a), y que lim x _^ a f(x) no depende de f(a), incluso cuando este existe. Depende solo de los valores de f(X) 
cuando x se acerca (sin ser igual) a a._ 


Ejemplo 5 


Sea g(X) = 


X si X # 2 
1 si X = 2 


(Vease la Figura 1.4(b)). Entonces, 


lim g(X) = lim X = 2, 

x->2 x->2 


aunque 9(2) = 1 
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Lunites unilaterales 

Los lfmites son unicos. Si lim^a f(X) = L y lim x ^ a f(X) = M, entonces L = M (vease el Ejerci- 
cio 31 de la Seccion 1.5). Aunque una funcion f solo puede tener un llmite en un punto en parti¬ 
cular, resulta de utilidad poder describir el comportamiento de funciones que se aproximan a nu- 
meros diferentes cuando X se aproxima al valor a por un lado o por el otro ( vease la Figura 1.5). 


DEFINICION 2 Definicion informal de lfmites por la izquierda y por la derecha 

Si f(X) esta definida en algun intervalo ( b, a) a la izquierda de X = a, y si se puede asegu- 
rar que f(X) se acerca cuanto deseemos a L cuando X se acerca cada vez mas a a por la 
izquierda, se dice que el ll'mite por la izquierda de f(x) cuando X tiende a a es /., y se 
escribe 

lim f(X) = L 

x->a - 

Si f(X) esta definida en algun intervalo (a. b) a la derecha de X = a, y si se puede asegurar 
que f (X) se acerca cuanto deseemos a L cuando X se acerca cada vez mas a a por la dere¬ 
cha, se dice que el Ifmite por la derecha de f(X) cuando X tiende a a es L, y se escribe 

lim f(X) = L 

x->a + 


Notese el uso del sufijo + para indicar la aproximacion por la derecha (el lado positivO ) y el 
sufijo — para indicar aproximacion por la izquierda (el lado negativO). 


Ejemplo 6 


El ll'mite por la izquierda de la funcion signum sgn(X) = x/|x| ( vease la Figura 1.6) en 


X = 0 vale — 1, y el ll'mite por la derecha en X = 0 vale 1: 


lim sgn(X) = — 1 y lim sgn(X) = 1 

x->o- x—»o + 


ya que los valores de sgn (X) se aproximan a — 1 (de hecho son — 1 ) si X es negativo y tiende a 0, y se 
aproximan a 1 si X es positivo y se aproxima a 0. Como los h'mites por la izquierda y por la derecha no 
coinciden, no existe lim x ^ 0 sgn(X). 


Como se sugiere en el Ejemplo 6, la relacion entre los lfmites ordinarios (bilaterales) y los 
lfmites unilaterales se puede establecer como sigue: 
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Lado negativo de a 


= Lado izquierdo de a I 



x -> a — significa que x se aproxima 
a a por la izquierda 


| Lado positivo de a 
' = Lado derecho de a 

_I_ 

a ^ x 

x —> a + significa que x se acerca 
a a por la derecha 

Figura 1.5 Aproximaciones laterales. 



Figura 1.6 No existe lim x ^ 0 sgn (X), ya que 

lim x ^ 0 _ sgn(X) = - 1 y lim x ^ 0 + sgn(X) = 1. 


TEOREMA^J^ Relacion entre lfmites bilaterales y unilaterales 

Una funcion f(X) tiene lfmite L en X = a si y solo si existen los lfmites por la izquierda y 
por la derecha en ese punto y ambos son iguales a L: 

lim f(X) = L ^=> lim f(x) = lim f(X) = L 

x->a x->a - x->a + 

• 


Ejemplo 7 


|x - 2| 

Si f(X) = 1 -, calcule: lim f (X), lim f (X), y lim f(X). 

X" + X — 6 x^>2+ x^2- x—*2 


Solucion Observe que |X — 2| = X — 2 si X > 2 y |X — 2| = — (X — 2) si X < 2. Por tanto, 

' (x - 2) 


x — 2 

lim f (X) = lim —5 - 

x^2+ x—*2+ x + X — 6 


= lim 


lim f (X) = lim , 

X—»2 — X—*2 — X" + X — 6 


x—> 2 + (x - 2)(x + 3) 
1 1 
x—»2+ x + 3 5 ’ 


= lim 


' (x — 2) 


= lim 


x—»2 — (x - 2) (x + 3) 
-I 1 

x—> 2 — x + 3 5 


= lim 


Como lim x _ >2 - f(X) # lim x ^ 2 + ' (X), no existe lim x _ >2 f(X). 


Ejemplo 8 


^Cuales son los lfmites laterales g(X) = » /1 — X 1 en X = — 1 yenX = 1? 

Solucion El dominio de g es [— 1, 1], de modo que g(X) solo esta definida a la derecha de X = — 1 y a la 
izquierda de X = 1. Como puede verse en la Figura 1.7, 


lim g(X) = 0 y 

-1 + 


lim g(X) = 0 

x->l- 


g(x) no tiene lfmite por la izquierda, ni lfmite en X = — 1, y tampoco tiene lfmite por la derecha ni lfmite 
en X = 1. 



1, y lfmite 
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Reglas para el calculo de h'mites 

Los siguientes teoremas facilitan la tarea del calculo de lfmites, y de lfmites unilaterales para 
muchos tipos de funciones, sin mas que conocer previamente algunos lfmites elementales. No 
demostraremos aquf los teoremas (tea SB la Seccion 1.5). 


TEOREMA Reglas para h'mites 

Si lim x ^ a f(X) = L, lim x _ a g(X) = 

1. L fmite de una suma: 

2. L fmite de una diferencia: 

3. L fmite de un producto: 

4. L fmite de la multiplication 
por una constante: 

5. L fmite de un cociente: 


M, y k es una constante, entonces 

lim [ f (X) + g(X)] = L + M 

x->a 

lim t f(X) - g(X)] = L - M 

x->a 


lim f(x)g(x ) = LM 

x->a 

lim kf(x) — kL 

x->a 


lim 

x->a 


foo 

g(x) 


L 

M ’ 


si M 0 


Si m es un entero y n es un entero positivo, entonces 

6. L fmite de una potencia: lim [ f(x)] m,n = L m/n siempre que 

x->a 

L > 0 cuando n sea par, y L ^OsimcO 
Si f (X) ^ g(x) en un intervalo que contiene a a en su interior, entonces 

7. Conservation del orden: L^M 


Las reglas 1-6 son tambien validas para lfmites laterales por la izquierda y por la derecha. 
Tambien la regia 7, siempre que el supuesto de f(X) g<X) se cumpla en un intervalo 
abierto que se extiende en la direccion apropiada desde a. 


Expresado con palabras, la regia 1 dice que el lfmite de una suma de funciones es la suma de 
sus lfmites. Analogamente, la regia 5 dice que el lfmite del cociente de dos funciones es el co¬ 
ciente de sus lfmites, siempre que el lfmite del denominador no sea cero. Intente el lector expre- 
sar las otras reglas con palabras. 

Se pueden utilizar los lfmites (a) lim x ^ a C = C (siendo C una constante) y (b) lim x _, a X = a, 
vistos en el Ejemplo 3, junto con partes del Teorema 2, para calcular lfmites de muchas combi- 
naciones de funciones. 


Ejemplo 9 


Calcule: 


(a) lim 

x->a 


X 2 + X + 4 
x 3 - 2x 2 + 7 


y (b) lim 2x + 1. 


Solucion 

X - + x + 4 

(a) La expresion 3 - + esta formada por combinaciones de la funcion basica X y la constante C utili- 


zando sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. El Teorema 2 asegura que el lfmite de una combina- 
cion de este tipo es la misma combinacion de los lfmites a y C de las funciones basicas, siempre que el 
lfmite del denominador no sea 0. Entonces, 

x 2 + x + 4 a 2 + a + 4 
lim , , q , 

x-a x 3 - 2x- + 7 a 3 - 2a- + 7 


siempre que a 3 — 2a 2 + 7/ 0 
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(b) Aplicando el mismo argumento que en el caso (a) se puede demostrar que lim x _> 2 (2x + 1) = 2(2)+ 1 =5. 
Entonces, la regia de la potencia (regia 6 del Teorema 2) asegura que 

lim -JlX + 1 = yjs 



El resultado siguiente es un corolario inmediato del Teorema 2 ( vease la Seccion P.6, donde 
se presentan los polinomios y las funciones racionales). 


TEOREMA L imites de polinomios y funciones racionales 

1. Si P(X) es un polinomio y a es un numero real cualquiera, entonces 

lim P(x) = P(a) 

x~>a 

2. Si P(X) y Q(X) son polinomios y 0(a) ^ 0, entonces 

P(X ) P(a) 

™0(x) 0(a) 

El teorema del sandwich 

El siguiente teorema posibilitara el calculo de algunos limites muy importantes en los capitulos 
siguientes. Se denomina asi porque se refiere a una funcion g cuyos valores estan comprendidos 
entre los valores de otras dos funciones, f y h, ambas con limite L en el punto a. Como la fun¬ 
cion g esta «atrapada» entre las otras dos funciones, sus valores deben aproximarse tambien a L 
(vease la Figura 1.8). 


TEOREMA Teorema del sandwich 

Supongamos que la condicion f(x) ^ g(x) ^ h(x) se cumple para todo X perteneciente a un 
intervalo abierto que contiene al punto a, con la posible excepcion del propio X = a. Su¬ 
pongamos tambien que 

lim f(x) = lim h(X) = L 

x->a x-»a 


y 


Entonces, tambien lim x _ >a g(x) 
la izquierda y por la derecha. 
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Ejemplo 10 


Dado que 3 — X 2 ^ U(X) ^ 3 + X 2 para todo X # 0, calcule lim x ^ 0 U(X). 


Solucion Como lim x ^ 0 (3 — X 2 ) = 3 y lim x _ >0 (3 + X 2 ) = 3, el Teorema del Sandwich implica que 
lim x _>o u (X) = 3. 


Ejemplo 11 


Demuestre que si lim x ^ a | f (X)| = 0, entonces lim x _ >a 


f (X) = 0. 


Solucion Como — | f (X)| ^ f(X) ^ |f(X)|, y tanto — |f(X)| como |f(X)| tienen como limite 0 cuando X 
tiende a a. por el Teorema del Sandwich el limite de f(X) cuando X tiende a a debe ser tambien 0. 


Ejercicios 1.2 


1. Calcule (a) lim x _ > _ j f(X), (b) lim x ^ 0 f (X) 

y (c) lim^, f(X), siendo f la funcion cuya grafica se 
muestra en la Figura 1.9. 

y 



Figura 1.9 

2 . Dada la funcion y = g(X) que se muestra en la Figu¬ 
ra 1 . 10 , calcule los siguientes limites, o explique por 
que no existen. 

(a) lim x ^j g(X), (b) lim x ^ 2 g(X), (c) lim x _ >3 g(X) 



3 . lim g(X) 

x->i - 

5 . lim g(X) 

X—>3 + 


4 . lim g(X) 

x->i + 

6 . lim g(X) 

X->3- 


En los Ejercicios 7-36, calcule los limites o explique por 
que no existen. 

J2 


7 . lim (X - - 4x + 1) 

X—>4 


9 . lim 


x + 3 


x->3 X + 6 


8 . lim 3(1 — X) (2 — X) 

X—>2 


10 . lim 


t—> —4 4 t 


11 . lim 


X 2 - 1 


x—> 1 X + 1 


12 . lim 


X 2 - 1 


13 . lim 


X 2 - 6x + 9 


x —> - 1 X + 1 

x 2 + 2 x 


x —»3 x - 9 


14 . lim 


x—> — 2 x _ — 4 


15 . lim 


1 


/T2 2 4 - h 2 

x - 3 


16 . lim 


3 h + 4 h- 


h—>o h - h 3 


17 . lim 

x—>9 x - 9 

(X - n) 2 

19 . lim 


x— nX 

|x - 2 | 

21 . lim 11 

x->o x - 2 

t 2 - 1 

23 . lim -5 - 

t^i t 2 - It + 1 

t 


J 4 + h - 2 

18 . lim ---- 

h-> 0 h 


20 . lim |x - 2 | 

x—> — 2 

|x - 21 
22 . lim 15 

x—>2 x - 2 


J 4 - 4x + x 2 
24 . lim ^- 


■*2 x - 2 


25 . lim 

t^o 

27 . lim 


26 . lim 


X 2 - 1 


t- 0 J4 + t - J4 - t xJx +3 - 2 

t 2 + 3t „ (S + 1 ) 2 (S l) 2 

_ —o-o Zo. lim- 

t —>0 (t + 2) 2 - (t - 2) 2 s->o S 


y - 4 Jy + 3 

29 . lim --^- 

y-i y - 1 


En los Ejercicios 3-6, calcule los limites laterales indicados 
de la funcion g cuya grafica se muestra en la Figura 1.10. 


31 . lim 


X 4 - 16 


x—>2 X - 8 

1 4 


x 3 + 1 
30 . lim - 

x—> I X + 1 

X 2 /3 _ 4 

32 . lim —,75 - 

x —>8 x 1/3 - 2 


33 . lim 


x—>2 \x - 2 x - 4 


34 . lim 


1 1 


x—>2 \x - 2 x- - 4 


J2 + X 1 - Jl-x 2 I3X-1I — I3X+1I 

35. lim V - 9 V - 36. lim 1 - 1 — 1 - 1 

x->0 X- x->0 X 

f (x + h ) - f (x) 

El limite lim -;-aparece frecuentemente en el 

h-,0 h 

estudio del calculo (^puede adivinar por que?). Calcule 
dicho limite para las funciones f de los Ejercicios 37-42. 

37. f (X) = X 2 38. f (X) = X 3 
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39. f(x) = - 


40. f(x) = - 2 


41. f (x) = 


42. f (x) = 1 


Examine las graficas de senX y cosX de la Seccion P.7 para 
determinai' los llmites de los Ejercicios 43-46. 


43. lim sen X 

X—*n/2 

45. lim cosX 

X —>7t/3 


44. lim cos X 

X —>7l/4 

46. lim sen X 

X->2ti/3 


47. Realice una tabla con los valores de is 

f(X) = (senX)/x para una secuencia de valores LSI 
que se aproxime a 0, por ejemplo, ±1.0, ±0.1, 
±0.01, ±0.001, ±0.0001 y ±0.00001. Asegurese 
de que su calculadora esta en modo radianes y no en 
modo grados. Estime el valor de lim f(X). 


x^o 

1 


48. Repita el Ejercicio 47 para f(X) = ■ 


cosX 


En los Ejercicios 49-60, obtenga los lfmites unilaterales 
indicados, o explique por que no existen. 


49. lim J 2 - X 

X->2- V 

51. lim v /2 —. 


50. lim . 

X—*2 + 

52. lim 

X—* — 2 + 


'2-x 


53. lim 


X - X 


55. lim JX 

X-.0- 


54. lim 

X-.0- 

56. lim 

x—*o+ 


/x 3 -x 


Jx 2 - X 4 


57. lim 


x 2 - 4 
59. lim - 

x->2- |x + 2| 


58. lim 9 

X-.3 + X- 


60. lim 


x 2 - 4 


x—>2+ |x + 2| 
Los Ejercicios 61-64 se refieren a la funcion 


X - 1 

2 


fix) = { X 1 + 1 


si X ^ - 1 
si — 1 < X ^ 0 


[_(X + n)~ si X > 0 
Calcule los lfmites que se indican. 


61. lim f (X) 

x-> 1 

63. lim f (X) 


62. lim f (X) 

X-.-1 + 

64. lim f(X) 

X-.0 + 


65. Suponga que lim f(X) = 2 y lim g(X) = — 3. Calcule: 

x->4 x->4 


(a) lim (g(X) + 3) 

x-*4 


(c) lim (g(x)) 

x->4 


(b) limxf(x) 

X—*4 

go<) 

(d) lim ——- 

x—*4 fix) - 


66. Suponga que lim f (X) 

X—>3 

(a) lim (f(x) + gix)) 

x-*a 

(c) lim 4 g(X) 

x->a 

67. 

68 . 


4 y lim g(X) = — 2. Calcule: 

x->a 

(b) lim fix)-gix) 

x->a 

(d) lim f(x)/gix) 


fix) - 5 

Si lim -= 3, calcule lim t (X). 

X—>2 X — 2 X—>2 


Si lim 


f(x) 


-0 X- 


= — 2, calcule lim f (X) y lim 


f(X) 


Uso de herramientas graficas para 
el calculo de lfmites 


Se pueden utilizar calculadoras graficas o programas de 
computador para calcular lfmites, al menos 
aproximadamente. Simplemente se amplfa la ventana de 
graficos de forma que muestre partes cada vez mas 
pequenas de la grafica de la funcion cerca del punto donde 
se desea encontrar el Ifmite. Calcule los lfmites siguientes 
utilizando tecnicas graficas. Obtenga la respuesta exacta 
donde piense que esta justificado. En los demas casos, 
obtenga la respuesta exacta hasta 4 dfgitos decimales. No 
olvide asegurarse de que la calculadora o el software que 
utilice estan en modo radianes al utilizar funciones 
trigonometricas. 


senX 
69. lim- 

x-0 X 


70. lim 


sen i2nX) 


sen, l — X 
71. lim - V 


m 


x->o sen (37tX) 

X - - fx 

72. lim — 

x_>0+ 9 /senX 


w. 

m 

IK 

m 


73. Dibuje en la misma grafica las funciones 

y = Xsen(l/x), y = X e y= -X para -0.2^X^0.2, 

— 0.2 ^ y ^ 0.2. Describa el comportamiento 
fix) = Xsen(l/X) de cerca de X = 0 ^Existe lim x _, 0 
f (X), y si es asf, cual es su valor? ^Podrfa haberse 
predicho este resultado observando la grafica? ^Por 
que? 


Uso del Teorema del Sandwich 

74. Si J 5 - 2x 2 ^ f(X) ^ V5 - X 2 para - 1 < X < 1, 
calcule lim f (X) 

X-.0 

75. Si 2 — X 2 ^ g(X) ^ 2cosX para todo X, calcule lim g(X). 

X-.0 

76. (a) Dibuje las curvas y = X 2 e y = X 4 en la misma 

grafica. ^Donde se cortan? 

(b) La funcion f (X) curnple: 

jx 2 ^ f(X) <X 4 si X < — 1 oX> 1 
[x 4 ^ f(X) ^ X 2 si — 1 ^ X ^ 1 
Calcule (i) lim fix), (ii) lim f(X), (iii) lim fix). 

X-> 1 X-.0 x^l 
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77. ^En que intervalos es X 1 ' 3 < X 3 ? ^En que intervalos es 
X 1 ' 3 > X 3 ? Si la grafica de h(X) esta siempre 
comprendida entre las graficas de y = X 1 ' 3 e y = X 3 , 
( ;,para que valores de a se puede determinai' el valor de 
lim x _> a h(X)7 Calcule el lfmite pai'a esos valores de a. 


*78. ; Cual es el dominio de X sen - ? Calcule lim X sen 

X x^o X 

*79. Suponga que | f (X) | ^ g(X) para todo X. 4, Que se puede 
concluir de lim x _, a f(X) si lim x ^ a g(X) = 0? [Y si 

lim x->a 9W = 3? 


Lfmites en el infinite y limites infinites 


En esta seccion vamos a extender el concepto de lfmite para contemplar dos situaciones no con- 
sideradas por las definiciones de lfmite y de lfmites laterales dadas en la seccion anterior. 


(i) Lfmites en el infinito, cuando X se hace arbitrariamente grande, positiva o negativa. 

(ii) Lfmites infinitos, que no son realmente lfmites, pero que proporcionan un simbolismo util 
para describir el comportamiento de funciones cuyos valores se hacen arbitrariamente gran- 
des, positivos o negativos. 


Limites en el infinito 


Considere la funcion 


f(x) 


X 



cuya grafica se muestra en la Ligura 1.11, y cuyos valores (redondeados hasta 7 decimales) se 
muestran en la Tabla 5. Los valores de f(X) parecen acercarse ala medida que X va tomando 
valores positivos mas y mas grandes, y parecen acercarse a — 1 a medida que X toma valores 
negativos cada vez mas y mas grandes en valor absoluto (para confirmarlo, vease el Ejemplo 2 
mas adelante). Expresaremos este comportamiento escribiendo 


lim f (x) — 1 «f (X) tiende a 1 cuando X tiende a infinito». 

X —>00 

lim f (X) = — 1 «f (X) tiende a — 1 cuando X tiende a menos infinito». 

X > — 00 


y 



Tabla 5. 


X 

f (x) = x / sjx 2 + 1 

-1000 

-0.9999995 

-100 

-0.9999500 

-10 

-0.9950372 

-1 

-0.7071068 

0 

0.0000000 

1 

-0.7071068 

10 

0.9950372 

100 

0.9999500 

1000 

0.9999995 


La grafica de f presenta este comportamiento lfmite ya que se aproxima a la recta horizontal 
y = 1 cuando X se mueve hacia la derecha, y a la recta y = — 1 cuando X se mueve a la izquier- 
da. Esas rectas se denominan asintotas horizontales de la grafica. En general, si una curva se 
aproxima a una lfnea recta cuando nos alejamos mucho del origen, esa recta se denomina asinto- 
ta de la curva. 
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DEFINICION 3 Lfmites en infinite y en menos infinite (definicion informal) 

Si la funcion f esta definida en un intervalo (a, oo) y se puede asegurar que f(X) se acerca 
tanto como se desee al numero L cuando X se hace lo suficientemente grande, se dice que 
f(x) tiende al Ifmite L cuando xtiende a infinite, y se escribe 

lim f(x) = L 

X —>00 

Si la funcion f esta definida en un intervalo ( — oo, b) y se puede asegurar que f(X) se 
acerca tanto como se desee al numero M cuando X se hace negativo y lo suficientemente 
grande en valor absoluto, se dice que f(x) tiende al Ifmite M cuando xtiende a menos 
infinite, y se escribe 

lim f(X) = M 

X —> — 00 


No debe olvidarse que el sfmbolo oo, denominado infinite, no representa ningun numero 
real. El oo no se puede utilizar de forma normal en aritmetica, pero se puede utilizar la frase 
«tiende a oo» para indicar que «se hace positivo y arbitrariamente grande», y la frase «tiende a 
— oo» para indicar «se hace negativo y lo suficientemente grande en valor absoluto». 


Ejemplo 1 


En la Figura 


asintota horizontal de y = 1 /x. 


1.12 se puede ver que lim^^ 1/x = lim x ^ _ ^ 1/x = 0. Asf, el eje X es una 



Los teoremas de la Section 1.2 tienen su equivalente para los lfmites en infinito o en menos 
infinito. En particular, del ejemplo anterior y de la regia del producto para lfmites se deduce que 
lim x _ + aJ 1/X n =0 para todo entero positivo n. Utilizaremos este resultado en ejemplos posterio- 
res. El Ejemplo 2 muestra como obtener los lfmites en + co de la funcion x/^/x 2 + 1 utilizando 
procedimientos algebraicos, sin necesidad de recurrir a construir una tabla de valores o una gra- 
fica, como hicimos anteriormente. 


Ejemplo 2 


Calcule lim f(X) y lim 

X—>00 X —> — GO 


f (X) para f (X) = 


/x 2 + 1 


Solution La ecuacion de f(X) se puede expresar como sigue: 
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-Recuerde que ^Jx = |x| 


|X| +I 

sgnX 

+ 

El factor 1 + (1/x 2 ) tiende a 1 cuando X tiende a oo o a — oo, por lo que los h'mites de f (X) cuando 
X —* + co coinciden con los de la funcion sgn(X). Por tanto (vease la Figura 1.11), 

lim f (X) = 1 y lim f (X) = - 1 


i a i 



Limites en el infinite de funciones racionales 

Los unicos polinomios que tienen limites en + oo son las constantes, P(X) = C. La situation es 
mas interesante en el caso de funciones racionales. Recuerdese que una funcion racional es el 
cociente de dos polinomios. Los ejemplos que siguen ilustran como disponer una funcion de este 
tipo de forma que sus limites en infinito y menos infinito (si existen) se vean claramente. Para 
ello se divide el numerador y el denominador por la potencia mas alta de x que aparezca en el 
denominador. Los limites de una funcion racional en infinito y en menos infinito, o bien no exis¬ 
ten, o bien existen y son iguales. 


Ejemplo 3 


(Numerador y denominador del mismo grado) Evalue lim x ^ ±00 


2x 2 — x + 3 
3x 2 + 5 


Solution Se divide el numerador y el denominador por X 2 , que es la potencia mas alta de X en el deno¬ 
minador: 

2x 2 — x + 3 2 - (1/x) + (3/x 2 ) 2-0 + 0 2 

lim -~-= lim - —z -=-= - 

x-> + oo 3x + 5 x-» + go 3 + (5/x ) 3 + 0 3 


Ejemplo 4 


(Grado del numerador menor que grado del denominador) Evalue lim x ^ ±00 


5x + 2 
2 x 3 — 1’ 


Solution Se divide el numerador y el denominador por la potencia mas alta de X en el denominador, 
concretamente X 3 : 

5x + 2 (5/x 2 ) + (2/x 3 ) 0 + 0 

lim —^-= lim -—j— =-= 0 

x—* + oo 2x~ — 1 x—> + oo 2 — (1/x ) 2 — 0 


El comportamiento limite de funciones racionales en infinito y menos infinito se resume a 
continuation. 

La tecnica utilizada en los ejemplos anteriores se puede aplicar tambien a clases mas genera¬ 
tes de funciones. La funcion del ejemplo que sigue no es racional, y el limite parece tomar el 
valor sin sentido de oo — oo, hasta que se resuelve el problema racionalizando el numerador. 
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Resumen de los lfmites en ± x de funciones rationales 

Sean P m (X) = a m X m + ••• + a Q y Q„(x) = b n X r + ■■■ + b () dos polinomios de grados m y n, res- 
pectivamente, con d m A 0 y b n A 0. Entonces, 

PJX) 

Inn —- 

x—> + oo Q n(X) 

(a) Es igual a cero si m < n. 

a [A 

(b) Es igual a — si 171 = /l. 

(c) No existe si 177 > 17. 


Ejemplo 5 


Calcule lim*.^ (^X 2 + X — X). 


Solucion Se trata del li'mite de la diferencia de dos funciones, y las dos crecen arbitrariamente cuando X 
tiende a infinito. Se racionaliza la expresion multiplicando el numerador y el denominador (que es 1) 
por Jx 2 + X + X: 


lim (y/x 1 + X — X) = lim 

X —* 00 X —> 00 


(^x 2 + x - x){Jx 2 + x + x) 
Jx 2 + X + X 


= lim 

X —> GO 


X 2 + x - X 2 



= lim 

X—>00 


X 


X 



+ X 


lim 

X—>00 


1 



+ 1 


1 

2 


(En este caso 



= X porque X > 0 cuando X 


oo). 


Observation El calculo de lim x _ > _^ ( y X 2 + X — X) es mas simple. Como -X > 0 cuando 
X —> — oo, tenemos que ^/x 2 + X — X > ^ JX 2 + X, que crece arbitrariamente cuando X —» — oo. 
Por tanto, en este caso el li’mite no existe. 


Lunites infinites 

A veces se dice que una funcion cuyos valores crecen arbitrariamente tiene li’mite infinito. Como 
infinito no es ningun numero, los limites infinitos no son realmente limites en absoluto, pero 
proporcionan una forma conveniente de describir el comportamiento de funciones que crecen 
arbitrariamente en valores positivos o negativos. Unos ejemplos permitiran aclarar esta termi- 
nologfa. 


Ejemplo 6 


(Li'mite infinito por ambos lados) Describa el comportamiento de la funcion f(X) = 1/x 2 


en las proximidades de X = 0. 


Solucion A medida que X se acerca a 0 por cualquier lado, los valores de f (X) son positivos y se hacen 
cada vez mayores ( vease la Figura 1.13), por lo que el li’mite de f(X) cuando X tiende a 0 no existe. No 
obstante, es conveniente describir el comportamiento de f cerca de 0 diciendo que f (X) tiende a oo cuando 
X tiende a 0. Se escribe 

1 


lim f (X) = lim — = 

x->o x->o X’ 


oo 
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Notese que escribir esto no equivale a decir que existd el lim^Q 1/x 2 . Lo que realmente se esta diciendo es 
que el li'mite no existe porque 1/x 2 se hace arbitrariamente grande a medida que x tiende a 0. Observese 
que la grafica de f se aproxima al eje y a medida que X se aproxima a 0. El eje y es una asintota vertical 
de la grafica. 




Figura 1.13 Grafica de y = 1/x 2 (no esta a escala). Figura 1.14 lim x ^ 0 _ 1/x = — oo, lim x ^ 0+ 1/x = oo. 


Ejemplo 7 


(L unites infinitos laterales) Describa el comportamiento de la funcion f(X) = 1/x en las 
proximidades de X — 0 (vease la Figura 1.14). 


Solucion A medida que X se acerca a 0 por la derecha, los valores de X son positivos y se hacen cada 
vez mayores, por lo que el llmite por la derecha de f (X) cuando X tiende a 0 es infinito: 


lim f (X) = oo 

X-.0 + 


Analogamente, los valores de f (X) se van haciendo mas y mas negativos cuando X tiende a 0 por la izquier- 
da, por lo que el llmite por la izquierda de f (X) cuando X tiende a 0 es — oo: 

lim f (X) = — oo 
x->o- 


Las afirmaciones anteriores no dicen que existan los llmites laterales. De hecho no existen porque oo 
y — oo no son numeros. Como los llmites laterales no coinciden, lo unico que podemos decir sobre 
lim x _, 0 f (X) es que no existe. 


Ejemplo 8 


(Comportamiento polinomico en el infinito) 

(a) linr^,*, (3x J — X 2 + 2) = oo (b) lim^-^ (3x 3 — X 2 + 2) = — oo 

X) = oo 


(c) lim^,*, (X 4 - 5X 3 - X) = oo 


(d) lin Woo (X 4 -5x 3 


Solucion El termino de mayor grado de un polinomio domina sobre los otros terminos a medida que |x| 
crece, de forma que los llmites de dicho termino en oo y — oo determinan los llmites de todo el polinomio. 
Para los polinomios de los apartados (a) y (b) tenemos que 


3x 


1 

2 = 3x 2 ( 1-+ — 

3x 3x 3 


El factor del parentesis grande tiende a 1 cuando X tiende a + oo, por lo que el comportamiento del polino¬ 
mio es corno el de su termino de mayor grado 3x 3 . 


Ahora podemos decir algo mas sobre los llmites en infinito y menos infinito de una funcion 
racional con el grado del numerador mayor que el grado del denominador. Dijimos anterior- 
mente en esta seccion que dichos llmites no existed. Esto es cierto, pero se puede asignar a esos 
llmites el valor de oo o de — oo, como muestra el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 9 


lim 

X —* CO 


X 3 + 1 

x 2 + r 


(Funcion racional con numerador de mayor grado que denominador) Calcule 


Solucion 

nador: 


Se divide el numerador y el denominador por X 2 , que es la mayor potencia de X del denomi- 


lim 


X 3 + 1 
X 2 + 1 


X + 


1 


= lim 


lim 

X —► CO 


1 


X— *00 1 

1 + 


Un polinomio Q(X) de grado n puede tener como maximo n ceros ; es decir, hay como maxi- 
mo n numeros reales f tales que 0 (0 = 0. Si Q (X) es el denominador de una funcion racional 
R(X) = P (X)/Q (X). esta funcion estara definida para todo X excepto en el numero finito de ceros 
de 0. En cada uno de esos ceros, R(x) puede tener lfmites, lfmites infinitos o lfmites laterales 
infinitos. Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo 10 


(x - 2) 2 

(a) lim —x - 

x ^2 x 2 - 4 


lim 


(x - 2) 2 


x —»2 (x - 2)(x + 2) 


x - 2 
lim- 

x ->2 x + 2 


= 0 


x - 2 

(b) lim - 

x —>2 x 2 — 4 


x - 2 

lim- 


x —>2 (x - 2)(x + 2) 


lim 


1 


♦2 x + 2 


1 

4 


x - 3 x - 3 

(c) lim ,-= lim -= — oo. (Los valores son neeativos para X > 2, X cerca de 2). 

x ->2 + x 2 - 4 x —>2 + (x - 2) (x + 2) 5 F 


x - 3 x - 3 

(d) lim — , -= lim -= oo. (Los valores son positivos para X < 2, X cerca de 2). 

x —*2 — x 2 - 4 x— >2— (x - 2)(x + 2) 


x - 3 

(e) lim —5 - 

x -2 x 2 - 4 


lim 


X - 3 


.2 (x - 2) (X + 2) 


no existe. 


(f) 


lim 


>2 (X - 2) 


lim 

X—>2 


~ (x ~ 2 ) 

(x - 2) 3 


lim 


1 


-2 (x - 2) 


= — 00 


En los apartados (a) y (b) el efecto del cero del denominador en X = 2 se cancela porque el numerador tam- 
bien tiene un cero en ese mismo punto. Por tanto existe Ifmite finito. No ocurre asf en el apartado (f), por¬ 
que el numerador solo se anula una vez en ese punto, mientras que el denominador se anula tres veces. 


Uso de Maple para calcular limites 


El procedimiento I i mi t de Maple se puede utilizar facilmente para calcular lfmites, lfmites late¬ 
rales, lfmites en el infinito y lfmites infinitos. Esta es la sintaxis para calcular 

X 2 - 4 X senX X X 

lim -»-, lim-, lim — . , lim — . 

x->2 X“ — 5x + 6 x—>0 1 — COSX x— > — 00 /X 2 + 1 x — >00 X 1 + 1 


1 

lim -, 
x —0 X 


1 

lim -, 
x->0— X 


lim 

x->a - 


x 2 - a 2 


|x-a| 


x- - a- 

lim --- 

x->a+ |x — a | 
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> I i mi t ( ( x A 2-4) / ( x A 2- 5*x +6) , x =2); 

-4 

< limit (x*si n(x)/( l-cos(x)) , x = 0) ; 

2 

> limit ( x / sqrt(x A 2+l) , x=-i nfi ni ty) ; 

-1 

> limit ( x/s q r t ( x A 2+1) , x=i nfi ni ty) ; 

1 

> limit ( 1 / x, x =0) ; I i mi t( 1/x, x=0, I eft) ; 

undefined 

— 00 

> limit ( ( x A 2- a A 2) / ( a bs ( x-a) ) , x =a, I eft) ; 

-2a 

> limit ( ( x A 2-a A 2) / ( abs ( x - a) ) , x = a, right) 

2a 


Ejercicios 1.3 


Calcule los h'mites en los Ejercicios 1-10. 

x X 

2 . lim — - 

x—► oo x~ — 4 

4. lim 


1 . lim - 

x—>oo 2x — 3 


x 2 + 3 


3x 3 - 5x 2 + 7 

3. lim - 5 - 

x —> go 8 + 2x — 5x 

5. lim 

x — > — 00 X + 2 

3x + 2 x /x 
7 . lim -— 

x —>00 1 — X 


x 2 - 2 


x—> — co X X~ 

X 2 + senX 

6 . lim - 

X— > 00 X" + COSX 

2x - 1 

8 . lim 

x ^°° ^3x 2 + x + 1 


2x - I 2x - 5 

9. lim = 10. lim - 

J3x 2 + X + 1 x^-co |3x + 2| 

En los Ejercicios 11-34, calcule el h'mite que se indica. 
Si no existe, /,es 00, — 00 o ninguna de las dos cosas? 


11 . lim 


1 


x—>3 3 — x 
1 


12 . lim 


1 


13. lim 


x->3 (3 - X ) 2 

1 


x—>3 — 3 — x 

2x + 5 


14. lim 


15. lim 


x->3 + 3 — X 

2x + 5 


x—> — 5/2 5x + 2 


16. lim 


x—► — 2/5 5x + 2 


17. lim 


2x + 5 


x-> — (2/5) — 5x + 2 
X 


18. lim 


2x + 5 


19. lim 

x—>2+ (2 - xy 

1 

21 . lim 

X—»I 

23. lim 

x—>2 x- - 4x + 4 

25. lim 


20 . lim 


► -(2/5)+ 5x + 2 
X 


- X 2 

1 


x-l+ |X - 1| 

x - 3 


X + X 3 + X 5 


22 . lim 

x^l |x 1| 

24. lim 


x 2 - X 


x ► go 1 + X - + X 3 


x^l+ X X 

26. lim 


x 3 + 3 


x- + 2 


„ x77+1(1 - V2X + 3) 

*27. lim -^- 

x —» go 7 — 6x + 4x 

( X 2 X 2 

28. lim- 

x -^00 \X + 1 X - 1 


* 29. lim (Jx 2 + 2 x - Jx 2 - 2x) 

X —> — 00 

*30. lim (7x 2 + 2 x - Jx 2 - 2 x) 

32. lim 


1 


31. lim — _ 

7x 2 2x - X 


■ 00 ^ x- + 2x - x 
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33. ^Cuales son las asmtotas horizontales de 

1 

V = — , -? ; Cuales son sus asmtotas 

verticales? 


34. £ Cuales son las asmtotas horizontales y verticales de 


y = 


2x - 5 
|3x + 2| 


? 


La funcion f cuya grafica se muestra en la Figura 1.15 
tiene dominio [0, oo). Calcule los limites de f que se 
indican en los Ejercicios 35-45. 


35. lim 

f(X) 

36. 

lim f(X) 

X—>0 + 



x~> 1 

37. lim 

f(x) 

38. 

lim fix) 

X—>2 + 



X—>2 — 

39. lim 

fix) 

40. 

lim fix) 

X—>3 — 



X—>3 + 

41. lim 

fix) 

42. 

lim fix) 

X—>4 + 



X->4 — 

43. lim 

fix ) 

44. 

lim f(X) 

X—>5 + 



X-»5 — 

45. lim 

fix) 




X —> 00 


46. i Que asmtotas tiene la grafica de la Figura 1.15? 



Los Ejercicios 47-52 se refieren a la funcion maximo ente- 
ro menor I_xj que se muestra en la Figura 1.16. Calcule los 
limites indicados o explique por que no existen. 

47. lim Ixl 48. lim Ixl 

x->3 + x->3 — 


49. lim |xj 

x->3 

51. lim [2 — xj 

X->0 + 


50. lim |xj 

X—>2.5 

52. lim [xj 

x—> — 3 — 


y 


y = L*J 


l 


■o- 

1 


X 


Figura 1.16 


53. Aparcar en cierto parking cuesta 1.50 € por cara hora 
o fraccion de hora. Dibuje la grafica de la funcion C (t), 
que representa el coste de aparcar t horas. /,En que va- 
lores de t tiene limite C(t)? Calcule lim t _ >to _C 

y lim t _ >to+ C para un numero arbitrario t 0 > 0 . 

54. Si lim x _. 0+ f(X) = L, calcule lim^o- f(X) si (a) f es 
par, (b) f es impar. 

55. Si lim x _, 0+ f(X) = A y lim^o- f(X) = 8, calcule 

(a) lim f (X 3 - X) (b) lim f (X 3 - X) 

x—>o + x—>o — 


(c) lim f (X 2 - X 4 ) 

x^o- 


(d) lim f(X 2 - X 4 ) 
x->0 + 


Continuidad 


Cuando un coche recorre una autopista, su distancia a partir de un punto inicial varfa con el 
tiempo de forma COfltinua, mediante pequenos cambios en intervalos temporales pequenos. Pero 
no todas las magnitudes varfan de esta forma. Cuando el coche esta aparcado en un parking cuya 
tarifa es de «2 € por hora o fraccion de hora» la tarifa permanece en 2 € durante la primera 
hora y cambia bruscamente a 4 € al comienzo de la segunda hora. La funcion que relaciona la 
tarifa del parking con el tiempo de aparcamiento es discontinua en cada hora. En esta seccion 
vamos a definir la continuidad y aprenderemos a ver cuando una funcion es continua. Tambien 
examinaremos algunas propiedades importantes de las funciones continuas. 
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Continuidad en un punto 

La mayor parte de las funciones que encontramos tienen un dominio formado por intervalos, o 
uniones de diferentes intervalos. Un punto P perteneciente al dominio de una funcion se denomi- 
na punto interior del dominio si pertenece a algun intervdlo dbierto contenido en el dominio. Si 
P no es un punto interior, se denomina extremo del dominio. Por ejemplo, el dominio de la fun¬ 
cion f(x) = y/4 — X 2 es el intervalo cerrado [ — 2, 2], formado por los puntos interiores del inter- 
valo (~2, 2), el extremo izquierdo —2, y el extremo derecho 2. El dominio de la funcion 
g(x) = 1/x es la union de los intervalos abiertos (— oo, 0) u (0, oo), y esta formado solo por pun¬ 
tos interiores. Notese que, aunque 0 es un extremo de ambos intervalos, no pertenece al dominio 
de g y, por tanto, no es un extremo de dicho dominio. 


DEFINICION 4 Continuidad en un punto interior 

Se dice que una funcion f es Conti nua en un punto interior C de su dominio si 

lim f(X) = f(C) 

X->C 

Si no existe lim x _> c f(x), o bien dicho limite no es igual a f(C), se dice que f es disconti 
nua en c. 


En terminos graficos, f es continua en un punto interior C de su dominio si su grafica no se 
interrumpe en el punto (C, f(C)); en otras palabras, si es posible seguir la grafica de la funcion en 
ese punto sin levantar el lapiz del papel. Considerese la Figura 1.17. En (a), f es continua en C. 
En (b), f es discontinua en C porque lim x ^ c f(X) / f(C). En (c), f es discontinua en C porque no 
existe lim^,. f(X). En los casos (b) y (c) la grafica de la funcion se interrumpe en X = C. 

Aunque una funcion puede no tener limite en un extremo de su dominio, puede existir limite 
lateral en ese punto. Extenderemos la definicion de continuidad para considerar esta situation. 



Figura 1.17 (a) f es continua en C. 

(b) lim x ^ c f(X) # f(C). 

(c) El lim x _ c f (X) 
no existe. 


DEFINICION 5 Continuidad por la izquierda y por la derecha 

Se dice que una funcion f es continua por la derecha en C si lim f(X) = f(C). 

X->C + 

Se dice que una funcion f es continua por la izquierda en C si lim f(X) = f(C). 

x->c - 


Ejemplo 1 


La funcion de Heaviside H (X), cuya grafica se muestra en la Figura 1.18, es continua para 


todo X excepto X = 0. Es continua por la derecha en 0, pero no es continua por la izquierda ni continua en 
ese punto. 
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y = o 


y= i 

7 = H(x) 


x Figura 1.18 La funcion de Heaviside. 

El siguiente teorema relaciona los conceptos de continuidad y continuidad lateral. 


TEOREMA Q 


La funcion f es continua en C si y solo si es continua por la izquierda y por la derecha 
en C. 


DEFINICION 6 Continuidad en un extremo 

Se dice que una funcion f es continua en un extremo izquierdo C de su dominio si es con¬ 
tinua por la derecha en C. 

Se dice que una funcion f es continua en un extremo derecho C de su dominio si es 
continua por la izquierda en C. 


Ejemplo 2 


La funcion f (X) = 


X 2 tiene dominio [ — 2, 2]. Es continua en el extremo derecho 2 


porque es continua por la izquierda en ese punto, es decir, lim x _> 2 - f (X) = 0 = f( 2). Es continua en el 
extremo izquierdo —2 porque es continua por la derecha en ese punto: lim x _ > _ 2 + f (X) = 0 = f(— 2). 
Por supuesto, f es tambien continua en cualquier punto interior de su dominio. Si — 2 < C < 2, entonces 


lim x _> c f(X) = Ja - C 2 = f(C) (vease la Figura 1.19). 



Figura 1.19 f(X) = ^JA — X 2 es continua en todos los puntos de su dominio. 


Continuidad en un intervalo 

Hemos definido el concepto de continuidad en un punto. Es de mayor importancia el concepto 
de continuidad en un intervalo. 

DEFINICION 7 Continuidad en un intervalo 

Se dice que una funcion f es continua en intervalo / si es continua en todos los puntos de 
/. En particular, se dice que una funcion f es una funcion continua si lo es en todos los 
puntos de su dominio. 


Ejemplo 3 


La funcion f (X) = yjx es una funcion continua. Su dominio es [0, oo). Es continua en el 
extremo izquierdo 0 porque es continua por la derecha en ese punto. Asimismo, es continua en todo punto 


C > 0 ya que lim x 


/X = 


/c. 
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Ejemplo 4 


La funcion g(X) = 1/x es tambien una funcion continua. Esto puede parecer extrano a pri- 
mera vista, puesto que su grafica se interrumpe en X = 0 (uease la Figura 1.20). Sin embargo, el 0 no perte- 
nece al dominio de g, por lo que es preferible decir que g no esta definida en ese punto a decir que es 
discontinua en dicho punto (algunos autores dirfan que g es discontinua en X — 0). Si asignaramos algun 
valor a g(0), por ejemplo 0, podria decirse que g(X) es discontinua en 0. No hay ninguna forma de definir 
g( 0) de rnanera que g(X) sea continua en 0. 



Ejemplo 5 


La funcion maxirno entero nrenor |xj ( vease la Figura 1.16) es continua en todo intervalo 
[n. n + 1), siendo n un entero. Es continua por la derecha para todo entero n, pero no es continua por la 
izquierda en esos puntos n, de forma que en los enteros es discontinua. 


lim 

x->n + 


Lxj = n = LnJ 


lim 

x->n - 


|_xj = n - 1 # n = LnJ 


Existen muchas funciones continuas 

Las siguientes funciones son continuas alii donde esten definidas: 

(a) Todos los polinomios. 

(b) Todas las funciones racionales. 

(c) Todas las potencias racionales X m n — y X m . 

(d) Las funciones seno, coseno, tangente, secante, cosecante y cotangente, definidas en la Sec- 
cion P.7. 

(e) La funcion valor absoluto |x|. 

El Teorema 3 de la Seccion 1.2 asegura que todo polinomio es una funcion continua en cual- 
quier punto de la recta real, que toda funcion racional es continua en todos los puntos de su do¬ 
minio (formado por todos los numeros reales excepto el numero finito de puntos para los que el 
denominador de la funcion racional se anula). Si IT) y n son enteros y n / 0, la funcion potencia 
racional X m/n esta definida para todos los numeros positivos y tambien para todos los numeros 
negativos si n es impar. Su dominio incluye al 0 si y solo si m/n ^ 0. 

Los siguientes teoremas muestran que si se combinan funciones continuas de diversas for¬ 
mas, el resultado sera a su vez una funcion continua. 

TEOREMA Combination de funciones continuas 

Si las funciones f y g estan definidas en un intervalo que contiene a C, y son ambas conti¬ 
nuas en C, entonces las siguientes funciones seran tambien continuas en C: 

1. La suma f + g y la diferencia f — Q. 
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2. El producto fg. 

3. La multiplicacion por una constante kf, siendo k un numero cualquiera. 

4. El cociente f/g (siempre que g(C) i=- 0). 

5. La rafz P-esima (f(X)) 1/n , siempre que f(C) > 0 si P es par. 

Para las demostraciones se utilizan las reglas de los lfmites dadas en el Teorema 2 de la 
Seccion 1.2. Por ejemplo, 


lim (f(X) + g(x» = lim f (x) + lim g(x) = f(c) + g(c) 

X->C X->C X->C 

por lo que f + g es continua en C. 




TEOREMA L a composition de funciones continuas es tambien continua 

Si f(g(X)) esta definida en un intervalo que contiene a C, f es continua en 1. y lim x ^ c 
g(X) = L , entonces 

lim f(g(X )) = f(L) = f (lim g(X» 

x->c x->c 


En particular, si g es continua en C (y por tanto L — g(C)), entonces la composicion f °g es 
continua en C: 

lim f(g(x» = f(g(c )) 

x->c 


(vease el Ejercicio 37 de la Seccion 1.5). 




Ejemplo 6 


Las siguientes funciones son continuas en todos sus dominios: 


(a) 3x 2 - 2x 



(c) |X 2 - 1| 


(d) jx 


(e) Jx 2 - 2X - 5 


(f) 


W 

J\X + 2| 


Extensiones continuas y discontinuidades evitables 

Como hemos visto en la Seccion 1.2, una funcion racional puede tener lfmite incluso en un pun- 
to donde su denominador sea 0. Si f(C) no esta definida, pero existe lim x ^ c f(X) = /., se puede 
definir una nueva funcion F (X) de la siguiente forma: 

(f (x) si X esta en el dominio de f 
^ (F si X = C 

F(X) es continua en X = C y se denomina extension continue de f(X) en X = C. Para el caso de 
funciones racionales f, sus extensiones continuas se obtienen cancelando los factores comunes. 


Ejemplo 7 


Demuestre que f (X) = 



tiene una extension continua en X = 1, y obtenga dicha ex¬ 


tension. 
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Solucion Aunque f(l) no esta definida, si X # 1 tenemos que 

x 2 - X x(x - 1) 

f(x) = -=- 

x 2 - 1 (X + l)(x - 1) 

La funcion 


F (X) = 


X 

x + 1 


x 

X + 1 


es igual a f (X) para X # 1, pero es tambien continua en X — 1, donde toma el valor de 1/2. La Figura 1.21 
muestra la grafica de f. La extension continua de f (X) en X = 1 es F(X). Su grafica es identica a la de f (X) 
pero sin el hueco en el punto (1, 1/2). 


Si una funcion f esta indefinida o es discontinua en un punto a, pero puede ser redefinida en 
ese unico punto de forma que sea continua en el, se dice que f tiene una discontinuidad evita¬ 
ble en a. La funcion f del ejemplo anterior tiene una discontinuidad evitable en X = 1. Para evi- 
tarla, se define f(l) = 1/2. 


Ejemplo 8 


La funcion g(X) = 


si X = 2 

se redefine g(2) = 2 (vease la Figura 1.22). 


si X # 2 


tiene una discontinuidad evitable en X = 2. Para evitarla, 




Figura 1.21 Esta funcion tiene una extension 
continua en X = 1. 


7 



Figura 1.22 g tiene una discontinuidad 
evitable en 2. 


Funciones continuas en intervalos cerrados y finitos 

Las funciones continuas definidas en intervdlos cerrados y finitOS tienen propiedades especiales 
que las hacen particularmente utiles en matematicas y sus aplicaciones. Presentaremos aquf dos 
de esas propiedades. Aunque pueden parecer obvias, se trata de propiedades mucho mas sutiles 
que los resultados sobre limites establecidos anteriormente en este capftulo. Sus demostraciones 
(vease el Apendice III) requieren un estudio cuidadoso de las implicaciones de la propiedad de 
completitud de los numeros reales. 

La primera de las propiedades establece que una funcion f (X) que es continua en un intervalo 
cerrado y finito [a, b ] debe tener un valor maximo absoluto y un valor minimo absolute. Esto 
significa que los valores de f (X) en todos los puntos del intervalo estan entre los valores de f (X) 
en dos puntos del intervalo. La grafica de f tiene un valor maximo y un valor minimo. 

TEOREMA^ Teorema Max-Min 

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado y finito [a, 5]. Entonces existen dos 
numeros p y q en [a, b] tales que para todo X perteneciente al intervalo [a, b], 

f(p) sc f (x) SC f(q) 
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Por tanto, f(X) tiene el valor mmimo absoluto m = f(p), que se alcanza en el punto p, y el 
valor maximo absoluto M — f(Q), que se alcanza en el punto q. 


Muchos problemas importantes en matematicas y sus aplicaciones se formulan como la bus- 
queda de valores maximos y mmimos de funciones. El calculo proporciona algunas herramientas 
muy valiosas para resolver estos problemas. Observese, sin embargo, que el teorema anterior 
simplemente establece que los valores maximo y mmimo absolutos existen, pero no dice como 
obtenerlos. En el Capftulo 4 desarrollaremos tecnicas para calcular los valores maximos y mmi¬ 
mos de funciones. Por ahora, lo que podemos hacer es resolver algunos problemas sencillos de 
maximos y mmimos en los que intervienen funciones cuadraticas simplemente completando el 
cuadrado, sin realizar calculos adicionales. 


Ejemplo 9 


de valla? 


al es la maxima area posible del campo rectangular que se puede acotar con 200 m 


Soluciotl Si denominamos X e y a los lados del campo en metros (vease la Figura 1.23), entonces su 
perfmetro mide 2x + 2y m, y su area es A = xy m 2 . El dato es que P = 200, de forma que X + y = 100, e 
y — 100 — X. Ningun lado puede ser negativo, y X debe pertenecer al intervalo cerrado [0. 100]. El area del 
campo se puede expresar como una funcion de X sustituyendo y por 100 — X: 

A = x(100 - x) = 100X - x 2 


X 


Figura 1.23 Campo rectangular: perfmetro =2x + 2y, area = xy. 


El objetivo es, por tanto, obtener el valor maximo de la funcion cuadratica A (X) = 100X — X 2 en el intervalo 
[0, 100]. El Teorema 8 garantiza la existencia de ese maximo. 

Para obtener el maximo, completamos el cuadrado de la funcion A (X). Observese que X 2 — 100X son los 
dos primeros terminos del cuadrado (X — 50) 2 = X 2 — 100X + 2500. Por tanto, 

A (x) = 2500 - (x - 50) 2 

Observese ahora que A (50) = 2500, y que A (X) < 2500 si X # 50, ya que se esta restando a 2500 un nume- 
ro siempre positivo (X — 50) 2 . Por tanto, el valor maximo de 4(X) es 2500. El valor del area maxima del 
campo es de 2500 nr y se trata de un cuadrado de dimensiones X = y = 50 m. 


El Teorema 8 implica que una funcion continua en un intervalo cerrado y finito esta acotada. 
Esto significa que no puede tomar valores positivos o negativos arbitrariamente grandes. Debe 
existir un numero K tal que 

| f (X)| ^ K, es decir, — K ^ f(x)^K 

De hecho, el valor de K puede ser el mayor de los numeros | f(p)| y | f(Q)| en el teorema. 

Las conclusiones del Teorema 8 pueden no cumplirse si f no es continua o si el intervalo no 
es cerrado. Las Figuras 1.24-1.27 muestran ejemplos de la forma en que puede no cumplirse el 
teorema. 
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Figura 1.24 f(X) = 1/Xes 


continua en el intervalo 
abierto (0, 1). No esta acotada 
y no tiene valor maximo 
ni mlnimo. 



continua en el intervalo 
abierto (0, 1). Esta acotada 
pero no tiene valor maximo 
ni mi'nimo. 



Figura 1.26 Esta funcion 
esta definida en el intervalo 
cerrado [0, 1] pero es 
discontinua en el extremo 
X = 1. Tiene valor mlnimo 
pero no tiene valor maximo. 



es discontinua en un punto 
interior de su dominio, el 
intervalo cerrado [0, 1]. Esta 
acotada pero no tiene 
valores maximo ni mlnimo. 


Obtencion de maximos y rmnimos por metodos graficos 

Observation Se pueden utilizar herramientas graficas para obtener los valores maximos y 
rmnimos de funciones en intervalos donde sean continuas. Concretamente, la funcion «zoom» 
y la utilidad «trace» de las calculadoras graficas pueden servir de ayuda. La Figura 1.28(a) 
muestra la grafica de la funcion 


y 


f(X) 


X + 1 
X 2 + 1 


en la ventana — 5 ^ X ^ 5, — 2 ^ y ^ 2. Observese que f parece tener un maximo cerca de 
X = 0.5 y un mlnimo cerca de X = —2.5. La Figura 1.28(b) muestra el resultado de ampliar la 
parte de la grafica de (a) encerrada en un pequeno rectangulo (zoom) para que ocupe toda la 
pantalla. Siguiendo la curva hasta su valor maximo se puede obtener una estimation mas precisa 
de dicho valor, obteniendose que f(X) alcanza un valor maximo de 1.2071 en el punto 
X = 0.4149, con cuatro decimales significativos. Si ampliaramos mas la figura se podrfa obtener 
mas exactitud. 




Figura 1.28 La utilization de la funcion 
«zoom» permite ampliar 
parte de la curva (a) cerca 
de su valor maximo de 
forma que ocupe toda la 
pantalla (b), manteniendo 
la forma de la curva. 


La segunda propiedad de una funcion continua definida en un intervalo cerrado y finito es 
que la funcion toma todos los valores intermedios entre dos cualesquiera de sus valores. Esta 
propiedad se conoce con el nombre de Teorema del Valor M edio. 
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TEOREMA Teorema del Valor Medio 

Sea f (X) una funcion continua en el intervalo cerrado y finito [a, b], y sea S un numero 
comprendido entre f(a) y f(b). Existe un numero C perteneciente al intervalo [a, b] tal que 
f(C ) = S. 

• 

En particular, una funcion continua definida en un intervalo cerrado toma todos los valo- 
res entre su valor mmirno IT) y su valor maximo M , por lo que su rango es el intervalo cerra¬ 
do [m, M ]. 

La Figura 1.29 muestra una situacion tlpica. Los puntos (a, f(a)) y (b, f(b )) estan en lados 
contrarios de la recta horizontal y = S. A no ser que se interrumpa, la grafica de y = f (X) debe 
cortar esta recta para ir de un punto al otro. En la figura, la recta se cruza solo una vez, en 
X = C. Si la recta y = S estuviera mas arriba, podrfa haber hasta tres cruces en tres valores po- 
sibles de C. 

El Teorema 9 es la razon por la que la grafica de una funcion continua en un intervalo / no 
puede tener interrupciones. Debe ser COnexa, es decir, una curva sin interrupciones ni saltos. 



Figura 1.29 La funcion continua f toma el valor S en algun punto C entre ay b. 


Ejemplo 10 


Determine los intervalos en los que f (X) = X 3 — 4x es positiva y negativa. 


Solucion Como f(X) = X(X 2 - 4) = X(X - 2)(X + 2), f(X) = 0 solo en X = 0, 2 y -2. Como f(X) es 
continua en toda la recta real, su signo debe ser constante en cada uno de los intervalos (— oo, —2), ( — 2, 
0), (0, 2) y (2, oo) (si existieran en esos intervalos, por ejemplo en el (0, 2), puntos a y b tales que f (a) < 0 

y f(b) > 0, entonces, por el Teorema del Valor Medio deberia existir un punto C entre a y b, y por tanto 

entre 0 y 2, tal que f (C) = 0. Pero sabemos que no hay ninguna rafz entre 0 y 2). 

Para saber si f (X) es positiva o negativa en cada intervalo, basta con escoger un punto de intervalo y 
evaluar f en dicho punto. 

Como f(— 3) = — 15 < 0, f(X) es negativa en (— oo, — 2). 

Como f (— 1) = 3 > 0, f (X) es positiva en (— 2, 0). 

Como f(l) = —3 < 0, f (X) es negativa en (0, 2). 

Como f(3) = 15 > 0, f(X) es positiva en (2, oo). 


Calculo de raices de ecuaciones 

Entre las muchas herramientas utiles que proporciona el calculo existen unas que permiten calcu- 
lar las soluciones de una ecuacion de la forma f (X) = 0 con el grado de exactitud que se desee. 
Estas soluciones se denominan raices de la ecuacion, o ceros de la funcion f. El uso de estas 
herramientas requiere conocer previamente que la ecuacion tiene una solucion en un determina- 
do intervalo. El teorema del valor medio puede proporcionar esta information. 
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Ejemplo 11 


Demuestre que la ecuacion X 3 — X — 1 = 0 tiene una solution en el intervalo [1, 2]. 


Solucion La funcion f(X) = X 3 — X — 1 es un polinomio y, por tanto, es continua en todo punto. Tene- 
mos que f (1) = — 1 y f(2) = 5. Como 0 es un valor entre — 1 y 5, el teorema del valor medio nos asegura 
que debe existir un numero C en el intervalo [1, 2] tal que f(C) = 0. 


Un metodo para calcular un cero de una funcion continua que cambia de signo en los extre- 
mos de un intervalo se basa en dividir sucesivas veces el intervalo por la mitad (metodo de la 
biseccion), determinando en que mitad de la division esta la rafz, que sera aquella mitad en la 
que la funcion en sus extremos presente signos opuestos. Este metodo es lento. Por ejemplo, si el 
intervalo original tuviera de longitud 1, llevarfa 11 divisiones conseguir un intervalo cuya longi- 
tud fuese menor que 0.0005 (porque 2 11 > 2000 = 1/(0.0005)), asegurandonos por tanto que he- 
mos encontrado la rafz con una precision de tres dfgitos decimales. Sin embargo, este metodo no 
requiere hardware grafico y se puede realizar de forma sencilla con una calculadora, preferible- 
mente una en la que la expresion de la funcion se pueda programar. 


Tabla 6. Metodo de la biseccion para f (X) = X 3 — X — 1 = 0 


Numero de 
biseccion 

X 

f (x) 

Intervalo 
de la rafz 

Punto 

medio 


1 

-1 




2 

5 

[1, 2] 

1.5 

1 

1.5 

0.8750 

[L L5] 

1.25 

2 

1.25 

-0.2969 

[1.25, 1.5] 

1.375 

3 

1.375 

0.2246 

[1.25, 1.375] 

1.3125 

4 

1.3125 

-0.0515 

[1.3125, 1.375] 

1.3438 

5 

1.3438 

0.0826 

[1.3125, 1.3438] 

1.3282 

6 

1.3282 

0.0147 

[1.3125, 1.3282] 

1.3204 

7 

1.3204 

-0.0186 

[1.3204, 1.3282] 

1.3243 

8 

1.3243 

-0.0018 

[1.3243, 1.3282] 

1.3263 

9 

1.3263 

0.0065 

[1.3243, 1.3263] 

1.3253 

10 

1.3253 

0.0025 

[1.3243, 1.3253] 

1.3248 

11 

1.3248 

0.0003 

[1.3243, 1.3248] 

1.3246 

12 

1.3246 

-0.0007 

[1.3246, 1.3248] 



Ejemplo 12 


(Metodo de la biseccion) Resuelva la ecuacion X' - X - 1 — 0 del Ejemplo 11 con una 


precision de tres dfgitos decimales. 


Solucion Comenzamos por recordar que existe una rafz en el intervalo [1, 2]. La Tabla 6 muestra los 
resultados de las bisecciones. 

La rafz es 1.325, redondeada a 3 dfgitos decimales. En la Seccion 4.6 veremos que el calculo proporcio- 
na metodos rnucho mas rapidos para resolver ecuaciones como esta. 


La ecuacion f(X) = 0 se puede resolver tambien con herramientas graficas. Basta con dibujar 
la funcion f (X) en un intervalo lo suficientemente grande para ver mas o menos donde estan los 
ceros. Se seleccionan los ceros de uno en uno y se va ampliando la parte de la ventana cerca del 
cero para que ocupe toda la ventana grafica (vease la Figura 1.30). Este procedimiento se repite 
hasta que se pueda estimar el cero con la precision deseada (o hasta que la calculadora u ordena- 
dor lo permitan). 

Muchas calculadoras programables y paquetes software de algebra por computador incorpo- 
ran rutinas de resolucion de ecuaciones. Por ejemplo, la rutina f s 0 1 v e de Maple se puede utili- 
zar para calcular la solucion real de X 3 — X — 1 = 0 en el intervalo [1, 2] ( vease el Ejemplo 11). 

> f sol ve ( x A 3-x-1 = 0, x = 1.. 2); 


1.324717957 
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Figura 1.30 La funcion que se muestra en 
la ventana superior tiene una 
rafz entre 11 y 12. El 
rectangulo pequeno se amplfa 
hasta llenar toda la pantalla 
en la ventana inferior, lo que 
permite estimar que la rafz esta 
alrededor de 11.4. Sucesivas 
ampliaciones permitinan 
aumentar la precision. 


Observacion El teorema Max-Min y el Teorema del Valor Medio son ejemplos de lo que los 
matematicos denominan teoremas de existencia. Este tipo de teoremas aseveran que algo existe, 
pero no nos dicen como calcularlo. Muchas veces los estudiantes creen que los matematicos se 
preocupan mucho por demostrar que un problema tiene solution y no lo bastante para encontrar 
dicha solution. El argumento es el siguiente: «Si puedo encontrar la solution de un problema, no 
necesito preocuparme de si esa solution existe». Esta logica, sin embargo, es falsa. Supongamos 
el problema «Calcule el maximo entero positivo». Por supuesto, se trata de un problema sin so¬ 
lution. No existe un entero positivo maximo porque siempre se puede sumar a un entero positivo 
otro entero positivo, con lo que se obtiene un entero positivo mayor. Supongamos, aun asf, que 
olvidamos esto e intentamos calcular una solution. Podrfamos proceder asf: 

Sea N el maximo entero positivo. 

Como 1 es un entero positivo, debe cumplirse que N ^ 1. 

Como N 2 es un entero positivo, no puede ser mayor que el maximo entero positivo. 

Por tanto, N 2 ^ A/ y l\l 2 — N ^ 0. 

Entonces, N (N — 1) < 0 y debe ser N — 1 ^ 0. 

Por tanto, N ^ 1. 

Sabemos ya que N ^ 1. Por tanto, N = 1. 

Por consiguiente, 1 es el maximo entero positivo. 

El unico error de este razonamiento es el supuesto, en la primera lfnea, de que el problema tiene 
solution. En parte, es para evitar estas trampas logicas por lo que los matematicos demuestran 
los teoremas de existencia. 


Ejercicios 1.4 


Los Ejercicios 1-3 se refieren a la funcion g definida en el 
intervalo [ — 2, 2] que se muestra en la Figura 1.31. 

1. Indique si g es (a) continua, (b) continua por la 

izquierda, (c) continua por la derecha y (d) discontinua 
en cada uno de los puntos —2, — 1, 0, 1 y 2. 



2 . ^En que puntos de su dominio posee g una 
discontinuidad evitable, y como se podrfa redefinir 
para que fuera continua en dichos puntos? 

3. 6 Tiene g un maximo absoluto en [ — 2, 2]? ( ;,Y un 
mfnirno absoluto? 

4. t En que puntos es la funcion f, cuya grafica se 
muestra en la Figura 1.32, discontinua? ( ;,Ln cuales de 
esos puntos es continua por la izquierda? ( ;,Y continua 
por la derecha? 

5. ^Podrfa redefinirse la funcion f de la Figura 1.32 en el 
punto X = 1 de forma que fuera continua en dicho 
punto? 

6 . La funcion sgn(X) = x/|x| no es continua ni discontinua 
en X = 0. ^Como es esto posible? 
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En los Ejercicios 7-12, indique en que puntos de sus 
dominios las funciones dadas son continuas, continuas por 
la izquierda o por la derecha y discontinuas. 


II 

4— 

\x si X < 0 
lx 2 si X Js 0 

8. 

II 

*-l— 

Jx si X < - 1 
[x 2 si X ^ - 1 

II 

M— 

j'l/x 2 si X # 0 

10 si X = 0 

v. 

10. 

fix) = 

lx 2 si X ^ 1 

(0.987 si X > 1 


11. La funcion mi'nimo entero mayor |~x] del Ejemplo 11 
de la Section P.5. 

12. La funcion de coste C ( t ) del Ejercicio 53 de la Sec- 
cion 1.3. 


En los Ejercicios 13-16, ^como deberla definirse la funcion 
en el punto dado para que fuera continua en dicho punto? 
Obtenga una formula para la extension continua en dicho 
punto. 

x 2 - 4 

13. -para X = 2 

X - 2 

t 2 - 5t + 6 

15. t 2 _ t _ 6 P ara 3 


1 + t 3 

14. -- ^ para t = — 1 


16. - para Jl 


17. 


Obtenga k para que f (X) = 
funcion continua. 



si X ^ 2 

sea una 

si X > 2 


fx - m si X < 3 

18. Obtenga m para que g(X) = < ^ ^ ' x > 3 Sea 

una funcion continua para todo X. 

19. (ti ienc la funcion X 2 un valor maximo en el intervalo 
abierto - 1 < X < 1? un valor mlnimo? Explique el 
motivo. 


20. La funcion de Heaviside del Ejemplo 1 tiene un 
maximo y un mmimo absolutos en el intervalo [ — 1, 

1], pero no es continua en dicho intervalo. ^Representa 
esto una violation del teorema Max-Min? /.Por que? 


En los Ejercicios 21-24 se piden los valores maximo y 
mi'nimo de varias funciones. Se pueden resolver utilizando 
el metodo del Ejemplo 9. 

21. La suma de dos numeros no negativos vale 8. ^Cual es 
el maximo valor posible de su producto? 

22. La suma de dos numeros no negativos vale 8. <;,Ciial es 
(a) el valor mi'nimo y (b) el valor maximo de la suma 
de sus cuadrados? 


23. Una compama de software estima que si asigna X 
programadores para trabajar en un proyecto, puede 
desarrollar un nuevo producto en T di'as, siendo 

T = 100 - 30x + 3x 2 


^Cuantos programadores debe asignar la compani'a 
para terminal' el producto lo mas rapidamente posible? 

24. El coste de un fabricante de pupitres para enviar X 
pupitres a su almacen es de 245x — 30x 2 + X 3 . 
^Cuantos pupitres deberia incluir en cada envfo para 
minimizar el coste medio por pupitre? 


Calcule los intervalos en los que las funciones f (X) de los 
Ejercicios 25-28 son positivas y negativas. 


25. f (X) — 


X 2 - 1 


26. f (x) = x 2 + 4x + 3 


x- - 1 
271 fW = x r ^4 


28. f (x) = 


X 2 + X 


29. Demuestre que f (X) = X 3 + X — 1 tiene un cero entre 
X = 0 y X = 1. 

30. Demuestre que la ecuacion X 3 — 15x + 1 = 0 tiene tres 
soluciones en el intervalo [ — 4, 4]. 

31. Demuestre que la funcion F(X) = (X — a) 2 (X — b) 2 + X 
toma el valor (a + b)f 2 en algun punto X. 

32. (Un teorema del punto fijo) Suponga que f es una 

funcion continua en el intervalo [0, 1J y que 
0 f (X) ^ 1 para todo X perteneciente a [0, 1]. 

Demuestre que debe existir un ntimero C en [0, 1] tal 
que f(C) = C (C se denomina punto fijo de la funcion f). 
Sugerencia: si f (0) = 0 o f(1) = 1, el resultado queda 
demostrado. Si no es asl, apllquese el teorema del valor 
medio a la funcion g(X) = f (X) — X. 

33. Si una funcion par f es continua por la derecha en 
X = 0, demuestre que es continua en X = 0. 

34. Si una funcion impar f es continua por la derecha en 
X = 0. demuestre que es continua en X = 0, y que 
curnple f (0) = 0. 


Utilice una herramienta grafica para obtener los valores de 
los maximos y los mrnimos de las funciones de los 
Ejercicios 35-38, y los puntos X donde se producen. 
Obtenga todas las respuestas con una precision de 3 dlgitos 
decimales. 
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x 2 — 2x 

35. f(><) = YTT en [_5 ’ 5] 

36. f(x) = - - en [ — n,n] 

6 + X 

, 4 

37. f(X) = X 2 + - en [1, 3] 

38. f (X) = sen(7iX) + X(cos(7tX) + 1) en [0, 1] 


BE 


BE 


BE 


BE 


Utilice una herramienta grafica o una calculadora 
programable y el metodo de la biseccion para resolver las 
ecuaciones de los Ejercicios 39 y 40 con una precision de 
tres digitos decimales. Como primer paso, intente obtener 
un intervalo en el que pueda asegurar que hay una ralz. 


39. X 3 + X - 1 = 0 

40. cos X — X = 0 



Utilice la funcion f s o I v e de Maple para resolver las 
Ecuaciones 41 y 42. 

41. senX + 1 — X 2 = 0 (dos rai'ces) OJ 

42. X 4 — X — 1 = 0 (dos ralces) IOl 

43. Investigue la diferencia entre las rutinas de Maple I I 
f s oI v e (f,x),s oI v e(f,x) , y 

evalf (solve(f.x)), donde 
f : = x A 3-x-1=0. 

Notese que no se especifica un intervalo de X. 


Definicion formal de limite 


El material de esta seccion es opcional. 

La definicion informal de limite dada en la Seccion 1.2 no es lo suficientemente precisa para 
permitirnos demostrar resultados sobre limites como los Teoremas 2-4 de la Seccion 1.2. La de¬ 
finicion formal mas precisa se basa en la idea de controlar la entrada X de una funcion f de for¬ 
ma que la salida f(x) este en un intervalo determinado. 


Ejemplo 1 


El area de un disco circular de radio r es A = nr 2 cm 2 . Un mecanico debe fabricar un dis¬ 
co circular de metal con un area de 40071 cm 2 , con una tolerancia de + 5 cm 2 . ^Con que tolerancia sobre 20 
cm debe controlar el mecanico el radio del disco para lograr ese objetivo? 

Solucion El mecanico quiere obtener 17ir 2 — 400711 < 5, es decir, 

40071 — 5 < nr 2 < 40071 + 5 
o bien 

^400 - (5/7t) < r < ^400 + (5/tt) 

19.96017 < r < 20.03975 


Es decir, el mecanico necesita |r — 20| < 0.03975; por lo que debe asegurar que el radio del disco dista 
menos de 0.04 cm del valor de 20 cm, para que el area del disco este dentro del nivel de tolerancia. 


Cuando se dice que f(X) tiene como limite L cuando X tiende a a, lo que realmente se dice es 
que es posible asegurar que el error | f(X) — L | sera menor que cualquier tolerancia admisible, 
no importa lo pequena que sea, si X esta lo suficientemente cerca de a (pero no es igual a a). Es 
tradicional utilizar i: (la letra griega «epsilon») para expresar el tamano del error admisible y 8 
(la letra griega «delta») para expresar la diferencia X — a que indica lo cerca que debe estar X de 
a para cumplir con la tolerancia. Estas son las letras que Cauchy y Weierstrass utilizaron en su 
trabajo pionero del siglo XIX sobre limites y continuidad. 

Si e es un numero positivo, todo lo pequefio que se quiera , debemos ser capaces de asegurar 
que | f(X) — /. | < e haciendo que X este lo suficientemente cerca de a (pero no sea igual a a). 
^Cuanto es lo suficientemente cerca? Es suficiente que la distancia |x — a| entre X y a sea menor 
que un numero positivo 8 que depende de e (vease la Figura 1.33). Si se puede encontrar el valor 
de 8 para todo e positivo, se puede concluir que lim x ^ a f (x) = L. 
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Figura 1.33 Si X ^ a y |X — a| < d, entonces | f (X) — L | < e. 


DEFINICION 8 Definicion formal de limite 

Se dice que una funcion f tiende al limite L cuando X tiende a a, y se escribe 

lim f(X) = L 

x->a 

si se cumple la siguiente condicion: 

para todo numero s > 0 existe un numero S > 0, que posiblemente depende de s, tal que si 
0 < |X — a | < S, entonces X pertenece al dominio de f y 

| f (X) - L | < s 


La definicion formal de limite no indica como calcular el limite de una funcion, pero permite 
verificar si la sospecha de un determinado limite es correcta. Los ejemplos que siguen muestran 
como se puede utilizar para verificar afirmaciones sobre limites de diversas funciones. El prime- 
ro de ellos presenta una verification formal de los dos limites calculados en el Ejemplo 3 de la 
Section 1.2. 


Ejemplo 2 


constante). 


(DOS limites importantes) Verifique: (a) lim x ^ a X = a y (b) lim x ^ a lc = k (siendo k una 


Solucion 


(a) Sea g > 0. Hay que encontrar 3 > 0 tal que 

0 < |X — a | < S implica que |X — a | < e 

Claramente se puede tomar 3 —y la implication anterior se cumplira. Esto demuestra que 
lim x _ a X = a. 

(b) Sea g > 0. Hay que encontrar 6 > 0 tal que 

0 < | X — a | <6 implica que |/c — /f| < g 

Como k — k = 0, S puede tomar cualquier valor positivo y la implication anterior sera cierta. Esto de¬ 
muestra que lim x _ >a k = k. 


Ejemplo 3 


Verifique: lim x _, 2 = 4. 


Solucion Aqui a =2 y L = 4. Sea g un numero positivo. Hay que encontrar 3 > 0 tal que si 
0 < |X — 2| < <5, entonces | f (X) — 4| < g. Tenemos que 


I f (X) - 4| = |x 2 - 4| = |(x + 2) (x - 2)1 = |x + 2| |x - 2| 
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Queremos que la expresion anterior sea menor que e. El factor |X — 2| se puede hacer tan pequeno como 
deseemos escogiendo el valor de 8 adecuadamente, pero es necesario controlar el factor |X + 2| para que no 
se haga demasiado grande. Si asumimos que 8 ^ 1 y requerimos que |X — 2| < 8, tenemos que 


Por tanto. 


|x - 2| < 1 => 1<X<3 => 3 < X + 2 < 5 

=> |x + 2| < 5 

| f(x) — 4| < 5|x - 2| si |x - 2| < <5 s$ 1 


Pero 5|X — 2| < e si |X — 2| < e/5. Por tanto, si tomamos 8 = min {1, e/5}, el minimo (el mas pequeno) de 
los numeros 1 y e/5, entonces, 

| f (x) - 4| < 5|x - 2| < 5 x j = e si |x - 2| < 8 


Esto demuestra que lim x ^ 2 f 00 = 4. 


Uso de la definicion de limite para demostrar teoremas 

Generalmente no hemos utilizado la definicion formal de limite para verificar limites especificos 
como en los dos ejemplos anteriores. Lo que hemos hecho es utilizar teoremas generales sobre 
limites, en particular los Teoremas 2-4 de la Seccion 1.2. La definicion se usa para demostrar 
estos teoremas. Como ejemplo, demostraremos la primera parte del Teorema 2, la regld de la 
suma. 


Ejemplo 4 


(Demostracion de la regia del limite de una suma) Si lim x ^ a f(x) = L y lim x ^ a g(x) = M , 
demuestre que lim x ^ a ( f (X) + g(X)) = L + M . 

Solucion Sea 8 > 0. Hay que encontrar un numero 8 tal que 

0 < |x - a| < 8 => |( f(x) + g(x)) - (L + M)| < e 

Observese que 

|( f (X) + g(X)) — (L + M )| Reagrupar terminos 

= |( f(X) — L) + (g(X) — M )| (Uso de la desigualdad del triangulo |a + b| ^ |a| + |h|) 

<|f(x)*-L| + |g(x)-M| 


Como lim x _, a f (X) = L y e/2 es un numero positivo, existe un numero <5i >0 tal que 

0 < |x — a | < ch => | f (x) — L | < e/2 

Analogamente, como lim x ^ a g(X) = M, existe un numero 8 2 > 0 tal que 

0 < |x - a| < 8 2 => |g(x) - M I < e/2 

Sea 8 = minf^j, ^ 2 1> e l valor minimo de tij y 8 2 . Si 0 < |X — a| < 8, entonces |X — a| < 8 { , por lo que 

| f (X) — L | < e/2 y |X — a| < 8 2 , por lo que |Q(X) — M | < e/2. Entonces, 

l( f(x) + g(X)) ~(L +M )|<%^ = e 


Esto demuestra que lim x ^ a ( f (X) + g(X)) = L + M. 


Otras clases de limites 

La definicion formal de limite se puede modificar para dar definiciones precisas de limites late- 
rales, limites en el infinito y limites infinitos. Daremos aqui algunas definiciones y dejaremos al 
lector las restantes. 
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DEFINICION 9 Limite por la derecha 

Se dice que una funcion f tiene limite por la derecha L en a, y se escribe 

lim f(X) = L 

x->a + 

si se cumple la siguiente condicion: 

para todo numero s > 0 existe un numero S > 0, que posiblemente depende de e, tal que si 
a < X < a + 8, entonces X pertenece al dominio de f y 

I f(> 0 ~L\<e 


Notese como la condicion 0 < |X — a| < 5 en la definicion de limite se transforma en 
a<X<a+(5enel caso del limite por la derecha (Figura 1.34). La definicion de limite por la 
izquierda es similar a la anterior. 


y 



Figura 1.34 Si a < X < a + d, entonces | f{X) 


L | < E. 


Ejemplo 5 


Demuestre que lim 

x^o+ 


Vx = 0. 


Solucion Sea e > 0. Si X > 0, entonces \ s fx — 0| = y/x. Se puede asegurar que yfx < s haciendo que 
X < e 2 . Tomando por tanto <) — ;: 2 sc cumplira la condicion de la definicion: 

0 < X < <5 = e 2 implica que | ^Jx — 0| < e 

Por tanto, lim x _, 0+ ^Jx = 0. 


Para demostrar que una funcion f tiene limite L en el infinito tenemos que ser capaces de 
asegurar que el error | f (X) — L | es menor que cualquier numero positivo e con la restriccion de 
que X sea lo Silficientemente grande , es decir, requiriendo que X > R para algun numero positivo 
R que dependent de e. 

DEFINICION 10 Limite en el infinito 

Se dice que una funcion f tiende al limite L cuando X tiende a infinito, y se escribe 

lim f(x) — L 

X —>00 

si se cumple la siguiente condicion: 

para todo numero £ > 0 existe un numero R , que posiblemente depende de tal que si 

X > R , entonces X pertenece al dominio de f y 

| f(x) -L | < £ 

Sugerimos al lector que formule una version equivalente a la definicion anterior para el limi¬ 
te en menos infinito. 
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Ejemplo 6 


1 

Demuestre que lim - = 0. 

x—»co X 


Solucion Sea 8 un numero positivo. Para X > 0 tenemos que 

siempre que 


1 

- - 0 
X 


1 1 

= — = - < 8 

|X| X 


1 

x > - 
8 


Por lo tanto, la condicion de la definicion se cumple si R = l/e, con lo que hemos demostrado que 


lim x^oo ] / x = 0. 


Para demostrar que f(X) tiene lfmite infinito en a, hay que asegurar que f(X) es mayor que cual- 
quier numero positivo dado (llamemoslo 8) restringiendo X a un pequeno intervalo centrado en 
a, con x # a. 

DEFINICION 11 Limite infinito 

Se dice que una funcion f (X) tiende a infinito cuando X tiende a a, y se escribe 

lim f(X) = oo 
x->a 

si para todo numero positivo 8 se puede encontrar un numero positivo S, que posiblemente 
depende de 8, tal que si 0 < \x — a | < S, entonces X pertenece al dominio de f y f (X) > 8. 


Intente el lector formular la correspondiente definicion para el concepto de lim x ^ a f(X) = — oo. 
Intente despues modificar las definiciones para contemplar los casos de limites laterales infinitos 
y limites infinitos en el infinito. 


Ejemplo 7 


Verifique que lim = oo. 

x—o X~ 


Solucion Sea B un numero positivo. Tenemos que 


1 


1 


Si 5 = 1 /JB, 


~2 > B siempre que X z < — 
X B 


entonces 


0 < |x| < S 


x 1 2 < <5 2 = - 

D 


> B 
x 


Y, por tanto, lim x ^ 0 l/x~ = oo. 


Ejercicios 1.5 


1. La longitud L de una barra de metal depende de la 
temperatura T (°C) en la forma L = 39.6 + 0.025 T cm. 
^Entre que valores de temperatura se debe mantener la 
barra para que su longitud valga 40 cm + 1 mm? 

2. ^Cual es el maximo error admisible en la longitud de 
20 cm del lado de una caja de carton si el volumen de la 
caja debe ser de 8000 cm 3 con una tolerancia de + 1.2%? 

En los Ejercicios 3-6, £en que intervalo debe estar 
confinada X si f (X) debe estar a una distancia menor que e 
del numero L ? 


3. 

f (x) = 2x - 1, 

L 

= 3, 

8 = 0.02 

4. 

f (x) = X 2 , 

L 

= 4, 

8 = 0.1 

5. 

f(X) = Jx, 

L 

= 1, 

8 = 0.1 

6. 

II 

4— 

L 

= -2, 

8 = 0.01 


En los Ejercicios 7-10, encuentre un numero 6 > 0 tal que 
si |X — a | < <5, entonces | f (X) — L | es menor que un numero 
dado 8. 

7. f (x) = 3x + 1, a = 2, L = 7, e = 0.03 
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8 

. f(x) = J2x + 3, 

a = 3, L 

= 3, 

e = 0.01 

9. 

co 

>< 

II 

M— 

a = 2, L 

= 8, 

e = 0.2 

10. 

f(X) = 1/(X + 1), 

a = 0, L 

= 1, 

e = 0.05 


En los Ejercicios 11-20, utilice la definicion formal de 
li'mite para verificar los h'mites indicados. 


*33. Si lim x _, a f (X) = L y lim x _, a g(X) = M , demuestre que 
lim x ^ a f(X)g(X) = LM (regia del producto del 
Teorema 2). Sugerencia: Vuelva a leer el Ejemplo 4. 
Haga e > 0 escriba 

| f(x)g(x) -LM | = | f(x)g(x) - L g(x) + L g(x) - LM | 
= |(f(x)-L>g(x) + L(g(x)-M>| 


11. lim (3x + 1) = 4 

x—>1 


13. lim X 2 = 0 

x->0 


15. 


lim 

x-fl/2 


1 - 4x 2 
1 - 2x 


= 2 


1 

17. lim- 

x—>1 X + 1 


1 

2 


12. lim (5 - 2x) = 1 

X—*2 

x — 2 

14. lim-x = 0 

X—*2 1 + X 2 


16. 


lim 

X-.-2 


x 2 + 2x 
x + 2 


-2 


18. 


lim 

x-.- I 


X + 1 

X^T 


1 

2 


<|(f(x)-L)g(x)| + |L(g(x)-M)| 

= \g(x)\\f(x)-L\ + \L\\g(x)-M\ 

Ahora intente hacer cada termino de la ultima h'nea menor 
que s/2 tomando un valor de X cercano a a. Necesitara el 
resultado del Ejercicio 32. 

*34. Si lim x ^. a g (X) = M, siendo M # 0, demuestre que 
existe un numero 8 > 0 tal que 

0 < |x — a| < <5 => \g(x)\>\M\/2 


19. lim yfx = 1 

X—* 1 


20. lim X 3 = 8 

X—*2 


*35. Si lim x ^. a g(X) = M , siendo M # 0, demuestre que 


En los Ejercicios 21-26, proporcione las definiciones 
formales de los h'mites que se presentan. 


1 

lim-= 


x->a g(x) 


1 

M 


21. 

lim f(x) — L 

22. lim 

fix) = L 


x-»a - 

X—> — OO 

23. 

lim f (X) = — oo 

x->a 

24. lim 

X — > CO 

f (X) = OO 

25. 

lim f (X) = — oo 

26. lim 

f(X) = OO 


x->a + x->a- 


Utilice las definiciones formales de las diversas clases de 
h'mites para demostrar las afirmaciones de los Ejercicios 
27-30. 


1 

1 

27. lim = oo 

8 

ll 

a 

00 

«M 

x-l+ X - 1 

1 

>< 

1 

7 

X 

1 


29. lim - = 0 

30. lim y/x = oo 

yJX~ + 1 

X —» GO 


Demostracion de teoremas con la definicion 
de li'mite 

*31. Demuestre que los lmiites son unicos. Es decir, si 
lim x _, a f (X) = L y lim x ^ a f (X) = M , entonces L = M. 
Sugerencia : Suponga que L # M y haga e = |L — M |/3. 

*32. Si lim x _, a g(X) = M, demuestre que existe un numero 
8 > 0 tal que 

0 < |x - a| < 8 => |g(x)| < 1 + \M | 


Sugerencia: Necesitara el resultado del Ejercicio 34. 

36. Utilice los hechos demostrados en los Ejercicios 33 y 
35 para demostrar la regia del cociente (apartado 5 del 
Teorema 2): si lim x ^ a f(X) = L y lim x _, a g(X) = M, 
siendo M # 0, entonces 


m l 

l lm - = 7T 

x—»s g(x) M 

*37. Utilice dos veces la definicion de limite para 

demostrar el Teorema 7 de la Seccion 1.4: si f es 
continua en L y lim g(X) = L, entonces 

X—>C 

lim f (g(x)) = f(L) = f (lim g(x)) 

X->C X->C 

*38. Demuestre el Teorema del Sandwich (Teorema 4 de 
la Seccion 1.2). Sugerencia: Si f(x) < g(x) ^ h(x), 
entonces 

|gtx)-L| = |g(x)- f(x) + f(x) - L | 

< l9(x) - f(x)| + | f(x) - L | 

< |fi(x) — f(x)| + |f(x)-L| 

= |/i(x) — L - (f (x) - L) | + | f (x) - L | 

^ |/i(x) -L | + | f (x) — L | + | f (x) - L| 


(Sugerencia : Haga e = 1 en la definicion de li'mite). 
Esto quiere decir que los valores de g(X) estan 
acotados en las proximidades de un li'mite. 


Ahora puede hacer cada termino de la expresion 
anterior menor que e/3 para completar la 
demostracion. 



CAP ITU LO 1. Lfmites y continuidad 111 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan las siguientes frases? 

O Tasa o velocidad media de cambio de f (X) en [a, b], 

O Tasa o velocidad instantanea de cambio de f(X) en 

X = a. 

O lim x _, a f(X) = L 

O lim x ^ a + f(X) = L, lim x ^ a _ f(X) = L 
O lim^M f(X) = L , lim x ^- a> f(X)=L 

O lim x ^ a f(X) = oo, lim x ^ a+ f(X) = — oo 
O f es continua en C. 

O f es continua por la izquierda (o por la derecha) en C. 
O f tiene una extension continua en C. 

O f es una funcion continua. 

O f toma sus valores maxirno y nn'nimo en el intervalo /. 
O f esta acotada en el intervalo /. 

O f tiene la propiedad del valor medio en el intervalo /. 

• Formule tantas «leyes de li'mites» como sepa. 

• iQue propiedades debe tener una funcion si es 
continua y su dominio es un intervalo cerrado 
y finito? 

• (Como se pueden calcular ceros (rafces) 
de funciones continuas? 


Ejercicios de repaso 

1. Calcule la velocidad media de cambio de X 3 en el 
intervalo [1, 3], 

2. Calcule la velocidad media de cambio de 1/x en el 
intervalo [ — 2, — 1], 

3. Calcule la velocidad de cambio de X 3 en X = 2. 


4. Calcule la velocidad de cambio de 1/x en X = —3/2. 


En los Ejercicios 5-30, calcule los li'mites o explique por 
que no existen. 


5. lim (X 2 - 4X + 7) 

X-.1 


7. lim 


x-i 1 - X 

x 2 - 

9. lim 


x—>2 x- - 4x + 4 

x 2 - 4 

11. lim - 

x—>—2+ x- + 4x + 4 


6 . lim-: 

X—>2 1 - X 

8 . lim 


X 2 - 4 


x—>2 x- - 5x + 6 


10 . lim 


x —>2 — x- - 4x + 4 
2- Sx 


12 . lim 


X-4 X 


x 2 - 9 


19. lim 


x— > oo 3x - x - 1 


21 . lim 


X 3 - 1 


x-> — oo X +4 

1 


23. lim 


x—»o+ 


/X - X~ 


25. lim senX 

X —> GO 


1 

—1 X 

14. 

lim - _ 

Jx + 3h - Jx 

lim Jx — X 2 

16. 

lim Jx - X 2 

x-»0 + 


x->0 

lim Jx - X 2 

X-.1 

18. 

lim ,/x-X 2 
x-»l- 

1 - x 2 


2x + 100 


20 . lim 


x—> — oo X + 3 


22 . lim 


x— » co x - 4 

1 


24. lim 


*-02 - X 2 

cosX 


26. lim 


x->co X 


27. lim X sen - 

x-^o X 


28. lim sen 


29. lim [X + Jx 2 - 4X + 1] 


30. lim [X + Jx- - 4x + 1] 

X —* 00 v 


(En que puntos (si hay alguno) de su dominio son 
discontinuas las funciones de los Ejercicios 31-38? (Es f 
continua por la izquierda o por la derecha en esos puntos? 
En los Ejercicios 35 y 36, H indica la funcion de 
Heaviside: H (X) = 1 si X ^ 0 y H (X) = 0 si X < 0. 


31. f (x) = X 3 - 4x 2 + 1 32. 


33. fix) 


fx 2 si X > 2 
(X si X ^ 2 


35. f (x) = H (x - 1) 
37. f(x) = |x| + |x + 1| 


34. 


36. 


38. fix) 


f|x|/|x+l| six/ —1 
jl si X = — 1 


foo = 

fix) = 


X 

X + 1 

fx 2 si X > 1 
IX si X ^ 1 


f (x) = H (9 - x 2 ) 


Problemas avanzados 

1. Demuestre que la velocidad media de cambio de la 
funcion X 3 en el intervalo [a, b], siendo 0 < a < b, es 
igual a la velocidad instantanea de cambio de X 3 en 
X = J{a 2 + ab + b 2 )/ 3. (Esta este punto a la 
izquierda o a la derecha del punto medio del intervalo 
[a, b], (a + b)/ 2? 
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2. Calcule lim 


f (X) ni lim x _, a g(X), entonces 


x->0 \X - 1| - |X + 1| 

|5 - 2x| - |x - 2| 

3. Calcule lim - 

x —>3 |x — 51 |3x - 7| 

x l/3 _ 4 

4. Calcule lim , - 

X—>64 X 1/2 - 8 

J3 + x - 2 

5. Calcule lim — . - 

v 7 + x “ 2 

6. La ecuacion ax 2 + 2x — 1 = 0, siendo a una constante, 
tiene dos raices si 3 > — 1 y a # 0: 


— l + ./l+a — 1 — » /1 + a 

r +(a) =- f - y r_(a) =-f- 

3 3 

(a) x ,Que sucede con la raiz r (3) cuando a —> 0? 

(b) Investigue numericamente que ocurre con la raiz 
f + (a) cuando a —> 0, probando con los valores 

a = 1, ±0.1. +0.01, ... Para valores como 
a = 10 8 , la precision limitada de las calculadoras 
puede producir resultados interesantes. ,;,Quc 
sucede, y por que? 

(c) Calcule matematicamente lim a ^ 0 r + (a) utilizando 
la igualdad 

t— r— A -B 

J A - JB = —-- 

yfi + V s 

7. ^VERDADERO o FALSO? Si es VERDADERO, 
explique la razon. Si es FALSO, proporcione un 
contraejemplo. 

(a) Si existe lim x _, a f(X) pero no existe lim x ^ a g(X), 
entonces no existe lim x _ >a (f(X) + g(X)). 


,. x ^ a ( f (X) + g(X)). 


(b) Si no existe lim x ^, a 
no existe lim x 

(c) Si f es continua en a, entonces tambien lo es | f |. 

(d) Si | f | es continua en a, entonces tambien lo es f. 

(e) Si f (X) < g(X) para todo X en un intervalo 
alrededor de a, y si existen lim x _, a f(X) y lim x _, a 
g(X), entonces lim x _, a f (X) < lim x _, a g(X). 

8 . (a) Si f es una funcion continua definida en un 

intervalo cerrado [a, b], demuestre que R(f) es un 
intervalo cerrado. 

(b) ^Que posibilidades hay para R ( f) si D ( f) es un 
intervalo abierto (a, b)? 


9. Considere la funcion f (X) = 


x 2 - 1 


-. Calcule todos los 


puntos donde f no sea continua. ±l’ienc f limites 
laterales en alguno de esos puntos y, si es asi, cuales 
son? 

10. Calcule el valor mrnimo de f(X) = 1/(X — X 2 ) en el 
intervalo (0, 1). Explique como sabe que debe existir 
ese valor minimo. 

*11. (a) Suponga que f es una funcion continua en el 

intervalo [0, 1] y que f(0) = f (1). Demuestre que 


f (3) = f [ a + - ^ para algun a e 


0, 


1 


f (x) y 


Sugerencia: Haga g(x) = f|x 

utilice el teorema del valor medio. 

(b) Sea n un entero mayor que 2. Demuestre que 

f (a) = f(a 


( ! \ 

r n 

1 a + - 1 para algun a e 

l 

1 cr 

1 

o' 

_1 




CAPl'TULO 2 

Diferenciacion 


— De acuerdo-dijo M ente Profunda—. La respuesta a 

la Gran Pregunta... 

— iSi...! 

—... de la Vida, el Universo y el Todo — anadio M ente 

Profunda 

-iSU 

— Es... — continuo M ente Profunda, e hizo una pausa. 

— idSi...?! 

— Cuarenta y dos — afirmo Mente Profunda, con infinita 
calma y majestad. 

— jCuarenta y dos! —se lamento Loonquawl—. «;Eso es 
todo lo que tienes que decir tras un trabajo de siete mi Ho¬ 
nes y medio de anos? 

— Lo he comprobado a fondo — dijo el computador—, y 
esa es la respuesta definitiva. Pienso que el problema, pa¬ 
ra ser franco contigo, es que nunca supiste realmente cual 
era la pregunta. 

Douglas Adams (1952-2001) 

de The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy 


Intmduccion El calculo considera dos problemas fundamental es. El problema 
de las pendientes consiste en calcular la pendiente de (o recta tangente a) una curva 
dada en un determinado punto de dicha curva. El problema de las areas consiste 
en calcular el area de una region plana limitada por curvas y rectas. El calculo dife- 
rencial se ocupa de la solucion al problema de las pendientes. Como veremos, este 
problema tiene muchas aplicaciones en matematicas y en otras disciplinas. De pro¬ 
blema de las areas se ocupa el calculo integral, que consideraremos a partir del Ca- 
pitulo 5. 
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Rectas tangentes y sus pendientes 


En esta seccion consideraremos el problema de obtener una recta L tangente a una curva C en un 
punto p. Como ocurre a menudo en matematicas, el paso mas importante en la solucion de un 
problema fundamental es la definicion adecuada del mismo. 

Por simplicidad, y por evitar ahora ciertos problemas que consideraremos posteriormente, no 
consideraremos la clase general de curvas, si no solo aquellas que son graficas de funciones con¬ 
tinual. Sea C la grafica de y =f(x ) y sea P el punto (x 0 , y 0 ) sobre la curva C, de forma que 
>o =f(x 0 ). Supondremos que P no es un extremo de C. Por tanto, C se extiende una cierta dis¬ 
tance a ambos lados de P ( vease la Figura 2.1). 

iQue significa que la recta L es tangente a C en Pi Nuestra experiencia en rectas tangentes a 
circunferencias no nos ayuda para definir tangentes a curvas mas generales. Una recta tangente a 
una circunferencia tiene las siguientes propiedades (vease la Figura 2.2): 


(i) Corta a la circunferencia en un unico punto. 

(ii) Toda la circunferencia queda a un unico lado de la recta. 

(iii) La tangente es perpendicular a la recta que une el centra de la circunferencia con el punto 
de contacto. 




La mayorfa de las curvas no tienen centros obvios, de forma que la condicion (iii) no es de utili- 
dad para caracterizar sus tangentes. En las curvas que se muestran en la Figura 2.3 las condicio- 
nes (i) y (ii) tampoco se pueden usar para definir tangentes. En particular, la Figura 2.3(d) mues- 
tra una curva que no es «suave» en P, de forma que la curva no puede tener tangente en ese 
punto. La recta tangente debe tener la misma «direccion» que la curva en el punto de tangencia. 

La definicion razonable de tangente debe establecerse en terminos de I (mites. Si Q es un 
punto de C diferente de P, la recta que pasa por P y Q se denomina secante. Esta recta gira 
sobre P a medida que Q se mueve por la curva. Si L es la recta que pasa por P cuya pendiente es 
el limite de las pendientes de las secantes PQ a medida que Q se aproxima a P por la curva C 
(Figura 2.4), se dice que dicha recta L es la tangente a la curva C en el punto P. 

Como C es la grafica de la funcidn y =f(x), entonces las rectas vertical es solo pueden cruzar 
a C una vez. Como P = (x 0 , f(x 0 )), un punto diferente Q de la grafica debe tener una coordena- 
da x diferente, por ejemplo x 0 + h, siendo h # 0. Por tanto, Q = (x 0 + h, f(x 0 + h)), y la pen¬ 
diente de la recta PQ es 

f(x o + h) - f(x q) 
h 

Esta expresion se denomina cociente de Newton o cociente de diferencias de / en x 0 . Notese 
que h puede ser positivo o negativo, dependiendo de si Q esta a la derecha o a la izquierda de P. 
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Figura 2.3 

(a) L corta a C solo en P, pero no es 
tangente a C. 

(b) L corta a C en varios puntos, pero 
solo es tangente a C en el punto P. 

(c) L es tangente a C en P, pero corta 
tambien a la curva en P. 

(d) M uchas rectas cortan a C solo en 
P, pero ninguna de el las es 
tangente a C en P. 



Figura 2.4 Las rectas secantes PQ se aproximan 
a la recta tangente L a medida que Q se aproxima 
a P por la curva C. 


DEFINICION 1 Tangentes no verticales 

Supongamos una fund on / continua en x = x 0 y que existe 

f(x 0 + h)-f(x 0 ) 

11 m-= m 

h —> o h 

Entonces la recta de pendiente m que pasa por el punto P = (x 0 , f(x 0 )) se denomina recta 
tangente (o simplemente tangente) a la grafica de y =f(x) en el punto P. Una posible 
ecuacion de la tangente es 

y = m(x ~ Xq) + y 0 
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Ejemplo 1 


Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x 2 en el punto (1, 1). 

Solucion En este ejemplo fix) = x 2 , x 0 = 1, e y 0 = /(l) = 1. La pendiente de la tangente pedida es: 

/(I l li) -/(l) (1 + It) 2 — 1 

m = 11 m-= 11 m- 

/i-> o h /i—»o h 


= lim 

h->0 

= lim 

0 


1 + 2h + h 2 - 1 


2/r 


= lim (2 + h) = 2 

A ->0 


De acuerdo con lo anterior, la ecuacion de la recta tangente en (1, 1) es y = 2(x - 1) + 1, o y = 2x - 1. 
Vease la Figura 2.5. 



La Definicion 1 considera solo tangentes que tienen pendientes finitas y, por tanto, que no 
son verticales. Es tambien posible que la grafica de una funcion tenga una tangente vertical. 


Ejemplo 2 


Considere la grafica de la funcion fix) =3x = x 1/3 


que se muestra en la Figura 2.6. La 
grafica es una curva suave, y parece evidente que el eje y es tangente a esta curva en el origen. Calculemos 
el limite del cociente de Newton para / en x = 0. 

/(0 + h) -/(0) 


lim 

h —> 0 


h 1 ' 3 1 

= lim — = lim 

■ h h—*o h ' 


Aunque el limite no existe, la pendiente de la recta secante que pasa por el origen y por cualquier otro 
punto Q de la curva tiende a infinito cuando Q se aproxima al origen por cualquier lado de la curva. 



Figura 2.6 El eje v es tangente a y 


= v 1 / 3 


en el origen. 


Ejemplo 3 


Por otra parte, la funcion fix) = x 2/3 , cuya grafica se muestra en la Figura 2.7, no tiene 
tangente en el origen porque no es «suave» en ese punto. En este caso el cociente de Newton es 


/(0 + h) -fl 0) h 2 ' 3 1 

h h h V3 
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que no tiene limite cuando h tiende a cero (el limite por la derecha es <x> y por la izquierda es -oo). Se 
dice que la curva tiene un vertice en el origen. Un vertice es un punto infinitamente agudo. Si viajaramos 
por la curva, al llegar al origen tendriamos que parar y girar 180°. 



A la luz de los dos ejemplos anteriores, podemos extender la definicion de recta tangente para 
contemplar el caso de tangentes verticales: 


DEFINICION 2 Tangentes verticales 

Supongamos una fund on / continua en P = (x 0 , y 0 ), siendo y 0 = /(x 0 ); si 

f(x 0 + h) -f(x 0 ) f(x 0 + h) -f(x 0 ) 

1 1 m -=oo o lim- =-oo 

h —> 0 h h-> o h 

entonces la recta vertical x = x 0 es tangente a la grafica de y = fix) en P. Si el limite del 
cociente de Newton no existe y la causa es otra diferente a la de valer oo o - oo, la grafica 
de y = fix) no tiene tangente en el punto P. 


Ejemplo 4 


iTiene la grafica dey = |x| tangente en x = 0? 
Solucion En este caso el cociente de Newton es: 


10 + /i| 101 | h | 

-= — = sgn h = 

h h 


1 , si h > 0 

-1, si h < 0 


Como sgn/? tiene limites diferentes por la izquierda y por la derecha en x = 0 (concretamente, 1 y -1), el 
cociente de Newton no tiene limite cuando h ->0, por lo quey = |x| no tiene recta tangente en (0, 0) (vease 
la Figura 2.8). La grafica presenta un quiebro en el origen, cambia subitamente de direction y no es suave 
en ese punto. Las curvas solo tienen tangentes en los puntos donde son suaves. Las graficas de y = x 2/3 e 
y = |x| tienen tangentes en todos sus puntos excepto en el origen, que es el punto donde no se comportan 
suavemente. 
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DEFINICION 3 Pendiente de una curva 

La pendiente de una curva C en un punto P e s la pendiente de la recta tangente a Cent 5 
si existe dicha recta tangente. Concretamente, la pendiente de la grafica de y =f(x) en el 
punto x 0 es 

. f(x o + h) - f(x 0 ) 

11 m- 

a-* o h 


Ejemplo 5 


Calcule la pendiente de la curva y = x/(3x + 2) en el punto x = 
Solucion Si x = -2, entonces v = 1/2, y la pendiente pedida es 

-2 + h 1 
3( -2 + h) + 22 


m — lim 

/i —> 0 


= lim 

h—*Q 


4 + 2 h 


6 + 3 h + 2) 


2(-6 + 3 h + 2 )h 

lim h -lim _1 - 1 

h-* o 2/z( — 4 + 3 h) h->o 2( - 4 + 3 h) 8 


Normales 

Si una curva C tiene una recta tangente L en un punto P, la recta perpendicular a L que pasa por 
P se denomina normal a C en P. Si L es horizontal, entonces N es vertical, y si L es vertical, 
entonces At es horizontal. Si L no es ni vertical ni horizontal, entonces, como se indica en la Sec- 
cion P.2, la pendiente de N es el inverso cambiado de signo de la pendiente de L, es decir, 

pendiente de la normal =--—-——V—-— 

pendiente de la tangente 


Ejemplo 6 


Calcule la ecuacion de la normal a y = x 2 en el punto (1, 1). 


Solucion Como vimos en el Ejemplo 1, la tangente a y = x 2 en (1, 1) tiene pendiente 2. Por tanto, la 
pendiente de la normal es -1/2, y su ecuacion es 


y = (x - 1 ) + 1 


■ V= “2 + 2 


Ejemplo 7 


Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y=- s Jx en el punto (4, 2). 
Solucion La pendiente de la tangente en (4, 2) es (Figura 2.9) 


, V4TA-2 (74Ta - 2)(74Ta + 2) 

m = 1 1 m -= lim — - - 

h-*o h h->o / ; (^4 + h + 2 ) 


= lim 


4 + It - 4 


h[J 4 + h + 2) 

1 1 

= lim -= - 

J 4 + h + 2 4 


h 
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Figura 2.9 Tangente y normal a y = Jx en el punto (4, 2). 


1 

y = - [x - 4) + 2 O x — 4y + 4 = 0 

y la normal tiene pendiente -4 y, por tanto, su ecuacion es 

y = — 4(x — 4) + 2 o >' = — 4 jc + 18 


Ejercicios 2.1 


En los Ejercicios 1-12, calcule la ecuacion de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado. 


1. y = 3x-l en (1, 2) 
3. y = lx 2 - 5 en (2, 3) 

5. y = x 3 + 8 en x= — 2 

7. y = y/x + 1 en x = 3 
lx 


2 . y = x/2 en (a, a/2) 

4. y = 6 — x — x 2 en x= — 2 

1 

6 . v = -5— T en (0, 1) 


1 


1 


8. y = —= en x = 9 


9. >• = 


x + 2 
.2 


en x = 2 


10 . y = w5 — x^ en x = 1 


12 . y = - en la, - 


11 . y = x en x = xo 

iTienen las graficas de las funciones f de los Ejercicios 
13-17 tangentes en los puntos dados? Si es asf, icual es la 
recta tangente? 

13. /(x) = 7|x| en x = 0 14. /(x) = (x — l) 4 3 en x= 1 

15. f{x) = (x + 2) 3/5 en x = -2 

16. f(x) = |x 2 — 1| en x = 1 

Fx si x^O 

/— . „ en x = 0 

— yj — X SI X<0 

18. Calcule la pendiente de la curva y = x 2 - 1 en el punto 
x = x 0 . iCual es la ecuacion de ia tangente a 

y = x 2 - 1 cuya pendiente es -3? 

19. (a) Calcule la pendiente de y = x 3 en el punto x = a. 
(b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a 

y = x 3 cuya pendiente es 3. 

20. Calcule todos los puntos de la curva v = x 3 - 3x cuya 
tangente es paralela al ejex. 


17. fix) = 


21. Calcule todos los puntos de la curva y = x 3 - x + 1 
cuya tangente es paralela a la recta y = 2x + 5. 

22. Calcule todos los puntos de la curva y = 1/x cuya 
tangente es perpendicular a la recta y = 4x -3. 

23. iPara que valor de la constante k es la recta x + y = k 
normal a la curva y = x 2 ? 

24. iPara que valor de la constante k las curvas y = kx 2 e 
y = k(x - 2) 2 se cortan formando angulos rectos? 
Sugerencia : ^Donde se cortan las curvas? iQue valen 
sus pendientes alii? 

Utilice una herramienta grafica para dibujar las siguientes 

curvas. iDonde tienen las curvas tangente horizontal? iHay 

al gun punto donde las curvas no tengan tangente? 

25. y = x 3 (5 - x) 2 26. y = 2x 3 - 3x 2 - 12x +1 S» 

27. y =|x 2 -l|-x : 28. y=|x+l| — |x—1| 

29. y = (x 2 -1) 1/3 30. y=((x 2 - 1) 2 ) 1/3 

*31. Si la recta L es tangente a la curva C en el punto P, 

entonces el minimo angulo entre L y la secante PQ 
entre P y otro punto Q de C tiende a 0 cuando Q se 
acerca a P por la recta C. iEs cierto lo contrario: si el 
angulo entre PQ y la recta L (que pasa por P) tiende a 
0, debe ser L tangente a C? 

*32. Sea P(x) un polinomio. Si a es un numero real, 
entonces P(x) se puede expresar de la forma 

P(x) = ao + ciiix — a ) +a 2 (x — a) 2 + • ■ • + a„(x — a)" 

para algun n ^ 0. Si €(x) = m(x - a) + b, demuestre 
que la recta y = €(x) es tangente a la grafica de 
y=P(x) en x=a siempre que P(x)-£(x) = (x-a) 2 Q(x), 
siendo Q(x) un polinomio. 
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2.2 


La derivada 


Una linea recta tiene la propiedad de que su pendiente es la misma en todos sus puntos. Sin em¬ 
bargo, en cualquier otra curva la pendiente puede variar de un punto a otro. Por tanto, la pen¬ 
diente de la grafica y =f[x) en el punto x es a su vez una fund on dex. Si en un punto x de una 
grafica, la pendiente es finita, se dice que / es diferenciable, y se denomina a la pendiente deri¬ 
vada de /. La derivada es, por tanto, el limite del cociente de Newton. 


DEFINICION 4 

La derivada de una f unci on / es otra fund on f definida como 

fix + h) - fix) 


fix) = lim 

/j —0 


h 


en todos los puntos x donde el limite exista (sea un numero finito). Si existe fix), se dice 

que / es diferenciable en x. 


El dominio de la derivada f (lease «/ prima») es el conjunto de numeros x del dominio de / 
donde la grafica de / tiene una tangente no vertical, y el valor f(x 0 ) de f en un punto x 0 es la 
pendiente de la tangente a y =f(x) en dicho punto. Por tanto, la ecuacion de la recta tangente a 
y = fix) en el punto {x 0 , f(x 0 )) es 

y = fix o) + fix 0 )(x - Xq) 

El dominio 2 if) de f puede ser menor que el dominio ®(/) de / dado que aquel contiene solo 
los puntos de 3>(/) donde / es diferenciable. Los valores dex en ®(/) donde / no es diferencia¬ 
ble y que no son extremos de 2>(/) se denominan puntos singulares de /. 


Observacion El valor de la derivada de / en un punto particular x 0 se puede expresar como 
un limite de dos formas: 

^ fix o + h) ~fix 0 ) fix) ~fix 0 ) 

f(x 0 ) = 11m---= lim - 

h—> 0 h h—*x o X Xq 

En el segundo limite x 0 + h se sustituye por x, de modo que h = x - x 0 , y la condicion A -> 0 es 
equivalente ax->% 

El proceso de calcular la derivada f de una fund on dada se denomina diferenciacion. M u- 
chas veces se puede dibujar la grafica de f directamente a partir de la de / visualizando las 
pendientes, procedimiento que se denomina diferenciacion grafica. En la Figura 2.10 las grafi- 
cas de f y g' se obtienen midiendo las pendientes de los correspondientes puntos de las graficas 
de / y g que hay encima de el I as. El valor de la grafica y = fix) en x es la pendiente de la 
grafica dey = fix) en x. Notese que -1 y 1 son puntos singulares de /. Aunque /(- 1) y /(1) 
estan definidos, /'(-1) y /'(1) no estan definidos. La grafica de / no tiene recta tangente en 
-1 ni en 1. 

U na funcion / es diferenciable en un conjunto S si es diferenciable en todo punto x de 5. En 
general, las funciones que encontramos estan definidas en intervalos o en uniones de intervalos. 
Si / esta definida en un intervalo cerrado [a, b], la Definicion 4 no contempla la existencia de 
derivada en los extremos x = a o x = b (ipor que?). Como hicimos para la continuidad en la 
Seccion 1.4, vamos a extender la definicion considerando la derivada por la derecha en x = a 
y la derivada por la izquierda en x = b\ 


/'+(«) 


lim 

ft -*0 + 


f(a + h) ~ fia) 
h 


f-ib) 


lim 

/i —>0 — 


fjb + h) -fib) 
h 





CAPITULO 2. Diferenciacion 121 




Figura 2.10 Diferenciacion grafica. 


Diremos ahora que / es diferenciable en [a, b] si existe /'(*) para todo x en [a, b) y existen 
tambien f+(a) y f'-(b). 


Algunas derivadas importantes 

Presentaremos a continuacion algunos ejemplos de calculo algebraico de derivadas a partir de su 
definicion. Algunos de los ejemplos seran ios bloques basicos a partir de los cuales construire- 
mos derivadas mas complicadas. Se recogen en la Tabla 1, que se presentara posteriormente en 
esta seed on, y es conveniente memorizarlas. 


(Derivada de una funcion lineal) Demuestre que si f(x) = ax + b, entonces f'(x) = a. 


Solucion El resultado es evidente observando la grafica de / (Figura 2.11), pero realizaremos el calculo 
utilizando la definicion: 



v - 

y = fix) = a 


X 


Figura 2.11 La derivada de la funcion lineal f(x) = ax + b es la funcion constante 

f'(x) = a. 
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Un caso especial importante del Ejemplo 1 es que la derivada de una funcion constante es la 
funcion cero: 


Si g(x) = c (constante), entonces g'(x) = 0 


Ejemplo 2 


Utilizando la definicion, calcule las derivadas de 


(a) f(x) = x 2 , (b) g(x) = - , y (c) k(x) = Jx 

x 

Solucion Las Figuras 2.12-2.14 muestran las graficas de las funciones y de sus derivadas. 



Figura 2.12 La derivada de f(x) =x 2 
es f(x) = 2x. 





(a) f[x) = lim 

h—>0 


= lim 

/i —> 0 


= lim 

h—*0 


(b) g'(x) = lim 

h-+ 0 


f(x + h) - f(x) 
h 

(x + h) 2 - x 2 
h 

2hx + h 2 

- = lim [2x + h) = 2jc 

h h-> o 

g(x + h) - g(x) 
h 


1 1 


x + h x 

= lim- 

o h 

x — (x + h) 1 

= lim-= lim- 

/;—*o h(x + h)x h->o [x + h)x 


1 


.X 


2 
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(c) k'(x) = lim 

h^O 


k(x + h) — k(x) 


= lim 

h—>0 


= lim 

/*->• 0 


= lim 

h-> 0 


h — 


/ x ^Jx + h ■ 

— X 


hij. 


^ yjx + h + yjx 

X + It — X |, 1 1 

x + li + yjx) h ^° yjx + h + Jx 2^Jx 


Notese que k no es diferenciable en el punto jc = 0 . 


Las tres derivadas calculadas en el Ejemplo 2 son casos particulares de la regia general de la 
potencia: 

Si f[x) =x r , entonces f{x) = rx r ~ 1 


Esta formula, que verificaremos en la Seccion 3.3, es valida para todos los valores de ry xpara 
los que x r ~ 1 tenga sentido como numero real. 


Ejemplo 3 


(Diferenciacion de potencias) 


Si fix) = * 5/3 , entonces fix) = ^ x {5/3) 1 = ^ x 2/3 para todo x real. 

Si g(t) = 2- = t~ 1/2 , entonces g'lt) = - ^ t~ (V2) ~ 1 = - ]- 1 ~ 3/2 para t > 0. 

Jt 2 2 


Posteriormente demostraremos todos los casos de la regia general de la potencia. Por ahora ofre- 
cemos una demostracion del caso r = n, un entero positivo, basada en \a factorization de una 
diferencia de potencias n-esimas : 


a" - b n = (a - b)la n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + + ab"~ 2 + b n_1 ) 

(Compruebe que la formula es correcta multiplicando los dos factores del miembro derecho). Si 
fix) — x", a = x + h y b — x, entonces a — b — h y 


fix) 


(x + h) n - f 

lim- 

a— »o h . 

n terminos 

/ A > 
h[(x + h)" 1 + (x + h) n 2 x + (x + h)" 3 x 2 + ••• + x n 3 ] 
lim - 

a— »o h 


= nx 


n — 


1 


En la Seccion 2.3 se presentara una prueba alternativa basada en la regia del producto e induc- 
cion matematica. El metodo de factorizacion utilizado anteriormente se puede utilizar tambien 
para demostrar la regia general de la potencia para enteros negativos, r = -n, e inversos de en- 
teros, r = 1/n (veanse los Ejercicios 50 y 52 al final de esta seccion). 
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Ejemplo 4 


(Diferenciacion de la funcion valor absolute) Verifique que: 


Solucion 


Tenemos que 


Si fix) = \x\, 


entonces 



= sgn.v 


fix) = 



si x^O 
si x <0 


Por tanto, teniendo en cuenta el Ejemplo 1 anterior, f(x) = 1 si > 0 y fix) = -1 si x < 0. Ademas, el 
Ejemplo 4 de la Seccion 2.1 demuestra que / no es diferenciable en * = 0, que es un punto singular de /. 
Entonces ivease la Figura 2.15), 



La Tabla 1 muestra las derivadas elementales calculadas hasta ahora. A partir de la Seccion 2.3 
desarrollaremos reglas generales para calcular derivadas de funciones que se obtienen combinan- 
do funciones mas simples. De esa forma, raramente tendremos que recurrir a la definicion de de- 
rivada ni al calculo de limites para obtener derivadas. Es importante, sin embargo, recordar las 
derivadas de algunas funciones elementales. Conviene memorizar las de la Tabla 1. 


Tabla 1 . Algunas funciones elementales y sus derivadas 


fix) 

fix) 

c (constante) 

0 

x 

l 

X 2 

lx 

1 

1 

- 

—2 ix ¥=0) 

X 

X 

1 

yfx 

£ ix > 0) 

2jx 

x r 

rx'~ l ix r ~ l real) 

X 

\x\ 

— = sgn.v 

\x\ 


Notacion de Leibniz 

Como las funciones se pueden escribir de diferentes formas, resulta de utilidad tener mas de una 
notacion para representar las derivadas. Si >■ =/(*), se puede usar la variable dependiente y para 
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representar la funcion, e indicar la derivada de dicha funcion con respecto a x de alguna de las 
siguientes formas: 

dv d 

D.xy = y' = — = — fix) = fix) = DJ[x) = Df(.x) 


En las formas que usan «D X » se puede omitir el subindice x si la variable de diferenciacion es 
obvia. Frecuentemente, la forma mas conveniente de referirse a la derivada de una funcion dada 

d 

explicitamente como una expresion en la variable x es escribir — delante de la expresion. El 

dx 

d 

simbolo — es el operador diferencial y debe leerse «derivada con respecto a x de ...». Por ejem- 

dx 

plo, 

— x 2 = 2.x (la derivada con respecto a x de x 2 es 2x) 

dx 



- t wo = 100r" 
dt 


, dy „ , 

si v = u , entonces — = 3 m 
du 

El valor de la derivada de una funcion en un punto particular x 0 de su dominio se puede ex- 
presar tambien de diversas formas: 


D x y 


\x=x 0 


X = XQ 


dy 

dx 


|x = x 0 


d , x 
= ~T fix) 

dx 


= f(x 0 ) = DJ[x 0 ) 


\X = XQ 


El simbolo 


se denomina simbolo de evaluacion. Significa que la expresion que lo precede 


debe ser evaluada en x = x 0 . Por ejemplo, 

d 


dx 


= 4x 3 


A = -1 


= 4( -1) 3 = -4 


\x = — 1 


No hay que confundir las expresiones 

d d 

, fix ) y — fix) 

dx dx 

La primera expresion representa a la funcion, f'[x). La segunda representa un numero, f(x 0 ). 

Presentamos a continuacion otro ejemplo en el que la derivada se calcula a partir de la defini- 
cion, esta vez para una funcion algo mas complicada. 


Ejemplo 5 


, d ( x 

Utilice la definicion de derivada para calcular — —- 

dx \x 2 + 1 


= 2 
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cl 

Solucion Podriamos calcular — 


clx y* 2 + 1 

la expresion del cociente de Newton antes de tomar al limite 


y sustituir despues x = 2, pero es mas sencillo poner* = 2 en 


d 

clx l.* 2 + 1 


= 2 


= lim 

h ->0 


= lim 

h-> 0 


= lim 


= lim 


= lim 


2 + h 

2 

(2 + h) 2 + 1 

2 2 + 1 

h 


2 + h 

2 

5 + 4 h + h 2 

5 

h 


5(2 + h) - 2(5 + Mi + h 2 ) 

5(5 + 4/7 + h 2 )h 

-3 h - 2 h 2 


5(5 + Mr + h 2 )h 

-3-2 h 

3 

5(5 + 4/7 + h 2 ) 

" 25 


Las notaciones dy/dx y — f(x) se denominan notaciones de Leibniz de la derivada, tras el tra¬ 
ct* 

bajo de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), uno de los creadores del calculo, que utilizo 
esas notaciones. Las ideas principales del calculo fueron desarrolladas independientemente por 
Leibniz e Isaac Newton (1643-1727). Newton utilizo notaciones similares a las primas (/) que 
hemos usado aquf. 

La notacion de Leibniz viene sugerida por la definicion de derivada. El cociente de Newton 
[f[x + h) -f(x)]/h, cuyo limite se toma para calcular la derivada dy/dx, se puede escribir en la 
forma Ay/Ax, donde Ay =f[x + h) -f(x) es el incremento de y, y Ax- = [x + h) - x = h es el 
correspond!ente incremento de x cuando se pasa del punto (x, f(x)) al punto (x + h, f(x + h)) en 
la grafica de.r [tease la Figura 2.16). A es la letra griega delta mayuscula. Utilizando simbolos: 


dy 

dx 


.. Ay 
lim — 

Ax^O Ax 
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Diferenciales 

El cociente de Newton Ay/Ax es realmente un cociente de dos cantidades, Ay y Ax. Sin embargo, 
no esta claro del todo que la derivada dy/dx, el limite de Ay/Ax cuando Ax tiende a cero, se pue- 
da considerar como un cociente. Si y es una f unci on continua de x, entonces Av tiende a cero 
cuando Ax tiende a cero, por lo que dy/dx parece ser la cantidad sin sentido 0/0. No obstante, a 
veces resulta de utilidad referirse a las cantidades dy y dx, de forma que su cociente es la deriva¬ 
da dy/dx. Esto se puede justificar considerando dx como una nueva variable independiente (deno- 
minada diferencial dex) y definiendo una nueva variable dependiente dy (denominada diferen- 
cial de y, como una funcion de x y de dx de la siguiente forma: 

dy 

dy — — dx = f'(x) dx 

dx 

Por ejemplo, si y = x 2 , se puede escribir dy = 2 xdx, significando lo mismo que dy/dx = 2x. La 
notation diferencial se utilizara en la interpretacion y operacion con integrales al comienzo del 
Capitulo 5. 

Notese que, tal como han sido definidos, los diferenciales son simplemente variables que 
pueden ser pequenos en valor absoluto o no serlo. Los diferenciales dy y dx se utilizaron inicial- 
mente por Leibniz (y sus sucesores) para representar cantidades «infinitesimales» (cantidades in- 
finitamente pequenas, pero no cero), cuyo cociente dy/dx produce la pendiente de la tangente 
(una recta secante que pasa por dos puntos infinitamente proximos de la grafica y = f(x)). Se 
puede demostrar que esas cantidades «infinitesimales» no pueden existir (como numeros reales). 
Es posible ampliar el sistema de numeracion para que pueda admitir infinitesimales, y utilizarlos 
para desarrollar el calculo, pero no seguiremos esta linea. 

Las derivadas tienen la propiedad del valor medio 

iEs una funcion / definida en un intervalo / necesariamente la derivada de otra funcion definida 
en /? La respuesta es negativa. Algunas funciones son derivadas y otras no. Aunque una deriva¬ 
da no tiene que ser una funcion continua ( vease el Ejercicio 18 de la Seccion 2.6), debe tener la 
propiedad del valor medio, como una funcion continua: en un intervalo [a, b], la derivada f(x) 
debe tomar todos los valores entre f(a) y f(b) (vease el Ejercicio 19 de la Seccion 2.6 para una 
demostracion). Una funcion escalon definida en toda la recta real, como la funcion de Heaviside 
H(x) considerada en el Ejemplo 1 de la Seccion 1.4 no tiene esta propiedad, por ejemplo, en el 
intervalo [-1, 1], por lo que no puede ser la derivada de una funcion en dicho intervalo. Este argu- 
mento no es aplicable a la funcion signo, que es la derivada de la funcion valor absoluto en cualquier 
intervalo (vease el Ejemplo 4), incluso aunque no tenga la propiedad del valor medio en un intervalo 
que contenga al origen. Notese, sin embargo, que la funcion signo no esta definida en el origen. 

Si g(x) es una funcion continua en un intervalo /, entonces g(x) =f(x) para alguna funcion / 
que sea diferenciable en /. Volveremos sobre este hecho en el Capitulo 5 y lo demostraremos en 
el Apendice IV. 

>t 


y = H(x) 


l'*- 

-a 


y = i 


X 


Figura 2.17 Esta funcion no es una derivada en [-1, 1], No tiene la propiedad 
del valor medio. 
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Ejercicios 2.2 


Dibuje aproximadamente las graficas de las derivadas de 
las funciones de los Ejercicios 1-4. 

1. La funcion / dibujada en la Figura 2.18(a). 

2. La funcion g dibujada en la Figura 2.18(b). 

3. La funcion h dibujada en la Figura 2.18(c). 

4. La funcion k dibujada en la Figura 2.18(d). 

5. iDonde es diferenciable la funcion / de la Figura 
2.18(a)? 

6 . iDonde es diferenciable la funcion g de la Figura 
2.18(b)? 



Figura 2.18 


Utilice una herramienta grafica que permita la 
diferenciacion para dibujar las graficas de las funciones 
siguientes y de sus derivadas. Observe las relaciones entre 
las graficas de v y de / en cada caso. iQue caracteristicas de 
la grafica de v se pueden deducir a partir de la grafica de/? 

7. y = 3x - x 2 - 1 si: 8. y = ,t 3 -3.y 2 + 2.y+1 3» 

9. y = |x 3 - jc| 10. y = |.y 2 — 11 |.y 2 — 4| 


En los Ejercicios 11-22, calcule la derivada de las 
funciones dadas aplicando directamente la definicion de 
derivada. 


11. y = x 2 — 3.y 


12. /(.y) = 1 + 4x~ 5.y 2 


13. f(x) = x 3 


1 

3 + 4 1 


15. Fit) = Jit + i 

1 

17. y = x + - 


19. F[x) = 


21- y = 


V 1 + * 2 

1 




18. z = 


1+5 


20 . y = 2 

X 


f 2 -3 


22 ‘ ^ = 


23. iComo deberia definirse la funcion fix) = xsgnx en 
x = 0 para que sea continua en ese punto? iSeria 
entonces diferenciable en dicho punto? 


24. iComo deberia definirse la funcion g(x) = .Y 2 sgn.Y en 
x = 0 para que sea conti nua en ese punto? iSeria 
entonces diferenciable en dicho punto? 


25. iDonde no es diferenciable la funcion 
h(x) = |.y 2 + 3.y + 21? 


26. 


Utilizando una calculadora, calcule la pendiente n=g 
de la recta secante a y = x 3 - 2.y que pasa por los ill 
puntos correspondientes a x = 1 y 1 + Ax, para varios 
valores de Ax de tamano decreciente, por ejemplo 
Ay = ±0,1, ±0,01, ±0,001 y ±0,0001 (haga una 
, cl , 

tabla). Calcule tambien — (x - 2x) utilizando la 

dx x=l 

defi nicion de derivada. 


1 

27. Repita el Ejercicio 26 para la funcion f(x) = - n=? 

y los puntos .y = 2 y 2 + Ay. a 

Utilizando la defi nicion de derivada, calcule las ecuaciones 
de las rectas tangentes a las curvas de los Ejercicios 28-31 
en los puntos que se indican. 

28. y = 5 + 4jc - x 2 en el punto donde x = 2 

29. y = Jx + 6 en el punto (3, 3) 


30. 


y = 


t 

t 2 - 2 


en el punto donde t = 


-2 


2 

31. y = -p—^- en e l P unto donde t = a 


Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 
32-37 utilizando la regia general de la potencia. iDonde es 
valida cada derivada? 


32. f(x) =x" 17 
34. y = x 1/3 
36. r 2 ' 25 


33. git) = t 22 
35. y = .y“ 1/3 
37. 5 119/4 


14. s = 
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En los Ejercicios 38-48 se pueden utilizar las formulas de 
derivadas obtenidas en esta seccion. 

d r , 1 

38. Calcule — Js 39. Calcule F'[\) si F(x)=- 

ds J= g X 

40. Calcule /'( 8 ) si /(x) = x _2/3 


41. Calcule dy/dt 


si y = t 


1/4 


U=4 

42. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva 

y = ^Jx en * = xq. 


43. Calcule la ecuacion de la recta normal a la curva 
y = \jx en el punto x = a. 

44. Demuestre que la curva y = x 2 y la recta x + 4v = 18 
se cortan formando un angulo recto en uno de sus dos 
puntos de interseccion. Sugerencia : Calcule el producto 
de sus pendientes en uno de sus dos puntos de 
interseccion. 


45. Hay dos rectas distintas que pasan por el punto (1, -3) 
y son tangentes a la curva y = x 2 . Calcule sus 
ecuaciones. Sugerencia'. Dibuje una grafica. No se dan 
los puntos de tangencia. Denominelos (a, a 2 ). 

46. Calcule las ecuaciones de dos rectas que tengan 
pendiente -2 y sean tangentes a la grafica de y = 1/x. 

47. Calcule la pendiente de una recta que pase por el punto 
(-2, 0 ) y sea tangente a la curva y = Jx. 

*48. Demuestre que existen dos tangentes distintas a la 
curva y = x 2 que pasan por el punto (a, b) suponiendo 
que b < a 2 . iCuantas tangentes pasan por el punto 
(a, b) si b = a 2 ? si b > a 2 l 

*49. Demuestre que la derivada de una funcion impar 
diferenciable es par y que la derivada de una funcion 
par diferenciable es impar. 

*50. Demuestre el caso r = —n (siendo n un entero 

positivo) de la regia general de la potencia. Es decir, 
demuestre que 



Utilice la formula de factorizacion de una diferencia 
de potencias n-esimas dada en esta seccion. 

*51. Utilice la formula de factorizacion de una diferencia 
de cubos: 

tf — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 

como ayuda para calcular la derivada de f(x) = x 1/3 
utiIizando directamente la definicion de derivada. 


*52. Demuestre la Regia General de la Potencia para — x r , 

dx 

siendo r = 1 jn y n un entero positivo. Sugerencia'. 


d 

dx 


x Vn 


(x + h) 1/n - x 1,n 

lim- 

/i-vo h 

(x + h) Vn - X 1/ " 

M «x + h) l "r - (* v t 


Aplique la formula de factorizacion de una diferencia 
de potencias n-esimas al ultimo cociente. 

53. Obtenga una demostracion de la regia de la potencia 


d 

dx 


l 


para enteros positivos n utilizando la formula del 
binomio de Newton: 


(x + h) n = x" + ” x^ 1 /; 


n(n — 1) 
1 x 2 


x”- 2 /i 2 


+ 


n(n — 1)(« — 2) 
1x2x3 


,x"“ 3 /! 3 


h n 


*54. Utilice las derivadas por la izquierda y por la derecha, 
f+(a) y f'-(a) para definir el concepto de una 
semirrecta con origen en [a, f(a )) que es tangente por 
la izquierda o por la derecha a la grafica de / en 
x = a. Demuestre que la grafica tiene tangente en 
x = a si y solo si tiene tangentes por la izquierda y 
por la derecha que son dos partes de una misma recta. 
iCuales son las tangentes por la izquierda y por la 
derecha a las graficas de y = x 1/3 , y = x 2/3 y |x| en 
x = 0? 


Reglas de diferenciacion 


Si hubiera que calcular todas las derivadas utilizando la definicion, como en los ejemplos de la 
Seccion 2.2, el calculo seria sin duda una materia penosa. Afortunadamente, hay una forma mas 
facil. Desarrollaremos varias reglas de diferenciacion generales que nos permitiran calcular las 
derivadas de combinaciones complicadas de funciones de forma mas sencilla, sin mas que cono- 
cer previamente las derivadas de algunas funciones elementales que^vimos en la seccion anterior. 

Por ejemplo, vamos a ser capaces de calcular la derivada de , | sin mas que conocer las 

V* + 1 
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derivadas dex 2 y de Jx. Las reglas que desarrollaremos en esta seccion nos permitiran diferen- 
ciar sumas, productos por una constante, productos y cocientes de funciones cuyas derivadas ya 
conozcamos. En la Seccion 2.4 aprenderemos a diferenciar composiciones de funciones. 

Antes de desarrollar las reglas de diferenciacion es necesario establecer un teorema obvio pe- 
ro muy importante que dice, mas o menos, que la grafica de una f unci on no puede romperse en 
un punto donde dicha funcion es suave. 


TEOREMA Ser diferenciable implica ser continua 

Si / es diferenciable en x, entonces es continua en x. 


DEMOSTRACION Como / es diferenciable en x, sabemos que existe 


fix + h) - f(x) 
lim- 

h — >0 h 


= fix) 


Utilizando las reglas de los 1 1 mites (Teorema 2 de la Seccion 1.2), tenemos que 

(f[x + h) — f(x)\ 

lim (fix + h) -fix)) = lim n (h) = if'ix))i0) = 0 
h ->0 h->0 \ h J 

Esto es equivalente a lim fix + h) = fix), lo que indica que / es continua en x. 




Sumas y productos por constantes 

La derivada de una suma (o diferencia) de funciones es la suma (o diferencia) de las derivadas 
de las funciones. La derivada del producto de una funcion por una constante es la misma cons¬ 
tante multiplicada por la derivada de la funcion. 


TEOREMA Reglas de diferenciacion de sumas, diferencias y productos por constantes 

Si las funciones / y g son diferenciables en x, y C es una constante, entonces las funciones 
/+ g, f- g y Cf son diferenciables en x y 

(/+ g)'(x) = fix) + g'ix) 
if - g)'(x) =/'(x) - g'ix) 
iCf)'(x) = Cf'ix) 


DEMOSTRACION Las tres demostraciones son directas, utilizando las reglas de limites 
correspondientes del Teorema 2 de la Seccion 1.2. Para la suma, tenemos que 


(/+ g)'(x) = lim 

h —> 0 


= lim 

h—> 0 


(/+ g)jx + h) ~ if + g)jx) 
h 

(fix + h) + gjx + /;)) ~ jfjx) + gjx)) 
h 


, (fix + h) - fix) g(x + h) - g(x) 

= lim-1- 

h —> o y h h 

= fix) + g'ix) 
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dado que el limite de la suma es la suma de los 1 1 mites. La demostracion para la diferencia 
es similar. Para el caso de la multiplicacion por una constante, tenemos que 


(Cf)'(x) 


lim 

/i-> 0 


lim 

h-> 0 


Cf(x + h) ~ Cf(x) 
h 

f(x + h) - f(x) _ 
h 


Cf(x) 




La regia de diferenciacion de sumas se puede ampliar a cualquier suma de un numero finito de 
terminos: 

(A+A + - +/„)'=/!+/2 + -• +fn (*) 

Para ver esto se puede utilizar una tecnica denominada induccion matematica (vease la nota 
que sigue). El Teorema 2 demuestra que el caso de n = 2 es cierto. Este es el PASO 1. Para el 
PASO 2 debemos demostrar que si la formula (*) se cumple para algun entero n = k ^ 2, enton- 
ces debe cumplirse tambien para n = k + 1. Por tanto, supongamos que 

(A +/ 2 + ••• +/*)' =fi +fi + ■■■ +fk 


Induccion matematica 

La induccion matematica es una tecnica para demostrar que una afirmacion sobre un entero n es 
cierta para todo entero n mayor 0 igual que algun entero inicial « 0 . La demostracion se realiza en 
dos pasos: 

PASO 1. Se demuestra que la afirmacion es cierta para n = n 0 . 

PASO 2. Se demuestra que si la afirmacion es cierta para algun entero n = k, siendo k ^ « 0 , 
entonces es tambien cierta para el siguiente entero superior, n = k + 1. 

El paso 2 evita que haya un entero minimo mayor que n 0 para el que la afirmacion sea falsa. Si 
es cierta para n 0 , debe ser cierta tambien para todos los enteros mayores. 


Tenemos entonces que 

(A +A + +fk +fk+iY 

= ((A +A + ••• +A) +fk+iY 

V v ; J 

Sea / esta funcion 

= (/ + f k+1 Y (Ahora se usa el caso conocido n = 2) 

=/' +f k+ 1 

=Ai+A + ••• +/*+/;+1 

Una vez verificados ambos pasos, podemos decir que (*) se cumple para n ^ 2 por induccion. 
Por tanto, se cumple en particular que la derivada de un polinomio es la suma de las derivadas 
de sus terminos. 


Ejemplo 1 


Calcule las derivadas de las funciones 


^3 1 

(a) 2x 3 - 5.t 2 + 4x + 7, (b) f(x) = 5^ + - - 18, (c) y = - r 4 - 3 t vz 

x 1 


Solucion Todas las funciones son sumas de funciones multiplicadas por constante, que ya sabemos co- 
mo diferenciar: 
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(a) — (2x 3 - 5x 2 + 4x + 7) = 2(3x 2 ) - 5(2x) + 4(1) + 0 = 6x 2 - lOx + 4 
clx 

(bl/ '" l = 5 (^) + 3 (-?)' 0 = 2 X ? 



Solucion Si x = -2, entonces y = 14. La pendiente de la curva en (-2, 14) es 



La ecuacion de la tangente es entonces y = 14 - ll(x + 2), o y = -llx - 8. 


Regia del Producto 

La regia para diferenciar un producto de funciones es un poco mas complicada que la de las su- 
mas. No es verdad que la derivada de un producto sea el producto de las derivadas. 

TEOREMA Q Regia del Producto 

Si las funciones / y g son diferenciables en x, entonces el producto fg es tambien diferen- 
ciable en x y 

ifgYix) =f'Wg(x) +f(x)g'(x) 

DEMOSTRACION Escribiremos el cociente de Newton de fg y sumaremos 0 al nume- 
rador de forma que nos permitira considerar separadamente los cocientes de Newton de / 
Y g- 


. , . .. fix + h)g[x + h) -f{x)g(x) 

ifgYix) = lim- - - 

/i-> o h 

,, fix + h)g(x + h) - fix) g(x + h) +f(x)gix + h) - fix)g(x) 
= lim - 

/i-» o h 


= lim 

h^> 0 


fix + h) - fix) gix + h) - gix) 

— gix + h) + fix) — 


h 


h 


= f(x)g(x) +f(x)g'(x) 

Para obtener el resultado final hemos utilizado el hecho de que / y g son diferenciables y 
de que, por tanto, g es continua (Teorema 1), asf como las reglas de limites del Teorema 2 
de la Seccion 1.2, La Figura 2.19 es una demostracion grafica de la regia del producto. 
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Demostracion grafica de la regia del producto 

Tenemos que u = f(x) y v = g(x), de forma que el area rectangular uv representa a f(x)g(x). Si x 
cambia una cantidad Ax, I os incrementos correspond! entes de u y v son An y Av. El cambio en el 
area del rectangulo es 

A[uv) = ( u + A u)[v + Av) — uv 
= ( Au)v + u( Av) + (Au)(Av) 


que es la suma de las tres areas sombreadas. Dividiendo por Ax y tomando el limite cuando 
Ax -> 0 obtenemos 


ya que 


d / du\ / dv 

— (uv) = — r + u — 
dx \dx \dx 


An du 

lim — Av = — x 0 = 0 
Ax dx 


uAv AuAv 


? 

T 

uv 

■* 


u Au 


Figura 2.19 


Ejemplo 3 


Calcule la derivada de (x 2 + l)(x 3 + 4), utilizando y sin utilizar la regia del producto. 
Solucion Usando la regia del producto, f(x) = x 2 + 1 y g(x) = x 3 + 4, con lo que se calcula 


— ((x 2 + 1)U 3 + 4)) = 2.y(x 3 + 4) + (x 2 + l)(3x 2 ) = 5x 4 + 3x 2 + 8x 
dx 


Por otra parte, se puede calcular tambien la derivada multiplicando los dos binomios y diferenciando el po- 
linomio resultante: 


4- + DU 3 + 4)) 

dx 


— (x 5 + x 3 + 4x 2 + 4) = 5x 4 + 3x 2 + 8x 
dx 


Ejemplo 4 


dy 

Calcule — si 

dx 



Solucion Usando la regia del producto, siendo / y g las funciones encerradas entre parentesis, se ob- 
tiene 
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Ejemplo 5 


v[2) = 1 y v'(2) 


Sea y = uv el producto de dos funciones u y v. Calcule y'(2) si u(2) = 2, u'(2) = 
= 3. 


-5, 


Solucion Usando la regia del producto, tenemos que 


y' = (uv)' = u'v + uv' 


Por tanto, 


y'(2) = u'(2)v(2) + u( 2)v'(2) = (-5)(1) + (2)(3) =-5 + 6 = 1 


Ejemplo 6 


Utilice induccion matematica para verificar la formula — x" = nx" 1 para todos los ente- 

dx 


ros positivos n. 


Solucion Para n = 1, la formula dice que — x 1 = 1 = 1*°, por lo que en este caso la formula es verda- 

dx 

dera. Debemos demostrar ahora que si la formula es verdadera para n = k > 1 , es tambien verdadera para 
n = k + 1. Por tanto, supongamos que 


d 

dx 


= kx k ~ 


l 


Utilizando la regia del producto, se calcula 

— x k+1 = — (x k x) = (kx k ~\x) + (/)(1) = (k + 1)/ = (,k + l)x (i+1)_1 
dx dx 

Entonces, la formula es verdadera tambien para n = k + 1. La formula es verdadera para todos los enteros 

n ^ 1 por indue cion. 


La regia del producto se puede extender a productos de cualquier numero de factores. Por 
ejemplo: 

(fgh)'(x) =f'(x)(gh)(x) +f(x)(gh)'(x) 

= f(x)g(x)h(x) + f(x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h’(x) 

En general, la derivada de un producto de n funciones tendra n terminos. Cada termino sera 
el mismo producto, pero con uno de sus factores sustituido por su derivada: 

(A/2/3 ~ flflh "'fn +A/2/3 ~"fn + +./1./2./3 

Esto se puede demostrar mediante induccion matematica. Vease el Ejercicio 54 al final de esta 
seed on. 


Regia de la Inversa 

TEOREMA^^ Regia de la Inversa 

Si / es diferenciable en x y f(x) ¥= 0, entonces 1/f es diferenciable en x y 

iy w = zm 

f) (fix)) 2 
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DEMOSTRACION Utilizando la definicion de derivada, se calcula 


d 1 f{x + h) f(x) 

-—- = 1 1 m- 

dx fix) /i-o h 

, fix) ~ fix + h) 

— 11IT1 -;-r—;—~ 

h —>0 hfix + h)fix) 

*-»o \/(x + h)fix)) h 


- (/M ) 5 /W 

Para obtener el resultado hemos utilizado la continuidad de / (Teorema 1), asf como las 
reglas de limites de la Seccion 1.2. 


Ejemplo 7 


Diferencie las funciones 


7TT y — 


Solucion Utilizando la Regia de la Inversa: 


d ( 1 


dx +17 U 2 + 1 Y 


(b) fit) = 7 —^ = 


1 1\ -r r - 1 1 - r 

IV l 1 “ ? J = FTTp ~ “ FTTP 


La Regia de la Inversa se puede utilizar para confirmar la regia general de la potencia para 
enteros negativos: 

d n 


JT" = -nx -"- 1 


que ya hemos demostrado para enteros positivos. Tenemos que 

d _ n d 1 -nx"~ l 
dx dx x" ix n ) 2 


(Diferenciacion de sumas de inversos) 

d f x 2 + x + 1\ d /1 1 1 


i 2 3 

dx \x x x 


= — (x 1 + X 2 + X 3 ' 
dx 


t 2 — 2x 3 — 3x 4 = 


1 2 3 

X 2 X 3 X 4 
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Regia del Cociente 


La Regia del Producto y la Regia de la Inversa se pueden combinar para obtener una regia de 
diferenciacion del cociente de dos funciones. Observese que 


d /f(x)\ 
dx \g(x)) 


d 

dx 


fix) 


§(x) 


= f(x) -yr + f(x) 
g(x) 


g'ix) \ 
(g(x)) 2 } 


g(x)f(x) ~f(x)g’(x) 
(,"(•')) 2 


Por tanto, hemos demostrado la siguiente regia del cociente. 


TEOREMA^^ Regia del Cociente 

Si / y g son diferenciables en x y g(x) / 0, entonces el cociente f/g es diferenciable en x y 


(f Y, \ gix)f(x) ~f(x)g'(x) 

UJ w “-(iwp- 

^• 


Algunas veces los estudiantes tienen problemas para recordar esta regia. Si los terminos del nu- 
merador invierten su orden el signo final cambiara. Es importante recordar (y utilizar) la regia 
del cociente de la siguiente forma: 


(cociente)' 


(denominador) x (numerador)' - (numerador) x (denominador)' 
(denominador) 2 


Ejemplo 9 


Calcule las derivadas de 


1 - x 2 

la| - v - IT?’ 


J t a + b6 

(b) V (0 m = —— 

3 — bt m + nu 


Solucion En todos los casos se emplea la Regia del Cociente. 

4x 


dy _ (1 + x 2 )[—2x) — (1 — x 2 )(2x) 
la) dx (1+x 2 ) 2 


(1 


,. 2\2 


(b) 


dt \ 3 — 5t 


(3 -5 t)d- 

2jt 


t(~ 5) 


3 + 5 1 


(3 - W 


2^t(3-5t) 2 


to m = 


[m + n9)(b) — (a + b6)(n) mb — na 


(m + nO) 2 


(m + n9) z 


En los tres casos del Ejemplo 9 la Regia del Cociente produce fracciones con numeradores que 
son complicados, pero que se pueden simplificar algebraicamente. Es recomendable intentar rea- 
lizar este tipo de simplificaciones al calcular derivadas, ya que la utilidad de las derivadas en 
aplicaciones de calculo depende muchas veces de esas simplificaciones. 
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Ejemplo 10 


curva y = [x - 1 ) 


Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (-1, 0) y son tangentes a la 
/{x + 1 ). 


Solucion El punto (-1, 0) no esta en la curva, por lo que no es el punto de tangencia. Supongamos que 
una recta es tangente a la curva en x = a ; entonces el punto de tangencia es (a, (a - 1 )/(a + 1)). Notese 
que a no puede ser -1. La pendiente de la recta debe ser 


dy _ (x + 1 )( 1 ) - (x - 1 )( 1 ) 
dx x=a (x + l ) 2 


2 

[a + l ) 2 


Si la recta pasa ademas por (-1, 0), su pendiente debe ser 


a + 1 a — 1 

a — ( — 1 ) (a + l ) 2 


Igualando las dos expresiones de la pendiente, se obtiene una ecuacion de la que se puede despejar a\ 

a- 12 
(a + l ) 2 (a + l ) 2 

Por tanto a = 3, y la pendiente de la recta es 2/4 2 = 1/8. Solo hay una recta que pasa por el punto (-1, 0) 
y es tangente a la curva, y su ecuacion es 

1 

y = 0 + - (x + 1) o x — 8 y + 1 = 0 

o 


Observacion Las derivadas de cocientes de funciones en las que el denominador es un 
monomio, como el caso del Ejemplo 8, se pueden resolver en general mas facilmente separando 
el cociente en varias fracciones (como hicimos en ese ejemplo), en vez de utilizar la Regia del 
Cociente. 


Ejercicios 2.3 


En los Ejercicios 1-32, calcule las derivadas de las 
funciones dadas. Simplifique sus respuestas siempre que 
sea posible. 


1. y = 3x z — 5x — 1 


2. y = 4x 1/2 


3. f(x) = Ax 2 + Bx + C . . 6 ,2 

4. f(x) = -3 + -2 - 2 
X x 


5. z = 




45 ..-45 


15 


6 . y = x 45 - X 


7. g(t) = t 1/3 + 2r 1/4 + 3r 1/5 

8 . y = 3^?-4^ 9. u = \x^^\x~^ 

If 5 3 


10. F(x) = (3x — 2)(1 — 5x) 

ll- y = Jx (5 - x - 12. g (t) = - 


13. y = 


: 2 + 5x 


15. f(t) = 


2 — Tit 

1 - 4x 2 


17. f{x) = 3 

x 


19. y = 


2 +t + t 2 


21 . fix) = 

23. ^ = 


3 — 4x 
3 + 4x 

1 + \ft 


25. fix) = 


1 

ax + b 


14. y = 


3 -. 


16. g(y) = 


1 / 


M. /U 3 

18. giu) = - 


X — 1 

,2 


22 . z = 


t + 2t 


24. fix) = 


f - 1 
x 


. 3-4 


26. Fit) = 


x + 1 
t 2 + It - 8 


cx + d ' t 2 — t + 1 

27. f[x) = (1 + x)(l + 2x)(l + 3x)(l + 4x) 
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28. f(r) = (r 2 + r~ 3 - 4 )(r 2 + r 3 + 1 ) 

29. y = (x 2 + 4)( v /x + 1)(5 .v 2/3 - 2) 

M U 2 + l)(x 3 + 2) 

3°. y = p- 

*31. y = — 

2.v 

*32. /(*) = 


(x 2 + 2 )(x 3 + 1 ) 
x 

r - 


3x + 1 

x- 1)(2 -x)(l -x 2 ) 


V^(3 + 2 x) 

Calcule las derivadas en los Ejercicios 33-36, sabiendo que 
/(2) = 2 y /'(2) = 3. 


33. 


dx \/(x) 


34. 


d f f[x) 


35. ^ U 2 /W) 
ax 


d /x 2 —4' 

37. Calcule- 


: = 2 


: = 2 




: = 2 


36. 


/(*) 

dx V x 2 + /(x) 


2 


39. Si /(x) = 


dx \x + 4 

r x 


d Ai+Ji) 
38. Calcule- - v 
dt\ 5 -t 


f=4 


X + 1 


, calcule /'( 2 ). 


40. Calcule - (1 + r)(l + 2r)(l + 3t)(l + At) 

dt\ 

41. Calcule la ecuacion de la recta tangente a 

2 

y = - -p en el punto ( 1 , - 2 ). 


t =o 


3 - 4 J~x 


42. Calcule la ecuacion de la tangente y la normal a 

x + 1 

y =-- en x = 2 . 

x — 1 

43. Calcule los puntos de la curva y = x + 1/x donde la 
recta tangente es horizontal. 

44. Calcule las ecuaciones de todas las rectas horizontales 
que son tangentes a la curva y = x 2 (4 - x 2 ). 


45. Calcule las coordenadas de los puntos donde la curva 

1 

y = -5-tiene una tangente horizontal. 

x + x + 1 

46. Calcule las coordenadas de los puntos de la curva 

x + 1 

y =-- donde la tangente es paralela a la recta 

x + 2 

y = 4x. 

47. Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto 
( 0 , b) y es tangente a la curva y = 1 /x. Suponga que 
A/0. 

*48. Demuestre que la curva y = x 2 corta a la curva 
y = \jyjx formando angulos rectos. 

49. Obtenga dos rectas que sean tangentes a y = x 3 y pasen 
por el punto (2, 8). 

50. Obtenga dos rectas que sean tangentes a y = x 2 /(x - 1 ) 
y pasen por el punto (2, 0). 

51. (Regia de la Rafz Cuadrada) Demuestre que si / es 

diferenciable en x y f(x) > 0, entonces 

— H TT = 

Utilice la Regia de la Rafz Cuadrada para calcular la 
derivada de Jx 2 + 1. 

52. Demuestre que f(x) = |x 3 | es diferenciable en todo 
numero real x, y calcule su derivada. 


Induccion matematica 

53. Utilice induccion matematica para demostrar que 

d vi 

— x " /2 = - x (n/2) 1 para todo entero positivo n. Utilice 

dx 2 

a continuacion la Regia de la Inversa para obtener el 
mismo resultado para enteros n negativos. 

54. Utilice induccion matematica para demostrar la 
formula de la derivada de un producto de n funciones, 
que se presento anteriormente en esta seccion. 


Regia de la Cadena 

Aunqueya sabemos diferenciar Jx y x 2 + 1, todavfa no sabemos diferenciar Jx 2 + 1. Para ello 
es necesaria una regia que nos diga como diferenciar composiciones de funciones cuya derivada 
ya conozcamos. Esta regia se conoce con el nombre de Regia de la Cadena y es la regia de dife- 
renciacion que se utiliza mas a menudo. 


Ejemplo 1 


1 , 1 , 

La funcion - 5 —- es la composicion f(g(x)) de f(u)=- y g(x)=x - 4, cuyas derivadas son 

x - 4 u 


1 

f'(u) = — y g'(x) = 2 x 

U 
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De acuerdo con la Regia de la Inversa (que es un caso especial de la Regia de la Cadena), 


Y Mx)) = 
dx 


d 

dx 



— lx 

(x 2 4) 2 


-1 

(x 2 - 4) 2 


(2x) 


= f'(g(x))g'(x) 


Este ejemplo sugiere que la derivada de una fund on compuesta f(g(x)) es la derivada de / 
evaluada en g(x) multi pi icada por la derivada d eg evaluada en x. Esto es la Regia de la Cadena: 

d f{g(x)) =f(g(x))g'(x) 
dx 


TEOREMA^^ Regia de la Cadena 

Si /(h) es diferenciable en u = g(x) y g(x) es diferenciable en x, entonces la funcion com¬ 
puesta f°g(x) =f(g(x )) es diferenciable en x y 


(f°gY(x) =f(g(x))g'(x) 




En forma de la notacion de Leibniz, si y =f(u), siendo u = g(x), entonces y = f(g(x)) y: 

dy 

en u, y cambia con tasa — veces el cambio de u. 

du 

du 

en x, u cambia con tasa — veces el cambio de x. 

dx 

dy du 

Por tanto, en x, y = /(h) = f(g(x)) cambia con tasa — x — veces el cambio en x. Es decir: 

du dx 

dy dy du , , dy 

— = -—, donde — se evalua en u = g(x) 

dx du dx du 

Aunque parece que el sfmbolo du se cancelaria en el numerador y el denominador, esto no tiene 
sentido, ya que dy/du no se define como el cociente de dos cantidades, sino como una unica can- 
tidad: la derivada de y con respecto a u. 

Podrfamos intentar demostrar el Teorema 6 escribiendo 

Ay Ay An 
Ax Au Ax 

y tomando limites cuando Ac:->0. Esa demostracion seria valida para la mayoria de las fundo- 
nes compuestas, pero no para todas (vease el Ejercicio 46 al final de esta seccion). M as adelante 
en esta seccion se proporcionara una demostracion correcta, pero es mejor presentar previamente 
unos ejemplos para tener una idea mas clara de como funciona la Regia de la Cadena. 


Ejemplo 2 


1 . 


Calcule la derivada de y = ^Jx 

Solucion Tenemos que y =f(g(x)), siendo f(u) = J~u y g(x) = x 2 + 1. Como las derivadas de / y 
son 

1 

f[u) = 


y g'(x) = 2x 
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La Regia de la Cadena indica que 

y = yf(gW) =f(g(x))-g'(x) 
dx ax 



1 

2jx 2 + 1 


'(2x) 



Generalmente, al aplicar la Regia de la Cadena, no se introducen simbolos para representar 
las funciones que se componen, si no que se procede a calcular la derivada de la funcion «exter- 
na» y a multiplicarla por la derivada de la funcion «interna». Podemos decir entonces: «la deri¬ 
vada de / de algo es f de ese algo, multiplicada por la derivada de ese algo». 


Funciones internas y externas 

En la funcion compuesta f(g(x )), la funcion / es «externa» y la funcion g es «interna». La Regia 
de la Cadena dice que la derivada de la funcion compuesta es la derivada /' de la funcion exter¬ 
na evaluada en la funcion interna g(x ) multiplicada por la derivada g'(x) de la funcion interna: 



/ l y / 4 

(a) [lx - 3 ) 10 , (b) f[t) = \t 2 -l\, y (c) ( 3y + (2y + 1)3 ) 


Solucion 

(a) Aqui, la funcion externa es la decima potencia. Debe diferenciarse primero y el resultado multiplicarse 
por la derivada de la expresion lx - 3: 

— [lx - 3) 10 = 10(7x - 3) 9 (7) = 70(7x - 3) 9 

dx 

(b) En este caso estamos diferenciando el valor absolute de algo. La derivada es la funcion signo de ese 
algo, multiplicada por la derivada de ese algo: 

. , 2 ,, (21 si t < -1 o t > 1 

, 2 t(r - 1) 

f[t) = (sgn(r 2 - 1))(2?) = —j——- = <-2r si -l<r<l 

[indefinida si t=± 1 

(c) Aqui es necesario usar dos veces la Regia de la Cadena. Se comienza por diferenciar la potencia 1/4 de 

algo, pero ese algo contiene la potencia -3 de 2x + 1, y para derivar eso sera necesaria de nuevo la 

Regia de la Cadena: 

d ( i y /4 i / i y 3/4 d ( 1 \ 

dx I 3 ' 1 + (2x + l) 3 ) ~ 4 \ 3a + (2x + l) 3 ) dx \ + (2x + l) 3 ) 

i / i y 3/ V 3 d \ 

~ 4 V A + (2x + l) 3 j ( 3 “ (2x + l ) 4 dx (2x + l) J 


-3/4 
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Cuando ya estemos familiarizados con la Regia de la Cadena, podremos ahorrar pasos realizando toda 
la operacion en un solo paso: 


d_( i y / 4 

dx 1 (2x + l) 3 / 


3x + 


1 

(2x + iy 


(2x + 1)‘ 


-3/4 


3x 


4 (2) 


[2x + 1) 

1 \ - 3/4 

(2x + l) 3 


El uso de la Regia de la Cadena produce productos de factores que no aparecen en el orden en el 
que se escriben de forma natural, por lo que muchas veces se modificara el resultado para escri- 
bir los factores en un orden diferente. Esto es obvio en los apartados (a) y (c) del ejemplo ante¬ 
rior. En monomios (expresiones que son producto de factores), es habitual escribir los factores 
en orden de complejidad creciente de izquierda a derecha, colocando primero los factores nume- 
ricos. Hay ocasiones en las que no merece la pena gastar tiempo realizando estas operaciones. 
Una de el I as es cuando deseamos particularizar la derivada en un valor concreto. En ese caso, se 
sustituye el valor tan pronto como se pueda tras calcular la derivada, antes de realizar modifica- 
ciones de orden o simplificaciones: 

= 10(x 2 - 3) 9 (2 .y) = (10)(1 9 )(4) = 40 

x=2 x = 2 


(V - 3)“ 


Ejemplo 4 


Suponga que / es una funcion diferenciable en la recta real. Exprese en funcion de /', o 
/, las derivadas de: 

(a) /(3a), (b) fix 1 ), (c) f(nf(x)), y (d) [/( 3 - 2 f[x))]\ 


Solucion 


(a) 4 /(3-v) = (/'( 3at))(3) = 3f(3x) 

dx 

(b) 4 Ax 2 ) = (f’(x 2 m2x) = 2 xf(x 2 ) 
ax 

(c) — f [nfix)) = if(nf(x)))inf(x)) = nfix) finfix)) 
dx 

(d) 4 E/(3 - 2/U))] 4 = 4[/(3 - 2/(x))] 3 /'(3 - 2f(x))i-2f’(x)) 

dx 

= -8/'(x)/'(3 - 2/(x))[/(3 - 2fix))] 2 


Calculo de derivadas con Maple 

□ Los sistemas de algebra por ordenador conocen las derivadas de funciones elementales y pueden 
103 calcular simbolicamente las derivadas de combinaciones de esas funciones, utilizando las reglas 
de diferenciacion. El operador D de M aple se utiliza para calcular la derivada D( f) de una fun¬ 
cion f de una variable. Alternativamente, se puede utilizar di f f para diferenciar una expresion 
con respecto a una variable y emplear despues la rutina desustitucion subs para particularizar el 
resultado en un numero concreto. 

> f : = x- >sqrt(l+2*x~2); 

= V 1 + 2x2 
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> f p r i me : = D ( f ) ; 


> f p r i me ( 2); 


> di ff(t~2*si n(3*t) , t) ; 


fprime : = x —» 2 


x 

^1 + 2x 2 


4 

3 


2rsen (3 1 ) + 3r 2 cos(3r) 


> s i mp I i f y ( s u b s ( t = P i / 12, %) ) ; 



1 2 

+ — n 2 

96 



Uso de la Regia de la Cadena en las formulas de diferenciacion 

Sea h una funcion diferenciable en x ey = u". La aplicacion de la Regia de la Cadena produce 

cl dy dy du , du 

iI flu 

dx dx du dx dx 


La formula 

d , du 

— u" = nu n ~ l — 
dx dx 

, d 

es simplemente la formula — x" = nx n 1 donde se ha incluido la aplicacion de la Regia de la 

dx 

Cadena para que se puede emplear con funciones de x, en vez de solo con x. Algunas otras re- 
glas de diferenciacion donde se puede aplicar la Regia de la Cadena son: 


d 

(T 

i — 1 du 


dx 


' u dx 


d 


1 du 


— 


= - 


dx 


2^fu dx 


d 

,i r ~ 

, du 

- _ 


dx 

it 

VIA, 

dx 


d 


du 

u du 

— 

\u\ 

= sgn« — = 

— 

dx 


dx 

M dx 


(Regia de la Inversa) 

(Regia de la Rafz Cuadrada) 
(Regia General de la Potencia) 
(Regia del Valor Absoluto) 


Demostracion de la Regia de la Cadena (Teorema 6) 

Sea / una funcion diferenciable en el punto u = g(x), con g una funcion diferenciable en x. Sea 
la funcion E(k) definida asf: 


E( 0) 
E(k) 


0 


f(u + k) —f(u) 
k 


/'(»), 


si k ^ 0 
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Por definition de derivada, lim^ 0 Elk) = flu) -f(n) = 0 = E( 0), por lo que E(k) es continua 
en k = 0. Ademas, sea k = 0 o no, tenemos que 

f(u + k) — /(h) = (f(u) + E(k))k 


Sea ahora u = g(x ) y k = g(x + h) - g(x), de forma que u + k = g(x + h), con lo que se obtiene 


f(g(x + h)) - f(g(x )) = (f(g(x)) + E(k))(g(x + h) - g(x)) 


Como g es diferenciable en x, lim,,^ 0 [g(x + h) - g(x)]/h = g'[x). Ademas, g es continua en x 
por el Teorema 1, por lo que lim,,^ k = lim ; ,^ 0 (g(x + h) - g[x )) = 0. Como E es continua en 0, 
E(k) = lim A .^ 0 E(k) = E( 0) = 0. Por tanto, 

d r , , u fig(x + h)) ~f(g(x)) 

— f(g(x)) = hrn - , - 

dx h^> o h 


= lirn (f'(g(x)) + E(k)) 

h — 


g(x + h ) - g(x) 
h 


como se queria demostrar. 


= ( f'(g(x)) + 0)g'(x) =f(g(x))g’(x) 




Ejercicios 2.4 


Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 1-16. 

1. y = (2x + 3) 6 


2 - y = ( 1 - 3 


3. fix) = (4 - x z ) 


2 \ 10 


4y = Jl - 


5. F(i) = ( 2 + y j 6. (1 +x 2/3 ) 3/2 


7. 


8. (i — 2r 2 r 3/2 


5 — 4jc 

9. ,y = |l-x 2 | 10. f[t) = |2 + r 3 | 

11. y = Ax + |4x - 1| 12. y = (2 + | .r| 3 ) 1/3 


13. >• = 


1 


2 + ^3^ + 4 


14. /U) = 1 


_ 2^ 4 


15. z= u 


i v 5/3 a/th? 


« ^ V 16 ' ' V (4 + x 2 ) 3 

17. Dibuje la grafica de la funcion del Ejercicio 10. 

18. Dibuje la grafica de la funcion del Ejercicio 11. 

Verifique que se cumple la Regia General de la Potencia en 
los Ejercicios 19-21. 


21. x 3 / 2 = 


En los Ejercicios 22-29, exprese las derivadas de las 
funciones dadas en funcion de la derivada /' de la funcion 
diferenciable /. 


22. f(2t + 3) 

24. 


2\ n 3 

/(- 


26. flj 3 + It) 
28. /(2/(3/(x))) 


d (Jx 2 — 1 

30. Calcule — ' —- 


dx \ x 2 + 1 


d 


23. /( 5x — x 2 ) 

25. ^3 + 2 fix) 

27. /(3 + 2^/x) 

29. /(2 - 3/(4 - 5f)) 

:= -2 


31. Calcule — J2t - 7 

<ix 


(=3 


32. Si /(x) = calcule /'(4). 

727+1 


33. Si y = (x 3 + 9) 17/2 , calcule/ 


:= -2 


19. x 1/4 = 


20 . x 3 4 = 


X^/X 


34. Calcule F’l 0) si F(x) = (1 + x)(2 + x) 2 (3 +x) 3 (4+ x) 4 

*35. Calcule / si v = (x + ((3x) 5 - 2) 1/2 ) _6 . I ntente 
hacer todo en un paso. 
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En los Ejercicios 36-39, calcule la ecuacion de la recta 
tangente a cada curva en el punto dado. 

36. y = yi + 2.v 2 en x = 2 

37. y = (1 + x 2/3 ) 3/2 en x = -1 

38. y = (ax + £>) 8 en x = b/a 

39. y = l/tx 2 - x + 3) 3/2 a x = -2 


40. Demuestre que la derivada de f(x) = (x - a) m (x - b) n 
se anula en algun punto entre a y b si m y « son 
enteros positivos. 

Utilice M aple u otro sistema de algebra por computador 
para calcular y simplificar las derivadas de las funciones de 
los Ejercicios 41-44. 


41. y = Vx 2 + 1 + 


1 

(x 2 + l) 3 ? 2 



43. 


dy 

dx 


si y = (t+ l)(r + 2)(r + 3)(r + 4)(r 5 + 5) 


t=2 


44. /'(I) si f(x) = 


(x 2 + 3) 1/2 (x 3 + 7) 1/3 


(x 4 + 15) 


1/4 


□ 


45. iPermite la Regia de la Cadena calcular las derivadas 
de |x| 2 y |x 2 | en x = 0? iTienen derivada esas 
funciones en x = 0? iPor que? 

*46. iQue es incorrecto en la siguiente «demostracion» de 
la Regia de la Cadena? Sea k = g(x + h) - g(x). 
Entonces lim^o k = 0. Por tanto, 

f(g(x+h))-f(g(x)) 

lim =- 

a—» o h 

f(g(x + h)) - f(g(x)) g(x + h) ~ g(x) 

= lim - 7 -r-7—- 

h-> 0 g(x + h) — g(x) h 

,. f(g(x) + k) - f(g(x )) g(x + /?) - g(x) 

= lim- 


42. y = 


(x 2 - l)(x 2 - 4)(x 2 - 9) 


D 


= fW)g'(x) 


Derivadas de funciones trigonometricas 


Las funciones trigonometricas, especialmente el seno y el coseno, juegan un papel muy impor- 
tante en el modelado matematico de fenomenos reales. Concretamente, aparecen siempre que las 
cantidades que se manejan varian de forma periodica. Los movimientos elasticos, las vibraciones 
y las ondas de todo tipo involucran de forma natural funciones trigonometricas, y muchas leyes 
de fenomenos fisicos y mecanicos se pueden formular como ecuaciones diferenciales en cuyas 
soluciones participan estas funciones. 

En esta seed on vamos a calcular las derivadas de las seis funciones trigonometricas. En rea¬ 
lidad, solo tendremos que trabajar en detalle una de el I as, la del seno, ya que las otras se pueden 
deducir a partir de esa utilizando igualdades conocidas y las reglas de diferenciacion de la Sec- 
cion 2.32. 


Algunos limites especiales 

En primer lugar, es necesario obtener algunos limites trigonometricos necesarios para calcular la 
derivada del seno. Se supone que los argumentos de las funciones trigonometricas se expresan en 
radianes. 


TEOREMA^^ Las funciones sen 6 y cos0 son continuas para todo valor de 6 . En particular, si 6 
mos que 

lim sen 9 = sen0 = 0 y lim cosfl = cosO = 1 

e~>o e^o 


0 tene- 


Este resultado es inmediato observando las graficas del seno y del coseno, por lo que no lo de- 
mostraremos aquf. Una demostracion se basa en el Teorema del Sandwich (Teorema 4 de la Sec- 
cion 1.2), y se sugiere en el Ejercicio 62 de la presente seccion. 

La grafica de la funcion y = (sen 0)/6 se muestra en la Figura 2.20. Aunque no esta definida 
en 6 = 0, la funcion parece tener limite 1 cuando 6 tiende a 0. 





CAPiTULO 2. Diferenciacion 145 


y = ■ 


sen# 



Figura 2.20 Parece que lim (sen0)/0 = 1. 

0-»O 


TEOREMA Un importante limite trigonometrico 


sen 9 


hm =1 

e-o 9 

(con 9 en radianes) 


DEMOSTRACION Sea 0 < 9 < Tifl, y representemos 9 como se muestra en la Figura 
2.21. Los puntosA(l, 0) y P(cos8, sen 0) estan sobre la circunferencia unidad x 2 + y 2 = 1. 
El area del sector circular OAP esta comprendida entre las areas de los triangulos OAP y 
OAT. 

A rea A OAP < A rea sector OAP < Area A OAT 



Figura 2.21 A rea A OAP < A rea sector OAP < A rea A OAT. 


Como se demuestra en la Seccion P.7, el area de un sector circular de angulo 0 (radianes) y 
radio 1 es 0/2. El area de un triangulo es (1/2) x base x altura, por lo que 

1 , , , , sen0 

A rea A OAP = - (1) (sen 6) = —— 


Entonces, 


1 , , , , sen0 

A rea A OAT = - (1) (tan 9) = --- 

2 2 COS 6 


sen 9 6 sen 9 

2 < 2 < 2cos0 


o, tras multiplicar por el numero positivo 2/sen 9, 

9 1 

1 <-< 


sen 6 cos 9 

Si ahora tomamos inversos, cambiando por tanto el orden de las inecuaciones: 

sen 9 

1 > —— > cos 9 
6 

Como lim cos 9 = 1 por el Teorema 7, la aplicacion del Teorema del Sandwich produce 


0^0 + 


,. sen 9 
hm — = 1 

e-*o+ 9 
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Finalmente, notese que sen 6 y 6 son funciones impares. Por tanto, f(6) = (sen 6)/6 es una 
funcionpar. f(-6) =f[6), como se muestra en la Figura 2.20. Esta simetria implica que el 
I (mite por la izquierda en 0 debe ser igual al I (mite por la derecha: 

sen0 sen0 

11 m -= 1 = 11 m - 

0-o- 6 0-0+ 6 

por lo que lim (send)/# = 1, por el Teorema 1 de la Seccion 1.2. 

0-0 

^• 

El Teorema 8 se puede combinar con las reglas de los limites y con igualdades trigonometricas 
conocidas para obtener otros limites trigonometricos. 


Ejemplo 1 


COS It - 1 

Demuestre que 11m-= 0. 

/i—o h 


Solucion Utilizando la formula del angulo mitad cos h = 1 - 2 sen (/t/2), se calcula 

cos/i - 1 2sen 2 (/i/2) 

lim-= lim-Sea 9 = hfl 

0—o h /;— o h 

sen 0 

= - lim —-— sen 6 = — (1)(0) = 0 

e-o 9 


Derivadas del seno y el coseno 

Para calcular la derivada de senx hay que usar la formula del seno de una suma (vease la Sec¬ 
cion P.7): 


sen (x + h) = sen x cos h + cosxsen h 


TEOREMALa derivada de la funcion seno es la funcion coseno. 

d 

— senx = cosx 
dx 

DEMOSTRACION Se utilizan la definicion de derivada, la formula del seno de una su¬ 
ma, las reglas de combinacion de limites, el Teorema 8 y el resultado del Ejemplo 1: 

d sen(x + h) - senx 

— sen x = 1 1 m- 

dx /i—o h 

senxcos h + cosxsen h- senx 
= lim- 

0—o h 

,, sen x (cos h - 1) + cosx sen h 

= 1 1 m- 

0—o h 

cosh - 1 sen h 

= lim senx-lim- f lim cosx-lim- 

0—o 0—o h 0—o 0—o h 




= (sen x) ■ (0) + (cosx) ■ (1) = cosx 
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TEOREMA La derivada de la funcion coseno es el negativo de la funcion seno. 

d 

— COSx = -sen.r 
dx 

DEMOSTRACION Podriamos repetir la demostracion anterior del seno, utilizando la 
formula del seno de la suma cos(x + /i) = cosxcos/i-senxsen/ 2 . Una forma mas sencilla es 
utilizar las formulas para angulos complementarios, sen (U/2)-x) = cosx y cos(U/2)-x) = 
= senx, y la Regia de la Cadena de la Seccion 2.4: 

— cosx = — sen (^ - x ) = (-1) cos (*-x)= - sen x 
dx dx \2 J \2 J 


Notese el signo menos en la derivada del coseno. La derivada del seno es el coseno, pero la deri¬ 
vada del coseno es menos el seno. Esto se muestra graficamente en la Figura 2.22. 



Figura 2.22 Grafica conjunta del 
seno y el coseno. La pendiente de la 
curva del seno en x es cosx, y la 
pendiente de la curva del coseno 
en x es - sen x. 
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Utilizando formulas trigonometricas se puede modificar a veces la forma de calcular la derivada. 
Diferenciando de diferentes formas se pueden obtener respuestas que parecen distintas, pero que 
deben ser iguales si no se han cometido errores. 


Ejemplo 3 


Utilice dos metodos diferentes para calcular la derivada de la funcion f(t) = senrcosr. 
Solucion Por la Regia del Producto, 

f'(t) = (cos r)(cos t) + (sen t)( - sen t ) = cos 2 1 - sen 2 1 
Por otra parte, como sen (2?) = 2 sen t cos t, tenemos que 

f'(t) = Q sen {2t)^j = ^ (2) cos(2 1 ) = cos(2r) 

Las dos respuestas son realmente la misma, ya que cos(2r) = cos 2 t - sen 2 r. 


Es muy importante recordar que las formulas de las derivadas de sen.*- y cosx se han obtenido 
bajo el supuesto de que x se mide en radianes. Como 180° = n radianes, x° = 7tx/180 radianes. 
Por la Regia de la Cadena, 


d 

— sen (x°) 

dx 



n 

180 



n 

180 


COS (x°) 


Analogamente, la derivada de cos(.r°) es (— 7r/180) sen (x°). 



Figura 2.23 sen(.v°) oscila 
mucho mas lentamente que 
senx Su maxima pendiente 
es 7i/180. 


Derivadas de otras funciones trigonometricas 


Como senx y cosx son diferenciables en todos sus valores, las funciones 


senx 

tan x =- 

cosx 


1 

secx = - 

cosx 


cosx 

cotx =- 

senx 


1 

cscx =- 

senx 


son diferenciables en todos los valores de x en donde estan definidas (es decir, donde sus deno- 
minadores son distintos de cero). Sus derivadas se pueden calcular aplicando las Reglas del Co- 
ciente y de la Inversa, como se indica a continuacion: 


d 


d 


dx 

tanx = sec 2 x 

— secx = 

dx 

sec x tanx 

d 


d 


— 

cotx = -csc 2 x 

— CSCx = 

-cscx cotx 

dx 


dx 
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Solucion Para la tangente se utiliza la Regia del Cociente y para la secante, la Regia de la Inversa: 


d d /sen x 

— tanx = — - 

dx dx \C0Sx 


d d 

cosx — (senx) - senx — (cosx) 
dx dx 


cosxcosx - senx(-senx) cos 2 x + sen 2 x 
cos 2 x cos 2 x 

1 


d l 1 \ —Id 


— secx = — 


— (cosx) 


dx \cos x) cos x dx 

-1 1 sen x 

= — 5 - (- senx) -- 

COS X COSX COSX 

= secx tan x 


Ejemplo 5 


Iai £r +cot (0] =3+ [' csc2 (^ 

d ( 3 \ d 

(t>) - —— =-(3csc(2x)) 
dx V sen (2x) ) dx 


11 1 

Jr 3 -2 


- csr - 
2 \ 2 


= 3(-esc (2x) cot (2x))(2) = -6 esc (2x) cot(2x) 


Ejemplo 6 


Calcule las rectas tangente y normal a la curva y = tan (tec/4) en el punto (1, 1). 
Solucion La pendiente de la tangente a la curva y = tan (7ix/4) en el punto (1, 1) es: 

dy n , n , (n\ n ( r-\ 2 n 

- = - sec 2 (tdc/ 4) = - sec 2 ( — ) = — [ Jl ) = - 

dx x= i 4 . r =i 4 \4/ 4 \ ) 2 


La tangente es la recta 

ti nx n 

y = 1 + - (x - 1) 0 3 , = y _ 2 + 1 

La pendiente de la normal es m= -2/n, por lo que su ecuacion punto-pendiente es 


2 2x 2 

y = 1-(x - 1) O y= -1-Pi 

71 71 71 
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Ejercicios 2.5 


1 . Verifique la formula de la derivada de 
esc* = l/(sen *). 

2. Verifique la formula de la derivada de 
cot* = (cos*)/(sen *). 

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 
3-36. Simplifique sus respuestas siempre que sea posible. 
Considere tambien la posibilidad de simplificar la 
expresion antes de diferenciarla. 

3 . y = cos 3* 

5. y = tan nx 
7. y = cot (4 - 3*) 

9. /(*) = COS (s — rx) 

11. sen (nx 2 ) 

13. y = yi + cos* 

15. /(*) = cos(* + sen*) 

17. u = sen 3 (7 t*/2) 

19. F(t) = senarcosa? 

21 . sen ( 2 *) - cos ( 2 *) 

23. tan* + cot* 

25. tan* - * 

27. rcos? - sen? 
sen* 

29. - 

1 + cos* 

31. * 2 cos (3a) 

33. v = sec (* 2 ) tan (* 2 ) 

35. sen (cos (tan ?)) 

36. f(s) = cos (5 + cos(s + coss)) 

37. Sabiendo que sen 2* = 2sen*cos*, deduzca que 
cos2* = cos 2 * - sen 2 *. 

38. Sabiendo que cos2* = cos 2 * - sen 2 *, deduzca que 
sen 2* = 2 sen* cos*. 

En los Ejercicios 39-42, calcule las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal a las curvas y = /(*) en los puntos 
dados. 

39. y = sen*, (n, 0) 40. y = tan (2*), (0, 0) 


4. y = sen - 

6 . y = sec ax 

8 . y = sen ((n — *)/3) 

10. y = sen (Ax + B) 

12 . cos (</*) 

14. sen (2 cos*) 

16. g(6) = tan (0ser\0) 

18. y = sec (1/*) 

sen a() 

20. G(6) =-- 

COS b0 

22 . cos 2 * - sen 2 * 

24. sec* - esc* 

26. tan (3*) cot (3*) 

28. rsen t + cos t 

30. C0SA 


1 + sen* 


32. g(t) = J(sen t)/t 
sen./* 


34. z = 


1 + cos 


41. y = ^C0S(*/4), (n, 1) 42. y = COS 2 *, 

43. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = sen (*°) en el punto * = 45. 

44. Calcule la ecuacion de la recta normal a la curva 
y = sec (*°) en el punto * = 60. 

45. Calcule los puntos de la curva y = tan*, 

7i/2 < * < nfl, donde su tangente es paralela a la 
recta y = 2*. 

46. Calcule los puntos de la curva y = tan (lx), 

7i/4 < * < 7t/4, donde su tangente es paralela a la 
recta y = -*/8. 

47. Demuestre que las graficas de y = sen*, y = cos*, 
y = sec* e y = esc* tienen tangentes horizontales. 

48. Demuestre que las graficas dey = tan* ey = cot* 
nunca tienen tangentes horizontales. 

iTienen las graficas de las funciones de los Ejercicios 

49-52 tangentes horizontales en el intervalo 0 ^ * ^ In? Si 

es asi, idonde? Si no, ipor que no? 

49. y = * + sen * 50. y = 2* + sen * 



51. y = * + 2 sen* 52. y = * + 2 cos* 

Calcule los Kmites de los Ejercicios 53-56. 
tan (2*) 


53. lim 


*o * 

. 2 , 


54. lim sec(1 + cos*) 


55. lim (x esc*cot*) 


56. lim cos 

jc—>0 


n — 7CCOS x 
J. 


57. Utilice el metodo del Ejemplo 1 para calcular 
1 - cos h 
lim-o— 


h-> o 


58. Calcule los valores de ay b que hacen que 


f(x) = 


b, 


12 sen * + 3 cos*, 
sea diferenciable en * = 0. 


* < 0 
* ^ 0 


59. 


iCuantas rectas existen que pasan por el origen y 
son tangentes a y = cos*? Calcule (con una 
precision de 6 decimales) las pendientes de las dos 
rectas que tienen las mayores pendientes positivas. 



Utilice M aple o algun otro sistema de matematicas por 
computador para calcular y simplificar las derivadas de las 
funciones de los Ejercicios 60-61. 


60. 


d x cos (* sen *) 


dx * + cos (*cos*) 


o 
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61. 


d 

dx 


[jlx 2 + 3 sen ( x 2 ) 


(2.v 2 + 3) 3/2 cos(.r 2 ) 


-=Jn 


(US 


*62. (Continuidad del seno y el coseno) 

(a) Demuestreque 

lim sen 0 = 0 y lim cost? = 1 

0->O 0^0 


de la siguiente forma: utilice el hecho de que la 
longitud de la cuerda AP es menor que la longitud 
del arco AP en la Figura 2.24 para demostrar que 

sen 2 0 + (1 - cos 9) 2 < 9 2 



Deduzca a continuacion que 0 ^ |sen0| < |0| y 
que 0 «; |1 — cos0| < |0|. Utilice ahora el 
Teorema del Sandwich de la Seccion 1.2. 


(b) El apartado (a) indica que sen 0 y cos 6 son 
continuas en 6 = 0. Utilice ahora las formulas de 
suma para deducir que son por tanto continuas 
para todo 9. 


El Teorema del Valor Medio 


Si salimos en un coche a las 13:00 horas y llegamos a una cuidad a 150 km de distancia del 
punto de partida a las 15:00 horas, habremos viajado a una velocidad media de 150/2 = 75 km/h, 
Aunque no hayamos viajado a esa velocidad constante, debemos haber viajado a 75 km/h al me¬ 
nos un instante en nuestro trayecto, porque si nuestra velocidad hubiera sido siempre inferior a 
75 km/h hubieramos recorrido menos de 150 km en dos horas, y si nuestra velocidad hubiera 
sido siempre superior a 75 km/h, habriamos recorrido mas de 150 km en dos horas. Para pasar 
de un valor inferior a 75 km/h a un valor superior a 75 km/h nuestra velocidad, que es una fun- 
cion continua con el tiempo, debe pasar por el valor de 75 km/h en al gun instante intermedio. 

La conclusion de que la velocidad media en un intervalo de tiempo debe ser igual a la velo¬ 
cidad instantanea en al gun instante de ese intervalo es un ejemplo de principio matematico im- 
portante. En terminos geometricos indica que si A y B son dos puntos de una curva suave, enton- 
ces hay al menos un punto c en la curva entre Ay B donde la recta tangente es paralela a la 
cuerda AB. Vease la Figura 2.25. 



Figura 2.25 Existe un punto C en la curva donde 
la tangente es paralela a AB. 


El siguiente teorema postula de forma mas precisa el principio anterior. 
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TEOREMA 0 Teorema del Valor Medio 

Sea una f unci on F continua en el intervalo cerrado finito [a, b], y diferenciable en el inter- 
valo abierto (a, b). Existe un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que 


f(b) — f(a) 
b - a 


=f'[c) 


Esto indica que la pendiente de la cuerda que une los puntos [a, f(a)) y ( b , f{b)) es igual 
a la pendiente de la recta tangente a la curva >■ = f(x ) en el punto (c, f(c)), por lo que las 
dos rectas son paralelas. 


M as adelante en esta seccion demostraremos el Teorema del Valor M edio. Por el momenta, rea- 
lizaremos algunas observaciones. 

1. Todas las hipotesis del Teorema del Valor M edio son necesarias para que se cumpla su con¬ 
clusion: si f no es continua en todo punto del intervalo [a, b ] o no es diferenciable en un 
solo punto de [a, b), entonces puede no haber ningun punto en el que la tangente sea parale- 
la a la secanteA# ( vease la Figura 2.26). 



Figura 2.26 Funciones que no 
satisfacen las hipotesis del 
Teorema del Valor M edio, 
y por tanto, su conclusion es falsa: 

(a) / es discontinua en el extremo b. 

(b) / es discontinua en p. 

(c) f no es diferenciable en p. 


2. El Teorema del Valor M edio no ofrece ninguna indicacion de cuantos puntos C existen en la 
curva entre A y B donde la tangente es paralela a AB. Si la curva es en realidad una linea 
recta, entonces todos sus puntos tendran la propiedad requerida. En general, puede haber 
mas de un punto ( vease la Figura 2.27), pero el Teorema del Valor Medio solo asegura que 
debe existir al menos uno. 



Figura 2.27 En esta curva hay tres puntos C 
donde la tangente es paralela a la cuerda AB. 


3. El Teorema del Valor Medio no da ninguna informacion sobre como encontrar el punto c. 
Solo indica que este punto debe existir. En algunas funciones simples es posible encontrar c 
[vease el ejemplo que sigue), pero hacerlo asi no suele tener valor practico. Como veremos 
posteriormente, la importancia del Teorema del Valor Medio reside en su uso como herra- 
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mienta teorica. Pertenece a la clase de teoremas denominados teoremas de existencia, como 
el Teorema Max-Min o el Teorema del Valor Intermedio (Teoremas 8 y 9 de la Seccion 1.4). 


Verifique la conclusion del Teorema del Valor Medio para f(x ) =sjx en el intervalo 
[a, b], siendo 0 ^ a < b. 

Solucion El teorema dice que debe existir un numero c en el intervalo (a, b) tal que 


fie) = 


fib) - fid) 


1 yjb — yja yjb — yja 1 

2 sfc b ~ a [Jb - + J~a) Jb + 


Por tanto, 2 J~c = J~a + J~b y c = 


Como a <b, tenemos que 


(4 °+ M {Jb +\Ay , 

— <c< (— — -* 


por lo que c esta en el intervalo (a, b). 


Los dos ejemplos siguientes son mas representatives de como se usa realmente el Teorema del 
Valor M edio. 


Ejemplo 2 


Demuestre que sen* < x para todo x > 0. 

Solucion Si x>2n, entonces senx < 1 < 2n < x. Si 0 < x ^ 2n entonces, por el Teorema del V alor 
M edio, existe un c en el intervalo abierto (0, 2n) tal que 

sen x sen x- sen 0 d 

-=--— = — sen x = cos c < 1 

x x — 0 dx x=c 

Por tanto, sen.v < x tambien en este caso. 


Ejemplo 3 


,- X 

D emuestre que v /l+^<l + - para x > 0 y para -1 ^ x < 0. 


Solucion Si x > 0, se aplica el Teorema del Valor M edio a f(x) = ^1 + x en el intervalo [0, x\. Existe 
entonces un valor c en (0, x) tal que 


+ x-l fix) -fiO) 


= fic) = 


1 1 

'l + c < 2 


La ultima inecuacion se cumple porque c > 0. M ultiplicando por el numero positivo x y pasando el -1 al 

/- x 

otro lado se obtiene y/1 + x < 1 + 

Si -1 < 0, se aplica el Teorema del Valor M edio a fix) = Jl + x en el intervalo [x, 0], Existe 

entonces un valor c en (x, 0 ) tal que 


+ x — 1 1 — J1 + x /(0) — fix) 


=fic) = 


1 1 

+ c > 2 


ya que 0 < 1 + c < 1. Ahora hay que multiplicar por el numero negativo x, con lo que se invierte la in¬ 


ecuacion, + x - 1 < -, y el resultado se obtiene pasando el -1 al otro lado. 
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Funciones crecientes y decrecientes 

Los intervalos en los que la grafica de una funcion / tiene pendiente positiva o negativa propor- 
cionan informacion de utilidad sobre el comportamiento de / El Teorema del Valor Medio per- 
mite determinar esos intervalos considerando el signo de la derivada de /. 


DEFINICION 5 Funciones crecientes y decrecientes 

Sea una funcion / definida en un intervalo abierto /, y sean x^ y x 2 dos puntos pertenecien- 
tes a /. 

(a) Si f(x 2 ) > f(xi) siempre que x 2 > x h se dice que / es creciente en /. 

(b) Si f(x 2 ) <f(xi) siempre que x 2 > x 1( se dice que / es decreciente en I. 

(c) Si f(x 2 ) f(xi) siempre que x 2 > x 1( se dice que / es no decreciente en I. 

(d) Si f(x 2 ) ^f(xi) siempre que x 2 > x h se dice que / es no creciente en I. 


La Figura 2.28 ilustra estos terminos. Notese la distincion entre creciente y no decreciente. Si 
una funcion es creciente (o decreciente) en un intervalo, debe tomar valores diferentes en puntos 
diferentes (una funcion asi se denomina uno a uno). U na funcion no decreciente (o no creciente) 
puede ser constante en un subintervalo de su dominio, y por tanto no puede ser uno a uno. Una 
funcion creciente es no decreciente, pero no toda funcion no decreciente es creciente. 



Figura 2.28 (a) La funcion / es 
creciente. 

(b) La funcion g es decreciente. 

(c) La funcion h es no decreciente. 

(d) La funcion k es no creciente. 


TEOREMA Sea J un intervalo abierto, y sea I un intervalo que contiene a todos los puntos de /, y 
posiblemente uno de sus extremos, o ambos. Sea / una funcion continua en /y diferencia- 
ble en /. 

(a) Si fix) > 0 para todo x perteneciente a /, entonces / es creciente en I. 

(b) Si fix) < 0 para todo x perteneciente a /, entonces / es decreciente en /. 

(c) Si fix) 0 para todo x perteneciente a /, entonces / es no decreciente en I. 

(d) Si fix) 0 para todo x perteneciente a /, entonces / es no creciente en /. 
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DEMOSTRACION Sean x 1 y x 2 dos puntos pertenecientes a /, con x 2 > x 2 . Por el Teo- 
rema del Valor M edio, existe un punto c en (x 1( x 2 ) (y por tanto en /) tal que 

f(x 2 ) -/UJ 
- =f(c) 

X 2 — Xi 

y por tanto, f[x 2 ) -f[x 2 ) = (x 2 - xjfic). Como x 2 - x 2 > 0, la diferencia f(x 2 ) - f[x 2 ) 
debe ser del mismo signo que f(c), y debe ser cero si f(c) es cero. Por tanto, se deducen 
todas las conclusiones de las partes correspondientes de la Definicion 5. 


Observacion A pesar de lo que dice el Teorema 12, f(x 0 ) > 0 en un solo punto x 0 no impli- 
ca que la funcion sea creciente en cualquier intervalo que contenga a x 0 . Vease el Ejercicio 20 al 
final de esta seccion, donde se presenta un contraejemplo. 


Ejemplo 4 


creciente? 


iEn que intervalos es creciente la funcion f(x) = x 3 - 12x + 1? iEn que intervalos es de- 


Solucion Tenemos que f'(x) = 3x 2 - 12 = 3(x - 2)(x + 2). Observese que f'(x) > 0 si x<-2 o 
x > 2, y f'(x) < 0 para -2 <x < 2. Por tanto, / es creciente en los intervalos (-oo, -2) y (2, oo), y es 
decreciente en el intervalo (-2, 2). Vease la Figura 2.29. 



Figura 2.29 


Una funcion / cuya derivada cumple que f'(x) ^ 0 en un intervalo puede ser todavia creciente 
en ese intervalo, en vez de ser solo no decreciente como asegura el Teorema 12(c). Esto ocurre 
cuando /'(. x) = 0 en una serie de puntos ai si ados, con tal que / sea creciente en los intervalos 
situados a la izquierda y a la derecha de esos puntos. 


Ejemplo 5 


Demuestre que f(x) = x 3 es creciente en cualquier intervalo. 


Solucion Sean x\ y x 2 dos numeros reales, con x 2 > xi. Como f'(x) = 3.v 2 > 0, excepto en x = 0, el 
Teorema 12(a) nos dice que f(x 2 )>f(xi) si xi<x 2 <0 o si 0<xi<x 2 . Si x 1 < 0 < x 2 , entonces 
f(xi) < 0 < f(x 2 ). Por tanto, / es creciente en cualquier intervalo. 


Si una funcion es constante en un intervalo, entonces su derivada sera cero en dicho interva¬ 
lo. El Teorema del Valor Medio nos permite demostrar la afirmacion reciproca. 

TEOREMA Sea / una funcion continua en un intervalo /, y sea f(x) = 0 en todo punto del interior de 
I (es decir, en todo punto de / excepto en sus extremos). Entonces /(. x) = C, una constan¬ 
te, en I. 
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DEMOSTRACION Sea un punto x 0 de I y sea C = f(x 0 ). Si x es otro punto de /, enton- 
ces el Teorema del Valor M edio dice que debe existir un punto c entre x 0 y x tal que 

fix) -f[x o) 

- =f\c) 

X — x 0 

El punto c debe pertenecer a / porque el intervalo contiene a todos los puntos entre los 
dos citados, y c no puede ser un extremo de I ya que c =£ x 0 y c ¥= x. Como /'(c) = 0 para 
todos esos puntos c, tenemos que f(x) -f(x 0 ) = 0 para todo x en /, y f[x) = f(x 0 ) = C, 
como queriamos demostrar. 

Veremos como se puede utilizar el Teorema 13 para obtener identidades sobre nuevas fun- 
ciones que se veran en capitulos posteriores. Tambien lo utilizaremos al definir las primitivas en 
la Seccion 2.10. 


Demostracion del Teorema del Valor Medio 

El Teorema del Valor Medio es uno de los profundos resultados que se basan en la completitud 
del sistema de los numeros reales, mediante el hecho de que una f unci on continua en un interva¬ 
lo cerrado y finito toma un valor maximo y minimo en dicho intervalo (Teorema 8 de la Sec¬ 
cion 1.4). Antes de dar la demostracion, estableceremos dos resultados preliminares. 


TEOREMA (J) Si / es una f unci on definida en un intervalo abierto (a, b), y que alcanza un valor maximo 
(o minimo) en un punto c de (a, b), y existe /'(c), entonces /'(c) = 0. Los valores de x 
donde f'{x) = 0 se denominan puntos crfticos de la funcion /. 


DEMOSTRACION Supongamos que / tiene un maximo en c. Entonces /(*) -/(c)<0 
para todo x en (a, b). Si c <x < b, entonces 


f(x) — f(c) 
X — c 


por tanto, 


f(c) 


lim 


f(x) ~/(c) 
X — c 


Analogamente, si a <x <c, entonces 


f(x) -/(c) 
X — c 


por tanto, 


f(c) 


lim 

x—>c — 


f(x) ~/(c) 
X — c 


Por tanto, /'(c) = 0. La demostracion para un valor minimo en c es similar. 




TEOREMA Teorema de Rolle 

Suponga una funcion g continua en un intervalo cerrado y finito [a, b], y diferenciable en 
el intervalo abierto (a, b). Si g[a) = g(b), entonces existe un punto c en el intervalo abier¬ 
to (a, b) en el que g'(c) = 0. 

DEMOSTRACION Si g(x) = g(a) para todo punto x de [a, b], entonces g es una fun¬ 
cion constante, por lo queg'(c) = 0 para todo c perteneciente a (a, b). Por tanto, suponga¬ 
mos que existe un x en (a, b) tal que g(x) ^ g(a). Supongamos que g(x) > g(a) (si 
g(x) < g(a), la demostracion es similar). Por el Teorema Max-Min (Teorema 8 de la Sec¬ 
cion 1.4), como es continua en [a, b], g debe tener un valor maximo en al gun punto c en 
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[a, b], Como g(c) ^ g(x) > g(a) = g(b), c no puede ser a ni b. Por tanto, c pertenece al 
intervalo abierto (a, b), por lo que g es diferenciable en c. Por el Teorema 14, c debe ser 
un punto crftico de g\ g'(c) = 0. 

^• 


Observacion El Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del Valor Medio en el 
que la cuerda tiene pendiente 0, por lo que la correspond!ente recta tangente paralela debe tener 
tambien pendiente 0. Se puede deducir el Teorema del Valor Medio de este caso especial, 


Demostracion del Teorema del Valor Medio Suponga que / cumple las condiciones del 
Teorema del Valor Medio. Sea 


g(.x) = f(x) - (f(a) + {.x - a) 

\ b — a 

(Para a ^ x O, g(x) es un desplazamiento vertical entre la curva v =f(x) y la cuerda 

b — a 


que une (a, f(a)) y ( b, f(b)). Vease la Figura 2.30). 



Figura 2.30 g(x) es la distancia 
vertical entre la grafica de / 
y la cuerda. 


La funcion g es tambien continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), ya que / posee esas propie- 
dades. Ademas, g(a) = g(b) = 0. Segun el Teorema de Rolle, existe un punto c en (a, b) tal que 
g’[c) = 0. Como 


g'(x) =f[x) 


f(b) ~ f [a] 
b — a 


se deduce que 


/'(c) 


f{b) — f(a) 
b — a 




M uchas de las aplicaciones que haremos en capitulos posteriores del Teorema del Valor M e- 
dio usaran la siguiente version generalizada del mismo. 
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TEOREMA 0 Teorema del Valor Medio Generalizado 

Sean / y g funciones continuas en [a, b], y diferenciables en (a, b), y sea g(x ) f 0 para 
todo x de (a, b). Existe un numero c en (a, b) tal que 

f(b) — f[a) = /'(c) 
g(b) - g(a) g'(c) 

DEMOSTRACION Notese que g[b) f g[a ) porque si no, habria un punto de (a, b) y el 
que g' = 0. Por tanto, ningun denominador de la expresion anterior puede ser cero. A pii- 
cando el Teorema del Valor Medio a 

h(x) = (f(b) ~ f(a))(g(x) - g(a))(g(b) - g(a))(f(x) ~f(a)) 

como h[a) = h(b) = 0, existe un c en (a, b) tal que h'[c) = 0. Entonces, 

(f(b) -f(a))g'(c) - ( g(b) ~ g(a))f(c) = 0 

y se llega al resultado deseado sin mas que dividir por I os fatores en g. 


Ejercicios 2.6 


En los Ejercicios 1-3, ilustre el Teorema del Valor Medio 
obteniendo los puntos del intervalo abierto (a, b ) donde la 
recta tangente a y = f(x) es paralela a la cuerda que une 
(a, f(a)) y (b, fib)). 

1 . fix) = x 2 en [a, b] 2. f(x) = en [1, 2] 

x 

3. f(x) = x 3 — 3x + 1 en [ — 2, 2] 

4. Aplicando el Teorema del Valor Medio a 

x 2 

fix) = cosx + — en el intervalo [0, x], y utilizando el 

resultado del Ejemplo 2, demuestre que 

x 2 

cosx > 1 - — 

para x > 0. Esta inecuacion es tambien cierta para 
x < 0. iPor que? 

5. D emuestre que tan x > x para 0 < x < nfl. 

6. Sea r > 1. Si x > 0 o -1 < x < 0, demuestre que 

(1 + x) r > 1 + rx. 

7. Sea 0 < r < 1. Si x > 0 o - 1 < x < 0, demuestre que 

(1 + x) r < 1 + rx. 

Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 
las funciones de los Ejercicios 8-15. 

8. f[x) = x 2 + 2x + 2 9. fix) = x 3 — 4x + 1 


*16. Si fix) es diferenciable en un intervalo I y se anula en 
n ^ 2 puntos diferentes de 7, demuestre que fix) 
debe anularse al menos en « - 1 puntos de I. 

17. iQue es erroneo en la siguiente «demostracion» del 
Teorema del Valor Medio Generalizado? Por el 
Teorema del Valor M edio, fib) - fia) = ib - a) fie) 
para algun valor c entre a y b y, de forma similar, 
gib) - gia) = ib - a)g'ic ) para algun c, Por tanto, 
ifib) ~fia))/igib) - gia)) =f(c)/g'(c), como 
queriamos demostrar. 

*18. Sea fix) = x 2 sen (1/x) si x / 0 y /(0) = 0. 

Demuestre que fix) existe para todo x, pero que /' 
no es continua en x = 0. Esto demuestra la 
aseveracion (realizada al final de la Seccion 2.2) de 
que una derivada definida en un intervalo no 
necesita ser continua en dicho intervalo. 


*19. Demuestre la afirmacion (hecha al final de la Seccion 
2.2) de que una derivada definida en un intervalo 
debe tener la propiedad del valor medio. iSugerencia-. 
Suponga que /' existe en [a, b] y que fia) #/'(A). Si 
k esta entre fia) y fib), demuestre que la funcion g 
definida como g(x) = fix) - kx debe tener o bien un 
maximo o bien un minimo en [a, b], en un punto 
interior c de ia, b). Deduzca entonces que /'(c) = k). 


*20. Sea fix) = 


x + 2x 2 sen (1/x) 
0 


si 

si 


x # 0 
x = 0 


10. fix) = x 3 + 4x + 1 11. fix) = (x 2 - 4) 2 (a) Demuestre que /'( 0) = 1. iSugerencia : Utilice la 

^ definicion de derivada). 

12. fix) = + ^ 13. fix) = x 3 (5 - x ) 2 (b) Demuestre que todo intervalo que contiene a x = 0 

x contiene tambien puntos en los que fix) < 0, por 

lo que / no puede ser creciente en ese intervalo. 


14. fix) = x — 2 sen x 


15. fix) = x + sen x 
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Aplicacion de las derivadas 

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de la forma en que utilizan las derivadas para 
interpretar cambios y tasas de cambio en el mundo que nos rodea. Es natural pensar en el cam- 
bio como algo que es fund on del tiempo, como la velocidad de un objeto en movimiento, pero 
no hay necesidad de ser restrictivos respecto a esto. El cambio con respecto a variables distintas 
del tiempo se trata de la misma forma. Por ejemplo, un medico puede desear saber como afectan 
pequenos cambios en la dosis en la respuesta del cuerpo a un medicamento. Un economista pue¬ 
de estar interesado en estudiar como cambia la inversion extranjera con respecto a los cambios 
en los tipos de interes en el pais. Todas esas cuestiones se pueden formular en terminos de tasa 
de cambio de una funcion con respecto a una variable. 


Aproximacion de pequenos cambios 

Si una cantidad y es funcion de otra cantidad x, es decir, 

>' =f(x) 

en ocasiones se desea conocer como afecta un cambio en x, Ax, al valor de y. El cambio exacto 
en y, Ay, se expresa como 

Ay = f{x + Ax) - f(x) 

pero si el cambio en x es pequeno, se puede aproximar Ay utilizando el hecho de que Ay/Ax es 
aproximadamente la derivada dy/dx. Entonces, 

Ay dv 

Ay = Ax x — Av = fix) Ax 
Ax dx 

Algunas veces los cambios en una cantidad se miden con respecto al valor de dicha cantidad. El 
cambio relativo en x es el cociente Ax/x. El cambio porcentual es el cambio relativo expresado 
como un porcentaje: 

,. , . Ax 

cambio relativo en x =— ■ 

X 

Ax 

cambio porcentual en x = 100 — 


i.En que porcentaje aumenta aproximadamente el area del circulo si su radio se incrementa 


en un 2% 


Solucion El area A de un circulo se expresa en funcion de su radio como A = nr. Entonces, 

dA 

AA « — A r = InrAr 
dr 

Dividiendo esta aproximacion por A = n? se obtiene una aproximacion que relaciona los cambios relativos 
en A y r. 

AA InrAr A r 

— x -= 2 — 

A nr r 


Si r se incrementa un 2%, entonces A r = — r, por lo que 

100 

AA 2 4 

T ~ 2 x 100" 100 

Por tanto, A se incrementa aproximadamente un 4%. 
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Velocidad de cambio media e instantanea 

Recuerdese el concepto de velocidad o tasa media de cambio de una funcion en un intervalo, 
presentada en la Seccion 1.1. La derivada de la funcion es el limite de esta tasa media cuando la 
iongitud del intervalo tiende a cero, y por tanto representa la velocidad o tasa de cambio de la 
funcion en un valor dado de su variable. 


DEFIIMICION 6 

La velocidad media de cambio de una funcion f(x) con respecto a x en el intervalo desde 
a hasta a + h es 

f(a + h) — f [a) 
h 

La velocidad de cambio (instantanea) de / con respecto a x en x = a es la derivada 

r „ , , f{a + h) ~f(a) 

f (a) = lim--- 

h-*0 n 


suponiendo que exista dicho limite. 


Es habitual utilizar la palabra instantanea cuando la variable x no representa tiempo, aunque fre- 
cuentemente se omite dicha palabra. Cuando se dice velocidad de cambio, significa velocidad 
instantanea de cambio. 


Ejemplo 2 


mide 5 m? 


iCon que rapidez crece al area A de un circulo con respecto a su radio cuando el radio 


Solucion La velocidad de cambio del area con respecto al radio es 


dA 

dr 


— (tic 2 ) = 2nr 
dr 


Cuando r = 5 m, el area cambia con una velocidad de 2k x 5 = 10n m 2 /m. Esto significa que un pequeno 
cambio Ar m en el radio cuando el radio vale 5 m producira un cambio de aproximadamente l(kAr m 2 en 
el area del circulo. 


El ejemplo anterior sugiere que las unidades apropiadas para medir la velocidad de cambio de 
una cantidad y con respecto a otra cantidad x son unidades de y por unidades de x. 

Si f(x 0 ) = 0, se dice que / es estacionaria en x 0 y que x 0 es un punto critico de /. El punto 
correspondiente (x 0 , f(x 0 )) de la grafica de / se denomina punto crftico de la grafica. La grafica 
tiene tangente horizontal en sus puntos criticos, y / puede tener o no un maximo o minimo en 
dichos puntos [vease la Figura 2.31). Es posible que / sea creciente o decreciente en un punto 
critico [vease el punto a en la Figura 2.31). 


Ejemplo 3 


Suponga que la temperatura en un determinado lugar t horas despues del mediodia es de 
T°C (T grados Celsius), siendo 


1 . 
r= 3 r 


- 3r + 8r + 10 (para 0 ^ t ^ 5) 


iCon que velocidad esta subiendo o bajando la temperatura a la una de la tarde? £Y a las tres de la tarde? 
iEn que instantes la temperatura es estacionaria? 
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Solucion La velocidad de cambio de la temperatura se expresa como 

— = / 2 -6f + 8 = U-2)(r-4) 
dt 

dT , 

Si t = 1, entonces — = 3, por lo que a la una de la tarde la temperatura esta subiendo a razon de 3°C/h. 
dt 

dT , 

Si t= 3, entonces — = -1, por lo que a las tres de la tarde la temperatura esta bajando a razon de l°C/h. 

dt 

dT 

La temperatura es estacionaria cuando — = 0, es decir, a las dos de la tarde y a las cuatro de la tarde. 

dt 



Figura 2.31 Puntos criticos de f. 


Sensibilidad a los cambios 

Cuando un pequeno cambio en x produce un gran cambio en una funcion f(x), se dice que esa 
funcion es muy sensible a los cambios en x. La derivada /'(a) es una medida de la sensibilidad 
que tiene la dependencia de / con x. 


Ejemplo 4 


(Dosisdeuna medicina) Un estudio farmacologico de un medicamento en desarrollo para 
bajar la tension arterial determina experimentalmente que la disminucion R de la tension que produce una 
dosis diaria de x mg del medicamento es 


R = 24.2 



- 13 


/a 2 - 26x + 529 


mm Hg 


(Las unidades son mi I (metros de mercurio (Hg)). Determine la sensibilidad de R a la dosis .x cuando el nivel 
de la dosis es de 5 mg, 15 mg y 35 mg. iEn cual de esos niveles de dosis produce un mayor efecto un 
incremento de la dosis? 


Solucion La sensibilidad de R con jt es dR/dx. Tenemos que 

Jx 2 - 26 a + 529(1) - (x - 13) —= 13 = 

dR ( \/x 2 — 26.C + 529 

_= 24.2 _ — _ 

dx \ x 2 — 26.v + 529 

^(x 2 - 26.r + 529 - (x 2 - 26a- + 169)^ 

“ 24 ' 2 V (a 2 - 26a + 529) 3/2 ) 

8712 


(a 2 - 26a + 529) 3/2 
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Derivadas en econorma 

Del mismo modo que los ffsicos utilizan los terminos velocidad y aceleracidn para referirse a las 
derivadas de ciertas cantidades, los economistas tambien tienen su vocabulario especializado pa¬ 
ra denominar a las derivadas. Las denominan marginales. En economia el termino marginal se 
refiere a la velocidad o tasa de cambio de una cantidad con respecto a la variable de la que de- 
pende. Por ejemplo, el coste de produccion C(x) en una operacion de fabricacion es funcion de 
x, el numero de unidades de producto producidas. El coste marginal de produccion es la velo¬ 
cidad de cambio de C con respecto de x, y por tanto es dC/dx. Algunas veces el coste marginal 
de produccion corresponde aproximadamente al coste extra de producir una uni dad mas, es 
decir, 

AC = C(x + 1) - C(x) 

Para ver por que esto es aproximadamente correcto, observemos en la Figura 2.32 que si la pen- 
diente de C = C(x) no varia muy rapidamente cerca de x, entonces el cociente de incrementos 
AC/Ax tomara un valor proximo a su limite, la derivada dC/dx, incluso cuando Ax = 1. 


El coste marginal dC/dx es aproximadamente el coste extra AC 
de producir Ax = 1 unidad mas. 

(Tasas marginales de impuestos) Si la tasa marginal de impuestos sobre ingresos es del 
35% y los ingresos crecen en 1000 €, habra que pagar unos 350 € extras en impuestos sobre ingresos. Esto 
no significa que se pague el 35% de todos los ingresos en impuestos. Significa que en el nivel de ingresos 
actual, I, la tasa de incremento de los impuestos T con respecto a los ingresos es dT/dl = 0,35. Es decir, se 
pagan 0.35 € de impuestos por cada euro extra que se ingresa. Por supuesto, si el nivel de ingresos aumen- 
ta mucho, puede pasarse a otro segmento impositivo y aumentar las tasas marginales. 
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Ejemplo 6 


(Coste marginal de produccion) El coste de producir x toneladas de carbon por dia en 


una mina es C(x ) €, siendo 


C(x) = 4200 + 5.40.x - O.OOlx 2 + 0.000002.x 3 

(a) iCual es el coste medio de producir cada tonelada si el nivel diario de produccion es de 1000 tonela¬ 
das? /Y si es de 2000 toneladas? 

(b) Calcule el coste marginal de produccion si la produccion diaria es de 1000 toneladas y de 2000 tonela¬ 
das. 

(c) Si el nivel de produccion crece ligeramente de las 1000 toneladas o de las 2000 toneladas, /que sucede- 
ra con el coste medio por tonelada? 

Solucion 

(a) El coste medio por tonelada de carbon es 

C(x) 4200 

-=-+ 5.40 - O.OOlx + 0.000002.x 2 

x x 

Si x = 1000, el coste medio por tonelada es de C(1000)/1000 = 10.6/ton. Si x = 2000, el coste medio 
por tonelada es de C(2000)/2000 = 13.5 €/ton. 

(b) El coste marginal de produccion es 

C'(x) = 5.40 - 0.002x + 0.000006.x 2 

Si x = 1000, el coste marginal es de C(1000) = 9.4/ton. Si x = 2000, el coste marginal es de 
C(2000) = 25.4 €/ton. 

(c) Si el nivel de produccion se incrementa ligeramente por encima de x = 1000, entonces disminuira el 
coste medio por tonelada, ya que el coste crece con una tasa menor que el coste medio. En x = 2000 
ocurre lo contrario. Un incremento en la produccion aumentara el coste medio por tonelada. 


Los economistas prefieren a veces utilizar tasas de cambio relativo, que no depende de las unida- 
des en que se miden las cantidades involucradas. Utilizan el termino elasticidad para denominar 
a esos cambios relativos. 


Ejemplo 7 


(Elasticidad de la demanda) La demanda y de un cierto producto (es decir, la cantidad 
que se puede vender) normalmente depende del precio p aplicado a dicho producto: y = f(p). La demanda 
marginal dy/dp =f'(p) (que tipicamente es negativa) depende de las unidades que se utilicen para medir y 
y p. La elasticidad de la demanda es la cantidad 


-- (el signo «-» asegura que la elasticidad es positiva) 

y dp 

que es independiente de las unidades y proporciona una buena medida de la sensibilidad de la demanda a 
los cambios de precio. Para ver esto, supongamos que se utilizan unidades nuevas para la demanda y el 
precio, que son multi pi os de las unidades antiguas. En las nuevas unidades, la demanda y el precio se ex- 
presan como Yy P, siendo 


Y = kiy y P = k 2 p 

Es decir, Y = k 1 f(P/k 2 ) y dY/dP = (k 1 /k 2 )f{P/k 2 ) = (ki/k 2 )f'(p), aplicando la Regia de la Cadena. Por tan- 
to, se deduce que el valor de la elasticidad no cambia: 

PdY = _ hp ki pdy 

Y dP kyy k 2 ^ y dp 
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Ejercicios 2.7 


En los Ejercicios 1-6, calcule los cambios porcentuales 
aproximados en las funciones y =f(x) dadas que producen 
un cambio del 2% en el valor de x. 

1. y = X 2 2 . y = l/x 

3. y = 1/x 2 4. y = x 3 

5. y = v fx 6. y = x _2/3 

7. iEn que porcentaje, aproximadamente, crecera el 
volumen de una esfera de radio r, (V = | nr 3 ), si el 
radio se incrementa en un 2%? 

8 . iEn que porcentaje disminuira la longitud de la arista 
de un cubo de hielo si el cubo pierde el 6% de su 
volumen al fundirse? 

9. Calcule la velocidad de cambio del area de un 
cuadrado con respecto a la longitud de su lado cuando 
dicho lado mide 4 m. 

10. Calcule la velocidad de cambio del lado de un cuadrado 
con respecto a su area cuando dicha area es de 16 m 2 . 

11. Calcule la velocidad de cambio del diametro de un 
circulo con respecto a su area. 

12. Calcule la velocidad de cambio del area de un circulo 
con respecto a su diametro. 

13. Calcule la velocidad de cambio del volumen de una 
esfera (dado por V = \ nr 3 ) con respecto a su radio r 
cuando el radio mide 2 m. 

14. iCual es la velocidad de cambio del area A de un 
cuadrado con respecto a la longitud L de su diagonal? 

15. iCual es la velocidad de cambio de la longitud de una 
circunferencia C con respecto a su area A? 

16. Calcule la velocidad de cambio del lado s de un cubo 
con respecto al volumen V de dicho cubo. 

iCuales son los puntos criticos de las funciones de los 
Ejercicios 17-20? iEn que intervalo es cada funcion 
creciente o decreciente? 

17. f(x) = x 2 - 4 18. f(x ) = x 3 - 12x + 1 

19. y = x 3 + 6x 2 20. y = 1 — x — x 5 

21. Demuestre que fix) = x 3 es creciente en toda la recta 
real aunque fix) no sea positiva en todos sus puntos. 

22 . iEn que intervalos es creciente fix) = x + 2 senx? 

Utilice un programa de graficos o de matematicas por 
computador para calcular los puntos criticos de las 
funciones de los Ejercicios 23-26, con una precision de 6 
decimales. 

x 2 — x ■» 2x + 1 ■» 

23. fix) = - 5 — 24. fix) = 2 mm 

x — 4 x + x + 1 


26. fix) = 




km 


cos(x + 0.1) 

27. El volumen de agua en un tanque t minutos despues de 
empezar a vaciarse se puede expresar como 

V(t) = 350(20 - t) 2 L 


(a) iCon que velocidad se vacia el tanque tras 5 
minutos? iY tras 15 minutos? 

(b) iCual es la velocidad media de vaciado del tanque 
en el intervalo comprendido entre 5 minutos y 15 
minutos? 


28. (Ley de Poiseuille) La velocidad del flujo F (medido 
en litres por minuto) de liquido por una tuberia es 
proporcional a la cuarta potencia del radio de la 
tuberia: 

F = kr A 

iQue porcentaje aproximado de incremento es 
necesario en el radio de la tuberia para que la 
velocidad del flujo aumente un 10%? 

29. (Fuerza gravitatoria) La fuerza gravitatoria F con la 
que la Tierra atrae a un objeto en el espacio es 

F = kf 2 , siendo k una constante y r la distancia del 
objeto al centre de la Tierra. Si F disminuye con 
respecto a r con una velocidad de 1 newton/km cuando 
r = 7000 km, icon que rapidez cambia F con respecto 
a r cuando r = 10 000 km? 


30. (Sensibilidad de los ingresoscon el precio) Los 

ingresos por ventas R de un determinado producto 
software dependen del precio p aplicado al distribuidor 
de acuerdo con la formula 

R = 4000p - 10 p 2 

(a) iQue sensibilidad tiene R con p cuando p = 100 €? 
iY cuando p = 200 €? iY cuando p = 300 €? 

(b) iCual de los tres es el precio mas razonable para 
aplicar al distribuidor? iPor que? 

31. (Coste marginal) El coste de fabricar x refrigeradores 
es de C(x) , siendo 

C(x) = 8000 + 40Ox - 0.5x 2 

(a) Calcule el coste marginal si sefabrican 100 
refrigeradores. 

(b) Demuestre que el coste marginal es 
aproximadamente la diferencia de fabricar 101 
refrigeradores en vez de 100. 

32. (Beneficio marginal) Si una fabrica de contrachapado 
produce x planchas al dia, su beneficio por dia sera de 
P(x) €, siendo 

P(x) = 8x - 0.005x 2 - 1000 


25. fix) = x - sen 


X + X + 1 


mm 


(a) Calcule el beneficio marginal. iPara que valores de 
x es positivo el beneficio marginal? iY negativo? 
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(b) iCuantas hojas habria que producir cada dia para 
generar un beneficio maxi mo? 


33. 


El coste C (en euros) de producir n objetos al mes en 
una fabrica es de 

80 000 n 2 

C =-+ 4 n + — 


Calcule el coste marginal de produccion si el numero 
de objetos fabricados cada mes es de (a) 100 y (b) 300. 

*34. En una operacion minera el coste C (en euros) de 
extraer cada tonelada de mineral es de 


20 

C= 10 + — ■ 


1000 


siendo * el numero de toneladas extraidas al dia. Para 
x pequeno, C se reduce al aumentar x debido a las 
economias de escala, pero para x grande, C crece con 


x debido a la sobrecarga de los equipos y de trabajo. 

Si cada tonelada de mineral se puede vender a 13 €, 
iCuantas toneladas habria que extraer al dia para 
maximizar el beneficio por dia de la mina? 

*35. (Coste medio y coste marginal) Si a un fabricante le 
cuesta C(x) euros producir x productos, entonces su 
coste medio de produccion es de C(x)/x euros por 
producto. En general, el coste medio es una funcion 
decreciente con x para x pequeno, y es creciente con x 
para x grande (ipor que?). Demuestre que el valor de 
x que minimiza el coste medio hace que el coste 
medio sea igual al coste marginal. 

36. (Elasticidad constante) Demuestre que si la demanda 
y se relaciona con el precio p mediante la ecuacion 
y = Cp ~', siendo C y p constantes positivas, entonces 
la elasticidad de la demanda [vease el Ejemplo 7) es la 
constante r. 


Derivadas de orden superior 


Si la derivada / = fix) de una funcion y = f{x) es tambien diferenciable en x, se puede calcular 
su derivada, que se denomina segunda derivada de /, y se expresa como y" = f"(x). Como en el 
caso de las primeras derivadas, las derivadas segundas se pueden expresar de diversas formas en 
funcion del contexto. Algunas de las formas mas comunes son 


y"=f"ix) 


d 2 y 
dx 2 


d d 
dx dx 


fix) = 


S_ 

dx 2 


fix) = D\y = D 2 Jix) 


De forma similar se pueden considerar la tercera, cuarta, y en general derivadas de orden n. La 
notacion que utiliza primas es inadecuada para derivadas de orden alto, por lo que el orden se 
denotara mediante un superindice encerrado entre parentesis (para distinguirlo de los exponen- 
tes). La w-esima derivada de>■ =f(x) es 

. , ,, d n y d n 

y M =/ (B) W = ^ ^ fix) = D n x y = DP fix) 

y se define como la derivada de la in - l)-esima derivada. Para n = 1, 2 y 3 se utiliza todavfa la 
notacion de las primas: f (2 \x) = fix), f {3) ix) = fix). Algunas veces es conveniente denotar co¬ 
mo fix) = fix), es decir, indicar que una funcion es su propia derivada de orden cero. 


Ejemplo 1 


La velocidad de un objeto en movimiento es la tasa (instantanea) de cambio de la posicion 
del objeto con respecto al tiempo, Si el objeto se mueve a lo largo del ejex y esta en la posicion x =/(r) en 
el instante t, entonces su velocidad en ese instante es 

dx 

’ ~7,~ m 

De forma similar, la aceleracion de un objeto es la tasa de cambio en la velocidad. Por tanto, la acelera- 
cion es la segunda derivada de la posicion: 

dv d 2 x 

a = — = —j = fit) 
dt dt 2 


Mas adelante, en la Seccion 2.11, investigaremos mas a fondo las relaciones entre posicion, velocidad y 
aceleracion. 
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Ejemplo 2 


len cero. 


Si y = x\ entonces / = 3x z , y” = 6x, y'" = 6, y w = 0 y todas las derivadas sucesivas va- 


En general, si f(x) = x n (siendo n un entero positivo), entonces 

/ (i) W = n(n — 1 )(n — 2) ■■■(n — (k — l))x n ~ k 

x n ~ k Si 0 k sj n 

= <(n ~ k)\ 

(O si k > n 

donde «! (denominado n factorial) se define como 

0 ! = 1 

1! = 0! x l = l x l = l 
2! = 1! x 2 = 1 x 2 = 2 
31 = 21x3 = 1x2x3 = 6 
4! = 3! x 4 = 1 x 2 x 3 x 4 =24 

n\ = (n — 1)! x n = 1 x 2 x 3 x ••• x [n — 1) x n 
De lo anterior se deduce que si P es un polinomio de grado n, 

P(x) = a IT x " + + ■•• + ciix + a 0 

donde a n , a n _ 1 . a v a 0 son constantes, entonces P {k) (x) = 0 para k > n. Para k ^ n, P (k) es un 

polinomio de grado n - k. En particular, P M (x) = n\a„, es decir, una constante. 


Ejemplo 3 


Demuestre que si A, B y k son constantes, entonces la funcion 
y = A COS (kl) + B sen (kt) 


es la solucion de la ecuacion diferencial del movimiento armonico simple de segundo orden (vease la 

Seccion 3.7): 

d 2 y 

—j + k 2 y = 0 
dt 2 7 


Solucion Para ser una solucion, la funcion y(t) debe cumplir la ecuacion diferencial, es decir, 

d 2 

^2 y(t) + k 2 y(t) = 0 

debe cumplirse para todo numero real t. Esto se puede verificar calculando las dos primeras derivadas de la 
funcion y(t) = A cos (fa) + Ssen (kt), y observando que la segunda derivada mas k 2 y(t) vale siempre cero: 

dy 

— = -Ak sen (kt) + Bk cos (kt) 
dt 

yj = —Ak 2 COS (kt) - Bk 2 sen (kt) = -k 2 y(t) 

d 2 y , 

-Ay + k 2 y(t) = 0 
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Ejemplo 4 


Calcule la n-esima derivada, y { "\ de v = --= (1 + x) \ 

1 + x 


Solucion Comenzamos por calcular unas pocas derivadas: 

/ = -d + .v)" 2 

y" = -(-2)(1 + .r)- 3 = 2(1 +x)- 3 
y'" = 2( — 3)( 1 + x)~ A = -3!(l+x)“ 4 
y W = — 3!( —4)(1 +x) -5 = 41(1 +x) -5 
Aparece un patron obvio. Parece que 

y M = (-1)"m!(1 +x)~ n ~ 1 

En realidad no hemos demostrado que la formula anterior es correcta para todo n, aunque lo es para n = 1, 
2, 3 y 4. Para completar la demostracion se utiliza induccion matematica (Seedon 2.3). Supongamos que la 
formula es valida para n = k, siendo k un entero positivo. Considerese y ( * +1) : 

y (k+1) = — y w = — {( —l)*Jk!{l + x)~ k ~ l ) 
clx dx 

= (~l) k k\(-k - 1)(1 + x)~ k ~ 2 = {-l)* +1 (Jfc+ 1)1(1 +x)- (k+1) ~ l 

Esto es lo que la formula predice para la derivada de orden [k + 1). Por tanto, si la formula para y M es 
correcta para n = k, es tambien correcta para n = k + 1. Como se sabe que la formula es verdadera para 
n = 1, debe ser cierta para todo n > 1 por induccion. 


Notese el uso de (-1)" para indicar un signo negativo si n es impar y positivo si n es par. 


Ejemplo 5 


Calcule una formula para / n) (x), siendo f(x) = sen [ax + b). 
Solucion Comenzamos por calcular unas pocas derivadas: 


f'(x) = a COS (ax + b) 
f"(x) = —a 2 sen (ax + b) = — a 2 f(x) 
f'"(x) = —a 3 COS (ax + b) = — a 2 f'(x) 
f w (x) = a 4 sen (ax + b) — a A f(x) 
f { \x) = a 5 COS (ax + b) = a A f'(x) 


Aqui tambien el patron es bastante obvio. Cada derivada es -a 2 veces la segunda derivada anterior. Una 
formula que permite calcular todas las derivadas es 


f( - 1 ) k a" sen (ax + b) si n = 2k 
{(- 1 ) k a” cos (ax + b) si n = 2k + 1 


que se puede verificar tambien por induccion en k. 


Nuestro ejemplo final ilustra que no siempre es facil obtener la derivada «-esima de una funcion. 

Calcule /', f" y f" de f(x) = Jx 2 + 1. iExiste algun patron que permita predecir como 


Ejemplo 6 
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Solucion Como /( a) = (a 2 + 1) 1/2 , tenemos que 

/'( x) = l (x 2 + 1)“ 1/2 (2a) = x(x 2 + 1) ~ 1/2 
f"[x) = [x 2 + 1) “ 1/2 + x(-\)(x 2 + l)~ 3/2 (2x) 

= (x 2 + ir 3/ v +1 - x 2 ) = u 2 +1 )- 3/2 

f"(x) = (x 2 + ir 5/2 (2 a) = — 3a(a 2 + 1)“ 5/2 

Aunque la expresion que se obtiene en cada derivada se puede simplificar algo, el patron subyacente no es 
(todavia) lo bastante obvio como para permitirnos predecir la formula de f w [x) sin tener que calcularla. De 
hecho, 

/ <4) (x) = 3(4 a 2 - 1)(a 2 + ir 7/2 

por lo que el patron (si es que hay alguno) no aparece claramente en esta etapa. _ 

□ Observacion Las derivadas de orden superior se pueden indicar en M aple repitiendo la varia- 
103 ble de diferenciacion o indicando el orden utilizando el operador $: 

> d i f f (x "5, x, x) + diff(sin(2*x),x$3) ; 

20x 3 - 8 cos (2a) 

El operador D se puede utilizar tambien para obtener las derivadas de orden superior de una fun- 
cion (no como una expresion) componiendolas explicitamente o utilizando el operador 

> f : =x — > x~5; f pp : = D ( D( f) ) ; ( D @@3) ( f ) (a) ; 

/: = a -*■ a 5 
fpp : = a —» 20a 3 
60a 2 


Ejercicios 2.8 


Calcule y, y" e V" para las funciones de los Ejercicios 
1 - 12 . 

1. y = (3 - 2a) 7 2. y = a 2 - - 

A 


15. 


17. 


/(a) = 


/(a) = 


1 

2 — A 

1 

a + bx 


16. /(a) = yjx 
18. /(a) = a 2/3 


5. y = a 1 / 3 - x~ 1 ' 3 
7. y — (a 2 + 3)^v 
9. y = tan a 
11. y = cos (a 2 ) 


4. y = yj ax + b 
6. y = a 10 + 2a 8 

o A - 1 

8. y = ■ 


A + 1 

10. y = sec a 

sen a 

12 . y = - 


En los Ejercicios 13-23, calcule las suficientes derivadas de 
las funciones propuestas como para obtener una expresion 
general de la formula de f M (x). Verifique despues la 
formula obtenida mediante induccion matematica. 


13. /(a) = - 


14. /(a) = ~2 

X 


19. f[x) = COS (ax) 20. f[x) = aCOSa 

21 . f(x) = a sen (ax) 

*22. f(x) = — *23. f(x) = Jl - 3 a 

|a| 

24. Si y = tanfcv, demuestre que y" = 2A: 2 y(l + y 2 ). 

25. Si y = sec fa, demuestre que /' = fc 2 y(2y 2 - 1). 

26. Utilice induccion matematica para demostrar que la 
n-esima derivada de y = sen (ax + b) sigue la formula 
establecida al final del Ejemplo 5. 

27. Utilice induccion matematica para demostrar que la 
H-esima derivada de y = tanA es de la forma 
P„ + 1 (tanA), siendo P n+1 un polinomio de grado n + 1. 

28. Si / y g son funciones diferenciables dos veces, 
demuestre que (fg)" =f"g + 2f'g' +fg". 


X 




CAPITULO 2. Diferenciacion 169 


29. Formuley demuestre un resultado analogo al del 
Ejercicio 28 pero para [fg) {3] y ( fg) w . iPodria 
obtener la formula de (/g) w ? 

30. Si /"( x) existe en un intervalo / y / se anula en al 
menos tres puntos diferentes de 7, demuestre que /" 
debe anularse al menos en un punto de 7. 

31. Generalice el Ejercicio 30 a una funcion para la que 
/ n) existe en 7, y para la que / se anula en n + 1 
puntos diferentes de 7. 


*32. Suponga que / es dos veces diferenciable en un 

intervalo 7 (es decir, f" existe en 7). Suponga ademas 
que los puntos 0 y 2 pertenecen a 7 y que 
/(0) =/( 1) = 0 y /(2) = 1. Demuestre que: 

1 

(a) f(a) = - para algun punto a en 7. 

1 

(b) f"(b) > - para algun punto b en 7. 

1 

(c) /'(c) = - para algun punto c en I. 


2.9 


Diferenciacion impli'cita 

Y a sabemos calcular la pendiente de una curva que corresponde a la representation grafica de la 
funcion y = f(x) calculando la derivada de /. Pero no todas las curvas corresponden a graficas 
de estas funciones. Para ser la grafica de una funcion f(x), la curva no debe cruzar cualquier 
recta vertical en mas de un punto. 

Las curvas son generalmente ecuaciones en dos variables. Estas ecuaciones se pueden expre- 
sar de la forma 

F(x, y) = 0 


donde F(x, y) indica una expresion que involucra a las dos variables x e y. Por ejemplo, la ecua¬ 
cion de una circunferencia con centro en el origen y radio 5 es 

x 2 + y 2 - 25 = 0 

por lo que F[x, y) = x 2 + y 2 - 25 para esa circunferencia. 

A veces es posible despejar y en la ecuacion F(x, y) = 0 y, por tanto, obtener formulas explf- 
citas de una o mas funciones y = /(x) definidas por dicha ecuacion. Sin embargo, a menudo no 
es posible resolver la ecuacion. No obstante, aun podemos ver la ecuacion como una forma de 
definir implicitamente y como una o mas funciones de x, aunque no podemos obtener explicita- 
mente esas funciones. Es mas, podemos obtener las derivadas dy/dx de las funciones implfcitas 
mediante una tecnica denominada diferenciacion impli'cita. Se trata de diferenciar la ecuacion 
dada con respecto a x, considerando que y es una funcion de x con derivada dy/dx, o /. 


Ejemplo 1 


Calcule dy/dx si y 2 = x. 


Solucion La ecuacion y 2 = x define dos funciones diferenciables de x, que en este caso podemos cono- 
cer explicitamente. Son y! = Jx ey 2 = -Jx (Figura 2.33), cuyas derivadas estan definidas para x > 0: 



dyi 1 dy 2 1 



Figura 2.33 La ecuacion y 2 = x define dos funciones diferenciables de x 
en el intervalo x ^ 0. 
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>2 = 


Sin embargo, es posible obtener la pendiente de la curva y 2 = xen cualquier punto (x, y) que cumpla la 
ecuacion sin despejar previamente y. Para calcular dy/dx simplemente se diferencian con respecto a jc los 
dos miembros de la ecuacion y 2 = x, tratando y como una funcion diferenciable de x y utilizando la Regia 
de la Cadena para diferenciar y 2 : 

d , d ( d dy\ 

— (y 2 ) = — (x) La Regia de la Cadena da — v 2 = 2v — 1 

dx dx \ dx dx) 


2 v 


dy 

dx 


= 1 


dy 1 
dx 2y 

Observese que esto coincide con las derivadas calculadas anteriormente para ambas soluciones explicitas 

yi = Jx e y 2 = ~Jx\ 

dyi 1 1 dy 2 11 1 

dx 2 yi 2 J~x Y dx 2y 2 2(- s /x) 2j~x 


Ejemplo 2 


Calcule la pendiente de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 en el punto (3, -4). 


Solucion La circunferencia no corresponde a la grafica de una unica funcion de x. De nuevo se combi- 
nan las graficas de dos funciones: y x = ^/25 - x 2 ey 2 = - ^25 - x 2 (Figura 2.34). El punto (3, -4) per- 
tenece a la grafica de y 2 , por lo que la pendiente se puede obtener calculando explicitamente: 


dy2 

dx 


— 2x 


:=3 


2J25 


-6 3 

2^25 - 9 4 


y 



Figura 2.34 La circunferencia combina la grafica de dos funciones. La grafica 
de y 2 es el semicirculo inferior y pasa por el punto (3, -4). 


Pero el problema se puede resolver mas facilmente diferenciando implicitamente la ecuacion dada de la cir¬ 
cunferencia y con respecto a x: 


d 

dx 


, d 
(x 2 ) + - (y 2 ) 
dx 


d 

dx 


(25) 


dy 

2x + 2y — = 0 
dx 


La pendiente en (3, -4) es - 


x 

y 


dy 

dx 


3 _ 3 
--4 _ 4' 


x 

y 


1 ( 3 , - 4 ) 
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Ejemplo 3 


dy , 

Calcule — si ysenx = x + cosv. 

dx 


Solucion Esta vez no se puede despejar la y como una funcion explicita de x, por lo que debemos utili- 
zar diferenciacion implicita: 


d d , d 

— (vsenx) = — (x J ) + — (cosv) 

dx dx dx 

dy , dy 

(senx) — + ycos.v = 3x - (senv) — 

dx ' ' dx 


Uso de la Regia del Producto 
en el miembro izquierdo. 


dy 

dx 


(senx + sen v) — = 3x 2 - ycosx 


dy 3x 2 — yCOSx 
dx sen x + sen y 


Para calcular dy/dx mediante diferenciacion implicita: 

1. Se diferencian los dos miembros de la ecuacion con respecto a x, teniendo en cuenta quey es 
funcion de x y empleando la Regia de la Cadena para diferenciar las funciones de y. 

2. Se agrupan los terminos dy/dx en un miembro de la ecuacion y se despeja dy/dx dividiendo 
por su coeficiente. 


En los ejemplos anteriores, las derivadas dy/dx calculadas por diferenciacion implicita dependian 
de y o de x e y, en vez de depender solo de x. Esto es normal, ya que una ecuacion en x e y 
puede definir mas de una funcion de x, y la derivada calculada implicitamente debe aplicar a 
todas el I as. Por ejemplo, en el Ejemplo 2, la derivada dy/dx = -x/y proporciona tambien la pen- 
diente -3/4 en el punto (3, 4) de la circunferencia. Cuando se usa diferenciacion implicita para 
calcular la pendiente de una curva en un punto, en general habra que conocer las coordenadas de 
ese punto. 

Existen peligros sutiles al calcular derivadas implfcitas. Cuando se utiliza la Regia de la Ca¬ 
dena para diferenciar una ecuacion en la que y depende de x, se asume automaticamente que la 
ecuacion define y como una funcion diferenciable de x. Este no tiene por que ser el caso. Para 
ver lo que puede pasar, consideremos el problema de calcular y' = dy/dx de la ecuacion 

x 2 + y 2 =/C(*) 

siendo K una constante. Como en el Ejemplo 2 (donde K = 25), la diferenciacion implicita pro¬ 
duce como resultado 

2x + 2vv' = 0 o /=-- 

y 

Esta formula proporciona la pendiente de la curva (*) en cualquier punto de dicha curva donde 
y / 0. Para K > 0, (*) representa una circunferencia centrada en el origen con radio Jk. Esta 
circunferencia tiene pendiente finita, excepto en los dos puntos donde cruza al eje x (donde 
y = 0). Si K = 0, la ecuacion representa un solo punto, el origen, por lo que el concepto de pen¬ 
diente carece de sentido. Para K < 0, no existen puntos reales cuyas coordenadas cumplan la 
ecuacion (*), por lo quey' carece aquf tambien de sentido. La consecuencia es que poder calcu¬ 
lar / en una ecuacion dada aplicando diferenciacion implicita no garantiza que y' represente 
realmente la pendiente de algo. 
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Si (jc 0 , v 0 ) es un punto en la grafica de la ecuacion F(x, y) = 0, existe un teorema que puede 
justificar el uso de la diferenciacion implfcita para calcular la pendiente de la grafica en dicho 
punto. No podemos ofrecer una demostracion rigurosa del teorema de la funcion implfcita 
(vease la Seccion 12.8), pero en terminos generales, dice que parte de la grafica de F(x, y) = 0 
cerca de (x 0 , v 0 ) es la grafica de una funcion de x que es diferenciable en x 0 , suponiendo que 
F(x, y) sea una funcion «suave» y que la derivada 


d 

dy 


F(x o, y) 


*0 


\y=yo 


En el caso de la circunferencia x * 2 + y 2 - K = 0 (siendo K> 0) esta condicion dice que 2y 0 / 0, 
que es la condicion de que la derivada / = - x/y debe existir en ( x 0 , y 0 ). 


Una estrategia util 

Cuando se usa diferenciacion implfcita para calcular el valor de la derivada en un punto concre¬ 
te, es mejor sustituir las coordenadas del punto inmediatamente despues de realizar la diferencia¬ 
cion y antes de despejar la derivada dy/dx. Es mas sencillo resolver una ecuacion con numeros 
que con expresiones algebraicas. 


Ejemplo 4 


Calcule la ecuacion de la tangente a x 2 + xy + 2y 3 4 = 4 en ( -2, 1). 


Solucion Notese que (-2, 1) esta en la curva dada. Para calcular la pendiente en la tangente se diferencia 
implfcitamente la ecuacion con respecto ax. Se utiliza la Regia del Producto para diferenciar el termino xy: 


2x + y + xy' + 6 y 2 y' = 0 


Sustituyendo las coordenadas x = -2 ey = 1 y despejando y': 

3 

4 + 1 - 2/ + 6y' = 0 => y' = - 


La pendiente de la tangente en (-2, 1) es 3/4 y su ecuacion es 


y = - (x + 2) + 1 


3x - 4y = 10 


Ejemplo 5 


y 2 = a y xy = b se 


Demuestre que para todo valor de las constantes ay b, las curvas x 2 
cortan formando angulos rectos, es decir, en cualquier punto donde se corten, sus tangentes son perpendicu- 
lares. 


Solucion La pendiente en cualquier punto dex 2 - y 2 = a se expresa como 2x - 2yy' = 0, o y' = x/y. La 
pendiente en cualquier punto xy = b se expresa como y + xy' = 0, o y' = -y/x. Si las dos curvas (que son 
hiperbolas si a / 0 y b # 0) se cortan en (x 0 , y 0 ), las pendientes en ese punto son respectivamente x 0 /y 0 y 
-y 0 /x 0 . Se ve claramente que una pendiente es el inverso cambiado de signo de la otra, por lo que la tan¬ 
gente a una curva es perpendicular a la tangente a la otra en el punto considerado. Por tanto, las curvas se 
cortan formando angulos rectos (vease la Figura 2.35). 


Derivadas de orden superior 


d 2 y , 

Calcule v" = —5 si xy + y - 2x. 

dx 


Ejemplo 6 
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Figura 2.35 Algunas hiperbolas de la familia x 2 - y 2 = a (en discontinua) 

que se cortan con algunas curvas de la familia xy = b (en continual 
formando angulos rectos. 


Solucion Diferenciando dos veces los dos miembros de la ecuacion dada con respecto a x: 

y + xy' + 2 yy' = 2 

y' + / + xy" + 2(y') 2 + 2yy" = 0 

Ahora se despejan / e y" en las ecuaciones. 

' X + 2 y 

2-y 

„ = 2y + 2(yf 2 2 - y 1 + x + 2y 
' V x + 2y x + 2y x + 2y 

= (2 - y)(x + y + 2) 

(x + 2y) 3 

^ 2x — xy + 2y — y 2 + 4 — 2y 8 

" ‘ (x + 2y) 3 = “ (.v • 2y) 3 

Hemos utilizado la ecuacion dada para simplificar el numerador de la linea superior. 


O Observation M aple se puede utilizar para calcular derivadas implfcitas siempre que se indi- 
^ que explicitamente la dependencia de las variables. Por ejemplo, se puede calcular el valor de y" 
en la curva xy +y 3 = 3 en el punto (2, 1) de la siguiente forma. Primero se diferencia la ecua¬ 
cion con respecto a x, y se escribe y(x) para indicar a M aple que y depende de x 

> deq : =diff(x*y(x) +(y(x))~3=3, x) ; 


deq : = y(x) + x ( — y(x) ) + 3y(x) 


Notese que Maple utiliza el simbolo d en vez de d al expresar la derivada en la notacion de 
Leibniz. Esto es porque la expresion que esta diferenciando puede depender de mas de una va¬ 
riable: (d/dx)y indica la derivada dey con respecto a la variable concreta x y no con respecto a 
las otras variables de las quey puede depender. Se denomina derivada parcial. En el Capitulo 
12 hablaremos de las derivadas parciales. Por el momenta consideremos d como si fuera d. 
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A continuacion se despeja / en la ecuacion resultante: 

> yp : =solve(deq, di f f ( y( x) , x) ) ; 

v(.x-) 

W ' ~ x + 3 y(x) 2 

Ahora se puede diferenciar yp con respecto a x para obtener 

> ypp : =diff(yp, x); 


— y(x) y(x) ^1 + 6y(x) y(x)^j 
yPP x + 3 y(x) 2 (x + 3 y(x) 2 ) 2 

Para obtener una expresion que dependa solo dex ey hay que sustituir la expresion de la prime- 
ra derivada en el resultado. Como en el resultado de la sustitucion apareceran fracciones com- 
puestas, simplificaremos dicho resultado. 

> ypp : =simplify(subs(diff(y(x), x) = y p, ypp); 

xy(x) 

Esto es y" expresada en funcion de x e y. Ahora hay que sustituir las coordenadas x = 2, 
y(x) = 1 para obtener el valor de y" en (2, i). Hay que tener en cuenta que el orden de las susti- 
tuciones es importante. Primero hay que sustituir y(x) por 1 y despues sustituir x por 2 (si susti- 
tuyeramos primero x, habriamos sustituido y(2) en vez dev(x) por 1). El comando subs de Ma- 
ple realiza las sustituciones en el orden en que se escriben. 

> s ubs ( y ( x) =1, x = 2, ypp) ; 


4 

125 


Regia General de la Potencia 

Hasta ahora solo hemos demostrado la Regia General de la Potencia 


dx 

para exponentes enteros r y algunos exponentes racionales como r = 1/2. Utilizando diferencia- 
cion implicita se puede dar una demostracion para cualquier exponente racional r = m/n, siendo 
m y n enteros y n ^ 0. 

Si y = x” t/n , entonces y n = x m . Diferenciando implicitamente con respecto a x se obtiene 

ny"- 1 — = m/ 1-1 , por tanto, 

dx 

dv m , , m , , ,>„ > m ,,, , > m , ,, , 

■ _ — l — n _ ^n-l^mln HI —«) _ — 1 + \m/n) -m _ ^[m/n) - 1 

dx n ' n n n 
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Ejercicios 2.9 


En los Ejercicios 1-8, calcule dy/dx en funcion dexey. 


1 . xy — x + 2 y = 1 
3. x 2 + xy = v 3 
5. x 2 v 3 = 2x - y 


2 . x 3 + y 3 = 1 
4. x 3 y + xy 5 = 2 
6 . x 2 + 4(y - l ) 2 = 4 


x — y x _ I - 

7. -- =-hi 8. ,ui + y = 8 — xy 

x + y y 

En los Ejercicios 9-16, calcule la ecuacion de las tangentes 
a las curvas en los puntos dados. 

9. 2x 2 + 3y 2 = 5 en (1, 1) 

10 . x 2 v 3 - x 3 y 2 = 12 en (- 1 , 2 ) 



12 . x + 2 y + 1 = en ( 2 , - 1 ) 


13. 2x + y ~ sj 2 sen (xy) = n/7 en ( -, 1 

^4 


, 2 xy 

14. tan (xv ) 2 = — en 

71 

15. xsen (xy - y 2 ) = x 2 

ic i ny \ x 2 17 

16. cos | — I =-— 

y 2 



- 1 en ( 1 , 1 ) 
en (3, 1) 


22. Para Ax 2 + By = C demuestre que y" = - p- 3 . 

Util ice M aple u otro si sterna de matematicas por 
computador para calcular los valores que se piden en los 
Ejercicios 23-26. 

23. Calcule la pendiente dex + y 2 + ysenx = y 3 + 7 i □ 
en ( 71 , 1 ). 

x + Jy 3v — 9x 1^=71 

24. Calcule la pendiente de -^ 7 = = -- l_l 

y+Jx x + y ^ 

en el punto (1, 4). 

25. Si x + y 5 + 1 = v + x 4 + xv 2 , calcule d 2 y/clx 2 

en ( 1 , 1 ). ' “ 

26. Si x 3 y + xy 3 = 11, calcule d 3 y/d x 3 en (1, 2). D 

*27. Demuestre que la elipsex 2 + 2v 2 = 2 y la hiperbola 
2 x 2 - 2 y 2 = 1 se cortan formando angulos rectos. 

*28. Demuestre que la elipse x 2 /^ + y 2 /b 2 = 1 y la 
hiperbola x 2 /A 2 - y 2 /B 2 = 1 se cortan formando 
angulos rectos si A 2 sg a 2 y a 2 - b 2 = A 2 + B 2 (esto 
indica que la elipse y la hi perbola tienen los mismos 
focos). 


*29. Si z = tan-, demuestre que 


dx 

dz 


1 + z' 


, senx = 


2z 


1 + z" 


;, y cosx = 


1 + z 2 


En los Ejercicios 17-20, calcule y" en funcion de x e y. 

17. xy = x + y 18. x 2 + 4y 2 = 4 

*19. x 3 — y 2 4- y 3 = x *20. x 3 — 3xy + y 3 = 1 

a 2 

21. Para x 2 + y 2 = a 2 demuestre que y" = —*. 

y 


*30. Utilice diferenciacion implicita para calcular y‘ si 
(x - y)/(x + y) = x/y + 1 . Demuestre ahora que, de 
hecho, la curva no tiene puntos, por lo que la 
derivada calculada no tiene sentido. Este otro ejemplo 
demuestra los peligros de calcular algo que no se 
conoce si existe 0 no. 


2.10 


Primitivas y problemas de valor inicial 


Hasta el momenta en este capitulo nos hemos ocupado de calcular la derivada f de una funcion 
dada /. El problema inverso (dada la derivada f calcular /) es tambien de interes e importancia. 
Este problema se estudia en el cdlculo integral y en general es mas dificil de resolver que el 
calculo de derivadas. En esta seccion consideraremos este problema de forma preliminar y vol- 
veremos sobre el en el Capitulo 5. 


Primitivas 

Comenzaremos por definir la primitiva de una funcion / como una funcion F cuya derivada es 
/. Es apropiado requerir que F(x) = f(x) en un intervalo. 
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DEFINICION 7 

La primitiva de una funcion / en un intervalo I es otra funcion F que cumple 

F(x) = f(x ) para x en / 


Ejemplo 1 


(a) F(x) = .v es una primitiva de la funcion f(x) = 1 en cualquier intervalo porque F’(x) = 1 = /(x) en to- 
das partes. 

(b) G(x) = \x 2 es una primitiva de la funcion g(x) = x en cualquier intervalo porque G'[x)=\(2x) = 
= x = g(x) en todas partes. 

(c ) R(x)=-\ cos(3x) es una primitiva de r(x) = sen(3x) en cualquier intervalo porque R'[x) = 
= - 3 (-3 sen (3x)) = sen (3x) = r(x) en todas partes. 

(d) F(x) = -1/x es una primitiva de f(x) = 1/x 2 en cualquier intervalo que no contenga a x = 0 porque 
F'(x) = 1/x = /(x) en todas partes excepto en x = 0. 


Las primitivas no son unicas. De hecho, si C es una constante, entonces F(x) = x + C es una 
primitiva de f[x) = 1 en cualquier intervalo. Siempre se puede anadir una constante a la primiti¬ 
va F de una funcion / en un intervalo y obtener otra derivada de f. Lo que es mas importante, 
todas las primitivas de / en un intervalo se pueden obtener sumando constantes a una primitiva 
concreta. Si F y G son primitivas de / en un determinado intervalo I, entonces 

— (G(x) - F(x)) = f{x) - f{x) = 0 
dx 

en dicho intervalo I, de forma que G(x) - F{x) = C (una constante) en I por el Teorema 13 de la 
Seccion 2.6. Por tanto, G(x) = F(x) + C en I. 

Notese que ni esta conclusion ni el Teorema 13 son validos en un conjunto que no sea un 
intervalo. Por ejemplo, la derivada de 

f-1 si x < 0 
sgnx = <, 

(1 si x > 0 

es 0 para todo x ^ 0, pero sgnx no es constante para todo x ¥= 0, sino que tiene valores 
constantes diferentes en los dos intervalos (-oo, 0) y (0, oo) que forman su dominio. 

La integral indefinida 

La primitiva general de una funcion f(x) en un intervalo I es F(x) + C, siendo F(x) una primiti¬ 
va concreta de f(x) en I y C una constante. Esta primitiva general se denomina integral indefini¬ 
da de f(x) en I, y se indica como J f[x)dx. 


DEFINICION 8 


La integral indefinida de f[x) 

en un intervalo / es 


/(x) dx = F(x ) + C en / 

siempre que F'{x) = f[x) para todo x de /. 


El simbolo J se denomina signo integral. Su forma es de una «S» alargada por razones que se 
veran al estudiar la integral definida en el Capitulo 5. De la misma forma que dy/dx se considera 
un solo simbolo que representa la derivada de y con respecto a x, hay que considerar j f(x)dx 
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como un solo sfmbolo (primitiva general) de / con respecto a x. La constante c se denomina 

constante de integration. 


Ejemplo 2 


(a) J xdx = - x 2 + C en cualquier intervalo. 

(b) (x 3 - 5x 2 + l)dx = -x 4 - -x 3 + lx + C en cualquier intervalo. 

(c) J (^4 + = _ ~ + 4^ + C en cualquier intervalo a la derecha de x = 0. 

Las tres formulas anteriores se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos. 


El calculo de primitivas es en general mas dificil que el calculo de derivadas, ya que muchas 
funciones no tienen primitivas expresables como combinacion finita de funciones elementales. 
Sin embargo, toda formula de una derivada sepuede expresar como una formula de una primiti¬ 
va. Por ejemplo, 


d 

— senx = cosx; 

dx 


■ fa nfn 


En capftulos posteriores desarrollaremos varias tecnicas para calcular primitivas. Hasta entonces, 
nos contentaremos con escribir algunas primitivas simples basadas en el conocimiento de las de¬ 
rivadas de funciones elementales: 



•* 

r 


f x 2 


(a) 

dx = 

1 dx = x + C 

(b) 

xdx = — 

+ C 


/• 

x 3 


r i 

' dx 1 

(c) 

x 2 dx = 

= T + c 

(d) 

dx = 

—2 = t C 



3 


X 

X X 


r i 



x‘ 

r+1 

(e) 

—= dx ■ = 2 X x : + C 

(f) 

x' dx = — 

— + C(r¥=~ 1) 


1 v x 

V 

* 

r 

+ 1 


r 



r 


(g) 

senxcfa- = -cosx + C 

(h) 

COS xdx = 

= sen x + C 

• 






(i) 

sec xdx = tanx + C 

(J) 

CSC 2 xdx = 

= - COtx + C 

«. 

r 


«. 



(k) 

sec x tan x dx = sec x + C 

( 1 ) 

CSCxCOtxdx = -CSC x + C 

«- 

i 


«. 




Observese que las formulas (a)-(e) son casos especiales de la formula (f). Por el momento, en 
(f), r debe ser un numero racional, pero esta restriccion desaparecera posteriormente. 

La regia para diferenciar sumas y multiplos constantes de funciones se convierte en una regia 
similar en el caso de las primitivas, como se refleja en los apartados (b) y (c) del Ejemplo 2 
anterior. 

Las graficas de las diferentes primitivas de la misma f unci on en el mismo intervalo son ver- 
siones desplazadas verticalmente de la misma curva, como se muestra en la Figura 2.36. En ge¬ 
neral, solo una de esas curvas pasara por un punto dado, por lo que se puede obtener una primiti¬ 
va concreta de una funcion dada exigiendo que dicha primitiva tome un valor determinado en un 
punto concreto x. 
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Figura 2.36 Graficas de varias primitivas de la misma funcion. 


Ejemplo 3 


/( 2 ) = 10 . 


Calcule la funcion f(x) cuya derivada es /'( x) = 6x 2 - 1 para todo real * y tal que 


Solucion Como f'(x) = 6x 2 - 1, tenemos que 


f(x) = J (6.v 2 — 1) dx = 2x 3 — x + C 

para alguna constante C. Como /(2) = 10, entonces 

10 =/( 2) = 16-2 + C 

Por tanto, C = -4 y f(x) = 2x 3 x - 4 (se puede verificar por calculo directo que f(x ) = 6 .v 2 -1 y 
/( 2 ) = 10 ). 


Ejemplo 4 


/ t ~\~ 5 

Calcule la funcion g(t) cuya derivada es —^- y cuya grafica pasa por el punto (4, 1) 


Solucion Tenemos que 


5(f) = 


t + 5 


dt 


t 3 ' 2 

= J (r" 1/2 + 5t~ 3,2 )dt 
= 2 / 1/2 - lOr “ 1/2 + C 

Como la grafica de v = g(r) debe pasar por el punto (4, 1), se requiere que 

1 = g( 4) = 4 - 5 + C 

Por tanto, C = 2 y 

g(r) = 2t 1/2 - 10 r -1/2 + 2 para t > 0 


Ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial 

Una ecuacion diferencial (ED) es una ecuacion en la que aparecen una o mas derivadas de una 
funcion desconocida. Cualquier funcion cuyas derivadas cumplan la ecuacion diferencial en un 
intervalo se denomina solucion de la ecuacion diferencial en dicho intervalo. Por ejemplo, la 
funcion y = x 3 - x es una solucion de la ecuacion diferencial 
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en toda la recta real. Esta ecuacion diferencial tiene mas de una solucion. De hecho, 
y = x 3 - x + C es una sol ucion para cualquier valor de la constante C. 


Ejemplo 5 


Demuestre que para cualquier valor de las constantes A y B, la funcion y = Ax 3 + B/x es 
una solucion de la ecuacion diferencial x 2 y" - xy' - 3y = 0 en cualquier intervalo que no contenga el 0. 

Solucion Si y = Ax 3 + B/x, entonces para todo x # 0 tenemos que 

y' = 3Ax 2 — B/x 2 y v" = 6Ax + 2 B/x 3 

Y, por tanto, 

, , 2B , B , 3B 

xy" — xv' — 3v = 6Ax 3 H- 3Ax 3 H- 3Ax J -= 0 

xxx 

siempre que x # 0. Esto es lo que queriamos demostrar. 


El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparece en dicha 
ecuacion. La ED del Ejemplo 5 es una ED de segundo orden ya que en el la interviene y", y no 
hay derivadas dey de orden superior. Notese que en la solucion que se ha verificado en el Ejem¬ 
plo 5 intervienen dos constantes arbitrarias, Ay B. Esta solucion se denomina solucion general 
de la ecuacion, ya que se puede demostrar que cualquier solucion es de esta forma, dando valo- 
res a las constantes A y B. Se obtiene una solucion particular de la ecuacion asignando valores 
concretos a esas constantes. En la solucion general de una ecuacion diferencial de orden n apare- 
cen n constantes arbitrarias. 

Un problema de valor inicial (PVI) esta formado por: 

(a) una ecuacion diferencial (para resolverla encontrando una funcion desconocida) y 

(b) valores de la solucion y de un numero suficiente de sus derivadas en un punto determinado 
(el punto inicial) para determinar los valores de todas las constantes arbitrarias en la solucion 
general de la ED y obtener, asi, una solucion particular. 

Observacion Es habitual utilizar el mismo sfmbolo, por ejemplo y, para indicar la variable 
independiente y la funcion solucion de una ED o de un PVI, Es decir, la funcion solucion se 
denominara y = y(x), en vez de y =/(*). 

Observacion La solucion de un PVI es valida en el maximo intervalo que contenga a los 
puntos iniciales donde se define la funcion solucion. 


Ejemplo 6 


Utilice el resultado del Ejemplo 5 para resolver el siguiente problema de valor inicial: 


f x 2 y" — xy' - 3y = 0 (x > 0) 

y(l) = 2 
(/(!)= -6 


Solucion Como se demuestra en el Ejemplo 5, la ED x 2 y" - xy' - 3y = 0 tiene como solucion 
y = Ax 3 + B/x, cuya derivada es y' = 3Ax 2 - B/x 2 . En x = 1 debe cumplirse que y = 2 e y' = -6, por lo 
que 


A + B = 2 

3A - B = -6 


Despejando A y B en estas dos ecuaciones lineales, se obtiene A = -1 y B = 3. Por tanto, y = -x 3 + 3/x 
para x > 0 es la solucion del PVI. 
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Uno de los tipos mas simples de ecuacion diferencial es 


dy 

dx 


= / (x) 


que se puede resolver obteniendo y en funcion de x. Evidentemente la solucion es 


r 


y = 


f(x) dx 


La posibilidad de obtener la funcion desconocida y(x) depende de la posibilidad de obtener una 
primitiva de /. 


Ejemplo 7 


Resuelva el problema de valor inicial 

3 + lx 1 


y 


v(-2) = 1 


iDonde es valida la sol ucion? 

Solucion 


y = ^ + 2 dx = - \~ 2 x + C 


Por tanto, C = \ y 


!=)'( —2)=- — 4 + C 


3 7 

y=-- + 2x + - 
x 2 


Aunque la funcion solucion parece estar definida para todo valor dex excepto el 0, el PVI solo tiene solu¬ 
cion para x < 0. Esto se debe a que (- oo, 0) es el mayor intervalo que contiene al punto inicial -2 pero 
no x = 0, donde la y esta indefinida. 


Ejemplo 8 


Resuelva el PVI de segundo orden 

r y" = senx 

y[n) = 2 
[y'(n) = -1 

Solucion Como (/)' = y" = sen.v, tenemos que 

y'(x) = f sen x dx = — cos.r + C\ 


La condicion inicial para y permite obtener 

_ i = y (u) = _ cos n + Ci — l + C\ 
de forma que C 1 = -2 y y'(x) = -(cosx + 2). Por tanto, 

y(x) = — j" (cosx + 2) dx 

= - sen x - 2x + C 2 

Aplicando la condicion inicial sobre y: 


2 = y(n) = — sen n ~ 2n + C 2 = ~2n + C 2 
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con lo que C 2 = 2 + 2k. La solucion del PVI es 


y es valida para todo *. 


y — 2 + 2n — sen* — 2x 


Las ecuaciones diferenciales y los problemas de valor inicial son de gran importancia en las apli- 
caciones del calculo, especial mente para expresar de forma matematica ciertas I eyes de la natu- 
raleza en las que intervienen tasas de cambio de cantidades. Una gran parte del desarrollo mate- 
matico de los doscientos ultimos anos se ha dedicado a este estudio. En general, esto se estudia 
en cursos separados dedicados a las ecuaciones diferenciales, pero en este texto los presentare- 
mos de vez en cuando, cuando resulte apropiado. A lo largo del libro, excepto en las secciones 
dedicadas explicitamente a las ecuaciones diferenciales, emplearemos el simbolo o para marcar 
los ejercicios sobre ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial. 


Ejercicios 2.10 


En los Ejercicios 1-14, calcule las integrales indefinidas 
dadas. 


1. | 5 dx 

3. 


2 . | x 2 dx 
4. I * 12 dx 


sj xdx 

5. | x 2 dx 6. | (x + cos x) dx 

7. I tan x cos* dx 


,'1 + cos 3 x 

8 . - 5 - dx 


cos 2 X 


9. I ( a 2 — x 2 ) dx 


10. (A + Bx + Cx 2 ) dx 


11. | (2x 1/2 + 3* 1/3 ) dx 12. | 6(A 4/3 1) dx 


13. | { —— — + x — 1 ) dx 


14. 105 I (1 + t 2 + t A + t 6 )dt 


,19. + 3 dx 

21 . I 2 * sen (x 2 )dx 


* 20 . 


* 22 . 


dx 


Jx + l 

2x 

,/x 2 + 1 


dx 


Utilice igualdades trigonometricas como 

sec 2 * = 1 + tan 2 *, sen ( 2 *) = 2 sen*cos* y 

cos (2x) = 2 cos 2 * -1 = 1 - 2 sen 2 * como ayuda para 

calcular las integrales indefinidas de los Ejercicios 23-26. 


24. sen*cos*<£* 


*23. J tan 2 * dx 

*24. 

*25. J cos 2 xdx 

*26. 


sen 1 xdx 


Ecuaciones diferenciales 

En los Ejercicios 27-42, calcule la solucion y = y(x) de los 
problemas de valor inicial dados. iEn que intervalo es 
valida la solucion? (Notese que los ejercicios referidos a 
ecuaciones diferenciales estan precedidos por el simbolo <$>)■ 


En los Ejercicios 15-22, calcule las integrales indefinidas 
dadas. Esto puede requerir intuir la forma de la primitiva y 
comprobarlo despues por diferenciacion. Por ejemplo, 
podemos sospechar que 

| cos (5* -2 )dx = £sen (5* - 2) + C para algun valor de 
k. AI diferenciar, se obtiene que k = 1/5. 


!, J cos( 2 *) dx 

dx 

,17. 


16. | sen I - ) dx 

\ 2, 


O 27. 

029. 

^31. 

^33. 


(1 +xV 


*18. sec (1 - *) tan (1 - *) dx ^35. 


y' = * - 2 

v(0) = 3 

y' = 3 Jx 
>’(4) = 1 

y' = Av 2 + Bx + C 
v(l) = 1 

V = COS* 
v(n/6) = 2 

y' = sec 2 * 
v(0) = 1 


^30. 

<>32. 

<>34. 

036. 


y = * 2 - * 3 
y( 1) = 0 

y = * 1/3 
yo) = 5 

y = *- 9 ^ 7 
y(l) = -4 

’y' = sen (2*) 
y(n/2) = 1 

y' = sec 2 * 
y(n) = 1 
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(/' = 2 

*37. iy'(O) = 5 
(y(0) = “3 
fy" = x 3 -l 
039. 1/(0) = 5 


(y" = x- 4 

038. Jy'(l) = 2 
(y(l) = 1 

fy" = 5x 2 - 3x“ 1/2 

040. Jy'(l) = 2 


044 . Demuestre que para cualquier valor de las constantes A 
y B la funcion y = Ax ' 1 + Bx n es una solucion, para 
x > 0 , de la ecuacion diferencial 
ax 2 y" + bxy’ + cy = 0 , siendo r\ y r 2 dos raices 
racionales distintas de la ecuacion cuadratica 
ar(r — 1) + br + c = 0. 


(y(0) = 8 
fy" = COSx 
041. Jy(0) = 0 
1 /( 0 ) = 1 


(yd) = 0 
fy" = x + sen a 
042. J v(O) = 2 
1 /( 0 ) = 0 


043 . Demuestre que para cualquier valor de las constantes A 
y B la funcion y = y(x) = Aa + Bjx cumple la ecuacion 
diferencial de segundo orden x 2 y" + Ay' — y = 0 para 
a # 0. Calcule una funcion y que sea solucion del 
problema de valor inicial: 


x 2 y" + Ay' — y = 0 (a > 0) 


Utilice el resultado del Ejercicio 44 para resolver los 
problemas de valor inicial de los Ejercicios 45-46 en el 
intervalo a > 0. 

f4x 2 v" + 4Ay' — y = 0 

045. iy(4) = 2 
|y'(4) = -2 

fx 2 y" — 6y = 0 

046. iy(l) = 1 

1/(D = 1 


y(l) = 2 


y'd) = 4 


2.11 


Velocidad y aceleracion 


Velocidad 


Supongamos un objeto que se mueve por una linea recta (el eje x) de forma que su posicion x es 
una funcion del tiempo t,x = x(t) (estamos utilizando x para indicar tanto la variable dependien- 
te como la funcion). Supongamos quex se mide en metros y t en segundos. La velocidad media 
del objeto en el intervalo temporal [t, t + h\ es el cambio en la posicion dividido por el cambio 
en el tiempo, es decir, el cociente de Newton 

Ax x(t + h) — x(t) 

Umedia |Ar = h m/S 

La velocidad v(t) del objeto en el instante t es el limite de su velocidad media cuando h -»0. Por 
tanto, es la tasa de cambio (la derivada) de la posicion con respecto al tiempo. 

dx 

Velocidad: v(t) = — = x'(r) 
dt 

Ademas de decirnos lo rapido que se mueve un objeto, la velocidad tambien nos indica en que 
direccion se mueve. Si v(t) > 0, entonces x aumenta, por lo que el objeto se mueve hacia la de- 
recha. Si v(t) < 0, x disminuye, por lo que el objeto se mueve hacia la izquierda. En los puntos 
criticos dex, es decir, los instantes t en los que v(t) = 0, el objeto esta en reposo instantaneo: en 
ese instante no se mueve en ninguna direccion. 

Hay que distinguir entre el vector velocidad (que incluye informacion de la direccion de mo- 
vimiento) y el modulo de la velocidad, que solo da cuenta de la tasa y no de la direccion. La 
velocidad es el modulo del vector velocidad: 


Velocidad: s(t) = \v(t)\ 


dx 

dt 


Un velocimetro nos proporciona la velocidad a la que se mueve un vehiculo, pero no su direc¬ 
cion. El velocimetro no muestra valores negativos si el vehiculo se da la vuelta y comienza a 
moverse en direccion contraria. 
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Ejemplo 1 


(a) Determine la velocidad v[t) en el instante t de un objeto que se mueve por el eje x de forma que su 

posicion en t se expresa como ^ 

x = VQt + - at 2 

siendo v 0 y a constantes. 

(b) Dibuje la grafica de la funcion v(t) y demuestre que el area encerrada bajo dicha grafica y por encima 
del eje t, en el intervalo [f lf t 2 ], es igual a la distancia recorrida por el objeto en dicho intervalo. 

Solucion La velocidad se expresa como 

dx 

v[t) = — = vo + at 
dt 


Esta grafica es una recta con pendiente a y ordenada en el origen v 0 . El area encerrada bajo la grafica (zona 
sombreada en la Figura 2.37) es la suma de las areas de un rectangulo y un triangulo. Ambos tienen como 
base t 2 - h. El rectangulo tiene altura v(t x ) = v 0 + at h y el triangulo tiene altura a(t 2 - t x ) (ipor que?). Por 
tanto, el area sombreada es igual a 

, 1 

A rea = (t 2 - ti)(v 0 + at i) + - U 2 - h)[a(t 2 - r^j 


— ( f 2 


h) 


a 

vq + ati + - (t 2 



— [t 2 — ti) 


^0 + 2 ^ 


— vo(t 2 ti) + 2 t?) 

= x(t 2 ) - x(h) 


que corresponde a la distancia recorrida por el objeto entre los instantes t x y t 2 . 



Figura 2.37 El area sombreada es igual a la distancia recorrida entre t Y y r 2 


Observacion En el Ejemplo 1 hemos diferenciado la posicion x para obtener la velocidad v y 
despues hemos utilizado el area encerrada bajo la grafica de la velocidad para obtener informa- 
cion de la posicion. Parece que existe una conexion entre calcular areas y obtener las funciones 
que tienen derivadas determinadas (es decir, obtener primitivas). Esta conexion, que examinare- 
mos en el Capitulo 5, es quiza la idea mas importante del calculo. 


Aceleracion 


La derivada de la velocidad tiene tambien una util interpretacion. La tasa de cambio de la veloci¬ 
dad con respecto al tiempo es la aceleracion del objeto movil. Se mide en unidades de distancia/ 
tiempo 2 . El valor de la aceleracion en el instante t es 


Aceleracion: a[t)=v'[t) 


dv d 2 x 
dt dt 2 
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La aceleracion es la segunda derivada de la posicion. Si a[t) > 0, la velocidad aumenta. Esto no 
quiere decir necesariamente que el modulo de la velocidad este aumentando. Si el objeto se 
mueve hacia la izquierda, entonces v(t) < 0, y al acelerar hacia la derecha (a(t) > 0), realmente 
se esta moviendo mas lentamente. El modulo de la velocidad de un objeto crece solo cuando la 
velocidad y la aceleracion tienen el mismo signo. 


Tabla 2. Velocidad, aceleracion y modulo de la velocidad 


Si la velocidad es 

y la aceleracion es 

el objeto esta 

y el modulo de su velocidad esta 

positiva 

positiva 

moviendose a la derecha 

aumentando 

positiva 

negativa 

moviendose a la derecha 

disminuyendo 

negativa 

positiva 

moviendose a la izquierda 

disminuyendo 

negativa 

negativa 

moviendose a la izquierda 

aumentando 


Si a(t 0 ) = 0, entonces la velocidad y su modulo son estacionarias en t 0 . Si a(t) = 0 durante un 
intervalo de tiempo, entonces la velocidad no varia y, por tanto, es constante en ese intervalo. 


Ejemplo 2 


como 


Un punto P se mueve por el eje x de forma que su posicion en el instante ? se expresa 


x = 2? 3 - 15? 2 + 24? m 

(a) Calcule la velocidad y la aceleracion de P en el instante ?. 

(b) /En que direccion y con que velocidad se mueve P en t = 2 s? En ese instante, /su velocidad esta 
aumentando o disminuyendo? 

(c) iCuando esta P en reposo instantaneo? /Cuando no cambia instantaneamente el modulo de su velo¬ 
cidad? 

(d) iCuando se mueve P a la izquierda? iY a la derecha? 

(e) iCuando esta P acelerando? iY desacelerando? 

Solucion 

(a) La velocidad y la aceleracion de P en el instante ? son 

v = — = 6c 2 - 30? + 24 = 6(r - 1)(? - 4) m/s y 

i it 

a = — = 12? - 30 = 6(2? - 5) m/s 2 
dt 

(b) En ? = 2, tenemos v = -12 y a = -6. Por tanto, P se mueve hacia la izquierda con una velocidad de 
12 m/s, y como la velocidad y la aceleracion son negativas, el modulo de su velocidad aumenta, 

(c) P esta en reposo cuando v = 0, es decir, cuando ? = 1 s o ? = 4 s. Su velocidad no cambia cuando 
a = 0, es decir, en ? = 5/2 s. 

(d) La velocidad es continua para todo ?, por lo que, de acuerdo con el Teorema del Valor M edio, su signo 
es constante en los intervalos entre los puntos en los que vale 0. Examinando los valores de v(t) en 
? = 0, 2 y 5 (o analizando los signos de los factores (? - 1) y (? - 4) en la expresion de ?>(?)), se con- 
cluye que v(t) < 0 (y P se mueve a la izquierda) en el intervalo (1, 4), y v(t) > 0 (y P se mueve a la 
derecha) en los intervalos (-oo, 1) y (4, oo). 

(e) La aceleracion a es negativa para ? < 5/2 y positiva para ? > 5/2. La Tabla 3 combina este informacion 
con la informacion de v para mostrar cuando P esta acelerando y decelerando. 
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Tabla 3. Datos del Ejemplo 2 


Interval o 

v(t) es 

a(t) es 

P esta 

(-00, 1) 

positiva 

negativa 

decelerando 

(1, 5/2 

negativa 

negativa 

acelerando 

(5/2, 4) 

negativa 

positiva 

decelerando 

(4, oo) 

positiva 

positiva 

acelerando 


La Figura 2.38 muestra el movimiento deP. 

t = 5/2 



Un objeto se arroja hacia arriba desde el tejado de un edificio de 10 m. Se eleva y poste- 
riormente cae. La expresion de su altura desde el suelo t segundos despues de ser arrojado es 

y = -4.9 1 2 + 8t + 10 m 

hasta que cae al suelo. iQue altura maxima sobre el suelo alcanza el objeto? iCon que velocidad golpea el 
suelo el objeto? 

Solucion Vease la Figura 2.39. La velocidad vertical en el instante t durante el vuelo es 

v(t) = - 2(4.9)r + 8 = - 9.8 1 + 8 m/s 

El objeto se eleva cuando v > 0, es decir, cuando 0 < t < 8/9.8, y cae cuando t > 8/9.8. Por tanto, el obje¬ 
to alcanza su maxima altura en el instante t = 8/9.8 * 0.8163 s, y su altura maxima es 

y™ - -4.9 (3LJ + 8 (^) + 10 * 13.27 m 


El instante t en el que el objeto golpea el suelo es la raiz positiva de la ecuacion de segundo grado que se 
obtiene al hacer y = 0. 

-4.9r 2 + 8r + 10 = 0 


es decir, 



2.462 s 


La velocidad en ese instante es v = — (9.8)(2.462) + 8 « -16.12. Por tanto, el objeto golpea el suelo con 
una velocidad aproximada de 16.12 m/s. 
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Caida libre 

De acuerdo con la Segunda Ley del Movimiento de Newton, una roca de masa m sobre la que 
actua una fuerza F experimentara una aceleracion a proporcional a F y en su misma direccion. 
Utilizando las unidades apropiadas de fuerza, F = ma. Si la roca esta en el suelo, sobre el I a ac- 
tuan dos fuerzas: la fuerza de la gravedad hacia abajo, y la reaccion del suelo hacia arriba, Las 
dos fuerzas se equilibran, por lo que la aceleracion resultante es nula. Por otra parte, si la roca 
esta en el aire y no se apoya en ningun sitio, la fuerza gravitacional no resulta equilibrada, y la 
roca experimentara una aceleracion hacia abajo. Es decir, caera. 

De acuerdo con la Ley de la Gravitacion Universal de Newton, la fuerza con que la Tierra 
atrae a la roca es proporcional a la masa m de la roca e inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia r al centro de la Tierra: F = km//. Si el cambio relativo A r/r es pequeno, como 
sucede cuando la roca esta cerca de la superficie de la Tierra, entonces F = mg, siendo g = k// 
aproximadamente constante. Se deduce entonces que ma = F = mg y la roca experimenta una 
aceleracion constante g hacia abajo. Como g no depende de m, todos I os objetos experimentan la 
misma aceleracion cuando caen cerca de la superficie de la Tierra, suponiendo que se ignora la 
resistencia del aire y otras fuerzas que pudieran estar actuando, Las leyes de Newton implican, 
por tanto, que si la altura a la que esta un objeto en el instante t es y(t), entonces 



El signo negativo es necesario porque la aceleracion gravitacional es hacia abajo, en direccion 
opuesta a la que crece la y. Los experimentos fisicos permiten medir los siguientes valores apro- 
ximados de g en la superficie de la Tierra: 

g = 32 pies/s 2 o g = 9.8 m/s 2 


Ejemplo 4 


Una roca en caida libre cerca de la superficie de la Tierra esta sujeta a una aceleracion 
constante hacia abajo de valor g, si se desprecia el efecto de la resistencia del aire. Si la altura y la veloci- 
dad de la roca son y 0 y v 0 en el instante t = 0, calcule la altura y(t) de la roca en cualquier instante posterior 
hasta que llegue el suelo. 

Solucion En este ejemplo se pide la solucion v(t) al problema de valor inicial de segundo orden: 

(y"U) = -g 
<y(0) =y 0 

1 /( 0 ) = v 0 


Tenemos que 


Por tanto, C : = v 0 . 


y'U) = - 


gdt = -gt + C x 


vq = /(0) = 0 + Ci 
y'U) = -gt + v 0 

yU) = f (-gt + v 0 ) dt = - - gt 2 + V 0 t + C 2 


yo — y( 0 ) — 0 + 0 + c 2 

Con lo que C 2 = v 0 - Finalmente, por tanto, 

1 


y(t) = - - gt 2 + v 0 t + y 0 
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U na pelota se arroja con una velocidad inicial de 20 pies/s desde la cima de un acantilado, 
^oTpe^Ruelo en el fondo tras 5 s. iQue altura tiene el acantilado? 

Solucion Aplicaremos el resultado del Ejemplo 4. En este caso g = 32 pies/s 2 , v 0 = -20 pies/s e.v 0 es 
la altura desconocida del acantilado. La altura de la pelota t segundos tras arrojarla es 

y(t) = -16r 2 - 20 1 + y 0 pies 

En t= 5, la pelota Mega al suelo, por lo que y(5) = 0: 

0 = -16(25) - 20(5)+.y 0 => y 0 = 500 

Por lo que la altura del acantilado es de 500 pies. 


(Distancia de frenado) Un coche viaja a 72 km/h. En un cierto instante, se aplican los 
freno^s^roduce una deceleracion constante de 0.8 m/s 2 . iQue distancia recorrera el coche hasta dete- 
nerse? 

Solucion Sea s(t) la distancia que recorre el coche t segundos despues de aplicar los frenos. Entonces 
s"(t) = -0.8 (m/s 2 ), por lo que la velocidad en el instante t es 


s'(t) 


-0.8 dt = -0.8r + Ci m/s 


Como s'( 0) = 72 km/h = 72 x 1000/3600 = 20 m/s, tenemos que Ci = 20. Por tanto, 

At) = 20- 0.8? 

y 

s(t) = f (20 — 0.8?) dt = 20? - 0.4? 2 + C 2 


Como .v(0) = 0, tenemos que C 2 = 0 y s(t) = 20? - 0.4? 2 . Cuando el coche se detenga, su velocidad sera 0. 
Por tanto, el instante de parada es la solucion t a la ecuacion 

0 = At) = 20 - 0 . 8 ? 

Es decir, ? = 25 s. La distancia recorrida durante la deceleracion es s( 25) = 250 m. 


Ejercicios 2.11 


En los Ejercicios 1-4, un punto se mueve por el eje * de 

forma que su posicion en el instante t esta especificada por 

las funciones dadas. En cada caso, determine lo siguiente: 

(a) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve 
a la derecha. 

(b) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve 
a la izquierda. 

(c) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta 
acelerando hacia la derecha. 

(d) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta 
acelerando hacia la izquierda. 

(e) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta 
acelerando. 

(f) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta 
decelerando. 

(g) La aceleracion en los instantes en los que la velocidad 
es cero. 


(h) La velocidad media en el intervalo temporal [0, 4], 

1. x = f 2 — 4? + 3 2. x = 4 + 5? — ? 2 

, t 

3 . x = r — At + 1 4 . x = , - 

t 2 + 1 

5. Una pelota se arroja hacia arriba desde el suelo con 
una velocidad inicial de 9.8 m/s, de forma que su 
altura en metros tras t segundos se expresa como 

y = 9.8? - 4.9? 2 . iCual es la aceleracion de la pelota 
en cualquier instante tl iA que altura Mega la pelota? 
iCon que velocidad se mueve cuando Mega al suelo? 

6 . Una pelota se tira desde lo alto de una torre de 100 m 
con una velocidad inicial de 2 m/s. Su altura sobre el 
suelo t segundos despues es y = 100 -2 1 - 4.9r 2 . 
iCuanto tarda en llegar al suelo? iCual es la velocidad 
media durante la caida? iEn que instante su velocidad 
es igual a su velocidad media? 
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7. (Distancia de despegue) La distancia que recorre una 
aeronave antes de despegar se expresa como D = ? 2 , 
donde D se mide en metros desde el punto inicial, y t 
se mide en segundos desde que se sueltan los frenos. Si 
el avion despega cuando su velocidad Mega a 200 km/h 
iCuanto tardara en despegar, y que distancia habra 
recorrido en el momenta del despegue? 

8 . (Proyectiles en Marte) Un proyectil que se dispara 
hacia arriba en la superficie de la Tierra Mega al suelo 
al cabo de 10 s. iCuanto tardara en caer al suelo si se 
dispara en M arte con la misma velocidad inicial? 

^Marte = 3.72 m/s 2 . 

9. Una pelota se arroja hacia arriba con velocidad inicial 
de v 0 m/s y alcanza una altura maxima de h m. iQue 
altura alcanzara si su velocidad inicial es de 2u 0 ? iCon 
que velocidad debe lanzarse hacia arriba para que 
alcance una altura maxima de 2 h m? 

10. iCon que velocidad deberia lanzarse hacia arriba la 
pelota del Ejercicio 9 en M arte para que alcanzara una 
altura maxima de 3 h ml 

11 . Una roca cae desde la cima de un acantilado y Mega al 
suelo en su base con una velocidad de 160 pies/s. /Que 
altura tiene el acantilado? 

12. U na piedra se tira hacia abajo desde la cima de un 
acantilado con una velocidad inicial de 32 pies/s y 
Mega al suelo en la base del acantilado con una 
velocidad de 160 pies/s. /Que altura tiene el 
acantilado? 

13. (Distancia recorrida en frenada) Cuando se aplican 
los frenos al maximo, un tren de mercancias puede 
decelerar de forma constante 1,6 m/s 2 . iCuanto viajara 
el tren frenando hasta detenerse completamente si su 
velocidad inicial era de 60 km/h? 

*14. Demuestre que si la posicion x de un punto en 
movimiento se expresa mediante la funcion 
cuadratica de t, x = At 2 + Bt + C, entonces la 
velocidad media en cualquier intervalo de tiempo [?i, 
t 2 ] es igual a la velocidad instantanea en el punto 
medio de dicho intervalo. 


*15. (Movimiento por tramos) La posicion de un objeto que 
se mueve por el eje x en el instante t se expresa como 

f ? 2 si 0 ^ t ^ 2 

,y = <4? - 4 si 2 < r < 8 

(-68 + 20 ? — t 2 si 8 ^?==; 10 

Determine la velocidad y la aceleracion en cualquier 
instante t. /Es continua la velocidad? iEs continua la 
aceleracion? iCual es la velocidad maxima y cuando 
se alcanza? 

(Cohetecon combustiblelimitado) La Figura 2.40 
muestra la velocidad v en pies por segundo de un pequeno 
cohete que se lanza desde lo alto de una torre en el instante 
? = 0 (? en segundos), acelera con aceleracion ascendente 
constante hasta que se acaba el combustible y despues cae a 
tierra a los pies de la torre. El vuelo completo dura 14 s. 
Los Ejercicios 16-19 se refieren a este cohete. 



Figura 2.40 


16. iCual era la aceleracion del cohete hasta que se gasta 
el combustible? 

17. iCuanto tiempo ha estado ascendiendo el cohete? 

*18. iCual es la maxima altura sobre el suelo alcanzada 
por el cohete? 

*19. iQue altura tenia la torre desde la que se lanzo el 
cohete? 

20. Realice de nuevo el Ejemplo 6 con una deceleracion 
constante s"(t) = -? m/s 2 . 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan las siguientes frases? 

o La recta L es tangente a la curva C en el punto P. 
o El cociente de Newton de f(x) en x = a. 


O La derivada f'[x) de la funcion f(x). 

O f es diferenciable en x = a. 

O La pendiente de la grafica y = /(x) en x = a. 

O f es creciente (o decreciente) en el intervalo 7. 
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O / es no creciente (o no decreciente) en el intervalo 7. 

O La velocidad (tasa) media de cambio de /(*) en el 
intervalo [a, b\. 

o La velocidad (tasa) de cambio de f(x) en * = a. 
o c es un punto critico de f(x). 
o La segunda derivada de f(x) en * = a. 
o Una primitiva de / en un intervalo 7. 
o La integral indefinida de / en el intervalo 7. 
o Ecuacion diferencial. 
o Problema de valor inicial. 
o Velocidad. 

o M odulo de la velocidad. 
o Aceleracion. 

• Enuncie las siguientes reglas de diferenciacion: 

O Regia de diferenciacion de la suma de funciones. 

O Regia de diferenciacion del producto de una funcion 
por una constante. 

o Regia del Producto. 
o Regia de la Inversa. 
o Regia del Cociente. 
o Regia de la Cadena. 

• Enuncie el Teorema del Valor Medio. 

• Enuncie el Teorema del Valor Medio 
Generalizado. 

• Enuncie las derivadas de las siguientes 
funciones: 

Ox Ox 2 O 1/x O y/x 

o x" O \x\ O sen* o cos* 

O tan* o cot* O sec* O esc* 

• jQue es una demostracion por induccion 
matematica? 

Ejercicios de repaso 

Utilice la definicion de derivada para calcular las derivadas 
de los Ejercicios 1-4. 

dy -,d , -, 

1. — si v = (3* + l) 2 2. — J 1 - * 2 

due dx 

3. /'(2) si /(*) = -j 4. g'(9) si g(t) =- j. 

x 1 + x/7 


Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 
7-12. 


7. 


1 


* — sen* 

9. (4 — x 2/s ) ~ 5/2 

11 . tan 6 - 6 sec 2 6 


8 . 

10 . 

12 . 


1 + * + * 2 + * 3 


/2 + cos 2 * 

/ITT 2 -1 

/I + 1 2 + l 


Calcule los limites de los Ejercicios 13-16 interpretandolos 
como derivadas. 


13. lim 

h—*0 


(* + h) 


20 - * 20 


15. lim 

x—>7t/6 


cos( 2 *) - ( 1 / 2 ) 


J 4* + 1 - 3 

14. lim ---- 

x —y 2 X 2 


n/6 


16. lim 


(l/* 2 ) - (1/a 2 ) 


En los Ejercicios 17-24, exprese las derivadas de las 
funciones dadas en funcion de las derivadas /' y g' de las 
funciones diferenciables / y g. 

17. /(3 - * 2 ) 


19. f(2x)^g(x/2) 
21 . /(* + (^(*)) 2 ) 
23. /(sen*)g(cos*) 


18. [/(^*)] 2 
/(*) - g(x) 
/(*) + g(x) 
g(x 2 ) 


20 . 


22 . / 

24. 


/ cos/(*) 

1 sen g(x) 

25. Calcule la tangente a la curva * 3 v + 2*v 3 = 12 en el 
punto ( 2 , 1 ). 

26. Calcule la pendiente de la curva 

3y2*sen (ny) + 8ycos(nx) = 2 en el punto (|, J). 

Calcule las integrales indefinidas en los Ejercicios 27-30. 


27. 


29. 


1 


dx 


28. 


1 


dx 


2 + 3 sen* 
cos 2 * 


dx 


30. (2* + l) 4 d* 


31. Calcule /(*) siendo /'(*) = 12 * 2 + 12 * 3 y /(1) = 0. 

32. Calcule g(x) si g'(x) = sen (*/3) + cos(*/ 6 ) y la grafica 
de g pasa por el punto (n, 2 ). 

33. Diferencie *sen* + cos* y xcos* - sen*. Utilice los 
resultados para calcular las integrales indefinidas 


Ii = *cos xdx y h = \ * sen * dx 


5. Calcule la tangente a y = cos(nx) en * = 1/6. 

6. Calcule la tangente a y = tan (*/4) en * = n. 


34. Suponga que /'(*) =/(*) para todo *, y sea 

g(x) = */(*). Calcule algunas derivadas sucesivas de g 
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y plantee una formula para la derivada n-esima g M (x). 
Verifique su formula por induccion. 

35. Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el origen y 
es tangente a la curva y = x 3 + 2 . 

36. Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el 
punto ( 0 , 1) y son tangentes a la curva y = V 2 + * 2 - 

37. Demuestreque 

d 

dx 

(sen" jc sen (nx)) = n sen" _ 1 xsen((« + l)x). iEn que 
puntos x de [0, n] tiene tangente horizontal la grafica 
de y = seta'xsen (nx). Suponga que n ^ 2. 

38. Obtenga formulas de diferenciacion de 
y = sen"xcos(«x), y = cos ' 1 x sen (nx) y 

y = cos" jc cos (nx), analogas a la dada en el Ejercicio 
37 para v = sen”xsen (nx). 


(b) F disminuye a medida que m se aleja de la 
superficie de la Tierra. Demuestre que F 
disminuye a medida que r incrementa respecto a R 
con el doble de velocidad con la que F decrece a 
medida que r decrece con respecto a R. 

42. (Compresibilidad de un gas) La compresibilidad 
isotermica de un gas es la velocidad relativa de cambio 
en el volumen V con respecto a la presion P a una 
temperatura constante T. Es decir, (1 /V)dV/dP. Dada 
una muestra de un gas ideal, su temperatura, presion y 
volumen cumplen la ecuacion PV = kT, siendo k una 
constante relacionada con el numero de moleculas de 
gas presentes en la muestra. Demuestre que la 
compresibilidad isotermica de un gas es el inverso 
cambiado de signo de la presion. 

1 dV _ 1 
V dP ~ P 


39. Sea Q el punto (0, 1). Calcule todos los puntos P de la 
curva y = x 2 en los que la recta PQ es normal a y = x 2 
en P. iCual es la minima distancia de Q a la curva 

y = .v 2 ? 

40. (Beneficio medio y marginal) La Figura 2.41 muestra 
la grafica del beneficio P(x) obtenido por un 
exportador de grano por la venta de x toneladas de 
trigo. Por tanto, el beneficio medio por tonelada es de 
P(x)/x. Demuestre que el beneficio medio maximo se 
produce cuando el beneficio medio se hace igual al 
beneficio marginal. iCual es el significado geometrico 
de este hecho en la figura? 



41. (Atraccion gravitatoria) La atraccion gravitatoria que 
ejerce la Tierra sobre una masa m a una distancia r de 
su centra es una funcion continua F(r), definida para 
r ^ 0 como 


mgR 2 
F(r) = \~P~ 


si 


r > R 


_mkr si 0 ^ r < R 


siendo R el radio de la Tierra y g la aceleracion debida 
a la gravedad en la superficie de la Tierra. 

(a) Calcule la constante k en funcion de g y R. 


43. Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad 
inicial de 10 m/s desde la azotea de un edificio. Una 
segunda pelota se lanza hacia arriba con una velocidad 
nicial de 20 m/s desde el suelo. Ambas pelotas 
alcanzan la misma altura maxima desde el suelo. iQue 
altura tiene el edificio? 

44. Una pelota se deja caer desde la cima de una torre alta 
en el mismo momenta que una segunda pelota se lanza 
hacia arriba desde la base de la torre. Las pelotas 
chocan a una altura de 30 metros desde el suelo. iCon 
que velocidad inicial se lanzo la segunda pelota? 
iCon que velocidad se mueve cada pelota en el 
momenta en que chocan? 

45. (Distancia defrenada) Los frenos de un coche pueden 
disminuir su velocidad en 20 pies/s 2 . £A que velocidad 
puede viajar el coche si debe poder frenar en una 
distancia de 160 pies? 

46. (Medida de variaciones en g) El periodo P de un 
pendulo de longitud L se expresa como P = Injljg, 
siendo g la aceleracion de la gravedad. 

(a) Suponiendo que L es fijo, demuestre que un 1% de 
incrementa en g produce una disminucion de 
aproximadamente el 12% del periodo P (las 
variaciones en el periodo de un pendulo se pueden 
utilizar para detectar pequenas variaciones de g a 
lo largo de la superficie de la Tierra). 

(b) Para g fija, ique porcentaje de cambio en L 
producira un 1% de incrementa en Pi 

Problemas avanzados 

1. Rene Descartes, el inventor de la geometria analitica, 
calculo la tangente a una parabola (o a una 
circunferencia o a otra curva cuadratica) en un punto 
dado (x 0 , y 0 ) de la curva buscando la recta que pasa por 
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(x 0 , y 0 ) que solo tiene una interseccion con la curva. 

I lustre el metodo escribiendo la ecuacion de una recta 
que pasa por el punto (a, a 2 ) con pendiente arbitraria 
m, y calculando despues el valor de m para el que la 
recta solo tiene un punto de interseccion con la 
parabola y = x 2 . iPor que no funciona este metodo con 
curvas mas generales? 


2. Sabiendo que f'(x) = 1/jc y /(2) = 9, calcule: 


(a) lim 

x-*2 


f(x 2 + 5) ~/(9) 

x — 2 


(b) lim 

x—>2 


JJix) - 3 

x — 2 


3. 


Suponga que /'(4) = 3, g'( 4) = 7, #(4) = 4 y g[x) # 4 
para x # 4. Calcule: 

f(x) — f 1 4) 

(a) lim (f(x) —y(4)) (b) lim - 2 J 

x—>4 x—>4 X — lb 


(0 

(e) 


lim 

x —>4 


lim 

x —>4 


fix) —/(4) 
yfx ~ 2 
Ax) ~/(4) 
g(x) - 4 


(d) 

(f) 


/U) —/(4) 
1^4 (l/x) - (1/4) 

,. flglx)) /(4) 
lim--- 


„ r . . fx si x = 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... 
4. Sea f(x) = \ 2 

x en otro caso 


(b) Demuestre que la existencia del limite en (i) 
garantiza que / es diferenciable en x. 

(c) Demuestre que la existencia del limite en (ii) no 
garantiza que / sea diferenciable en x. Sugerencia : 
Considere la funcion fix) = |x| en x = 0. 

9. Demuestre que existe una recta que pasa por la, 0) y 
que es tangente a la curva y = x 3 en x = 3a/2. Si a # 0, 
£ existe otra recta que pase por (a, 0) que sea tangente a 
la curva? Si (x 0 , v 0 ) es un punto arbitrario, £cual es el 
maxi mo numero de rectas que pasan por (x 0l y 0 ) y son 
tangentes a y = x 3 ? fi el numero mini mo? 

10. Real ice un grafico que demuestre que existen dos 
rectas, cada una de el I as tangente a las parabolas 
y = x 2 + 4x + 1 y y = -x 2 + 4x - 1. Calcule las 
ecuaciones de las dos rectas. 

11. Demuestre que si b > 1/2, existen tres rectas que pasan 
por ( 0 , b), que son normales a la curva y = x 2 . 
iCuantas rectas hay si b = 1 / 2 ? fi si b < 1 / 2 ? 

12. (Distancia de un punto a una curva) Calcule el punto 
de la curva y = x 2 mas cercano al punto (3, 0). 
Sugerencia-. La recta desde el punto (3, 0) al punto mas 
cercano Q en la parabola es normal a la parabola en Q. 


(a) Calcule todos los puntos para los que / es 
continua. En particular, £es continua en x = 0 ? 

(b) £Es verdadera o falsa la siguiente afirmacion? 

J ustifique su respuesta. Para toda pareja de 
numeros reales a y b existe un valor x entre a y b 
tal que fix) = If la) +flb))/ 2. 

(c) Calcule todos los puntos en los que / es 
diferenciable. En particular, £es diferenciable en 
x = 0? 


5. Suponga que /(0) = 0 y |/(x)| > ,/jxi para todo x. 
Demuestre que no existe /'(0). 

6 . Suponga que / es una funcion que cumple las 
siguientes condiciones: /'( 0 ) = k, /( 0 ) # 0 y 

fix + y) = fix)fly) para todo x e y. Demuestre que 
/(0) = 1 y que fix) = kf(x) para todo x (en el 
Capitulo 3 estudiaremos funciones con estas 
propiedades). 


7. Suponga que la funcion g cumple las condiciones 
g'( 0 ) = k y g(x + y) = g(x) + gly) para todo x e y. 
Demuestre que: 

(a) g( 0 ) = 0 , (b) g'(x) = k para todo x, y 

(c) glx) = kx para todo x. Sugerencia'. Haga 
h(x) = g(x) - g'l 0)x. 


8 . (a) Si / es diferenciable en x, demuestre que 


... .. fix) ~ fix - h) 

(i) lim- 


= fix) 


,. fix + h) - fix - h) 

(ii) lim-—- = fix) 

o 2h 


*13. (Envolvente de una familia de rectas) Demuestre 
que para cada valor del parametro m, la recta 
y = mx - (;m 2 /4) es tangente a la parabola y = x 2 (la 
parabola se denomina envolvente de la familia de 
rectas y = mx - (m 2 /4). Calcule flm) de forma que la 
familia de rectas y = mx + flm) tenga como 
envolvente la parabola y = Ax 2 + fix + C. 

*14. (Tangentes comunes) Considere las dos parabolas de 
ecuaciones y = x 2 y y = Ax 2 + fix + C. Se supone 
que A # 0 y que si A = 1 entonces fi # 0 y C # 0, de 
forma que las dos ecuaciones representan parabolas 
diferentes. Demuestre que: 

(a) Las dos parabolas son tangentes entre si si 
fi 2 = 4 CIA - 1). 

(b) Las dos parabolas tienen rectas tangentes comunes 
si y solo si A # 1 y A(fi 2 - 4C(A - 1)) > 0. 

(c) Las parabolas tienen exactamente una tangente 
comun si se cumple queA = lyfi#0, oA/ly 
fi 2 =4C(A - 1). 

(d) Las parabolas no tienen tangentes comunes si 

A = lyfi = 0, oA#ly A(fi 2 - 4C(A - 1)) < 0. 

Real ice algunas ilustraciones de las posibilidades 
anteriores. 

15. Sea C la grafica de y = x 3 . 

(a) Demuestre que si a # 0 entonces la tangente a C 
en x = a corta tambien a C en un segundo punto 

x = b. 

(b) Demuestre que la pendiente de C en x = b es 
cuatro veces la pendiente en x = a. 
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(c) iPuede ser una recta tangente a C en mas de un 
punto? 

(d) iPuede ser una recta tangente a la grafica de 

v = Ax 3 + Bx 2 + Cx + D en mas de un punto? 

*16. Sea C la grafica de y = x 4 - 2x 2 . 

(a) Calcule todas las rectas horizontales que son 
tangentes a C. 

(b) Una de las rectas obtenidas en (a) es tangente a C 
en dos puntos diferentes. Demuestre que no existen 
mas rectas con esta propiedad. 

(c) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = x 4 - 2x 2 + x en dos puntos diferentes. 
iExisten mas rectas con esa propiedad? ^Por que? 

17. (T angentes dobles) U na recta tangente ala D) 

cuartica (polinomio de cuarto grado) ~ 

y = ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e en x = p debe cortar a 
C en cero, uno o dos puntos. Si corta a C unicamente 
en solo algun otro punto x = q, debe ser tangente a C 
en ese punto y, por tanto, es una «doble tangente». 

(a) Calcule la condicion que deben satisfacer los 
coeficientes del polinomio de cuarto grado para 
asegurar que existe esa doble tangente, y 
demuestre que no puede haber mas dobles 
tangentes. I lustre su resultado aplicandolo a 

y = x - 2x 2 + x — 1. 

(b) Si la recta PQ es tangente a C en dos puntos 
diferentes x = p y x = q, demuestre que PQ es 
paralela a la recta tangente a C en x = [p + q)j2. 

(c) Si la recta PQ es tangente a C en dos puntos 
diferentes x = p y x = q, demuestre que C tiene 
dos puntos de inflexion diferentes R y S y que RS 
es paralela a PQ. 

18. Verifique las siguientes formulas para cualquier entero 
positivo n: 

d" ( nn 

(a) —-cos (ax) = a" cos cur +— 
dx \ 2 


(b) 


d n 

Jx 7l 


sen [ax) = a" sen 



d A a ( nn\ 

(c) — (cos 4 .v + sen 4 *) = 4" 4 cos Ax + — 
dx \ 2 J 

19. (Cohete con paracai'das) Se dispara un cohete desde 
lo alto de una torre en el instante t = 0. Experimenta 
una aceleracion constante ascendente hasta que se 
consume el combustible. A partir de ese momento su 
aceleracion es la aceleracion descendente de la 
gravedad hasta que, durante su caida, despliega un 
paracaidas que produce una aceleracion ascendente 
para ralentizar la caida. El cohete toca tierra cerca de la 
base de la torre. La Figura 2.42 muestra la velocidad 
ascendente (en metros por segundo) en funcion del 
tiempo. Utilizando la informacion de la figura, conteste 
a las siguientes preguntas: 

(a) iCuanto duro el combustible? 

(b) iCual fue la altura maxima del cohete? 

(c) iCuando se desplego el paracaidas? 

(d) iCual era la aceleracion ascendente del cohete 
cuando funcionaba el motor? 

(e) iQue altura maxima alcanzo el cohete? 

(f) iQue altura tenia la torre desde la que se lanzo el 
cohete? 


v (m/s) 



Figura 2.42 





CAPl'TULO 3 

Funciones 

trascendentes 


Es bien sabido que el problema central de toda la mate- 
matica moderna es el estudio de las funciones trascenden¬ 
tes definidas por ecuaciones diferenciales. 

Felix Klein (1849-1925) 

Lectures on Mathematics (1911) 


Intmduccion Con excepcion de las funciones trigonometricas, todas las funcio¬ 
nes que hemos encontrado hasta ahora han sido de tres tipos principales: polino- 
mios, funciones racionales (cocientes de polinomios) y funciones algebraicas (po¬ 
tencies fraccionarias de funciones racionales). En un intervalo de su dominio todas 
las funciones anteriores se pueden construir a partir de numeros reales y una sola 
variable real x, utilizando un numero finito de operaciones aritmeticas (suma, resta, 
multiplicacion y division) y tomando raices finitas (potencias fraccionarias), Las 
funciones que no se pueden construir de esta forma se denominan funciones tras¬ 
cendentes. Los unicos ejemplos de funciones de ese tipo que hemos visto hasta 
ahora son las funciones trigonometricas. 

Una buena parte de la importancia del calculo y de sus aplicaciones mas utiles 
surge de la posibilidad de explicar el comportamiento de las funciones trascendentes 
que aparecen de forma natural al intentar modelar problemas concretos en terminos 
matematicos. Este capitulo esta dedicado a desarrollar otras funciones trascendentes, 
entre las que se encuentran las funciones exponencial y logantmica y las funciones 
trigonometricas inversas. 

Algunas de estas funciones «deshacen» lo que otras «hacen» y viceversa. Cuan- 
do una pareja de funciones se comporta de esta forma, se denominan inversas entre 
si. Comenzaremos el capitulo estudiando las funciones inversas en general. 
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f|| Funciones inversas 


Considere la funcion 


f(x) = x 3 


cuya grafica se muestra en la Figura 3.1. Como cualquier funcion, f(x) toma solo un valor para 
cada x de su dominio (la recta real completa IR). En terminos geometricos, cualquier recta verti¬ 
cal cruza la grafica de f en un unico punto. Sin embargo, para esta funcion f, cualquier recta 
horizontal cruza tambien la grafica en un unico punto. Esto significa que diferentes valores de x 
siempre producen diferentes valores de f(x). Esta funcion se denomina uno a uno. 


DEFINICION 1 

Se dice que una funcion f es uno a uno si ffxj ± f(x 2 ) siempre que Xj y x 2 pertenezcan 
al dominio de f y x 1 ^x 2 o, de forma equivalente, si 

f (xO = f(x 2 ) => x x = x 2 


Si una funcion definida en un unico intervalo es creciente (o decreciente), entonces es uno a uno 
(vease la Seccion 2.6 para mas detalles). 

Sea la funcion f(x) = x 3 (Figura 3.1). Como la ecuacion 



tiene una solucion unica x para todo valor dado y perteneciente al rango de f, f es uno a uno. 
Concretamente, esta solucion se expresa como 


y define x como funcion dey. Denominaremos a esta nueva funcion inversa de f y la indicare- 
mos como f _1 . Es decir, 

f~ 1 (y) = y 1/3 

En general, si una funcion f es uno a uno, entonces para cualquier numero y de su rango 
existira siempre un unico numero x de su dominio tal quey = f(x). Como x esta determinado de 
forma unica pory, es a su vez una funcion dey. Escribiremos x = f 3 (y) y denominaremos f _1 a 
la inversa de f, La funcion f cuya grafica se muestra en la Figura 3.2(a) es uno a uno y tiene 
inversa. La funcion g cuya grafica se muestra la Figura 3.2(b) no es uno a uno y no tiene inversa. 


No hay que confundir el -1 de f 1 con un exponente. La funcion inversa f 1 no es el inverso 
1/f. Si deseamos indicar el inverso 1/f(x) con un exponente se puede escribir como (f(x)p 1 . 
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Figura 3.2 (a) f es uno a uno 
y tiene inversa. y = fix) significa 
lo mismo que x = f -1 (y). 

(b) g no es uno a uno. 


En general es preferible escribir las funciones denominando x en vez de y a la variable del do- 
minio. Por tanto, invertiremos los papeles dex ey, y replantearemos la definicion anterior como 
sigue. 


DEFINICION 2 

Si f es uno a uno, entonces tiene funcion inversa f -1 . El valor de f _1 (x) es el unico nu- 
mero y del dominio de f para el que f(y) =x. Por tanto, 

y = f-\ x ) o x = f(y) 


Como se ha visto antes, y = x 3 es equivalente a x = y 1/3 o, invirtiendo los papeles de x e y, 


y = x 1/3 <s> x = y 3 


Ejemplo 1 


Demuestre que f(x) = 2x - 1 es uno a uno y calcule su inversa f \x). 

Solucion Como f'(x) = 2 > 0 en R, f es creciente y, por tanto, uno a uno. Sea y = f x (x). Entonces, 

x = f(y) = 2y - 1 

, X + 1 , X + 1 

Despejando y en esta ecuacion se obtiene y = . Por tanto, f 1 (x) = . 


Hay varias cosas que hay que recordar sobre la relacion entre una funcion f y su inversa f \ 
La mas importante es que las dos ecuaciones 

y = r 1 (x) y x = f[y) 

son lo mismo. Son equivalentes de la misma forma que, por ejemplo, y = x + lyx=y-l. 
Cualquiera de las ecuaciones se puede sustituir por la otra. Esto implica que el dominio de f _1 
es el rango de f y viceversa. 

La inversa de una funcion uno a uno es a su vez uno a uno y por tanto tiene tambien inversa. 
Por supuesto, la inversa de fes f: 

y = (f 3 ) 3 (x) o x = f 1 (y) o y=f(x) 

Se puede sustituir cualquiera de las ecuaciones y = f 1 (x) o x = fly) en la otra y se obtienen las 

identidades de cancelacion: 


f(f- 1 (x))=x, f~ 1 (f (y)) = y 
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La primera de estas identidades es valida para todo x perteneciente al dominio de fy la se- 
gunda para todo y perteneciente al dominio de f. Si S representa cualquier conjunto de numeros 
reales e / s es la fund on identidad sobre S, definida como 

/ s (x) = x para todo x en S 

entonces las identidades de cancelacion indican que si 3(f) es el dominio de f, entonces 

1 = f- 1 ) y f 1 0 f = / 35 (f) 

siendo f°g(x) la composicion f(g(x)). 

Si las coordenadas de un punto P = (a, b ) se cambian de orden para formar las de un nuevo 
punto Q = (b, a), entonces cada punto corresponde a la reflexion del otro respecto a la recta 
x = y (para ver esto, notese que la recta PQ tiene pendiente -1, y por tanto es perpendicular a 

y = x. Ademas, el punto medio de PQ es b ^ a j, que esta en y = x). Se deduce, por tanto, 

que las graficas de las ecuaciones x = f(y) y y = f[x) son reflexiones especulares con respecto a 
la recta x = y. Como la ecuacion x = f[y) es equivalente a y = f _ 1 (x), las graficas de las fun- 
ciones fy f son reflexiones especulares una de otra (vease la Figura 3.3). 



Figura 3.3 La grafica de y = f X (x) es la reflexion 
de la grafica de y = f(x) con respecto 
a la recta y = x. 


Presentamos a continuacion un resumen de las propiedades de las funciones inversas: 

Propiedades de las funciones inversas 

1 . y = f~ 1 (x) o x = f(y). 

2. El dominio de fes el rango de f. 

3. El rango de fes el dominio de f. 

4. f~Hf(x)) = x para todo x perteneciente al dominio de f. 

5. f(f _ 1 (x)) = x para todo x perteneciente al dominio de f~ 1 . 

6. (fW) = f(x) para todo x perteneciente al dominio de f. 

7. La grafica de fes la reflexion de la grafica de f con respecto a la recta x = y. 





CAP ITU LO 3. Funciones trascendentes 197 


Ejemplo 


Demuestre que g(x) = J2x + 1 es invertible, y calcule su inversa. 


Solucion Si g(x x ) = g(x 2 ), entonces Jlx x + 1 = J2x 2 + 1. Elevando al cuadrado los dos miembros se 
obtiene 2x x + 1 = 2x 2 + 1, que implica que x x = x 2 . Por tanto, g es uno a uno e invertible. Sea y = g 1 (x); 
entonces 

x = g[y) = J2y + 1 

x 2 - i 

de donde se deduce que x ^ 0 y x 2 = 2y + 1. Por tanto, y = —-— y 


g 1 (x) = 


x z -1 


para x ^ 0 


(La restriccion x ^ 0 se aplica, ya que el rango de g es [0, oo)). Vease la Figura 3.4(a) que muestra las 
graficas de g y de g _1 . 



Figura 3.4 (a) Grafica 

de g[x) = J 2x + 1 y de su 
inversa. 

(b) Grafica de la funcion 
f(x) = 1/x, que es autoinversa. 


DEFINICION 3 

Una funcion f es autoinversa si f 1 = f, esdecir, si f( f(x)) = x para todo x pertenecien- 
te al dominio de f. 


Ejemplo 


La funcion f(x) = 1/x es autoinversa. Si y = f 1 (x), entonces x = f(y) = 1/y. Por tanto, 
1 

y = 1/x, y f L (x) = - = f(x) (cease la Figura 3.4(b)). La grafica de cualquier funcion autoinversa debe ser 
su propio reflejo respecto a la recta x = y y, por tanto, debe ser simetrica respecto a dicha recta. 


Inversion de funciones que no son uno a uno 

M uchas funciones importantes, como las funciones trigonometricas, no son uno a uno en todo su 
dominio. Es todavfa posible definir la inversa para tales funciones, pero hay que restringir el do¬ 
minio artificialmente de forma que la funcion con el dominio restringido sea uno a uno. 

Consideremos como ejemplo la funcion f(x) =x 2 . Sin restricciones, su dominio es toda la 
recta real y, por tanto, no es uno a uno ya que f(-a) = f(a) para todo a. Definamos una nueva 
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funcion F(x) igual a f(x) pero con un dominio menor, de forma que sea uno a uno. Podemos 
utilizar como dominio de F el intervalo [0, oo): 

F(x) = x 2 para 0 ^ x < oo 

La Figura 3.5 muestra la grafica de F. Es la mitad derecha de la parabola y = x 2 , que es la grafi- 
ca de f. Evidentemente, F es uno a uno, por lo que tiene funcion inversa F _1 que se calcula 
como sigue: 

Sea y = F 1 (x), entonces x = F(y) = y 2 e y ^ 0. Por tanto, y = ^Jx. De aqui F _1 (x) = N /x. 
Esta forma de restringir el dominio de una funcion que no es uno a uno para hacerla inverti¬ 
ble se utilizara cuando invirtamos funciones trigonometricas en la Seccion 3.5. 



Figura 3.5 Restriccion de F de x 2 a [0, oo) y su inversa F \ 


Derivadas de funciones inversas 


Supongamos que la funcion f es diferenciable en un intervalo (a, b ) y que, o bien f'(x) > 0 para 
a < x < b, de forma que f es creciente en (a, b), o bien f'[x) < 0 para a < x < b, de forma que 
f es decreciente en (a, b). En ambos casos f es uno a uno en (a, b) y tiene inversa f~ 1 , definida 
como 

y = f~\x) <=> x = f(y), (a <y <b) 


Como estamos suponiendo que la grafica y = f(x) tiene una tangente no horizontal en algun 
punto x en (a, b), su reflexion, que es la grafica y = f 1 (x), tiene una tangente no vertical en 
algun punto x del intervalo comprendido entre f(a) y f(b). Por tanto, f _1 es diferenciable en 
esos valores de x (Figura 3.6). 

Sea y = f~ 1 (x). Se desea obtener dy/dx. Se resuelve la ecuacion y = f~ 1 (x) en la forma 
x = f(y) y se diferencia implfcitamente con respecto a x, de modo que se obtiene 


r , dy dy 1 1 

1 = ' y dx' portanto ' dx^W^TirW) 

Por tanto, la pendiente de la grafica de fen (x, y) es la inversa de la pendiente de la grafica 
de f en (y, x) (Figura 3.6) y 



1 

f'(fHx)) 


1 


|x Cfx 


dy 

y=f-Hx) 


Con la notacion de Leibniz se expresa como — 

dx 


X 
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Figura 3.6 Tangentes de las graficas de f y de f \ 


Ejemplo 


Demuestre que fix) = x 3 + x es uno a uno en toda la recta real, y, teniendo en cuenta que 
f(2) = 10, calcule (f “^'(lO). 

Solucion Como f'(x) = 3x 2 + 1 > 0 para todos los numeros reales x, f es creciente y, por tanto, uno a 
uno e invertible. Si y = f _1 (x) entonces 

x = f(y) = y 3 + y => l = (3y 2 + l)y' 


^ y 3y 2 + 1 

Como x = f(2) = 10, esto implica que y = f ^(lO) = 2. Por tanto, 


(r'm 0) = tt 


3y + 1 y = 2 13 


Ejercicios 3.1 


Demuestre que las funciones f de los Ejercicios 1-12 son 
uno a uno, y calcule las funciones inversas f _1 . 
Especifique los dominios y los rangos de f y de f _1 . 


1. f (x) = x - 1 
3. f(x) = v^l 
5. fix) = x 3 
7. f(x) = x 2 , x < 0 


9. fix) = 


2 . fix) = 2x 1 
4. fix) =- y /x^ r : 
6 . f (x) = 1 
8 . fix) = (1 - 2x) 3 


10 . fix) = 


11 . fix) = 


1 - 2x 


12 . fix) = 


En los Ejercicios 13-20, f es una funcion uno a uno cuya 
inversa es f \ Calcule las inversas de las funciones dadas 
en funcion de f _1 . 


13. g(x) = fix) - 2 
15. k(x) = — 3 f (x) 

1 


17. p(x) = 


1 + fix) 


19. r(x) = 1 — 2 f(3 — 4x) 20. six) = 


14. h(x) = f(2x) 

16. mix) = f(x - 2) 

fix ) - 3 
18. qlx) = - 

„ , , 1 + fM 


1 - fix) 
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En los Ejercicios 21-23, demuestre en las funciones dadas 
son uno a uno y calcule sus inversas. 

v 2 

21 . f(x) = '' 


x‘ + 1 

X + 1 


si x 0 
si x < 0 


22 . g(x) = 


rV3 


si x ^ 0 
si x < 0 


23. h(x) =x|x| + 1 

24. Calcule f 1 (2) si f(x) = x 3 + x. 

25. Calcule g x (l) si g[x) = x 3 + x - 9. 

26. Calcule h x (-3) si h(x) = x|x| + 1. 


1 

27. Suponga que la funcion f(x) cumple f'(x) = - y que f 
es uno a uno. Si y = f l (x), demuestre que dy/dx = y. 

28. Calcule (f _1 )'(x) si f(x) = 1 + 2x 3 . 

4x 3 

29. Demuestre que f(x) = ^ — - tiene inversa y calcule 
(f 1 )'(2). 


*30. Calcule (f 1 )'(-2)si f(x) =x^3 + x 2 . 


31. Si f(x) = x 2 /(l + Jx), calcule, f x (2) con una s 

exactitud de cinco cifras decimales. ill 

32. Si g(x) = 2x + senx, demuestre que g es n=g 

invertible, y calcule g 1 (2) y (g 1 )'(2) con una ill 
exactitud de cinco cifras decimales. 

33. Demuestre que f(x) = xsecx es uno a uno en el 
intervalo {-nil, nil). ;Cual es el dominio de f _1 (x)? 
Calcule (f _1 )'(0). 

34. Si f y g tienen respectivamente como inversas f 1 y 
g _1 , demuestre que la inversa de la funcion compuesta 
f °g es (f ogP 1 = g _1 ° f _1 . 

*35. iPara que valores de las constantes a, b y c es 
autoinversa la funcion f(x) = (x - a)/(bx - c)? 

*36. iPuede ser autoinversa una funcion par? £Y una 
funcion impar? 

*37. En esta seccion se ha dicho que una funcion creciente 
(o decreciente) definida en un unico intervalo es 
necesariamente uno a uno. £Es necesariamente cierta 
la afirmacion inversa? Explique por que. 

*38. Repita el Ejercicio 37 con la suposicion anadida de 
que f es continua en el intervalo donde esta definida. 


3.2 


Las funciones exponential y logantmica 

Comenzaremos considerando las funciones exponencial y logantmica, que seguramente ya ha- 
bremos encontrado en nuestros estudios anteriores de matematicas. En las secciones que siguen 
presentaremos estas funciones desde diferentes puntos de vista y aprenderemos a calcular sus de- 
rivadas. 


Exponenciales 

Una funcion exponencial es una funcion de la forma f(x) = a x , donde la base a es una constan- 
te positiva y el exponentex es la variable. No hay que confundir estas funciones con las funcio¬ 
nes potenciales como f(x) =x a , en las que la base es variable y el exponente es constante. La 
funcion exponencial a x se puede definir para exponentes x enteros y racionales, de la siguiente 
forma: 


DEFINICION 4 Funciones exponenciales 

Si a > 0, entonces 
a 0 = 1 

a n = a -a -a ■■■ a si n = 1, 2, 3, ... 

1 -v-' 

n factores 

a~ n = ^ si n = 1, 2, 3, ... 
a" 

a m/n = n / y a m s i n = 1, 2, 3, ... y m = ± 1, + 2, + 3, ... 

En esta definicion, ?/a es el numero b > 0 que cumple que b n = a. 
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iComo se puede definir a x cuando x no es racional? Por ejemplo, ique significa 2”? Para calcu- 
lar la derivada de a x es necesario que la funcion este definida para todos los numeros reales x, no 
solo para los numeros racionales. 

En la Figura 3.7 se muestran puntos con coordenadas (x, 2 X ) para muchos valores racionales 
de x muy cerca unos de otros. Parecen estar en una curva suave. La definicion de a x se puede 
extender a valores x no racionales de forma que a x sea una funcion diferenciable de x en toda la 
recta real. Lo haremos en la seccion siguiente. Por el momento, si x es irracional podemos 
pensar en a x como el limite de los valores a r para un conjunto de numeros racionales r que se 
aproximan a x: 



Figura 3.7 y 


a x = lim a r 

r->x 
r racional 


2 X para x racional. 


Ejemplo 1 


racionales 


Como el numero irracional n = 3.141 592 653 59... es el limite de la secuencia de numeros 


r 1 = 3, r 2 = 3.1, r 3 = 3.14, r 4 = 3.141, r 5 = 3.1415, 
se puede calcular 2 n como el limite de la correspondiente secuencia 

2 3 = 8, 2 31 = 8.5741877..., 2 314 = 8.815 249 9... 


Se obtiene 2 71 = lim 2 r " = 8.824 977 827... 


n — ► co 


Las funciones exponenciales cumplen varias identidades denominadas /eyes de los exponentes: 


L eyes de los exponentes 

Sean a > 0 y £> > 0, yxeydos numeros reales cualesquiera; entonces, 

(i) a° = 1 

(ii) a x+y = a x a y 

1 

a x 

(i'i) a 

(iv) a y = — 

d 

(v) (a x ) y = a xy 

(vi) (ab) x = a x b x 


Estas identidades se pueden demostrar para el caso de exponentes racionales utilizando las defi- 
niciones anteriores. Son tambien verdaderas para exponentes irracionales, pero no podremos de- 
mostrarlo hasta la seccion siguiente. 

Si a = 1, entonces a x = l x = 1 para todo x. Si a > 1, entonces a x es una funcion creciente de 
x. Si 0 < a < 1, entonces a x es decreciente. La Figura 3.8(a) muestra las graficas de algunas 
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(b) 


Figura 3.8 (a) Graficas de 
algunas funciones exponenciales. 
(c) Graficas de algunas funciones 
logaritmicas. 


funciones exponenciales ti picas. Todas el I as pasan por el punto (0, 1) ya que a 0 = 1 para todo 
a > 0. Observese que a* > 0 para todo a > 0 y para todo real x, y que 


Si 

a > 1, 

entonces 

lim a x = 

X —> — 00 

0 

y 

lim a x = 

X —>00 

00 . 

Si 

0 < a < 1, 

entonces 

lim a x = 

X —> — 00 

00 

y 

lim a x = 

X — > GO 

0 . 


La grafica de y = a x presenta una asintota horizontal en el eje x si a ^ 1. Es asintotica por la 
izquierda (cuando x -*• - oo) si a > 1 y por la derecha (cuando x -» oo) si 0 < a < 1. 

Logaritmos 

La funcion f(x) = a* es una fund on uno a uno siempre que a > 0 y a ^ 1. Por tanto, f tiene 
inversa que denominaremos funcion logaritmica. 


DEFINICION 5 

Si a > 0 y a / 1, la funcion log a x, denominada logaritmo en baseadex, es la inversa de 
la funcion uno a uno a x \ 

y = log a x <=> x = a y , (a > 0, a ^ 1) 


Como el dominio de a x es (-oo, oo), el rango de log a x es (-oo, oo). Como el rango de a x es 
(0, oo), el dominio de log a x es (0, oo). Como a x y log a x son funciones inversas, se cumplen las 
siguientes identidades de cancelacion: 


log a ( a x ) = x para todo x real y a logaX = x para todo x > 0 


La Figura 3.8(b) muestra las graficas de algunas funciones logaritmicas tipicas. Todas pasan por 
el punto (1, 0). Cada una de el I as es la reflexion con respecto a la recta y = x de la correspon- 
diente grafica exponencial de la Figura 3.8(a). 

A partir de las leyes de los exponentes se pueden obtener las siguientes leyes de los loga¬ 
ritmos: 
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L eyes de los logaritmos 

Si x > 0, y > 0, a > 0, b > 0, a / 1 y b / 1, entonces 

(i) log a 1 = 0 (ii) log a (xy) = log a x + log a y 

(iii) log a 0 = -log a x (iv) log a Q = log a x - log a y 

(v) log a (x y ) =ylog a x (vi) log a x = J°^* 

log b a 

Si a > 0, x > 0 e y > 0, verifique que log a (xy) = log a x + log a y, utilizando las leyes de 

losexponente^ 

Solucion Sean u = log a x y v = log a y. Por la propiedad de definicion de funciones inversas, x = a“ y 
y = a*. Por tanto, xy = a “a* = a u + c . Invirtiendo de nuevo, se obtiene log a (xy) = u + v = log a x + log a y. 


La ley (vi) de los logaritmos, presentada anteriormente, demuestra que si se conocen los logarit¬ 
mos en una base particular b se pueden calcular los logaritmos en cualquier otra base a. Las cal- 
culadoras cientfficas disponen en general de programas para calcular logaritmos en base 10 y en 
base e, un numero especial que presentaremos en la Seccion 3.3, Los logaritmos en cualquier 
otra base se pueden calcular utilizando cualquiera de esas funciones. Por ejemplo, los especialis- 
tas en computadores necesitan a veces utilizar logaritmos en base 2. Utilizando una calculadora 
cientifica, se puede calcular rapidamente 


log 10 13 1.11394335231... 

Iog 10 2 “ 0.301 029995 664... 


3.700439 718 14... 


Las leyes de los logaritmos se pueden utilizar en algunas ocasiones para simplificar expresiones 
complicadas. 
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Ejemplo 4 


Resuelva la ecuacion 3 X 1 = 2 X . 

Solucion Tomando logaritmos en ambos miembros de la ecuacion en cualquier base a se obtiene 

(x - 1) log a 3 = xlog a 2 
(log a 3 - log a 2)x = log a 3 
= iog a 3 = iog a 3 
X log a 3 — log a 2 log a (3/2) 

El valor numerico de x se puede obtener utilizando la funcion «log» en una calculadora cientifica (esta fun- 
cion es log 10 ). El valor es x = 2.7095... 


De la misma forma que las funciones exponenciales, las funciones logaritmicas tienen tambien 
un comportamiento asintotico. Todas sus graficas son asintoticas con el ejey a medida quex -»0 
por la derecha: 


Si 

a > 1 , 

entonces 

>< _ 

log a x = -00 

y lim log a x = 00. 

X — > CO 

Si 

0 < a < 1 , 

entonces 

lim 

x ->0 + 

log a x = 00 

y lim log a x = - 00. 

X —>00 


Ejercicios 3.2 


Simplifique las expresiones de los Ejercicios 1-18. 
3 3 


3. (x- 3 )- 2 

5. log 5 125 
7. log 1/3 3 2x 


2 . 2 1 / 2 8 1/2 


4. 


4></2 


6 . log 4 - 

\o 


8 . 2 10948 

10 . x 1/( 1093X1 

12 . log x (x(log y y 2 )) 

14. log 15 75 + log 15 3 
16. 2 log 3 12 - 4 log 3 6 
log a (x 4 + 5x 2 + 6) 


21 . 2 2x = 5 


23. log x 3 = 5 


24. log 3 x = 5 


Utilice las leyes de los exponentes para demostrar las leyes 
de los logaritmos en los Ejercicios 25-28. 


25. log a ( ~ ) = 


log a x 26. logJ - ) = log a x - log a y 

\yy 


27. log a (x y ) = ylog a x 

28. log a x = (log b x)/(log b a) 


9. 10 _ 10910 (1 7 x) 

11 . (log a b) (log b a) 

13. (log 4 16)(log 4 2) 

15. log 6 9 + log 6 4 

17. log a (x 4 + 3x 2 + 2) 

-4 log a Jx 2 + 2 

18. log„ (1 - cosx) + log u (l + cosx) - 2log jr senx 

Utilice las funciones logaritmo y exponencial con base 10, 
10 x y logx(= log 10 x), de una calculadora cientifica para 
evaluar las expresiones 0 resolver las ecuaciones de los 
Ejercicios 19-24. 

19. 3^ gj 20. log 3 5 

cx+1 ill 22. x^ = 3 


29. Despeje x en log 4 (x + 4) - 2 log 4 (x + 1) = - 

30. Despeje x en 2 log 3 x + log 9 x = 10. 

E value los limites de los Ejercicios 31-34. 


1 


31. lim log x 2 


32. lim log x (1/2) 


33. lim log x 2 34. lim log x 2 

X-.1 + x-»l- 

*35. Suponga que f(x) = a x es diferenciable en x = 0 y 
que f'(0) = k, siendo /r # 0. Demuestre que f es 
diferenciable en cualquier numero real x y que 

f'(x) = ka x = kf(x) 

*36. Continuando con el Ejercicio 35, demuestre que 
f _1 (x) = log a x es diferenciable en cualquier x > 0 y 
que 

(f- 1 )’M= Yx 
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La exponencial y el logaritmo natural 

En esta seccion vamos a definir la fund on Inx, denominada logaritmo natural de x, de una 
forma que en principio parece no tener nada que ver con los logaritmos considerados en la Sec¬ 
cion 3.2. Sin embargo, demostraremos que tiene las mismas propiedades que esos logaritmos, y 
al final veremos que Inx = log e x, el logaritmo de x en una cierta base especifica e. Demostra¬ 
remos que Inx es una funcion uno a uno, definida para todos los numeros reales positivos. 
Por lo tanto, debe tener una funcion inversa, e x , que denominaremos funcion exponencial. Nues- 
tro objetivo final es llegar a una definicion de la funcion exponencial a x (para cualquier a > 0) 
que sea valida para todo numero real x, en vez de solo para numeros racionales, y que sea 
continua e incluso diferenciable sin tener que suponer esas propiedades como hicimos en la 
Seccion 3.2. 


El logaritmo natural 

La Tabla 1 muestra las derivadas de las potencias enteras de x. Esas derivadas son multiplos 
de potencias enteras de x, pero hay una potencia entera, x _1 , que esta ausente de esta lista de 
derivadas. Todavfa no conocemos ninguna funcion cuya derivada sea x _1 = 1/x. Vamos a reme- 
diar esta situacion definiendo una funcion In x tal que su derivada sea 1/x. 

Tabla 1 . Derivadas de potencias enteras 


fix) 

m 

X 4 

4x 3 

X 3 

3x 2 

X 2 

2x 

X 1 

i—1 

ll 

o 

>< 

1 — 1 

x° 

0 

X- 1 

— x 2 

X" 2 

-2x“ 3 

X- 3 

'3- 

1 

X ... 
m 

1 


Para tener una idea de como se puede hacer esto, revisemos el Ejemplo 1 de la Seccion 2.11. 
En ese ejemplo demostramos que el area bajo la grafica de la velocidad de un objeto movil en 
un intervalo detiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto en dicho intervalo. Como la 
derivada de la distancia es la velocidad, la medida del area nos proporciono una forma de ob- 
tener una funcion (la distancia) que tenia una derivada dada (la velocidad). Esta relacion entre 
area y derivadas es una de las ideas mas importantes en calculo. Se denomina Teorema Fun¬ 
damental del Calculo. Lo consideraremos en detalle en el Capitulo 5, pero haremos uso de esta 
idea ahora para definir Inx, cuya derivada queremos que sea 1/x. 
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DEFINICION 6 El logaritmo natural 

Para x > 0, sea A x el area de la region plana encerrada por la curva y = 1 /t, el eje t y las 
rectas verticales t=lyt = x. La funcion Inx se define como 


Inx = 


-A, 


si x^l, 
si 0 < x < 1 


y se muestra en la Figura 3.9. 




Figura 3.9 

(a) Inx = -area A x si 0 < x < 1 

(b) Inx = area A x si x ^ 1 


La definicion implica que In 1 = 0, que Inx > 0 si x > 1, que Inx < 0 si 0 < x < 1 y que es una 
funcion uno a uno. Ahora demostraremos que si y = Inx, entonces y' = 1/x. La demostracion de 
este resultado es similar a la demostracion del Teorema Fundamental del Calculo que proporcio- 
naremos en la Seccion 5.5. 


TEOREMA Si x > 0, entonces 



1 

x 


DEMOSTRACION Para x > 0 y h > 0, In (x + h) - Inx es el area de la region plana li- 
mitada por y = 1/t, y = 0, y las rectas verticales t = x y t = x + h. Corresponde al area 
sombreada en la Figura 3.10. Comparando esta area con la de los dos rectangulos se puede 
ver que 

- - < area sombreada = ln(x + f))-lnx<- 

x + h x 


Por tanto, el cociente de Newton de Inx cumple 

1 In(x + /■))- Inx 1 
x + h h x 

Haciendo que h tienda a cero por la derecha, se obtiene (por el Teorema del Sandwich apli- 
cado a limites unilaterales) 


lim 

fl-.0 + 


In (x + h) 


Inx 


1 


h 


x 
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Figura 3.10 


Un argumento similar permite demostrar que si 0 < x + h < x, entonces 

1 In (x + h) - Inx 1 

- <-:-<-r 

x h x + h 

por lo que 

In (x + h) - Inx 1 

11 m -:- = - 

h-> 0 - h x 

Combinando estos dos limites laterales se obtiene el resultado deseado: 

d In(x + h) - Inx 1 

— Inx = 11 m-:-= - 

flx h—*0 h X 

Las dos propiedades (d/dx)lnx = 1/x y In 1 = 0 son suficientes para determinar completamente 
la fund on Inx (esto se deduce del Teorema 13 de la Seccion 2.6). A partir de estas dos propieda¬ 
des se puede deducir que Inx cumple las leyes apropiadas de los logaritmos. 


TEOREMA Propiedades del logaritmo natural 


(i) In (xy) = Inx + Iny 
(iii) In= Inx - Iny 


(ii) ln^j = -lnx 
(iv) I n (x r ) = r I n x 


Como no deseamos suponer que las exponenciales son continuas (como hicimos en la Sec¬ 
cion 3.2), diremos por el momenta que (iv) solo es valido para exponentes r que sean nu- 
meros racionales. 

DEMOSTRACION Solo demostraremos el apartado (i), ya que los otros apartados se 
demuestran por el mismo metodo. Si y > 0 es una constante, entonces por la Regia de la 
Cadena, 

d y 1 

— (In(xy) — Inx) =-= 0 para todo x > 0 

dx xy x 

El Teorema 13 de la Seccion 2.6 indica que In (xy) - Inx = C (una constante) para x > 0. 
Haciendo x = 1 se tiene C = Iny y se deduce la identidad (i). 

t 
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El apartado (iv) del Teorema 2 demuestra que In (2 n ) = n In 2 -> oo cuando n -> oo. Por tanto, te- 
nemos tambien que In (l/2) n = - n In2 -» - oo cuando n -» oo. Como (d/dx)lnx = 1/x > 0 para 
x > 0, se deduce que Inx es creciente, por lo que debemos tener (vease la Figura 3.11) 


lim Inx = oo, 

lim Inx = - oo 

X — > CO 

x->0 + 


Ejemplo 


Demuestre que — In |x| 

UX 


1 

- para todo x # 0. Teniendo en cuenta lo anterior calcule 
x 



Solucion Si x > 0, entonces 



d 

— Inx 
dx 


1 

x 


por el Teorema 1. Si x < 0, entonces, utilizando la Regia de la Cadena, 

d d 11 

— In |x| = — ln(-x) = — (-1) = - 

dx dx -x x 

d 1 

Por tanto,— l n l x l = -, y en cualquier intervalo que no contenga a x = 0, 



Calcule las derivadas de (a) In |cosx| y (b) In(x + Jx 2 + 1). Simplifique sus respuestas 
tanto como sea posible. 

Solucion 

(a) Utilizando el resultado del Ejemplo 1 y la Regia de la Cadena, tenemos que 


— I n I cosx| =-(— sen x) = -tanx 

dx cosx 
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La funcion exponencial 

La funcion Inx es uno a uno en su dominio, el intervalo (0, oo), por lo que tiene inversa en di- 
cho intervalo. Por el momento, denominaremos a su inversa expx. Entonces, 

y = expx <=> x = lny (y > 0 ) 

Como In 1 = 0, tenemos que expO = 1. El dominio de exp es (- oo, oo), el rango de In. El ran- 
go de exp es (0, oo), el dominio de In. Tenemos las siguientes identidades de cancelacion: 

ln(expx)=x para todo x real y exp(lnx)=x para x > 0 

Se pueden deducir varias propiedades de exp a partir de las propiedades correspondientes de In. 
No es sorprendente que sean propiedades que podria esperarse tuviera la funcion exponencial. 


TEOREMA^^ Propiedades de la funcion exponencial 


(i) (expx) r = exp(rx) 
(iii) exp (-x) = 


(ii) exp (x + y) = (expx) (exp y) 

. . . expx 

(iv) exp (x - y) = 


exp(x) .expy 

Por el momento, la identidad (i) solo es valida para numeros r racionales. 


DEMOSTRACION Solo demostraremos la identidad (i). Las restantes son similares. Si 
u = (expx) r , entonces, por el Teorema 2(iv), Inu = rIn(expx) =rx. Por tanto, u = exp(rx). 


Presentamos a continuacion una definicion muy importante: 


Sea e = exp(l) 

El numero e cumple Ine = 1, por lo que el area limitada por la curva y = 1/t, el eje ty las rectas 
verticales t = 1 y t = e debe ser igual a una unidad cuadrada. 1/ease la Figura 3.12. El numero e 
es uno de los mas importantes en matematicas. Como el numero n, es irracional y no es rafz de 
ningun polinomio con coeficientes racionales (estos numeros se denominan trascendentes). Su 
valor esta entre 2 y 3 y sus cifras iniciales son 


e = 2.7 1828 1828459045... 


M as adelante veremos que 

formula mediante la que se puede calcular el valor de e con cualquier precision deseada. 


1111 

e — 1 h-1 -1-1 -p 

1! 2! 3! 4! 



Figura 3.12 Definicion de e. 
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CALCULO 


El Teorema 3(i) indica que expr = exp(lr) = (expl) r = e r se cumple para todo numero ra- 
cional r. Realizaremos ahora una observation crucial. Solo conocemos el significado de e r si r es 
un numero racional (si r = m/n, entonces e r =(/e™). Pero expx esta definida para todo 
x real, sea racional o no. Como e r = exp r cuando r es racional, se puede usar exp x como defini¬ 
tion de lo que significa e x para cualquier numero real x, y no habra contradiccion en el caso de 
que x sea racional. 

e x = expx para todo x real 
El Teorema 3 se puede reformular en terminos de e x : 


CD 

II 

>< 

^CD 

(ii) 

Q x+ y = q x qY 

1 


e x 

(i'i) e 

(iv) 

p«-y — _ 

e y 


La grafica de e x es la reflexion de la grafica de su inversa, Inx, respecto a la recta y = x. La 
Figura 3.13 permite comparar ambas graficas. Observese que el eje x es una asintota horizontal 
de I a grafi ca de y = e x cuando x -*■ - oo . Tenemos que 



Como expx = e es realmente una fund on exponencial, su inversa es realmente un logaritmo: 


Inx = log e x 

La derivada de y = e x se calcula por diferenciacion implicita: 

y = e x => x = I n y 
1 dy 

^ y dx 


Por tanto, la funcion exponencial tiene la destacable propiedad de que es su propia derivada y, 
por tanto, tambien su propia primitiva: 


d 

r 

pX - pX 

dx ' 

e x dx = e x + C 

«. 
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Ejemplo 3 


Calcule las derivadas de 


(a) e x 3x , 

Solucion 


(b) VI + e 2x y (c) - g _ x 


d 

dx 

e x2 

— 3x _ g x 2 

- 3x 

(2x - 3) 

>< 

m 

1 

% 

m 

1 

>< 

rsj 

II 

d 

/ 

1 + p 2 * — 


1 

g2x 

Ip 2x O)) - 

dx 

V 


2^ 

/l + e 2x 

1 11 Hi ?x 

V 1 + e 

d 

e x 

- e" x 

(e x 

+ e x )(e 

■ x (-e^ x )) (e x 

dx 

e x 

+ e~ x 



(e x + e _x ) 2 




(e x 

) 2 + 2e x e 

“ x + (e“ x ) 2 - [(e x ) 2 






(e x + e _x ) 2 





4e x ' x 

4 




(e x 

+ e x ) 2 

(e x + e“ x ) 2 


Ejemplo 4 


Sea f(t) = e at . Calcule (a) f (n) (t) y (b) j f(t)dt. 
Solucion (a) Tenemos que f'(t) = ae at 

f"(t) = a 2 e at 
f"'(t) = a 3 e at 


f (n) (t) = a n e at . 

(b) Ademas, \f(t)dt = j e at dt = - e at + C, ya que - - e at = e at . 
' ! a dt a 


Exponenciales y logaritmos generales 

Podemos utilizar el hecho de que e x esta ahora definido para todo numero real x, para definir la 
exponencial arbitraria a x (siendo a > 0) para todo numero real x. Si r es racional, entonces 
ln(a r ) = rlna, y, portanto, a r = e rlna . Sin embargo, e xlna esta definido para todo numero real x, 
por lo que podemos utilizarlo como definicion de a x , sin posibilidad de que surja contradiccion si 
x es racional. 

DEFINICION 7 La exponencial general a* 

a x = e xlna , (a > 0, x real) 

Evalue 2 71 , utilizando las teclas del logaritmo natural (In) y de la exponencial (exp o e x ) de 
unacalcuTaaora cientifica, pero no utilizando las teclas y x o A . 

Solucion 2 n = e 71 '" 2 = 8.824 977 8 ... Si la calculadora tiene una tecla A o teclas x y o y x , es posible que 
las funciones esten implementadas utilizando a su vez las funciones exp y In. 
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Las leyes de los exponentes para a x , tal como se presentaron en la Seccion 3.2, se pueden obte- 
ner ahora a partir de las de e\ y tambien como la derivada: 

W rl 

— a x = — e xlna = e xlna In a = a x In a 
dx dx 

Tambien podemos verificar la Regia General de la Potencia para x a , siendo a un numero real, 
siempre que x > 0. 

v a — — — a alnx — — — 3 v a-l 

.A . C C OA 

dx dx xx 


No se debe confundir x 71 , que es una funcion potencial de x, con n x , que es una fund on exponen- 
cial de x. 


Ejemplo 6 


Demuestre que la grafica de f(x) = x n - n x tiene pendiente negativa en x = n. 


Solucion f'(x) = nx n 1 -7t x ln7t 


f'[n) = mi 71 1 — n 71 In n = n K (l — In n). 

Como n > 3 > e, tenemos que In n > Ine = 1, por lo que 1 - In n < 0. Como n n = e K ' nn > 0, tenemos que 
f'(n) < 0. Por tanto, la grafica de y = f (x) tiene pendiente negativa en x = n. 


Ejemplo 7 


Calcule el punto critico dey = x x . 


Solucion No se puede diferenciar x x tratandolo como una potencia (como x a ), ya que el exponente varia. 
Tampoco se puede tratar como una funcion exponencial (como a x ) porque la base varia. Pero podemos di- 
ferenciarlo si lo escribimos primero en terminos de la funcion exponencial x x = e xlnx y utilizamos despues 
la Regia de la Cadena y la Regia del Producto: 


dy 

dx 


e xinx _ e xlnx n x + xQ) = x x (l + Inx) 


x x esta definida solo para x > 0, y nunca vale 0 (ipor que?). Por tanto, el punto critico se produce cuando 
1 + Inx = 0, es decir, Inx =-1 o x = 1/e. 


Finalmente, observese que ( d/dx)a x = a x In a es negativo para todo xsi 0<a<lyes positivo 
para todo x si a > 1. Por tanto, a x es uno a uno y tiene funcion inversa, log a x, siempre que a > 0 
y a/1. Sus propiedades se deducen de la misma forma que en la Seccion 3.2. Si y = log a x, 
entonces x = a y y, utilizando diferenciacion implfcita con respecto a x, se obtiene 

l = anna^ = xln4 
dx dx 

Por tanto, la derivada de log a x se expresa como 



1 

xln a 


Como log a x se puede expresar en funcion de logaritmos en cualquier otra base, por ejemplo e, 

Inx 

l09 = x = nc, 
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Normalmente solo utilizaremos logaritmos naturales. No obstante, hay excepciones en quimica, 
acustica y otras ciencias donde se usan «escalas logaritmicas» para medir cantidades en las que 
un incremento de una unidad en la medida corresponde a multiplicar por 10 la cantidad. Para 
definir esas escalas se usan logaritmos en base 10. En ciencias de computacion, donde las poten- 
cias de 2 tienen un papel central, los logaritmos en base 2 aparecen muy a menudo. 


Diferenciacion logaritmica 

Supongamos que deseamos diferenciar una funcion de la forma 

y = (f(x)) gM (para f(x) > 0) 

Como la variable aparece tanto en la base como en el exponente, ni la regia general de la poten- 
cia, ( d/dx)x a = ax a ~\ ni la regia exponencial, (d/dx)a x = a x In a, se pueden aplicar directamente. 
Un metodo para calcular la derivada de una funcion como esa es expresarla en la forma 

y _ g9(x)ln f(x) 

y diferenciar despues utilizando la Regia del Producto para el exponente. Este es el metodo utili- 
zado en el Ejemplo 7. 

La derivada del Ejemplo 7 se puede obtener tambien tomando logaritmos naturales en los 
dos miembros de la ecuacion y = x x y diferenciando implfcitamente: 

Iny = xlnx 

1 dy , x 

- — = Inx + - = 1 + Inx 
y ox x 

dy 

-j- = y( 1 + Inx) =x x (l + Inx) 
dx 

Esta ultima tecnica se denomina diferenciacion logaritmica. 


Ejemplo 8 


Calcule dy/dt si y = (sen t) lnt , con 0 < t < n. 

Solucion Tenemos que Iny = Intsent. Entonces, 

1 dy 1 cos t 

—- = - I n sen t + I n t - 

y dt t sent 


dy 

dt 


= y 


I n sen t 
t 


= (sen t) 


In t 


+ Intcott 
I n sen t 


t 


In t cot t 


La diferenciacion logaritmica es tambien util para calcular derivadas de funciones expresadas co¬ 
mo productos y cocientes de muchos factores. AI tomar logaritmos se transforman los productos 
y cocientes en sumas y diferencias. Esto en general facilita el calculo con respecto a la utiliza- 
cion de las Reglas del Producto y del Cociente, especialmente si la derivada debe calcularse en 
un punto concrete. 


Ejemplo 9 


D iferencie y = [(x + 1) (x + 2) (x + 3)]/(x + 4). 


Solucion 


Entonces, 


In |y| = In |x + 1| + In |x + 2| + In |x + 3| - In |x + 4| 
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y x + 1 x + 2 x + 3 x + 4 

_ (x + l)(x + 2)(x + 3) / 1 1 1 1 \ 

y_ x + 4 \x + 1 x + 2 x + 3 x + 4y 

(x + 2)(x + 3) (x + l)(x + 3) (x + l)(x + 2) 

x + 4 x + 4 x + 4 


(x + 1) (x + 2)(x + 3) 
(x + 4 ) 2 


Ejemplo 10 


Solucion 


du 

Calcule — 
dx 


X=1 


si u = v /(x + l)(x 2 + l)(x 3 + l). 


Inu = - (ln(x + 1) + In (x 2 + 1) + In (x 3 + 1)) 


1 du _ 1 / 1 2x 3x 2 
u dx ~ 2 lx + 1 x 2 + 1 x 3 + 1 


En x = 1 tenemos que u = ^8 = 2^2. Por tanto, 


du 

dx 


X = 1 




Ejercicios 3.3 


Simplifique las expresiones de los Ejercicios 1-10. 


1 . e 3 /^? 

2. In (e 1/2 e 2/3 ) 

3. e 5lnx 

4 g(3 In 9)/2 

1 

5 - ln ^ 

6. e 2lncosx + ^lne senx ^ 

7. 3 In 4 - 4In 3 

8. 4 In^/x + 6 In (x 1/3 ) 

9. 2 Inx + 5 In (x - 2) 

10. In (x 2 + 6x + 9) 

Despeje x en las ecuaciones de los Ejercicios 11-14. 

11. 2 X+1 = 3 X 

12. 3 X + 9 1_X 

1 5 


13, 2 X ~~ 8 X+3 

14. 2 X 3 = 4 X 


Obtenga los dominios de las funciones de los Ejercicios 
15-16. 

15. In _ — 16. In (x 2 - x - 2) 

2 - x 

Resuelva las inecuaciones de los Ejercicios 17-18. 

17. In (2x - 5) > In (7 - 2x) 18. In (x 2 - 2) < Inx 


En los Ejercicios 19-48, diferencie las funciones dadas. Si 
es posible, simplifique sus respuestas. 


19. y = e 5x 

20. y = xe x - x 

X 

21 -y = eS 

22. y = x 2 e x/2 

23. y = ln(3x-2) 

24. y = In |3x - 2| 

25. y = In (1 + e x ) 

26. f(x) = e (x2) 

e x + e _x 

27. y= 2 

28. x = e 3t ln t 

29. y = e (eX) 

e x 

30 - y = i—x 

1 + e 

31. y = e x senx 

32. y = e _x cosx 

33. y = 1 n 1 n x 

34. y = x 1 n x - x 

X 2 

35. y = x 2 Inx - y 

36. y = In |senx| 

37. y = 5 2x+1 

38. y = 2 (x2_3x+8) 

39. g(x) = f x x t 

40. h(t) = ?-x t 




CAP ITU LO 3. Funciones trascendentes 215 


41. f(s) = log a (lbs + c) 42. g(x) = log x (2x + 3) 

43. y = X'ft 44. y = (l/x) lnx 

45. y = In |secx + tanx| 46. y = In |x + ,/x 2 - a 2 | 

47. y = Inf^/x 2 + a 2 - x) 48. y = (cosx) x - x C0SX 

49. Calcule la n-esima derivada de f(x) = xe ax . 

50. Demuestre que la n-esima derivada de (ax 2 + bx + c)e x 
es una funcion de la misma forma pero con diferentes 
constantes. 

51. Calcule las cuatro primeras derivadas de e x2 . 

52. Calcule la n-esima derivada de In (2x + 1). 

53. Diferencie (a) f(x) = (x x ) x y (b) g(x) = x (xX) . iQue 
funcion crece mas rapidamente cuando x crece? 

*54. Resuelva la ecuacion x x * = a, siendo a > 0. La torre 
de exponentes crece indefinidamente. 

Utilice diferenciacion logaritmica para calcular las 

derivadas que se piden en los Ejercicios 55-57. 

55. f(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4). Obtenga f'(x). 


67. Calcule la derivada de f(x) = Ax cos In x + Bxsen Inx. 
Utilice el resultado como ayuda para calcular las 
integrales indefinidas 

cos I n x dx y j* sen I n x dx 

* 68 . Sea F A B (x) = Ae x cosx + Be x senx. Demuestre que 
( d/dx)F A s (x) = F a+b,b-aM- 

*69. Utilizando los resultados del Ejercicio 68, calcule 

(a) (d 2 /dx 2 )F A fi (x) y (b) (d 3 /dx 3 )e x cosx. 

*70. Calcule — (Ae ax cosbx + Be ax senx) y utilice el 
dx 

resultado como ayuda para evaluar 

(a) Je ax cosbxdx y (b) J e ax sen bx dx. 

71. Demuestre la identidad (ii) del Teorema 2 examinando 
la derivada del miembro izquierdo menos el miembro 
derecho como se hizo en la demostracion de la 
identidad (i). 


56. F (x) = 


. + x(l - x) 1/3 
(1 + 5x) 4/5 ' 


Obtenga F '(0). 


„ . (x 2 - 1)(x 2 - 2)(x 2 - 3) 

fM ■ (74- 1)(^ 4- 2)(7 T 3) 0bten9a ’ l2) - 
Obtenga tambien f'( 1). 

58. iEn que puntos tiene tangente horizontal la grafica de 

y = x 2 e ‘ x2 ? 

59. Sea f(x) =xe _x . Determine donde es f creciente y 
donde es decreciente. Dibuje aproximadamente la 
grafica de f. 

60. Obtenga la ecuacion de una recta de pendiente 4 que 
sea tangente a la grafica dey = Inx. 

61. Obtenga la ecuacion de una recta que sea tangente a la 
curva y = e x y pase por el origen. 

62. Obtenga la ecuacion de una recta que sea tangente a la 
curva y = Inx y pase por el origen. 

63. Obtenga la ecuacion de una recta que sea tangente a 
y = 2 X y pase por el punto (1, 0). 

64. iPara que valores de a > 0 corta la curva y = a x a la 
recta y = x? 

X 1 

65. Calcule la pendiente de la curva e xy ln - = x + - 

y y 

en (e, 1/e). 


72. Deduzca la identidad (iii) del Teorema 2 a partir de las 
identidades (i) y (ii). 

73. Demuestre la identidad (iv) del Teorema 2 para 
exponentes racionales r mediante el mismo metodo 
utilizado en el Ejercicio 71. 

*74. Sea x > 0 y sea F(x) el area encerrada por la curva 
y = t 2 , el eje t y las rectas verticales t = 0 y t = x. 
Utilizando el metodo de la demostracion del Teorema 
1, demuestre que F '(x) = x 2 . A continuacion, obtenga 
una formula explicita de F(x). iCual es el area de la 
region encerrada por y = t 2 , y = 0, t = 0 y t = 2? 

*75. Real ice los siguientes pasos para demostrar que 
2 < e < 3. Sea f (t) = 1/t para t > 0. 

(a) Demuestre que el area por debajo y = f(t), por 
encima de y = 0 y entre t = 1 y t = 2 es menor 
que una unidad cuadrada. Deduzca que e > 2. 

(b) Demuestre que todas las tangentes a la grafica de 
f estan por debajo de dicha grafica. Sugerencia: 
f"(t) = 2/f 3 > 0. 

(c) Obtenga las rectas T 2 y T 3 que son tangentes a 
y = f(t) en t = 2 y t = 3, respectivamente. 

(d) Calcule el area A 2 por debajo de T 2 y por encima 
de y = 0, entre t = 1 y t = 2. Calcule tambien el 
area A 3 por debajo de T 3 y por encima dey = 0, 
entre t = 2 y t = 3. 


66. Calcule la ecuacion de la recta tangente a la curva 
xe y + y - 2x = In2 en el punto (1, In2). 


(e) Demuestre que A 2 + A 3 > 1 unidad cuadrada. 
Deduzca que e < 3. 



216 CALCULO 


Crecimiento y decreeimiento 

En esta seed on estudiaremos el uso de fund ones exponenciales para model ar las tasas de creci¬ 
miento de cantidades para las que dicha tasa de crecimiento esta directamente relacionada con su 
tamano. El crecimiento de estas cantidades esta generalmente gobernado por ecuaciones diferen- 
dales en cuya solucion aparecen fund ones exponenciales. Antes de entrar en materia, preparare- 
mos el camino examinando la forma de crecimiento de las funciones exponencial y logaritmica. 

Crecimiento de exponenciales y logaritmos 

En la Seccion 3.3 demostramos que tanto e x como Inx crecen (hacia infinito) cuando x crece. Sin 
embargo e x aumenta muy rapidamente cuando x crece, y Inx crece muy lentamente. De hecho, e x 
crece, para x grande, mas deprisa que cualquier potencia positiva dex (no importa lo grande que 
sea la potencia), mientras que Inx crece mas lentamente que cualquier potencia positiva dex (no 
importa lo pequena que sea la potencia). Para verificar este comportamiento comenzaremos por 
una inecuacion que cumple Inx. La recta y = x- 1 es tangente a la curva y = Inx en el 
punto (1, 0). El teorema que sigue afirma que la curva esta por debajo de esa recta (vease la 
Figura 3.14). 



TEOREMA Si x > 0, entonces Inx < x - 1. 

DEMOSTRACION Sea g(x) = Inx - (x - 1) para x > 0. Entonces g(l) = 0 y 


g'(x) 



X 


J>0 si 0 < x < 1 
{ < 0 si x > 1 


Como se observo en la Seccion 2.6, estas inecuaciones implican que g crece en (0, 1) y 
decrece en (1, oo). Por tanto, g(x) ^ g(l) = 0 para todo x>0ylnx^x-l para esos va- 
lores de x. 


TEOREMA Propiedades de crecimiento de exp y In 

Si a > 0, entonces 


x a 

Inx 

(a) lim — = 0 

(b) lim — = 0 

x — > go 6 

X —>00 X 

(c) lim |x| a e x = 0 

(d) lim x a lnx = 0 

X — ► — 00 

x->0 + 
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Cada uno de estos 1 1 mites hace una afirmacion sobre quien «gana» en una competicion en- 
tre una exponencial o un logaritmo y una potencia. Por ejemplo, en el apartado (a), el de- 
nominador e x crece cuando x -» oo, por lo que hace que la fraccion x 3 /e* tienda a 0. Por 
otra parte, si a es un numero positivo grande, el numerador x 3 tambien crece y hace que la 
fraccion tienda a infinito. Lo que afirma el apartado (a) es que en esta competicion entre la 
exponencial y la potencia, la exponencial es mas fuerte y gana; por tanto, la fraccion tiende 
a 0, La competicion del Teorema 5 se puede expresar como sigue: 


En una lucha entre una potencia y una exponencial, gana la exponencial. 
En una lucha entre una potencia y un logaritmo, gana la potencia. 


DEMOSTRACION Demostraremos primero el apartado (b). Sea x > 1, a > 0 y sea 
s = a/2. Como ln(x s ) = slnx, tenemos que, utilizando el Teorema 4, 

0 < s I n x = I n (x s ) ^ x s - 1 < x s 

1 

Por tanto, 0 < Inx < - x s y, dividiendo por x 3 = x , 

Inx 1 x s 1 

0 < ^- < —2i = —i 

x 3 s x zs sx s 

Pero l/fsx 5 ) -»0 cuando x -> oo (ya que s > 0). Por tanto, por el Teorema del Sandwich, 


Seguidamente deduciremos el apartado (d) a parti r del apartado (b) sustituyendo x = 1/t. 
Como x — > 0 + tenemos que t -» oo, y 


lim x 3 Inx = lim 

x—>0+ t —► co 


In (1/t) 
t 3 


lim 

t— >00 


-Int 

~ir 


-0 = 0 


Ahora deduciremos el apartado (a) a partir del apartado (b). Si x = Int, entonces t-> oo 
cuando x -*■ oo, por lo que 


x° 


lim — = lim 


(Int) 3 


x . , = lim TiTi = 0 a = 0 

X — > OO e t— > 00 t t—► oo \t 


Int' 


Finalmente, (c) se deduce de (a) mediante la sustitucion x = -t: 


lim |x| a e x = lim | — t| a e f =lim- t = 0 

CO t—>00 t— >00 6 


Modelos de crecimiento y decrecimiento exponencial 

En muchos procesos naturales intervienen cantidades que crecen o decrecen con una velocidad 
proporcional a su tamano. Por ejemplo, la masa de un cultivo de bacterias que crece en un medio 
que proporciona los nutrientes adecuados crecera con una velocidad proporcional a dicha masa. 
El valor de una inversion con interes compuesto crece con una velocidad proporcional a dicho 
valor. La masa de material radiactivo no descompuesto en una muestra de crece con una veloci¬ 
dad proporcional a dicha masa. 
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Todos estos fenomenos, y otros que muestran un comportamiento similar, se pueden modelar 
matematicamente de la misma forma. Si y = y(t) indica el valor de una cantidad y en el instante 
t, y si y cambia con una velocidad proporcional a su tamano, entonces 

dy 

Jt = ky 

siendo k la constante de proporcionalidad. La ecuacion anterior se denomina ecuacion diferen- 
cial de crecimiento o decrecimiento exponencial ya que, para cualquier valor de la constante 
C, la funcion y = Ce kt cumple la ecuacion. De hecho, si y(t) representa cualquier solucion de la 
ecuacion diferencial y' = ky, entonces 

d fy(t)\ e kt y'(t) - ke kt y(t ) y'(t) - ky(t) 

= - = -- = ° paratodot 

Entonces yit)/^ = C, una constante, e y(t) = Ce kt . Como y(0) = Ce° = C, 


El problema de valor inicial j 

i dy 

\j t = ky 

i tiene como solucion unica y = y 0 e kt 


r 

o 

II 

O 


Si y 0 > 0, entonces y(t) es una funcion creciente con t si k > 0 y es una funcion decreciente con 
t si k < 0. Se dice que la cantidad y presenta un crecimiento exponencial si k > 0 y un decreci¬ 
miento exponencial si k < 0. 1/ease la Figura 3.15. 



Figura 3.15 Soluciones del problema de valor inicial dy/dt = ky, y(0) = y 0 , 
para k > 0, k = 0 y k < 0. 


Ejemplo 


(Crecimiento de un cultivo de celulas) Cierto cultivo de celulas crece con una velo¬ 
cidad proporcional al numero de celulas presentes. Si el cultivo contiene inicialmente 500 celulas y 800 tras 
24 horas, icuantas celulas habra despues de otras 12 horas? 

Solucion Sea y(t) el numero de celulas presentes t horas despues del instante en el que habia 500 celu¬ 
las. Por tanto, y(0) = 500 y y(24) = 800. Como dy/dt = ky, tenemos que 

y(t) = y(0)e kt = 500e kt 

Por tanto, 800 = y(24) = 500e 24fc , con lo que 24k = In |g§ = In (1.6). Se deduce que k = (1/24) In (1.6) y 

y(t) = 500e (t/24)ln(L6) = 500(1.6) t/24 

Deseamos conocer el valor de y cuando t = 36: y(36) = 500e (36/24),n(1,6) = 500(1.6) 3/2 « 1012. El numero 
de celulas credo hasta 1012 doce horas despues de que hubiera 800 celulas. 
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El crecimiento exponencial se caracteriza por un tiempo dedoblajefijo. Si T es el instante en el 
que y dobla el tamano que tenia en t = 0, entonces 2y(0) = y(T) = y( 0)e kT . Por tanto, e kT = 2. 
Como y(t) = y(0)e kt , tenemos que 

y(t + T)= y( 0)e w+n = e kT y( 0)e kt = 2 y(t) 

es decir, siempre se requieren T unidades de tiempo para quey doble su valor. De forma similar, 
el decrecimiento exponencial requiere siempre un tiempo fijo para reducir el valor a la mitad 
(denominado generalmente semivida). Si y(T) = \y(0), entonces e kT = \y 

ylt + T) =y(0)e w+T) =^y(t) 


Ejemplo 2 


(Decaimiento radiactivo) Un material radiactivo tiene una semivida de 1200 anos. iQue 
porcentaje de la radiactividad original de la muestra queda despues de 10 anos? iCuantos anos son necesa- 
rios para reducir la radiactividad en un 10%? 


Solucion Sea p(t) el porcentaje de la radiactividad inicial despues de t anos. Entonces, p(0) = 100 y 
p(1200) = 50. Como la radiactividad decrece con una velocidad proporcional a si misma, dp/dt = kp y 

p(t) = 100e w 

Pero 50 = p(1200) = lOOe 1200 *, por lo que 

1 50 ln2 
^ _ 1200 lR 100 ~ 1200 


El porcentaje que queda despues de 10 anos es 

p(10) = me 10k = lOOe 10(ln2)/1200 « 99.424 
Si despues de t queda el 90% de la radiactividad, entonces 

90 = 100e w 


, , 90 
kt = In — 
100 


t = 7 In (0.9) 
k 


1200 

—- In (0.9) « 182.4 
In 2 


por lo que se requerira un poco mas de 182 anos para reducir la radiactividad el 10%. 


Algunas veces en el crecimiento o decrecimiento exponencial interviene una cantidad que cam- 
bia con una velocidad proporcional a la diferencia entre si misma y un valor fijo: 


dy 

dt 


k(y - a) 


En este caso se deberia utilizar el cambio de la variable dependiente u(t) = y(t) - a para conver¬ 
ts la ecuacion diferencial a una forma estandar. Observese que u(t) cambia con la misma veloci¬ 
dad que y(t) (es decir, du/dt= dy/dt), por lo que cumple 


Ejemplo 3 


(Ley del enfriamiento de Newton) Un objeto caliente que se introduce en un entorno 
mas frio se enfriara con una velocidad proporcional al exceso de su temperatura con respecto a la del entor¬ 
no. Si una taza de cafe situada en una habitacion que se mantiene a una temperatura de 20°C se enfria de 
80°C a 50°C en cinco minutos, icuanto tiempo tardara en enfriarse hasta 40°C? 
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Solucion Sea y(t) la temperatura del cafe t minutos despues del instante en el que estaba a 80°C. En- 
tonces y(0) = 80 y y(5) = 50. La ley de Newton indica que dy/dt= k(y - 20) en este caso, por tanto 
u(t) =y(t) - 20. Entonces, u( 0) = 60 y u(5) = 30. Tenemos que 


du 

dt 


dy 

dt 


- k(y - 20) = ku 


Entonces, 

u(t) = 60e kt 
30 = u(5) = 60e 5fr 
5k = ln| = — In 2 

Deseamos calcular el instante t en el que y(t) = 40, es decir, u(t ) = 20: 

20 = u(t) = 60e" (t/5)ln2 


t 20 

— — In2 = In — = — In 3 
5 60 


t= 5 


In 3 
lrT2 


7.92 


El cafe tardara aproximadamente 7.92 - 5 = 2.92 minutos en enfriarse de 50°C a 40°C. 


Interes de inversiones 


Supongamos que se invierten 10 000 € con una tasa anual de interes del 8%. El valor de la 
inversion transcurrido un ano sera de 10 000 (1.08) = 10 800 €. Si esta cantidad se invierte un 
segundo ano con la misma tasa de interes crecera hasta valer 10 000 (1.08) 2 = 11 664. En gene¬ 
ral, n anos despues de la realizacion de la inversion original, el valor sera 10 000 (1.08) n . 

Supongamos ahora que el 8% de interes se computa semianualmente, de forma que el interes 
que realmente se paga es una tasa del 4% en un periodo de seis meses. Tras un ano (dos perio- 
dos de interes) los 10 000 € habran crecido hasta valer 10 000 (1.04) 2 = 10 816 €. Esto repre- 
senta 16 € mas que lo que se obtuvo cuando el 8% se calculo para todo un ano. Los 16 € extra 
son el interes que se paga en el segundo periodo de seis meses por los 400 € ganados en el pri¬ 
mer periodo de seis meses. Continuando de esta manera, si el 8% de interes se computa men- 
sualmente (12 periodos al ano y cada periodo con un interes de ^%) o diariamente (365 perio- 
dos al ano y cada periodo con un interes de entonces los 10.000 € originales crecerian en un 

/ \ 12 / \ 365 

ano 10 000 (1 + = 10 830 € o 10 000 f 1 + 36 §oo) = 10 832.78 €, respectivamente. 

Para cualquier tasa de interes nominal, la inversion crece mas si el periodo de compute es 
mas corto. En general una inversion original de4 € invertida al r% anual y computada n veces 
al ano crecera en un ano hasta 

4i +T7 m"« 

V 100n/ 


Parece natural preguntarnos que ocurrira con nuestra inversion si hacemos que el numero de 
periodos al ano tienda a infinite, es decir, calculamos el interes de forma continua. La respuesta 
es que en un ano A € creceran hasta valer 


A lim 

n—> oo 



4e r/10 ° € 


Por ejemplo, con un interes del 8% anual computado de forma continua, nuestros 10 000 € cre¬ 
ceran en un ano hasta valer 10 000 e 0 008 « 10 832.87 € (notese que solo son unos pocos centi- 
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mos mas que cuando lo computamos diariamente). Para justificar este resultado necesitamos el 
siguiente teorema. 


TEOREMA Para todo numero real x, 


e x = lim 1 + 


DEMOSTRACION Si x = 0, no hay nada que demostrar. Ambos miembros de la igual- 
dad valen uno. Si x / 0, sea h = x/n. Cuando n tiende a infinite, h tiende a 0. Entonces, 


lim In 1 + - = lim n In 1 + 

n —>oo \ n J n —>oo \ n 


= lim x 

n-> oo 


In 1 + 


n 


x 
n 

In (1 + h) 


= x lim 

h-> o h 


= x lim 

h-> o 


In(1 + h) - Ini 


= x — In f 
,dt 


(siendo h = x/n) 

(ya que In 1 = 0) 

(por la definition de derivada) 


t=i 


= x 


= x 


t=i 


Como In es diferenciable, es continuo. Por tanto, por el Teorema 7 de la Seccion 1.4, 
In (lim fl + -) )= lim I n f 1 + =x 

\n—>co y Dyy n-> oo y fl J 

Tomando exponenciales en los dos miembros se obtiene la formula requerida. 


En el caso de x 


1 la formula dada en el Teorema 6 toma la siguiente forma: 


e = lim 

n—> oo 



Podemos utilizar esta formula para calcular aproximaciones a e, como se muestra en la Tabla 2. 
AI obtener los numeros de esta tabla hemos hecho trampa en cierto sentido. Se obtuvieron utili- 
zando la funcion y x en una cal cul adora cientifica. Sin embargo, esta f unci on se calcula realmente 
como e xlny . En todo caso, la formula de esta tabla no es una forma muy eficiente de calcular e 
con una gran precision. Para n = 100 000 solo son correctas cuatro cifras decimales. Una forma 
mucho mejor es utilizar la serie 


1111 

1 

1 

1 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

1—1 

II 

QJ 

• = 1 + 1 + - 

+ - + 

—— + * • * 

1 ! 2 ! 3 ! 4 ! 

2 

6 

24 


como veremos en la Seccion 4.8. 





222 CALCULO 


Tabla 2. 


n 

HJ 

1 

2 

10 

2.593 74... 

100 

2.704 81... 

1000 

2.716 92... 

10 000 

2 718 15... 

100 000 

2.718 27... 


Un comentario final sobre las tasas de interes. Las instituciones financieras algunas veces uti- 
lizan tasas de interes efectivas en vez de tasas de interes nominales. La tasa efectiva indica cual 
sera el efecto real de la tasa de interes transcurrido un ano. Es decir, 10 000 € invertidos con 
una tasa efectiva del 8% creceran hasta valer 10 800 € en un ano, independientemente del perio- 
do de computo. Una tasa nominal del 8% anual computada diariamente es equivalente a una tasa 
efectiva de aproximadamente 8.3278%. 

Crecimiento logistico 

Pocas cantidades en la naturaleza pueden sostener un crecimiento exponencial durante periodos 
extensos de tiempo. El crecimiento generalmente estara limitado por restricciones externas. Por 
ejemplo, supongamos que un pequeno numero de conejos (de ambos sexos) se introduce en una 
pequena isla donde no habia conejos previamente, y donde no existen depredadores que puedan 
comerse a I os conejos. En virtud de su fertilidad natural, el numero de conejos podrfa crecer ex- 
ponencialmente, pero este crecimiento al final estara limitado por la cantidad de alimento dispo- 
nible para los conejos. Supongamos que la isla puede proporcionar suficiente alimento para sos¬ 
tener indefinidamente una poblacion de L conejos. Si hay y(t ) conejos en la poblacion en el 
instante t, podemos esperar que y(t) crezca con una velocidad proporcional a y(t) siempre que 
y(t) sea lo suficientemente pequeno (mucho menor quel). Un posible modelo para este compor- 
tamiento es la ecuacion diferencial 


dy 

dt 



que se denomina ecuacion logfstica ya que modela un crecimiento limitado por el suministro de 
recursos necesarios. Observese que dy/dt > 0 si 0 < y < L y que esta velocidad es pequena si y 
es pequena (hay pocos conejos para reproducirse) o si y tiene un valor cercano a L (hay casi 
tantos conejos como los recursos disponibles pueden alimentar). Observese tambien que dy/ 
dt < 0 si y > L. Si hay mas animates de los que los recursos pueden alimentar, los conejos mue- 
ren con mayor velocidad que nacen. Por supuesto, las poblaciones en estado estacionario y = 0 y 
y = L son soluciones de la ecuacion logfstica; en ambos casos dy/dt = 0. En la Seccion 7.9 exa- 
minaremos tecnicas para resolver ecuaciones diferenciales como la ecuacion logfstica. Por ahora, 
invitaremos al lector a verificar por diferenciacion que la solucion que cumple y(0) = y 0 es 


y 


iy 0 

y 0 + (L - y 0 )e~ kt 
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Observese que, como se esperaba, si 0 <y 0 < L, entonces 

lim y(t) = L, lim y(t) = 0 


La solucion dada anteriormente tambien sirve para y 0 >L. Sin embargo, esta solucion no se 
aproxima a 0 cuando t tiende a ~oo en este caso. Tiene una asintota vertical en cierto valor 
negativo de t (vease el Ejercicio 30 posterior), La Figura 3.16 muestra varias graficas de solucio- 
nes de la ecuacion logistica para varios valores positivos dey 0 . 



Figura 3.16 Algunas curvas logfsticas. 


Calcule los I (mites de los Ejercicios 1-8. 


3« x 


1 . lim x 5 e 

X—>00 

. .. 2e x - 3 
3. lim ——— 
e x + 5 

5. lim xlnx 

x->0 + 


7. lim x(In|x|) 

x->0 


2 . lim x 3 e x 

X —> CO 

x - 2e 
4. lim - — 

x—*cc x + 3e 

Inx 

6 . lim — 

x^0+ x 

„ ( |nx > 3 
8 . lim —- F - 

X^oo x 


11. (Decaimiento radiactivo) Una sustancia radiactiva se 
desintegra con una velocidad proporcional a la cantidad 
presente. Si el 30% de las sustancias se desintegra en 
15 anos, icual es la semivida de la sustancia? 

12. (Semivida del radio) Si la semivida del radio es de 
1690 anos, ique porcentaje de la cantidad presente 
quedara despues de (a) 100 anos, (b) 1000 anos? 

13. Calcule la semivida de una sustancia radiactiva si 
despues de un ano queda todavia el 99.57% de la 
cantidad inicial. 


9. (Crecimiento bacteriano) Las bacterias de un cierto 
cultivo crecen con velocidad proporcional a la cantidad 
de bacterias presentes. Si inicialmente hay 100 
bacterias presentes y la cantidad se dobla en una hora, 
icuantas bacterias habra despues de hora y media? 

10. (Disolucion de azucar) El azucar se disuelve en el 
agua con velocidad proporcional a la cantidad que 
queda sin disolver. Si inicialmente hay 50 kilos de 
azucar, y tras cinco horas solo quedan 20 kilos, icuanto 
tiempo debera transcurrir hasta que se disuelva el 90% 
del azucar? 


14. (Crecimiento bacteriano) En un cierto cultivo donde 
la velocidad del crecimiento de bacterias es proporcional 
al numero presente, el numero se triplica en tres dias. 
Si al final del septimo dia hay 10 millones de bacterias 
presentes en el cultivo, icuantas habia inicialmente? 

15. (Peso de un recien nacido) En las primeras semanas 
despues de nacer, un bebe gana peso con velocidad 
proporcional a su peso. Un bebe que pesa cuatro kilos 
en el momenta de nacer pesa 4.4 kilos despues de dos 
semanas. iCuanto pesaba el bebe cinco dias despues de 
nacer? 
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16. (Corriente electrica) Cuando se elimina la fuerza 
electromotriz en un circuito electrico simple que 
contiene inductancia y resistencia pero no capacitancia 
la velocidad de decrecimiento de la corriente es 
proporcional a dicha corriente. Si la corriente es l(t) 
amperios t segundos despues del corte, y si / = 40 
cuando t = 0 y / = 15 cuando t = 0.01, obtenga una 
formula para l(t). 

17. (Interes compuesto) iCuanto dinero hay que invertir 
hoy con una tasa de interes compuesto nominal del 4% 
para que crezca hasta un valor de 10.000 € en 7 anos? 

18. (Interes compuesto) El dinero invertido con interes 
compuesto (con compute instantaneo) se acumula con 
una velocidad proporcional a la cantidad presente. 

Si una inversion inicial de 1000 € crece hasta valer 
1500 € exactamente en cinco anos, calcule (a) el 
tiempo de doblaje de la inversion y (b) la tasa anual 
efectiva del interes que se paga. 

19. (Poder adquisitivo) Si el poder adquisitivo del dolar 
decrece con una velocidad efectiva del 9% anual, 
icuanto tiempo se requerira para que el poder 
adquisitivo se reduzca a 25 centavos? 

*20. (Tasa de interes efectiva) Un banco afirma que paga 
interes en una cuenta de inversion con una tasa 
efectiva del 9.5%. Si el interes se computa realmente 
de forma mensual, icual es la tasa nominal de interes 
que se paga en la cuenta? 

*21. Suponga que se introducen 1000 conejos en una isla 
donde no hay depredadores naturales. Durante los 
cinco anos siguientes la poblacion de conejos crece 
exponencialmente. Tras los dos primeros anos la 
poblacion credo hasta 3500 conejos. Despues de los 
cinco primeros anos un virus se propago en la isla, 
con lo que la poblacion de conejos decrecio 
exponencialmente. Dos anos despues de que se 
introdujera el virus (por tanto, siete anos despues de 
que se introdujeran los conejos en la isla), la 
poblacion de conejos descendio a 3000 individuos. 
iCuantos conejos habra en la isla 10 anos despues de 
su introduccion? 

22. En un determinado experimento en una isla aislada se 
utilizan ratas de laboratorio. Inicialmente se llevan a la 
isla R ratas y se liberan alii. Teniendo a su disposicion 
suficiente alimento y sin depredadores naturales en la 
isla, la poblacion de ratas crece exponencialmente y 
dobla su tamano en tres meses. AI final del quinto mes, 
y cada cinco meses desde entonces, se capturan y se 
matan 1000 ratas. iCual es el mini mo valor de R que 
garantiza a los cientificos que nunca se quedaran sin 
ratas? 


E cuaciones diferenciales de la forma y = a + fy 

23. Suponga que f(x) cumple la ecuacion diferencial 
f'(x) = a + Jbf(x) 
siendo a y b constantes. 

(a) Resuelva la ecuacion diferencial sustituyendo 
u(x) = a + Jbf(x) y resolviendo la ecuacion 
diferencial mas sencilla que resulta en u(x). 

(b) Resuelva el problema de valor inicial: 


dy 

^7 = a+b Y 


y( 0) = y 0 


24. (Concentracion de medicamentos en la sangre) Se 

introduce por via intravenosa un medicamento con 
velocidad constante. Tras finalizar su introduccion es 
eliminado por el cuerpo con una velocidad 
proporcional a su concentracion en la sangre. La 
concentracion x(t) del medicamento en la sangre 
cumple la ecuacion diferencial 


siendo a y b constantes positivas. 

(a) iCual es la concentracion limite Iim^^x(t) del 
medicamento en la sangre? 

(b) Calcule la concentracion del medicamento en la 
sangre en el instante t, sabiendo que la 
concentracion era cero en t = 0. 

(c) iCuanto tiempo habra de transcurrir desde t = 0 
para que la concentracion alcance la mitad de su 
valor limite? 

25. (Enfriamiento) Utilice la ley de enfriamiento de 
Newton para determinar la lectura de un termometro 
cinco minutes despues de tomarla en un horno que 
estaba a 72 °C con respeto una habitacion que estaba a 
20°C, si la lectura desciende a 48°C tras un minuto. 

26. (Enfriamiento) Un objeto se situa en un congelador 
que se mantiene una temperatura de -5°C. Si el 
objeto se enfria de 45 °C a 20°C en 40 minutes 
icuantos minutes deberan transcurrir para que se enfrie 
a 0°C? 

27. (Calentamiento) Si un objeto en una habitacion se 
calienta de 5°C a 10°C en cuatro minutes, y si la 
habitacion se mantiene a 20°C, icuanto tiempo transcurrira 
para que aquel objeto se caliente hasta 15 °C? Suponga que 
el objeto se calienta con una velocidad proporcional a la 
diferencia entre su temperatura y la temperatura de la 
habitacion. 
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La ecuacion logistica 

*28. Suponga que la cantidad y(t) muestra un crecimiento 
logistico. Si los valores de y(t) en los instantes t = 0, 
t = 1 y t = 2 son y 0 , y 1 y y 2 , respectivamente, calcule 
la ecuacion que cumple el valor limite L de y(t), y 
despeje L. Si y 0 = 3, yi = 5 y y 2 = 6, calcule L. 

*29. Demuestre que una solucion y(t) de la ecuacion 
logistica con 0 <y(0) < L crece mas rapidamente 
cuando su valor es L /2 ( Sugerencia : No es necesario 
utilizar la formula de la ecuacion para ver esto). 

*30. Si y 0 > L, calcule el intervalo en el que la solucion 
dada de la ecuacion logistica es valida. iQue sucede 
con la solucion cuando t se acerca al extremo 
izquierdo de este intervalo? 

*31. Si y 0 < 0, calcule el intervalo en el que la solucion 
dada de la ecuacion logistica es valida. iQue sucede 


con la solucion cuando t se aproxima al extremo derecho de 
este intervalo? 

32. (Modelado de epidemias) El numero y de personas in- 
fectadas por un virus altamente contagioso se modela 
mediante la curva logistica 

L 

y ~~ 1 + Me~ kt 

donde t se mide en meses a partir del instante inicial 
del brote. En ese instante habia 200 personas infecta- 
das, y el numero credo hasta 1000 tras un mes. Final- 
mente, el numero credo hasta 10 000. Calcule los valo¬ 
res de los parametros L, M y A: del modelo. 

33. Continuando con el Ejercicio 32, icuantas personas es- 
taban infectadas tres meses despues del descubrimiento 
del brote, y con que rapidez crecia su numero con el 
tiempo? 


3.5 


Funciones trigonometricas inversas 

Las seis funciones trigonometricas son periodicas y, por tanto, no son uno a uno. Sin embargo, 
tal como hicimos con la funcion x 2 en la Seccion 3.1, podemos restringir sus dominios de forma 
que las funciones restringidas sean uno a uno e invertibles. 


Funcion inversa del seno (o arcoseno) 

Definamos una funcion Senx (notese la letra mayuscula) como senx, restringida de forma que su 
dominio sea el intervalo - f sc x ^ f: 


DEFINICION 8 La funcion restringida Senx 

n n 

Sen x = sen x si - - < x < - 
2 2 


Como su derivada cosx es positiva en el intervalo (- f), la funcion Senx es creciente en su 
dominio, por lo que es una funcion uno a uno. Su dominio es [ - |] y su rango [ -1,1] (vease 

la Figura 3.17). 



Figura 3.17 La grafica de Senx 
forma parte de la 
grafica de senx. 


Como es uno a uno, Sen tiene funcion inversa que se indica como sen -1 (o en algunos libros y 
programas de ordenador como arcsen, Arcsen o asen) y que se denomina funcion inversa del 
seno o arcoseno. 
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DEFINICION 9 La funcion inversa sen x xo arcsenx 

y = serr 1 x <=> x = Seny 

n n 

O x = seny y “ 2 ^ y ^ 2 


La grafica de sen -1 se muestra en la Figura 3.18. Es la reflexion de la grafica de Sen con res- 
pecto a la recta y = x. El dominio de sen -1 es [-1, 1] (el rango de Sen), y el rango de sen -1 es 
[- f] (el dominio de Sen). Las identidades de cancelacion para Sen y sen -1 son 


sen ^Senx) = arcsen (Senx) = x para-^<x<^ 
Sen (sen _1 x) = Sen (arcsenx) = x para -1 sc x ^ 1 



Figura 3.18 La funcion arcoseno. 


Observacion Como en el caso de la funcion inversa general f~ 1 , sen -1 no representa 1/senx 
(que ya conocemos como cscx). Hay que ver sen _1 x como «el angulo entre — f y f cuyo seno 
es x». 


Ejemplo 1 


(a) sen 1 (j) = f (ya que senf = \ y - § < § < f). 

(b) sen -1 

(c) sen _1 (-l) = (ya que sen ( f) = -1). 

(d) sen _1 2 no esta definida (2 no esta en el rango del seno). 


= - 5 (ya que sen (- f) = - y - f < - f < f). 


Ejemplo 2 


Calcule (a) sen (sen 1 0.7), (b) sen 1 (sen 0.3), (c) sen "Msen^ 1 ) y (d) cos(sen ^.G). 


Solucion 


(a) sen (sen 1 0.7) = 0.7 (identidad de cancelacion). 

(b) sen -1 (sen 0.3) = 0.3 (identidad de cancelacion). 

(c) El numero ^ no esta en el intervalo [ - f, f], por lo que no se puede aplicar la identidad de cancela¬ 
cion directamente. Sin embargo, sen^f = senU - f) = senf por la identidad del angulo suplementario. 
Por tanto, sen ^sen^ 1 ) = sen “ 1 (senf) = f (por cancelacion). 
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(d) Sea 8 = sen “ 1 0.6, como se muestra en el triangulo rectangulo de la Figura 3.19, cuya hipotenusa 
es 1 y su cateto opuesto 8 es igual a 0.6. Por el Teorema de Pitagoras, el cateto adyacente 8 es 
Jl - (0.6) 2 = 0.8. Por tanto, cos (sen -1 0.6) = cos0 = 0.8. 



Solucion Se desea calcular la tangente de un angulo cuyo seno es x. Supongamos primero que 
0 <x < 1. Como en el Ejemplo 2, se dibuja un triangulo rectangulo (Figura 3.20) con un angulo 8, y se 
designan los lados de forma que 8 = sen : x. El cateto opuesto a 8 es x y la hipotenusa vale 1. El cateto 
restante es J1 - x 2 y tenemos que 

-i x 

tan (sen x) = tan 8 = , = 

Como los dos miembros de la ecuacion anterior son funciones impares de x, se obtiene el mismo resultado 
para -1 < x < 0.. 



A continuacion utilizaremos la diferenciacion implicita para calcular la derivada de la funcion 
inversa del seno. Si y = sen -1 x, entonces x = seny, y - § ^ y < f. Diferenciando con respecto 
a x, se obtiene 


1 = (cosy) 


dy 

dx 


Como - f < y < f. sabemos que cosy ^ 0. Por tanto, 

cosy = Jl - sen 2 y = Jl - x 2 

y dy/dx = 1/cosy = \/Jl - x 2 ; 


d , d 1 

— sen x = — arcsen x = , 

dx dx ^1 -x 2 

Notese que la funcion inversa del seno es diferenciable solamente en el intervalo abierto 
(-1,1). La pendiente de su grafica tiende a infinito cuando x->-l+ 0 cuando x-> 1 - (vease 
la Figura 3.18). 
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Ejemplo 4 


Calcule la derivada de sen 1 1 - ) y despues evalue 


dx 


/a 2 - x 2 


, siendo a > 0. 


Solucion Utilizando la Regia de la Cadena, 

11 11 
a 


d , x 
— sen - = 
dx 


1 


x 2 a la 2 - x 2 a / a 2 - x 2 


si a > 0 


Por tanto, 


f 1 , X 


, , dx = sen - + C 

(a >0) 

JVa 2 -* 2 a 


Ejemplo 5 


Calcule la solucion y del siguiente problema de valor inicial: 


y(l) = 27r 

Solucion Utilizando la integral del ejemplo anterior, tenemos que 

y = iy5^* =4sen_1 (^l) +c 

para alguna constante C. Ademas, 2n = y(l) = 4sen l [l/j2) + C =4(|) + C = n + C. Por lo tanto, 
C = n y y = 4 sen 1 (x/^/2) + n. 


Ejemplo 6 


(Curva en diente de sierra) Sea f(x) = sen Msenx) para todo numero real x. 


(a) Calcule y simplifique f'(x). 

(b) iDondees f diferenciable? ^Dondees f continua? 

(c) Utilice los resultados de (a) y (b) para dibujar aproximadamente la grafica de f. 


Solucion (a) Utilizando la Regia de la Cadena y la igualdad pitagorica se calcula 


1 

f'(x) = = (cosx) 

1 - (sen x)^ 

cosx cosx f 1 si cosx > 0 

v /cos 2 x I cos x | {-1 si cosx <0 

(b) f es diferenciable en todos los puntos donde cosx # 0, es decir, en todas partes excepto en los multi¬ 
ples impares de n/2, concretamente ± f, +3p, +tp, ... 

Como el seno es continuo en todas partes y toma valores en el intervalo [-1, 1], y ya que sen 1 es 
continua en el intervalo [-1, 1], se deduce que f es continua en toda la recta real. 

(c) Como f es continua, su grafica no tiene interrupciones. La grafica esta formada por segmentos de rec- 
tas cuyas pendientes van alternando entre 1 y -1 en los intervalos entre los multi pi os impares conse- 
cutivos de n/2. Como f'(x) = 1 en el intervalo [ - f, f] (siendo cosx ^ 0), la grafica debe ser como 
se muestra en la Figura 3.21. 
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Funcion inversa de la tangente (o arcotangente) 

La funcion inversa de la tangente se define de forma similar a la inversa del seno. Comenzare- 
mos por restringir la tangente a un intervalo en el que sea uno a uno. En este caso utilizaremos 
el intervalo abierto (- f, f). 1/ease la Figura 3.22(a). 



DEFINICION 10 

La funcion restringida Tanx 

n n 

Tan x = tan x si - - < x c - 

La inversa de la funcion Tan se denomina funcion inversa de la tangente y se indica como 
tan -1 (o arctan, Arctan o atan). El dominio de tan -1 es toda recta real (el rango de Tan). Su 
rango es el intervalo abierto (—f, f). 

DEFINICION 11 

La funcion inversa de la tangente tan *xo arctanx 

y = tan _1 x <s> x = Tany 

n n 

o x = tany y ~2 <y< 2 

La grafica de tan -1 

se muestra en la Figura 3.22(b); corresponde a la reflexion de la grafica de 


Tan respecto a la recta y = x. 
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Las identidades de cancelacion para Tan y tan 1 son 

n n 

tan 1 (T an x) = arctan (T an x) = x para--<x<- 

Tan (tan -1 x) = Tan (arctan x) = x para - oo < x < oo 


Ejemplo 


Evalue: (a) tan (tan 1 3) 1 (b) tan M tan — y (c) cos (tan “ 1 2). 

V 4 


Solucion 

(a) tan (tan l 3) = 3 por cancelacion. 

(b) tan 1 (tan^) = tan = 

(c) cos (tan _ 1 2) = cos 0 = — por las relaciones del triangulo de la Figura 3.23. De forma alternativa, 

s/5 

tenemos que tan (tan l 2) = 2, por lo que sec 2 (tan 1 2) = 1 + 2 2 = 5. Entonces cos 2 (tan 1 2) = ;. 
Como el coseno es positivo en el rango de tan tenemos que cos (tan l 2) = 



La derivada de la fund on tangente inversa se puede obtener tambien por diferenciacion implici- 
ta: si y = tan _1 x, entonces x = tany y 


Entonces, 


l-(^y)| = (l + tanV)|-(l + x ; )| 


d , 1 

— tan x = - - 5 

dx 1 + x 2 


Ejemplo 8 


Calcule — tan 1 ( - ), y a partir del resultado anterior evalue | -j- 5 cfx - 

x + a 


- d _, /x 

Calcule —tan 1 - 
dx \a 

Solucion Tenemos que 


Por tanto, 


d , /x\ 11 a 

1+ ? 


dx 1 ,/x\ 

- j = - tan 1 - + C 


■) y — Lai I 

a +x a [a 
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Ejemplo 9 


Demuestre que tan 1 


x - 1 

X + 1 


tan *x 


71 

- para x > -1. 


Solucion Sea f(x) = tan 1 
dena y la Regia del Cociente, 


- tan 1 x. En el intervalo (-1, oo) tenemos, por la Regia de la Ca- 


f'M 


1 

X-l' 2 
x +T, 


(x + 1) - (x - 1) 
(X + l) 2 


1 

1 + x 2 


(x + l) 2 2 

(x 2 + 2x + 1) + (x 2 - 2x + 1) (x + l) 2 


1 

1 + x 2 


2 

2 + 2x 2 


1 

1 + x 2 


= 0 


Por tanto, f(x) = C (constante) en ese intervalo. Para obtener C se calcula f(0): 

C = f(0) = tan 1 (— 1) — tan 1 0 = -^ 

A si, la identidad dada se cumple en (-1, oo). 


Observacion Algunos programas de computador, especialmente las hojas de calculo, imple- 
mentan dos versiones de la funcion arcotangente, denominados generalmente «atan» y «atan2». 
La funcion atan es simplemente la funcion tan -1 que ya hemos definido; atari(y/x) devuelve el 
angulo en radianes entre la recta que va del origen al punto (x, y) y el eje x positivo, suponiendo 
que (x, y) esta en los cuadrantes I o IV del piano. La funcion atan2 es una funcion de dos varia¬ 
bles: atan2 (x, y) devuelve ese angulo para cualquier punto (x, y) que no este en el eje y. 1/ease la 
Figura 3.24. Algunos programas, por ejemplo M atlab, invierten el orden de las variables x ey en 
su funcion atan2. Maple utiliza arct an (x) yarctan(y, x) para sus versiones de arcotangen¬ 
te de una y dos variables. 



Figura 3.24 0 1 = tan 1 (y 1 /x 1 ) 


= atanlyj/Xj) 


= atan2 (x 1( y x ) 


= arctan (yjx^ 

(M aple) 

= arctan (y lf x 2 ) 

(M aple) 

d 2 = atan2 (x 2 , y 2 ) 


= arctan (y 2 , x 2 ) 

(M aple) 


Otras funciones trigonometricas inversas 

La funcion cosx es uno a uno en el intervalo [0, n], lo que podrfamos definir la funcion inversa 
del coseno, cos _1 x (o arccosx, Arccosx o acosx), de forma que 

y = cos -1 x <=> x = cosy y 0^y^7r 
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Sin embargo cosy = sen (f - y) (identidad del angulo complementario), y § - y esta en el inter¬ 
val [ - f, f] cuando 0 sc y sc n. A si, la definicion anterior nos Neva a 

— i /rr \ _ i rc 71 _ ^ 

y = cos L x <=> x = senl--yj <=> sen i x = --y = --cos L x 
Es mas facil utilizar este resultado para definir directamente cos _1 x: 


DEFINICION 12 La funcion inversa del coseno cos 1 xo arccosx 

cos _1 x = ^ - jsen _1 x para -lscxscl 

Las identidades de cancelacion para cos _1 x son 

cos _1 (cosx) = arccos(cosx) = x para 0 s; x ^ n 

cos(cos _1 x) = cos(arccosx) = x para -1<x<1 


La derivada de cos *x es el negativo de la de sen J x (ipor que?): 


d -i 

— cos *x = 
dx 



La grafica de cos 1 se muestra en la Figura 3.25(a). 




Figura 3.25 Graficasde 

cos -1 y sec -1 . 


Las calculadoras cientfficas en general implementan solo las funciones trigonometricas pri- 
marias: seno, coseno y tangente, y sus inversas. Las funciones secundarias: secante, cosecante y 
cotangente, se calculan utilizando la tecla 1/x de la calculadora. Para calcular sec x se calcula 
cos x y se toma el inverso de la respuesta. Las funciones inversas de las funciones trigonometri¬ 
cas secundarias se expresan tambien facilmente por medio de las de sus funciones reciprocas. 
Por ejemplo, se define: 








CAP ITU LO 3. Funciones trascendentes 233 


DEFINICION 13 La funcion inversa de la secante sec ^(o arcsecx) 

2 r 


sec : x = cos 1 


para |x| 1 


El dominio de sec -1 es la union de los intervalos (- oo, - l]u[l, oo), y su rango es [0, f)u(f, n). 
La grafica de y = sec -1 x se muestra en la Figura 3.25(b). Es la reflexion respecto a la recta 
y = x de la parte de la grafica de secx para x entre 0 y n. Observese que 


sec (sec 1 x) = sec(cos _ 



1 



1 

- = x para |x| 1 

x 


sec 1 (sec x) = cos 



= cos ^cosx) = X 


para x en [0, n], x / 


n 

2 


Algunos autores prefieren definir sec -1 como la inversa de la restriccion de secx a los intervalos 
separados [0, n/2) y [n, 3n/2), porque esto evita la aparicion del valor absoluto en la formula de 
la derivada. Sin embargo, es mucho mas diffcil calcular valores con esa definicion. Nuestra defi- 
nicion facilita la obtencion de valores como sec ! (— 3) con una calculadora. Las calculadoras 
cientfficas en general solo incorporan las funciones inversas del seno, el coseno y la tangente. 


Se puede calcular la derivada de sec 1 a partir de la de cos 



1 / x 2 1 |x| _ 1 

X 2 \jx 2 -l X 2 - 1 \ x \Jx 2 - 1 


Notese que hemos tenido que utilizar Jx 2 = |x| en la ultima Ifnea. Hay valores negativos dex en 
el dominio de sec -1 . Observese en la Figura 3.25(b) que la pendiente dey = sec -1 (x) es siem- 
pre positiva. 



mV * 2 - 1 


La formula de integracion correspond!ente toma formas diferentes en los intervalos donde x 1 
ox<-l: 

f 1 , fsec -1 x + C en intervalos donde x ^ 1 

- dx = < 

J x ^/ x 2 _ i |-sec -1 x + C en intervalos donde x ^-1 


Finalmente, notese que esc : ycot 1 se definen de forma similar a sec \ Se utilizan raramente. 
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DEFINICION 14 Las funciones inversas de la cosecante y la cotangente 


esc 1 x = serr 1 


(|x| ^ 1); cot *x = tan 


(x ¥= 0) 


Ejercicios 3.5 


En los Ejercicios 1-12, calcule las expresiones dadas. 


_ i \/ J 

1 . sen Y 

3. tan “M-l) 

5. sen (sen 1 0.7) 


2 . cos ~ 1 ( —— 


7. tan 


2n 
tan — 


9. cos 1 (sen (-0.2)) 


11 . cos (tan 1 - 


4. sec 1 v / 2 
6 . cos (sen ^J) 

8 . sen -1 (cos40°) 

, , -1 
10 . sen cos —- 


12 . tan (tan 1 200 ) 


En los Ejercicios 13-18, simplifique las expresiones dadas. 
13. sen (cos X x) 14. cos (sen 2 x) 

15. cos (tan _ 1 x) 16. sen(tan _ 1 x) 

17. tan(cos _ 1 x) 18. tan(sec _ 1 x) 

En los Ejercicios 19-32, diferencie las funciones dadas y 

simplifique su resultado hasta donde sea posible. 


19. y = sen 1 
21 . y = cos 1 


2 x - 1 


3 

(x - b 
a 

23. f(t) = t tan 1 t 


20 . y = tan 1 (ax + b) 

22 . f(x) = xsen _1 x 

24. u = z 2 sec (1 + z 2 
a 


25. F(x) = (1 + x )tan x 26. y = sen 


-i 


sen 2 x 


27. G(x)= , 

sen 2 x 

29. f(x) = (sen 1 x 2 ) 1/2 


28. H (t) = 


sen 2 t 
sent 


30. y = cos 


-l 




31. y = Ja - x 2 + a sen - 

3 

32. y = a cos 1 |"l - - ^Jlax 


(a > 0 ) 

- x 2 (a > 0 ) 


,/ 2 x\ nx 

33. Calcule la pendiente de la curva tan ( — ) = en el 
punto ( 1 , 2 ). 


34. Obtenga las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la 
grafica de y = sen l x que tienen pendiente 2. 

35. Demuestre que, en sus respectivos dominios, sen ' 1 y 
tan -1 son funciones crecientes y cos 1 es una funcion 
decreciente. 

36. La derivada de sec _1 x es positiva para todo x de su 
dominio sec _1 . ilmplica esto que sec _1 es creciente en 
su dominio? iPor que? 

37. Dibuje aproximadamente la grafica de csc _1 x y 
calcule su derivada. 

38. Dibuje aproximadamente la grafica de cot _1 x y 
calcule su derivada. 

39. Demuestre que tan _1 x + cot l x = \ para x > 0. 
iCuanto vale la suma si x < 0? 

40. Calcule la derivada de g(x) = tan (tan _ 1 x) y dibuje 
aproximadamente la grafica de g. 


En los Ejercicios 41-44, dibuje las graficas de las funciones 
dadas calculando y simplificando en primer lugar la 
derivada de la funcion. iDonde es continua cada funcion? 
iDonde es diferenciable? 

*41. cos _ 1 (cosx) *42. sen _ 1 (cosx) 

*43. tan “ 1 (tan x) *44. tan 1 (cotx) 

45. Demuestre que sen _1 x = tan 1 ( , : ) si Ixl < 1. 

vyr^v 

46. Demuestre que 


sec l x = 


tan “ 1 yx 2 - 1 
n - tan ' 1 Jx 2 - 1 


si x > 1 
si x < -1 


47. Demuestre que tan 1 x = sen 1 ( . X ) para todo x. 

vyr+xV 

48. Demuestre que 



l 


si x ^ 1 
si x ^ -1 
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*49. Demuestre que la funcion f(x) del Ejemplo 9 es 
tambien constante en el intervalo (-oo, - 1 ). 

Calcule el valor de la constante. Sugerencia: Calcule 
linv>-oo f(x). 

*50. Calcule la derivada de f(x) = x - tan 1 (tanx). iQue 
implica su respuesta sobre f(x)? Calcule f(0) y f(n). 
iHay aqui una contradiccion? 

*51. Calcule la derivada de f(x)=x-sen ^senx) 
para -n x n y dibuje la grafica de f en ese 
intervalo. 


En los Ejercicios 52-55, resuelva los problemas de valor 
inicial. 

fy—^ 

052. < 1 + x 

(y(0) = l 

fy' =- - - 

054. < y/1 - X 2 

(yd/2) = i 


\y' = — 2 
O 53. { 9 + x 

1 /( 3 ) = 2 

f 4 

y ' = — 

0 55. yj 25 - x 2 
y(0) = 0 


3.6 


Funciones hiperbolicas 

Cualquier funcion definida en la recta real se puede expresar (de forma unica) como la suma de 
una funcion par y una funcion impar (vease el Ejercicio 35 de la Seccion P.5). Las funciones 
hiperbolicas coshx y senhx son, respectivamente, las funciones par e impar cuya suma es la 
funcion exponencial e x . 


DEFINICION 15 Las funciones coseno hiperbolico y seno hiperbolico 

Para cualquier numero real x el coseno hiperbolico, coshx, y seno hiperbolico, senhx, se 
definen como 

0 X + 0 X Q x — G~ x 

cosh x = —-—, senh x = —-— 


Recuerdese que el coseno y el seno se denominan funciones circulares debido a que, para todo t, 
el punto (cost, sent) esta en la circunferencia cuya ecuacion es x 2 + y 2 = 1. De forma similar, 
cosh y senh se denominan funciones hiperbolicas porque el punto (cosht, senht) esta en la 
hiperbola rectangular cuya ecuacion es x 2 - y 2 = 1, 


cosh 2 1 - senh 2 1 = 1 para todo t real 


Para ver esto, observese que 


cosh 2 1 - senh 2 t = 


t fl-t\ 2 /„t _ „-t\ 2 


e‘ + e~ 


e - e 


= - (e 2t + 2 + e 2t - (e 2t - 2 + e 2t ) 


= 4 (2 + 2 ) = 1 


En este caso t no se puede interpretar como longitud de un arco ni como un angulo, como hacia- 
mos en el caso circular; sin embargo, el area del sector hiperbolico que esta limitado por y = 0, 
la hiperbola x 2 - y 2 = 1 y la recta que va del origen a (cosht, senht) es de t/2 unidades cuadra- 
das (vease el Ejercicio 21 de la Seccion 8.4), lo mismo que el area del sector circular limitado 
pory = 0, la circunferencia x 2 +y 2 = 1 y la recta que va del origen a (cost, sent) (vease la Fi- 
gura 3.26). 
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Figura 3.26 Las dos areas 
sombreadas miden t/2 unidades 
cuadradas. 


Observese que, de forma similar a los correspondientes valores de cosx y senx, tenemos que 

cosh 0 = 1 y senh 0 = 0 

y que coshx, como cosx, es una f unci on par y senhx, como senx, es una funcion impar: 

cosh (-x) = cosh x, senh (-x) =-senhx 

Las graficas de cosh y senh se muestran en la Figura 3.27, La grafica dey = coshx se denomina 
catenaria. Una cadena que cuelga por sus extremos tomara la forma de una catenaria. 

M uchas otras propiedades de las funciones hiperbolicas se parecen a las de sus correspon¬ 
dientes funciones circulares, algunas veces con los signos cambiados. 



Figura 3.27 Graficas de cosh y senh y algunas funciones 

exponenciales con respecto a las que son asintoticas. 








CAP ITU LO 3. Funciones trascendentes 237 


Ejemplo 1 


Demuestre que 


d d 

— cosh x = senh x y — senh x = cosh x 
dx dx 


Solucion Tenemosque 


d d e x + e 

— coshx = --— 

dx dx 2 


— senhx = , 
dx dx 


d e x - e 


e x + e ~ x ( -1) 
2 

e x - e~ x ( -1) 
2 


= senhx 

= coshx 


Las siguientes formulas de adicion y del angulo doble se pueden comprobar algebraicamente uti- 
lizando la definicion de cosh y senh, junto con las leyes de los exponentes: 


cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

cosh (2x) = cosh 2 x + senh 2 x = 1 + 2 senh 2 x = 2 cosh 2 x - 1 

senh (2x) = 2 senhx coshx. 


Por analogia con las funciones trigonometricas, se pueden definir otras cuatro funciones 
hi perbol i cas en fund on de cosh y senh. 


DEFINICION 16 Otras funciones hiperbolicas 


tanhx = 


senhx e x - e 


coth x = 


coshx 

coshx 


e x + e 


e x + e x 


senhx e x - e 


sech x = 


cschx = 


1 


coshx 

1 

senhx 


e x + e x 

2 


M ultiplicando el numerador y un denominador de la fraccion que define tanhx por e x y e x , res¬ 
pect! vamente, se obtiene 

1 - e~ 2x e 2x - 1 

lim tanhx = lim - ^ = 1 y I im tanhx = lim —- = -l 

de forma que la grafica dey = tanhx tiene dos asintotas horizontales. La grafica de tanhx (Figu- 
ra 3.28) recuerda en su forma a las de x/Jl + x 2 y (2/7r) tan _1 x, pero, por supuesto, no son 
identicas. 



Figura 3.28 Grafica de tanhx. 
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Las derivadas de las restantes fund ones hiperbol icas 


— tanhx = sech 2 x 
dx 


— cothx = -csch 2 x 
dx 


— sechx 
dx 


— cschx 
dx 


sechx tanhx 

cschx cothx 


se calculan rapidamente a partir de las de coshx y senhx utilizando las Reglas de la Inversa y 
del Cociente. Por ejemplo, 

d d senhx (coshx)(coshx) - (senhx)(senhx) 

dx tan X dx coshx cosh 2 x 


1 

cosh 2 x 


sech 2 x 


Observacion La distincion entre funciones trigonometricas e hiperbolicas desaparece en bue- 
na parte si se utilizan como variables numeros complejos en vez de numeros reales. Si / es la 
unidad imaginaria (de forma que i 2 = -1 ), entonces 

e' x = cosx + / senx y e _,x = cosx - i senx 

(1 /ease el Apendice I). Por tanto, 

e ix + e -ix 

cosh (/x) =---= cos x, cos (/x) = cosh (- x) = cosh x, 


senh (/x) 



= / sen x, 


sen (/x) = v senh (- x) = /' senh x 
/ 


Funciones hiperbolicas inversas 

Las funciones senh y tanh son crecientes y, por tanto, uno a uno e invertibles en toda la recta 
real. Sus inversas se denominan senh -1 y tanh -1 , respectivamente: 


y = senh X x <=> x = senhy 
y = tanh -1 x <=> x = tanhy 

Como las funciones hiperbolicas se definen mediante exponenciales, cabe esperar que sus inver¬ 
sas se puedan expresar mediante logaritmos. 


Ejemplo 2 


Exprese senh 1 x y tanh _1 x mediante logaritmos. 


Solucion Sea y = senh \ Entonces, 


x = senhy = 


e y _ e -y 


(e y ) 2 - 1 
2 e y 


2 
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Para obtener la segunda fraccion, hemos multiplicado el numerador y el denominador de la primera frac- 
cion por e y . Por tanto, 

(e y ) 2 - 2xe y -1 = 0 

Esta es una ecuacion de segundo grado en e y , que se puede resolver mediante la correspondiente formula: 

2x ± ,/4x 2 + 4 
e y =- — 2 -= x ± 

Notese que Jx 2 + l> x. Como e y no puede ser negativa, hay que emplear el signo positivo: 

e y = x + Vx 2 + 1 

Por tanto, y = In (x + Jx 2 + 1), y tenemos que 

senh _1 x = In (x + Jx 2 + 1 ) 





Como cosh no es uno a uno, hay que restringir su dominio antes de definir su funcion inversa. 
Definamos el valor principal de cosh como 

Coshx = coshx (x ^ 0) 

La funcion inversa, cosh -1 , se define entonces ash 


y = cosh : x <=> x = Coshy 


<s> x = coshy 

(y> 0 ) 


Tal como hicimos con senh \ se puede obtener la formula 

cosh -1 x = In (x + Jx 2 - 1), (x ^ 1) 
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Ejercicios 3.6 


1. Verifique las formulas de las derivadas de sechx, 
cschx y cothx dadas en esta seed on. 

2 . Verifique las formulas de suma 


7. Simplifique las siguientes expresiones: (a) senhlnx, 

cosh Inx + senh Inx 

(b) cosh Inx, (c) tanh Inx, (d) 


cosh Inx - senh Inx 


cosh (x + y) = cosh x coshy + senh x senh y 

senh (x + y) = senh x coshy + cosh x senh y 

Para ello exprese los miembros derechos de cada 
igualdad en funcion de exponenciales. Obtenga 
formulas similares para cosh (x - y) y senh (x - y). 

3. Obtenga formulas de suma para tanh (x + y) y 
tanh (x - y) a partir de las de senh y cosh. 

4. Dibuje las graficas dey = cothx, y = sechx y 
y = cschx, indicando sus asintotas. 

5. Calcule las derivadas de senh _1 x, cosh 1 x y tanh _1 
Seguidamente exprese las siguientes integrales 
indefinidas: 

dx C dx C dx 

\Jx 2 + 1 J Vx 2 - l' Jl-x 2 

mediante funciones hiperbolicas inversas. 

6 . Calcule las derivadas de las funciones senh “ 1 (x/a), 
cosh 1 (x/a) y tanh “ 1 (x/a) (con a > 0), y utilice los 
resultados para obtener formulas de ciertas integrales 
indefinidas. 


8 . Sea csch _1 x = senh _ 1 (l/x). Calcule el dominio, rango 
y derivada de csch _1 x y dibuje aproximadamente su 
grafica. Exprese csch l x mediante logaritmos. 

9. Repita el Ejercicio 8 para coth 1 x. 

*10. Defina Sechx como una version de sechx restringida 
adecuadamente y repita el Ejercicio 8 para la funcion 
Sech _ 1 x. 

Oil. Demuestre que las funciones f A B (x) = Ae kx + Be~ kx 
y 9c, dM = C cosh/cx + D senh kx son ambas 
soluciones de la ecuacion diferencial y" - k 2 y = 0 
(ambas son soluciones generales). Exprese f AB en 
funcion de g c D y exprese g C D en funcion de f A B . 

012 . Demuestre que 

h L M (x) = L cosh/c(x - a) + M senh/c(x - a) es 
tambien una solucion de la ecuacion diferencial del 
ejercicio anterior. Exprese h L M por medio de la 
funcion anterior f A B . 

<S>13. Resuelva el problema de valor inicial y" - k 2 y = 0, 
y(a) = y 0 , y'(a) = v Q . Exprese la solucion mediante la 
funcion h L M del Ejercicio 12. 


H Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 
con coeficientes constantes 

Una ecuacion diferencial de la forma 


ay" = by' + cy = 0 (*) 


siendo a, bye constantes y a # 0 se denomina ecuacion diferencial homogenea, lineal, de se¬ 
gundo orden con coeficientes constantes. La denominacion segundo orden se refiere a la pre¬ 
sence de una segunda derivada. Los terminos lineal y homogenea se refieren al hecho de que si 
yi(t) y y 2 (t) son dos soluciones de la ecuacion, entonces tambien lo es y(t) = Ay^t) + By 2 (t ) para 
cualquier valor de las constantes A y B: 

Si ayi'(f) + by[(t) + cy : ( t) = 0 y ay' 2 '(t) + by' 2 (t) = cy 2 (t) = 0 

y si y( t) = Ay x (t) + By 2 (t), entonces ay"(f) + by'(t) + cy(t) = 0 

La Seccion 17.1 contiene mas detalles sobre esta terminologfa. En esta seccion supondremos que 
la variable independiente en nuestras funciones es t en vez de x, por lo que la prima (') indica la 
derivada d/dt. Esto es porque en la mayoria de las aplicaciones de estas ecuaciones la variable 
independiente es el tiempo. 
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Las ecuaciones del tipo (*) aparecen en muchas aplicaciones de las matematicas. En particu¬ 
lar se pueden usar para modelar vibraciones mecanicas tales como el movimiento de una masa 
suspendida de un muelle elastico o la corriente en ciertos circuitos electricos. En la mayor parte 
de sus aplicaciones las tres constantes a, b y c son positivas, aunque algunas veces puede ser 
b = 0. 

Procedimiento para resolver ay" + by + cy= 0 

En la Seccion 3.4 observamos que la ecuacion diferencial de primer orden con coeficientes cons¬ 
tantes y' = ky tenia como solucion y = Ce kt . Intentemos encontrar una solucion de la ecuacion 
(*) de la forma y = e rt . Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (*), se obtiene 

ar 2 e rt + bre rt + ce n = 0 

Como e n nunca es cero, y = e rt sera una solucion de la ecuacion diferencial (*) si y solo si r 
satisface la ecuacion auxiliar de segundo grado 


ar 2 + br + c = 0 (**) 


cuyas raices se obtienen mediante la formula cuadratica: 

_ -b ± Jb 2 - 4ac _ b ^Jd 
r= 2a = “ 2a ± la” 

donde D = b 2 - 4ac se denomina discriminante de la ecuacion auxiliar (**). 

Hay que considerar tres casos, en fund on de que el discriminante D sea positivo, cero o ne- 
gativo. 

CASO I Supongamos que D = b 2 - 4ac > 0. Entonces la ecuacion auxiliar tiene dos raices 
reales diferentes, r 1 y r 2 , dadas por 

„ -b-y/D „ ~b + ^D 
ri “ 2a ' 2 a 

Algunas veces estas raices se pueden obtener facilmente factorizando el miembro izquierdo de la 
ecuacion auxiliar. En este caso tanto y = y^t) = e rit como y = y 2 (t) = e r2t son soluciones de 
la ecuacion diferencial (*), y ninguna es multiplo de la otra. Como indicamos anteriormente, la 
funcion 

y = A e rit + B e r2t 


es tambien una solucion para cualquier valor de las constantes A y B. Como la ecuacion diferen¬ 
cial es de segundo orden y esta solucion contiene dos constantes arbitrarias, podemos sospechar 
que es la solucion general, es decir, que toda solucion de la ecuacion diferencial se puede escri- 
bir de esta forma. El Ejercicio 18 al final de esta seccion indica una forma de demostrar esto. 

CASO II Supongamos que D = b 2 - 4ac = 0. Entonces la ecuacion auxiliar tiene dos raices 
iguales r 1 = r 2 = ~b/[2a) = r. Ciertamente y = e rt es una solucion de (*). Se puede obtener la 
solucion general haciendo y = e n u(t) y calculando: 

y' = eV(t) + ru(t)) 

y" = e n (u"(t) + 2 ru'(t) + r 2 u(t )) 

Incluyendo estas expresiones en (*), se obtiene 

e n (au"(t) + (2 ar + b)u'(t) + (ar 2 + br + c)u(t)) = 0 
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Como e rf / 0, 2ar + b = 0 y r cumple (**), esta ecuacion se reduce a u"(t ) = 0, cuya solucion 
general es u(t) = A + Bt para constantes arbitrarias A y B. Por tanto, la sol uci on general de (*) 
en este caso es 

y = A e n + B te rt 

CASO III Supongamos que D = b 2 - 4ac < 0. Entonces la ecuacion auxiliar (**) tiene raices 
complejas conjugadas que se expresan como 

-b ± Jb 2 - 4ac , 

r =-^-= k + ico 

2 a 

siendo k = -b/(2a), co = ^4ac - b 2 /(2a) e ' la unidad imaginaria (/' 2 = -1, uease el Apendi- 
ce I). Como en el Caso I, las funciones yf (t) = e (k+lw)t y yf (t) = e (fc_ ' <o)t son dos soluciones inde- 
pendientes de (*), pero no toman valores reales. Sin embargo, como 

e' x = cosx + / senx y e~ ,x = cosx - / senx 

como se indica en la seccion anterior y en el Apendice II, se pueden encontrar dos funciones con 
valores reales que son soluciones de (*) combinando adecuadamente y\ y y \: 

yi(t) = 2 y*( f ) + 2 y?(0 = e kt cos (cot) 

y 2 (t) = ^ yf (0 = sen (cot) 

Por tanto, la solucion general de (*) en este caso es 

y = Ae kt cos (cot) + Be kt sen (cot) 

Los sigulentes ejemplos ilustran el procedimiento para resolver (*) en cada uno de los tres casos. 


Ejemplo 


Obtenga la solucion general dey" 


2 y = 0. 


Solucion La ecuacion auxiliar es r 2 + r-2 = 0 o (r + 2) (r - 1) = 0. Las raices auxiliares son 
r 1 = -2 y r 2 = 1, que son reales y distintas. De acuerdo con el Caso I, la solucion general de la ecuacion 
diferencial es 



Ejemplo 


Obtenga la solucion general dey" + 6y' + 9y = 0. 

Solucion La ecuacion auxiliar es r 2 + 6r + 9 = 0 o (r + 3) 2 = 0, que tiene dos raices iguales r = 
De acuerdo con el Caso II, la solucion general de la ecuacion diferencial es 


y = Ae 


Ejemplo 


Obtenga la solucion general dey" + 4y' + 13y = 0. 

Solucion La ecuacion auxiliar es r 2 + 4r + 13 = 0, cuyas soluciones son 

^4 + J 16 - 52 -4 + x / 3 36 

r =--= -2 + 3/ 
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Por tanto, k = -2 y w = 3. De acuerdo con el Caso III, la solucion general de la ecuacion diferencial 
dada es 

y = Ae ' 2t cos(3t) + Be _2t sen(3t) 


Los problemas de valor inicial relacionados con ay" + dy' + cy = 0 especifican valores de y e y' 
en un punto inicial. Estos valores se pueden usar para determ inar I os valores de las constantes A 
y B de la solucion general, para que el problema de valor inicial tenga una solucion unica. 


Ejemplo 4 


Resuelva el problema de valor inicial 


fy" + 2y' + 2y = 0 

iy(0) = 2 

(y'(0) = - 3 


Solucion 


La ecuacion auxiliar es r 2 + 2r + 2 = 0, cuyas raices son 


r = 


-2±V4^8 


= -i + ; 


Por tanto, se aplica el Caso III, k = -1 y co = 1. La ecuacion diferencial tiene como solucion general 

y = Ae f cost + Be _t sent 


Ademas, 


y' = e _t (-A cost - 8 sen t - A sen t + 8 cost) 

= (8 - A)e _t cost - (A + B)e f sent 

Aplicando las condiciones iniciales y(0) = 2 y y'(0) = -3, se obtiene A = 2yB-A = -3. Por tanto, 
8 = -1 y el problema de valor inicial tiene como solucion 

y = 2e _t cost - e ( sen t 


Movimiento armonico simple 

M uchos fenomenos naturales muestran un comportamiento periodico. El movimiento de un reloj 
de pendulo, la vibracion de una cuerda de guitarra o de la membrana de un tambor, la altura de 
una persona que monta en una noria, el movimiento de un objeto encima de las olas, y la tension 
producida por un generador de corriente alterna son solo unos pocos ejemplos en los que las 
magnitudes dependen del tiempo de una forma periodica. Como son periodicas, las funciones 
circulares como el seno y el coseno proporcionan un modelo util de estos comportamientos. 

Ocurre a menudo que una cantidad que se desplaza desde un valor de equilibrio experimenta 
una fuerza de recuperacion que tiende a moverla en la direccion de dicho equilibrio. Ademas del 
ejemplo obvio del movimiento elastico en ffsica, podemos imaginar que ese modelo se puede 
aplicar, por ejemplo, a una poblacion biologica en equilibrio con su suministro de alimentos o al 
precio de un articulo en una economfa elastica en que un incremento del precio causa una dismi- 
nucion de la demanda y, por tanto, un descenso del precio. En los modelos mas simples, la fuer¬ 
za de recuperacion es proporcional a la cantidad de desplazamiento desde el equilibrio. Esta 
fuerza hace que la magnitud oscile de forma sinusoidal. Decimos entonces que la magnitud eje- 
cuta un movimiento armonico simple. 

Como ejemplo concrete, supongamos una masa m suspendida en equilibrio de un muelle, de 
forma que la tension hacia arriba del muelle esta compensada por la fuerza gravitatoria que actua 
sobre la masa. Si la masa se desplaza verticalmente una distancia y desde su posicion de equili¬ 
brio, la tension del muelle cambia y la fuerza extra que realiza el muelle se dirige a llevar la 
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masa a su posicion de equilibrio (vease la Figura 3.29). Esta fuerza es proporcional al des- 
plazamiento (Ley de Hooke). Su valor es -ky, siendo k una constante positiva denominada 
constante de elasticidad. Despreciando el peso del muelle, esta fuerza aplica a la masa m una 
aceleracion d 2 y/dt 2 que cumple m(d 2 y/dt 2 ) =-ky, debido a la Segunda Ley de Newton (ma¬ 
sa x aceleracion = fuerza). Dividiendo esta ecuacion por m se obtiene 

d 2 y ? . . , k 

—r + to y = 0, siendo co = — 
dt 2 m 


y 


Figura 3.29 


La ecuacion diferencial de segundo orden 

d 2 y 2 
dF + 0,y ~° 

se denomina ecuacion del movimiento armonico simple. Su ecuacion auxiliar, r 2 + co 2 = 0, 
tiene rafces complejas r = ±ico, por lo que su solucion general es 

y = A cos cot + B sen cot 

siendo A y B constantes arbitrarias. 

Para algunos valores de las constantes R y t 0 , la fund on 

y = Rcos(co(t- t 0 )) 

estambien una solucion general de la ecuacion diferencial del movimiento armonico simple. Si 
se desarrol I a esta formula utilizando la formula de suma del coseno, se obtiene 

y = R cos cot 0 cos cot + R sen cot 0 sen cot 

= A cos cot + B sen cot 


siendo 

A = R cos(cot 0 ), B = R sen (cot 0 ) 

R 2 =A 2 + B 2 , tan (cot 0 ) = B/A 

Las constantes A y B se relacionan con la posicion y 0 y la velocidad v 0 de la masa m en el ins- 
tante t = 0: 


yo = y(0) = A cos 0 + B sen 0 = A 

vq = y'(0) = -A co sen 0 + BcocosO = Bco 

La constante R = JA 2 + B 2 se denomina amplitud del movimiento. Como cosx oscila entre 
-1 y 1, el desplazamiento y varfa entre -R y R. Notese en la Figura 3.30 que la grafica del 
desplazamiento en fund on del tiempo es la curva y = R coscot desplazada t 0 unidades a la dere- 
cha. El numero t 0 se denomina desplazamiento temporal. La cantidad relacionada cot 0 se deno¬ 
mina desplazamiento de fase. El periodo de esta curva es T = 2n/ay, es el intervalo entre dos 
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Figura 3.30 M ovimiento armonico 
simple. 


instantes consecutivos donde la masa esta a la misma altura y moviendose en la misma direc- 
cion. El inverso del periodo 1/T se denomina frecuencia del movimiento. Generalmente se mide 
en hercios (Hz), es decir, ciclos por segundo. La cantidad w = 2n/T se denomina frecuencia cir¬ 
cular. Se mide en radianes por segundo ya que 1 ciclo = 1 revolution = 2 n radianes. 


Ejemplo 5 


Resuelva el problema de valor inicial 


fy" + 16y = 0 

iy(0) = -6 

(y'(0) = 32 


Calcule la amplitud, frecuencia y periodo de la solucion. 

Solucion En este caso w 2 = 16, por lo que m = 4. La solucion es de la forma 

y = A cos (4t) + 6 sen (4t) 

C omo y(0) = - 6, tenemos que A = - 6. A demas, y'(t) = - 44 sen (4t) + 46 cos (4t). C omo y'(0) = 32, te- 
nemos que 46 = 32 o 6 = 8. A si, la solucion es 

y = — 6 cos (4t) + 8 sen (4t) 

La amplitud es -6) 2 + 8 2 = 10, la frecuencia es a>/(2n) x 0.637 Hz y el periodo es 2n/a> x 1.57 s. 


(Problema de la masa y el muelle) Suponga que una masa de 100 g esta suspendida de 
unrnuen^^ue se requiere una fuerza de 3 x 10 4 dinas (3 x 10 4 g-cm/s 2 ) para producir un desplazamien- 
to de 1/3 cm desde el equilibrio. En el instante t = 0 la masa se desplaza 2 cm por debajo de la posicion 
de equilibrio y comienza a desplazarse hacia arriba con una velocidad de 60 cm/s. Obtenga la funcion que 
modela su desplazamiento posterior en cualquier instante t > 0. Calcule la frecuencia, el periodo, la ampli¬ 
tud y el desplazamiento temporal del movimiento. Exprese la posicion de la masa en el instante t en fun¬ 
cion de la amplitud y el desplazamiento temporal. 

Solucion La constante de elasticidad k se obtiene aplicando la Ley de Hooke, F = -ky. En este caso, 
F = -3 x lo 4 g-cm/s 2 es la fuerza del muelle sobre la masa desplazada 1/3 cm: 

-3 x io 4 = -1 k 

por tanto, k = 9 x 10 4 g/s 2 . Entonces, la frecuencia circular es co = y/k/m = 30 rad/s, la frecuencia es 
m/ln = 15/ti x 4.77 Hz y el periodo es 2n/a> x 0.209 s. 
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Como el desplazamiento en el instante t = 0 es y 0 = -2 y la velocidad en ese instante es v 0 = 60, la 
ecuacion del desplazamiento posterior es y = A cos (301) + B sen (30t), con A = y 0 = -2 y B = v 0 /co = 
= 60/30 = 2. A si, 

y = - 2 cos (30t) + 2 sen (30t), (y en cm, t en segundos) 


La amplitud del movimiento es R = J(-2) 2 + 2 2 = 2^/2 x 2.83 cm. El desplazamiento temporal debe 
cumplir 

- 2 = A = R cos M 0 ) = 2^/2 cos (30t 0 ) 

2 = 8 = R sen (wt 0 ) = 2^/2 sen (30t 0 ) 


por lo que sen (30t 0 ) = 1/^/2 = — cos (30t o ). Entonces el desplazamiento de fase es 30t o = 37i/4 radianes, y 
el desplazamiento temporal es t 0 = n/40 x 0.0785 s. La posicion de la masa para t > 0 se puede expresar 
tambien como 


y = 2y2cos 



Movimiento armonico amortiguado 

Si a y c son positivas y b = 0, entonces la ecuacion 

ay" + by' + cy = 0 



t 




Figura 3.31 Oscilador no 
amortiguado (b = 0). 

Oscilador amortiguado 
(t> > 0, b 2 < 4ac). 

Caso de amortiguamiento critico 
(b > 0, b 2 = 4ac). 

Caso sobreamortiguado 
(b > 0, b 2 > 4ac). 


CAP ITU LO 3. Funciones trascendentes 247 


corresponde a la ecuacion diferencial del movimiento armonico simple y tiene soluciones oscila- 
torias de amplitud fija, como se ha visto anteriormente. Si a > 0, b > 0 y c > 0, entonces las 
rafces de la ecuacion auxiliar son o bien numeros negativos, o bien, si b 2 < 4ac, numeros com- 
plejos k ± ico con partes reales negatives k = -b/(2a) (Caso III). En este ultimo caso las solu¬ 
ciones todavia son oscilatorias, pero la amplitud disminuye exponencialmente cuando t-» oo de- 
bido al factor e w = e~ (b/2a)t (vease el Ejercicio 17 posterior). Un sistema cuyo comportamiento 
se puede modelar mediante una ecuacion de este tipo se dice que presenta un movimiento ar¬ 
monico amortiguado. Si b 2 = 4ac (Caso II), se dice que el sistema tiene amortiguacion crftica, 
y si b 2 > 4ac (Caso I), se dice que esta sobreamortiguado. En estos casos el comportamiento ya 
no es oscilatorio (vease la Figura 3.31, imaginando que la masa suspendida del muelle esta den- 
tro de un bidon de aceite). 


Ejercicios 3.7 


En los Ejercicios 1-12, calcule las soluciones generales de 
las ecuaciones dadas. 

1. y" + 7y' + lOy = 0 2. y" - 2y' - 3y = 0 

3. y" + 2y' = 0 4. 4y" - 4y' - 3y = 0 

5. y" + 8y' + 16y = 0 6. y" - 2y' + y = 0 

7. y" - 6y' + lOy = 0 8. 9y" + 6y' + y = 0 

9. y" + 2y' + 5y = 0 10. y" - 4y' + 5y = 0 

11. y" + 2y' + 3y = 0 12. y" + y' + y = 0 

En los Ejercicios 13-15, resuelva los problemas de valor 
inicial dados. 

72y" + 5y' - 5y = 0 fy" + 10y' + 25y = 0 

13. Jy(0) = l 14. iy(l) = 0 

(y'(0) = o (y'(i) = 2 

fy" + 4y' + 5y = 0 
15. Jy(0) = 2 
(y'(0) = 2 

g(l + e)t _ gt 

*16. Demuestre que si e # 0, la funcion y E (t) =- 

8 

cumple la ecuacion y" - (2 + e)y' + (1 + s)y = 0. 
Calcule y(t) = lim E ^ 0 y E (t) y verifique que, tal como 
se esperaba, es una solucion de y" - 2y' + y = 0. 

*17. Si a > 0, Jb > 0 y c > 0, demuestre que todas las 
soluciones de la ecuacion diferencial 
ay" + by' + cy = 0 cumplen lim^^ y(t) = 0. 

*18. Demuestre que la solucion dada en la presentacion del 
Caso I, concretamente y = Ae rit + Be r2 ‘, es la 
solucion general para este caso. Proceda como sigue: 
primero, haga y = e rit u; demuestre que u cumple la 
ecuacion 

u" - (r 2 - rj)u' = 0 


Haga despues v = u', con lo que v debe cumplir 
v' = (r 2 - r{jv. La solucion general de esta ecuacion 
es v = Ce (r2_ri)t , como se demuestra en la 
presentacion de la ecuacion y' = ky en la Seccion 3.4. 
Calcule u e y. 

Movimiento armonico simple 

Los Ejercicios 19-22 se refieren todos a la ecuacion 
diferencial del movimiento armonico simple: 

d 2 y , 

^2 + ®y = o. (<» # o) (t) 

En conjunto permiten demostrar que 
y = A cos cot + B sen cot es una solucion general de esta 
ecuacion, es decir, toda solucion tiene esta forma para 
algunos valores de las constantes A y 8. 

*19. Demuestre que y = A cos cot + B sen cot es una 
solucion de (f). 

*20. Si f(t) es una solucion de (f), demuestre que 
co 2 (f(t)) 2 + (f'(t)) 2 es constante. 

*21. Si g(t) es una solucion de (t) que cumple 

g(0) = g'(0) = 0, demuestre que g(t) = 0 para todo t. 

*22. Suponga que f(t) es una solucion de la ecuacion 
diferencial (f). Demuestre que 
f(t) = A cosoot + B sen cot, siendo A = f( 0) y 
Bco = f'(0). 

( Sugerencia: Sea g(t) = f(t) - A coscot - B senoot). 

*23. Si b 2 - 4 ac < 0, demuestre que el cambio y = e kt u(t), 
con k = -b/(2a), transforma ay" + by" + cy = 0 en 
la ecuacion u" + co 2 u = 0, siendo 
co 2 = (4 ac - Jb 2 )/(4a 2 ). 

Junto con el resultado del Ejercicio 22, esto confirma 
el procedimiento para el Caso III, en el caso de que 
no nos gustara del todo el argumento basado en 
numeros complejos que se ha dado en el texto. 
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En los Ejercicios 24-25, resuelva los problemas de valor 
inicial dados. Determine en cada problema la frecuencia 
circular, la frecuencia, el periodo y la amplitud de la 
solucion. 

fy" + 4y = 0 fy" + lOOy = 0 

24. Jy(0) = 2 25. iy(0) = 0 

(y'(0) = - 5 (y'(0) = 3 

*26. Demuestre quey = acos(®(t - c)) + /?sen(co(t - c)) 
es una solucion de la ecuacion diferencial 
y" + <a 2 y = 0 y que cumple y(c) = a y y'(c) = flw. 
Exprese la solucion en la forma 
y = A cos(ojf) + B sen (cot) para ciertos valores de las 
constantes A y B que dependen de a, ji, c y co. 


resolver problemas de valor inicial donde se 
especifican y(t 0 ) y y'{t 0 ). 

Utilice las formas de solucion proporcionadas en los dos 
ejercicios anteriores para resolver los problemas de valor 
inicial de los Ejercicios 33-34. 

fy" + 2y' + 5y = 0 

33. Jy(3) = 2 
(y'(3) =0 

fy" + 4y' + 3y = 0 

34. J y(3) = 1 
(y'(3) = o 


fy" + y = 0 

27. Resuelva <j y(2) = 3 

(y'(2) = -4 

f y" + m 2 y = 0 

28. Resuelva ) y(a) = A 

(y'(a) = B 

29. iQue masa habria de suspenderse del muelle del 
Ejemplo 6 para obtener un sistema cuya frecuencia 
natural de oscilacion sea de 10 Hz? Calcule el 
desplazamiento de esa masa desde su posicion de 
equilibrio t segundos despues de desplazarla 1 cm 
hacia abajo desde su posicion de equilibrio y soltarla 
hacia arriba con velocidad inicial de 2 cm/s. iCual es 
la amplitud de este movimiento? 

30. Una masa de 400 g suspendida de un muelle oscila con 
una frecuencia de 24 Hz. iCual sera la frecuencia si la 
masa de 400 g se sustituye con una masa de 900 g? £Y 
con una masa de 100 g? 

*31. Demuestre que si t 0 , A y B son constantes, 
k = -b/(2a) y en = Ja ac - b 2 /(2a), entonces 

y = e kt [A cos (co(t - t 0 )) + B sen (co(t - t 0 ))] 

es una alternativa a la solucion general de 
ay" + by' + cy = 0 para el Caso III (b 2 - 4ac < 0). 
Esta forma de la solucion general es util para 
resolver problemas de valor inicial donde se 
especifican y(t 0 ) y y'(t 0 ). 

*32. Demuestre que si t 0 , A y B son constantes, 
k = -b/(2a) y co = Jb 2 - 4ac/(2a), entonces 

y = e kt [A cosh (colt - t 0 )) + B senh (co(t - t 0 ))] 

es una alternativa a la solucion general para 
ay" + by' + cy = 0 para el Caso I (b 2 - 4ac > 0). 
Esta forma de la solucion general es util para 


35. Utilizando el cambio de la variable dependiente 

u(x) = c - Ac 2 y(x), resuelva el problema de valor inicial 


fy"(x) = c - k 2 y[x) 

<y(0) = a 
(y'(0) = b 

*36. Una masa esta unida a un muelle horizontal de forma 
que se puede deslizar por encima de una mesa. 

M ediante una seleccion adecuada de las unidades, la 
posicion x[t) de la masa en el instante t esta 
gobernada por la ecuacion diferencial 

x" = -x + F 

donde el termino -x es debido a la elasticidad del 
muelle y F es debido al rozamiento de la masa con la 
mesa. Cuando la masa se mueve, la fuerza de 
rozamiento debe ser de modulo constante y dirigida 
en direccion opuesta a la velocidad de la masa. 
Cuando la masa se para, la fuerza de rozamiento debe 
ser constante y de direccion opuesta a la fuerza del 
muelle a menos que la fuerza del muelle sea de menor 
magnitud, en cuyo caso la fuerza de rozamiento solo 
cancela la fuerza del muelle y la masa permaneceria 
en reposo. En este problema, suponga que el modulo 
de la fuerza de rozamiento es 1/5. De acuerdo con lo 
anterior, 


f 1 1 

- - six'>0osix' = 0yx<-- 


F- 


1 

5 


x 




1 

si x' < 0 o si x' = 0 y x > - 

1 

si x' = 0 y |x| ^ - 


Calcule la posicion x(t) de la masa en todos los 
instantes t > 0 si x(0) = 1 y x'(0) = 0. 
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Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• E nuncie las leyes de los exponents. 

• E nuncie las leyes de los logaritmos. 

• iCual es el significado del numero e? 

• iQue significan las siguientes afirmaciones y frases? 

O f es uno a uno. O f es invertible. 

O La funcion f _1 es la inversa de la funcion f. 

O a b = c O log 3 ib = c 

O Logaritmo natural de x. 

O Diferenciacion logaritmica. 

O Semivida de una cantidad que varia. 

O La magnitud y presenta crecimiento exponencial. 

O La magnitud y presenta crecimiento logistico. 

oy = sen _1 x. oy = tan _1 x. 

O La magnitud y presenta movimiento armonico simple. 

O La magnitud y presenta movimiento armonico 
amortiguado. 

• Defina las funciones senhx, coshxy tanhx. 

• iQue clase de funciones satisfacen la ecuacion 

diferencial de segundo orden con coeficientes 

constantes? 

Ejercicios de repaso 

1. Si f(x) = 3x + x 3 , demuestre que f tiene inversa y 
calcule la pendiente de y = f _1 (x) en x = 0. 

2. Sea f(x) = sec 2 xtanx. Demuestre que f es creciente 
en el intervalo (~n/2, n/2) y, a partir de eso, que es 
uno a uno e invertible en dicho intervalo. iCual es el 
dominio de f 3 ? Calcule (f 1 )'(2). Sugerencia: 
f(n/ 4 ) = 2 . 

Los Ejercicios 3-5 se refieren a la funcion f(x) = xe x2 . 

3. Calcule lim*^ f(x) y linv..^, f(x). 

4. iEn que intervalos es f creciente? I'f decreciente? 

5. iCuales son los valores maximo y minimo de f(x)? 

6. Calcule los puntos de la grafica de y = e X senx, 

(0 ^ x ^ 2k), donde dicha grafica tiene tangente 
horizontal. 

7. Suponga que una funcion f(x) cumple f'(x) = x f(x) 
para todo numero real x, y f(2) = 3. Calcule la 
derivada de f(x)/e* 2/2 y utilice el resultado como ayuda 
para obtener explicitamente f(x). 


8 . Se enrol la un trozo de arcilla de modelar en forma de 
cilindro circular. Si la longitud del cilindro crece con 
una velocidad proporcional a si misma, demuestre que 
el radio decrece con una velocidad proporcional a sf 
mismo. 

9. (a) iQue tasa de interes nominal, computada de forma 

continua, hara que una inversion se doble en 
cinco anos? 

(b) iEn cuantos dias se incremental el tiempo de 
doblaje del apartado (a) si la tasa de interes 
nominal disminuye un 0.5%? 

10. (Un calculo pobredel logaritmo natural) p? 

(a) Demuestre que si a > 0, entonces ill 

a h - 1 

lim —:— = In a 

h-0 h 

A partir de aqui demuestre que 

lim n(a 1/n - 1) = In a 

n—*co 

(b) La mayoria de las calculadoras, incluso las no 
cientificas, tienen una tecla para calcular la raiz 
cuadrada. Si n es una potencia de dos, es decir 
n = 2 k , entonces a 1/n se puede calcular 
introduciendo a y pulsando k veces la tecla de la 
raiz cuadrada: 


a 1/2 ‘ = J J ■■■ Ja (k raices cuadradas) 

Despues se puede restar 1 y multiplicar por n para 
obtener una aproximacion de In a. Utilice 
n = 2 10 = 1024 y n = 2 11 = 2048 para obtener 
aproximaciones del In 2. Basandose en la exactitud 
de las dos aproximaciones, obtenga un valor para 
In 2 con tantos decimales como le parezca 
adecuado. 

11 . Una funcion no constante f cumple 

^(f(x)) 2 = (f'(x)) 2 
dx 

para todo x. Si f(0) = 1, calcule f(x). 

12. Si f(x) = (Inx)/x, demuestre que f'(x) > 0 para 

0 < x < e y f'(x) < 0 para x > e, de forma que f (x) 
tenga un valor maximo en x = e. Utilice esto para 
demostrar que e K > n e . 

13. Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el origen y 
es tangente a la curva y = x x . 
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14. (a) Obtenga x # 2 tal que 


Inx 

x 


In 2 

~Y 


Dos modelos para incorporar la resistencia del aire 
en el analisis del movimiento de un cuerpo que cae 


(b) Obtenga b > 1 de forma que no exista x # b tal 
Inx In b 


15. La cuenta de inversion A tiene interes simple is 
con una cierta tasa. La cuenta de inversion B HI 
tiene la misma tasa nominal, pero se computa de forma 
instantanea. Si se invierten 1000 € en cada cuenta, 

B produce tras un ano 10 € mas de interes que A, 
Calcule la tasa de interes nominal que tienen ambas 
cuentas. 

16. Exprese las funciones cos 1 x, cot -1 x y esc 'x en 
funcion de tan -1 . 

17. Exprese las funciones cos 1 x, cot -1 x y esc x x en 
funcion de sen -1 . 

18. (Un problema decalentamiento) Una botella de 
leche a 5 °C se saca de una nevera y se I leva una 
habitacion que se mantiene a 20°C. Despues de 12 
minutos la temperatura de la leche es de 12°C. 
iCuanto tiempo debe transcurrir para que la leche se 
caliente hasta 18 °C? 

19. (Un problema de enfriamiento) Una olla con agua 
caliente a 96°C se Neva a una sala con aire 
acondicionado. El agua se enfria hasta 60°C tras diez 
minutos y hasta 40 °C en los diez minutos siguientes. 
iCual es la temperatura de la habitacion? 

20. Demuestre que e x > 1 + x si x # 0. 

21. Utilice induccion matematica para demostrar que 

x 2 x n 

e x >l + x + — + •••+ — 

2! n\ 

con x > 0 y n cualquier entero positivo. 


Problemas avanzados 


2. (Resistencia del aire proporcional a la velocidad) 

Un objeto cae por la accion de la gravedad cerca de la 
superficie de la tierra, y el aire opone a su movimiento 
una resistencia proporcional a su velocidad. Por tanto, su 
velocidad v responde a la ecuacion 

d v 

- = -g-kv (*) 

siendo k una constante positiva que depende de factores 
como la forma y densidad del objeto y la densidad del 
aire. 

(a) Calcule la velocidad del objeto en funcion del 
tiempo t, suponiendo que su velocidad en v 0 era 
t = 0. 

(b) Calcule la velocidad limite limits v(t). Observe 
que esto se puede hacer bien directamente a partir 
de (*) o a partir de la solucion obtenida en el 
apartado (a). 

(c) Si el objeto estaba a una altura y 0 en el instante 
t = 0, calcule su altura y(t) en cualquier instante 
durante su caida. 

*3. (Resistencia del aire proporcional al cuadrado de la 
velocidad) En ciertas condiciones, un modelo mejor 
del efecto de la resistencia del aire sobre un objeto 
movil es aquel en el que la resistencia es proporcional 
al cuadrado de la velocidad. Dado un objeto que cae 
bajo aceleracion gravitatoria constante g, la ecuacion 
del movimiento es 


— = -g - kv\v\ 

con k>0. Notese que se utiliza v\v\ en vez de v 2 para 
asegurarse de que la resistencia actua siempre en 
direccion opuesta a la velocidad. Dado un objeto que 
cae desde el reposo en el instante t = 0, tenemos que 
v(0) = 0 y v(t) < 0 para t > 0, de forma que la 
ecuacion del movimiento es 


*1. (a) Demuestre que la funcion f(x) = x x es 

estrictamente creciente en el intervalo [e \ oo). 


dv 

dt 


= - g + kv 2 


(b) Si g es la funcion inversa de la funcion f del 
apartado (a), demuestre que 

g(y) In (Iny) 
lim -,-= 1 

y->oo Iny 

Sugerencia: Empiece con la ecuacion y = x x y 
tome dos veces logaritmos en los dos miembros. 


No estamos (todavia) en condiciones de resolver esta 
ecuacion. Sin embargo, podemos verificar su solucion. 

(a) V erifique que la velocidad para t ^ 0 esta dada por 

[g 1 - e 2t ^ 

v(t) = ^k i + e 2t ^ 
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(b) iCual es la velocidad limite lim^^ v(t)7 

(c) Verifique tambien que si el objeto que cae estaba a 
una altura de y 0 en el instante t = 0, entonces su 
altura en instantes posteriores durante su caida se 
puede expresar como 


y(t) = y 0 + 



4. (M odelo de difusion de una nueva tecnologia) Cuando 
se introduce una nueva tecnologia superior, el porcentaje 
p de clientes potenciales que la adoptan se puede 
modelar mediante un incremento logistico con el 
tiempo. Sin embargo, se estan introduciendo 
constantemente tecnologias mas nuevas, por lo que la 
adopcion de una en 


particular decaera exponencialmente con el tiempo. El 
modelo que sigue muestra ese comportamiento: 

dp . (. P 

Esta ecuacion diferencial sugiere que el crecimiento en 
p es logistico pero que el comportamiento asintotico no 
es una constante, sino e bt M, que decrece 
exponencialmente con el tiempo. 

(a) Demuestre que el cambio de variable p = e ~ bt yit) 
transforma la ecuacion anterior en una ecuacion 
logistica estandar, y obtenga una formula explicita 
de p(t ) suponiendo que p(0) = p 0 . Sera necesario 
suponer que M < 100 k/(b + k) para asegurar que 
pit) < 100. 

(b) Si k = 10, b = 1, M = 90 y Pq = 1, icuanto puede 
aumentar pit) antes de que empiece a decrecer? 





CAPl'TULO 4 

Aplicaciones 
de las derivadas 


En otono de 1972 el Presidente Nixon anuncio que la ve- 
locidad de incremento de la inflacion estaba disminuyen- 
do. Era la primera vez que un presidente en el cargo utili- 
zaba la tercera derivada como ayuda en la causa de su 
reel eccion. 


Hugo Rossi 

Mathematics is an Edifice, not a Toolbox 
Notices of the AM S, v. 43, Oct. 1996 


Intrvduccion El calculo diferencial se puede utilizar para analizar muchos tipos 
de problemas y situaciones que surgen en disciplinas aplicadas. El calculo ha hecho 
y continuara haciendo contribuciones significativas en todos los campos del esfuer- 
zo humano, utilizando medidas cuantitativas para alcanzar sus objetivos. Desde la 
economfa hasta la ffsica y desde la biologfa a la sociologfa, se pueden encontrar pro¬ 
blemas cuyas soluciones se pueden plantear utilizando los procedi mi entos del calculo. 

En este capitulo vamos a examinar varias clases de problemas en los que se pue¬ 
den aplicar las tecnicas que hemos aprendido. Estos problemas surgen dentro y fue- 
ra de las matematicas. Consideraremos los siguientes tipos de problemas: 

1. Problemas de tasas relacionadas, donde se analizan las velocidades de cambio 
de magnitudes relacionadas. 

2. Problemas de graficos, donde se utilizan las derivadas para ilustrar el comporta- 
miento de funciones. 

3. Problemas de optimizacion, donde una determinada cantidad se maximiza o se 
minimiza. 

4. M etodos de obtencion de raices, para obtener soluciones numericas de ecuaciones. 

5. Problemas de aproximacion, donde se utilizan polinomios para aproximar fun¬ 
ciones complicadas. 

6. Calculo de limites. 

No hay que asumir que la mayorfa de los problemas que se presentan aqui son pro¬ 
blemas del «mundo real». Esos problemas son en general demasiado complejos para 
ser tratados en un curso de calculo general. Sin embargo, los problemas que consi¬ 
deraremos, aunque en algun caso son artificiales, demuestran como se puede aplicar 
el calculo en situaciones concretas. 
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Tasas relacionadas 


Cuando dos o mas magnitudes que cambian con el tiempo estan relacionadas por una f unci on, 
esta funcion se puede diferenciar con respecto al tiempo para producir una ecuacion que relacio- 
na las velocidades de cambio de dichas magnitudes. Una de esas velocidades se puede entonces 
determinar cuando las otras, y los valores de las magnitudes, son conocidos. Consideraremos a 
continuacion un par de ejemplos antes de formular una lista de procedimientos para tratar estos 
problemas. 


Ejemplo 1 


Una aeronave vuela horizontalmente con una velocidad de 600 km/h. iCon que velocidad 
aumenta la distancia entre la aeronave y una baliza de radio un minuto despues de que la aeronave pasa 
5 km directamente por encima de la estacion? 


Solucion Resulta de utilidad hacer un diagrama: vease la Figura 4.1. Sea C el punto de la trayectoria de 
la aeronave que esta directamente por encima de la baliza B. Sea A la posicion de la aeronave t min des¬ 
pues de pasar por C, y sean x y s las distancias CA y BA, respectivamente. Observando el triangulo rectan- 
gulo BCA tenemos que 

s 2 = x 2 + 5 2 


600 km/h 


A 


5 km 


Figura 4.1 


Diferenciando implicitamente esta funcion con respecto a t se obtiene 


2s 


ds 

It 


2x 


dx 

It 


Sabemos que dx/dt = 600 km/h = 10 km/min. Por tanto, x = 10 km en el instante t = 1 min. En ese instan- 
te s = ^/lO 2 + 5 2 = 5 n /5 km y crece con una velocidad 


ds x dx 
dt s dt 


10 

—-= (600) = 
5^5 



536.7 km/h 


Un minuto despues de que la aeronave pase por encima de la baliza, su distancia a dicha baliza crece con 
una velocidad aproximada de 537 km/h. 


Ejemplo 2 


iCon que velocidad cambia el area de un rectangulo si uno de sus lados tiene una longitud 
de 10 cm y dicha longitud crece con una velocidad de 2 cm/s, y el otro lado mide 8 cm y su longitud de- 
crece con una velocidad de 3 cm/s? 


Solucion Sean x cm ey cm las longitudes de los lados del rectangulo en el instante t, respectivamente. 
Por tanto, el area en el instante t es A = xy cm 2 (vease la Figura 4.2). Deseamos conocer el valor de dA/dt 
cuando x = 10 y y = 8, dado que dx/dt = 2 y dy/dt= -3 (notese el signo negativo para indicar quey es 
decreciente). Como todas las cantidades de la ecuacion A = xy son funciones del tiempo, se puede diferen¬ 
ciar implicitamente dicha ecuacion con respecto al tiempo y obtener 


cM 

It 



+ x 


dy\ 

dt) 


|x = 10 
y = 8 


|x = 10 
y = 8 


= 2(8) + 10(-3) = -14 
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Figura 4.2 Rectangulo cuyos lados cambian. 


En el instante en cuestion, el area del rectangulo decrece con una velocidad de 14 cm 2 /s. 


Procedimiento para problemas de tasas relacionadas 

A la vista de los ejemplos anteriores podemos formular algunos procedi mientos generales para 
resolver problemas de tasas relacionadas. 


Como resolver problemas de tasas relacionadas 

1. Lea el problema cuidadosamente. Intente comprender las relaciones entre las variables 
iQue se da? iQue hay que obtener? 

2. Si es necesario, haga un dibujo. 

3. Defina los simbolos que desee utilizar que no esten definidos en el planteamiento del 
problema. Exprese las magnitudes dadas, las requeridas y sus velocidades de cambio 
por medio de dichos simbolos. 

4. A partir de una lectura cuidadosa del problema o de la observacion del dibujo, identifi- 
que una o mas ecuaciones que relacionen las variables que representan las magnitudes 
(seran necesarias tantas ecuaciones como magnitudes o velocidades de cambio haya 
que obtener en el problema). 

5. Diferencie implicitamente las ecuaciones con respecto al tiempo, considerando todas 
las variables de las magnitudes como funciones del tiempo. Antes de realizar la dife- 
renciacion se podran realizar cambios algebraicos en las ecuaciones (por ejemplo, se 
pueden despejar las magnitudes cuyas velocidades de cambio hay que obtener), pero, 
en general, es mas facil diferenciar las ecuaciones en su forma original y despejar pos¬ 
ted ormente. 

6. Sustituya los valores dados de las magnitudes y de sus velocidades de cambio, y des¬ 
pues despeje las magnitudes desconocidas y sus velocidades de cambio en las ecuacio¬ 
nes resultantes. 

7. Obtenga las conclusiones en respuesta a las preguntas planteadas. iEs la respuesta ra- 
zonable? Si no, vuelva atras y compruebe su solucion para ver que es lo que no es 
correcto. 


Ejemplo 3 


Un faro L esta situado en una pequena isla a 2 km del punto mas cercano A de una costa 
recta. Si la lampara del faro gira con una velocidad de 3 revoluciones por minuto, icon que rapidez se mue- 
ve el punto de luz P sobre la orilla cuando esta a 4 km deA? 


Solucion Observese la Figura 4.3. Sea x la distancia AP, y sea 8 el angulo PLA. Entonces x = 2tan0 y 
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Figura 4.3 


Cuando x = 


— = 3 rev/min x 2n radianes/rev = 6n radianes/min 

4, tenemos que tan0 = 2 y sec 2 0 = 1 + tan 2 0 = 5. Por tanto, 
dx 

— = 2 x 5 x 6k = 60n » 188.5 
dt 


El punto de luz se mueve por la linea de costa con una velocidad de aproximadamente 189 km/min cuando 
esta a 4 km de A . 

Notese que ha sido esencial convertir la velocidad de cambio de 6 de revoluciones por minuto a radia- 
nes por minuto. Si 0 no se midiera en radianes no podriamos decir que (d/dfl)tan0 = sec 2 9. 


Ejemplo 4 


Un tanque de agua agujereado tiene la forma de un cono circular recto invertido con una 
profundidad de 5 m y un radio en la parte superior de 2 m. Cuando la profundidad del agua del tanque es 
de 4 m, el agua esta saliendo con una velocidad de 1/12 m 3 /min. iCon que velocidad esta disminuyendo el 
nivel de agua del tanque en ese instante? 

Solucion Sean r y h el radio en la superficie y la profundidad del agua en el tanque en el instante t 
(ambos se miden en metros). Por tanto, el volumen 1/ (en m 3 ) de agua en el tanque en el instante t es 

1 , 

V = - 7 ir 2 h 

Utilizando semejanza de triangulos (vease la Figura 4.4), se puede obtener una relacion entre r y h: 


r 2 2 h 

7 = -, por tanto, r = — y 
h 5 5 

Diferenciando esta ecuacion con respecto a t se obtiene 


V = - n 


2 471 , 


dV An , dh 
— = — h 2 — 

dt 25 dt 


Como dV/dt= -1/12 cuando h = 4, tenemos que 

-1 47t , dh 

— = — (4 2 ) —, 

12 25 v 1 dt' 


dh 25 

por tanto, — = - r—— 
r dt 76871 


Cuando la profundidad del agua en el tanque es de 4 m, su nivel desciende con una velocidad de 
25 /(7687 t) m/min, o aproximadamente 1.036 cm/min. 


Ejemplo 5 


En un cierto instante una aeronave que vuela hacia el este a 400 km/h pasa directamente 
por encima de un coche que viaja hacia el sudoeste a 100 km/h en una carretera recta y sin pendientes. Si 
la aeronave vuela a una altura de 1 km, icon que velocidad aumenta la distancia entre la aeronave y el 
coche 36 segundos despues de que la aeronave pase directamente por encima del coche? 


Solucion En este ejemplo es esencial un buen diagrama. Vease la Figura 4.5. Sea t el tiempo medido en 
horas desde el instante en que la aeronave estaba en la posicion A directamente encima del coche en la 
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posicion C. Sean X e Y las posiciones de la aeronave y el coche, respectivamente, en el instante t. Sea x la 
distancia AX, y la distancia CY y s la distancia XY, todas el I as medidas en kilometres. Sea Z el punto 1 km 
por encima de Y. Como el angulo XAZ = 45°, el Teorema de Pitagoras y el Teorema del Coseno permiten 
obtener 

s 2 3 = 1 + (ZX) 2 = 1 + x 2 + y 2 - 2xy cos45° 

= 1 + x 2 + y 2 - Jlxy 


Por tanto, 


2s 


ds 

It 


. dx dy 
2s di 2y 7t 


!— dx / 

J'-ht y 


dy 

dt 


= 400(2x - Jly) + 100(2y - Jlx) 

ya que dx/dt = 400 y dy/dt = 100. Cuando t = 1/100 (es decir, 36 segundos despues de t = 0), tenemos que 
x = 4 y y = 1. Entonces, 

s 2 = 1 + 16 + 1 - 4^2 = 18 - 4^2 
s* 3.5133 

f = y s (400(8 - J2) + 100(2 - 4^2)) * 322.86 

La aeronave y el coche se estan separando con una velocidad de aproximadamente 323 km/h despues de 
36 segundos. 

Notese que ha sido necesario convertir los 36 segundos a horas. En general todas las medidas deben 
estar en unidades compatibles. 



Figura 4.4 El tanque conico del Ejemplo 4. 



Figura 4.5 Trayectorlas de la aeronave y del coche en el Ejemplo 5. 


Ejercicios 4.1 


1. Calcule la velocidad de cambio del area de un 
cuadrado cuyo lado mide 8 cm, si la longitud del lado 
se incrementa con una velocidad de 2 cm/min. 

2. El area de un cuadrado decrece con una velocidad de 
2 pies 2 /s. iCon que velocidad cambia la longitud del 
lado cuando dicho lado mide 8 pies? 

3. Un guijarro que se lanza a un estanque forma una onda 
circular que se expande hacia fuera desde el punto del 
impacto. iCon que velocidad crece el area encerrada 
por la onda cuando su radio es de 20 cm y crece con 
una velocidad de 4 cm/s? 


4. El area de un circulo disminuye con una velocidad de 
2 cm 2 /min. iCon que velocidad cambia el radio del 
circulo cuando su area es de 100 cm 2 ? 

5. El area de un circulo crece con una velocidad de 
1/3 km 2 /h. Exprese la velocidad de cambio del radio 
del circulo en funcion de (a) el radio r y (b) el area A 
del circulo. 

6. En un cierto instante la longitud de un rectangulo es de 
16 m y su anchura es de 12 m. La anchura crece con 
una velocidad de 3 m/s. iCon que velocidad cambia la 
longitud si el area del rectangulo no cambia? 
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7. Se introduce aire en un globo esferico. El volumen del 
globo crece con una velocidad de 20 cm 3 /s cuando el 
radio mide 30 cm. iCon que velocidad crece el radio 
en ese instante? (El volumen de un globo esferico de 
radio r unidades es V = \ nr 3 unidades cubicas). 

8. Cuando el diametro de una bola de hielo es de 6 cm, 
disminuye con una velocidad de 0.5 cm/h debido a la 
fusion del hielo. iCon que velocidad disminuye el 
volumen de la bola de hielo en ese instante? 

9. iCon que velocidad cambia el area de la superficie de 
un cubo cuando su volumen es de 64 cm 3 y crece con 
una velocidad de 2 cm 3 /s? 

10. El volumen de un cilindro circular recto es de 60 cm 3 y 
crece con una velocidad de 2 cm 3 /min en el instante en 
el que el radio es de 5 cm y crece con una velocidad de 
1 cm/min. iCon que velocidad cambia con el tiempo a 
la altura del cilindro? 

11. iCon que velocidad cambia el volumen de una caja 
rectangular cuando su longitud es de 6 cm, su anchura 
de 5 cm y su profundidad de 4 cm, si la longitud y la 
profundidad crecen con una velocidad de 1 cm/s y la 
anchura decrece con una velocidad de 2 cm/s? 

12. El area de un rectangulo crece con una velocidad de 

5 m 2 /s cuando su longitud crece con una velocidad de 
10 m/s. Si la longitud es de 20 m y la anchura de 16 m, 
icon que velocidad cambia la anchura? 

13. Un punto se mueve por la curvay = x 2 . iCon que 
velocidad cambia y cuando x = -2 y x decrece con 
una velocidad de 3? 

14. Un punto se mueve a la derecha por la parte del primer 
cuadrante de la curva x 2 y 3 = 72. Cuando las 
coordenadas del punto son (3, 2), su velocidad 
horizontal es de 2 unidades/s. iCual es su velocidad 
vertical? 

15. El punto P se mueve de forma que en el instante t esta 
en la interseccion de las curvas xy = t y y = tx 2 . iCon 
que velocidad cambia la distancia de P al origen en el 
instante t = 2? 

16. (Radares de velocidad) Un policia esta cerca de una 
autopista utilizando una pistola radar para multar a los 
coches que circulan con exceso de velocidad ( vease la 
Figura 4.6). Apunta la pistola hacia un coche que pasa 


Figura 4.6 


por su posicion y, cuando la pistola esta apuntando con 
un angulo de 45° a la direccion de la autopista, mide 
que la distancia entre el coche y la pistola crece con 
una velocidad de 100 km/h. iCon que velocidad se 
mueve el coche? 

17. Si la pistola radar del Ejercicio 16 apunta a un coche 
que viaja a 90 km/h por una carretera recta, icual sera 
la lectura en el instante en que apunta en una direccion 
que forma un angulo de 30° con la carretera? 

18. La parte superior de una escalera de 5 m de largo se 
apoya contra una pared vertical. Si la base de la 
escalera se aleja de la base de la pared con una 
velocidad de 1/3 m/s, icon que velocidad se desliza 
hacia abajo la parte superior de la escalera cuando esta 
a 3 m de altura por encima de la base de la pared? 

19. Un hombre de 2 m de altura camina hacia un farol a 
una velocidad de 0.5 m/s. Si la lampara del farol esta a 
5 m de altura, icon que velocidad decrece la longitud 
de la sombra del hombre cuando esta a 3 m del farol? 
iCon que velocidad se esta moviendo en ese instante la 
sombra de su cabeza? 

20. Una mujer de 6 pies de alto camina con una velocidad 
de 2 pies/s por un camino recto sobre la tierra. Hay un 
farol de 5 pies de alto a un lado del camino. Una luz a 
15 pies de altura proyecta la sombra de la mujer sobre 
el suelo. iCon que velocidad cambia la longitud de la 
sombra de la mujer cuando esta esta a 12 pies del 
punto del camino mas cercano al farol? 

21. (Coste de produccion) AI propietario de una mina de 
carbon le cuesta C € al dia mantener una produccion 
de x toneladas, siendo C = 10 000 + 3x + x 2 /8000. iA 
que velocidad crece la produccion cuando esta vale 

12 000 t y el coste diario crece a razon de 600 € al dia? 

22. (Distancia entre barcos) A la una de la tarde el barco 
A esta a 25 km al norte del barco 6. Si el barco A 
navega al oeste con una velocidad de 16 km/h y el 
barco B navega al sur con una velocidad de 20 km/h, 
ia que velocidad cambia la distancia entre los dos 
barcos a la una y media de la tarde? 

23. iCual es la primera hora despues de las tres de la tarde 
a la que las manecillas del reloj estan juntas? 

24. (Seguimiento de un globo) Un globo que se lanza en 
el punto A sube verticalmente con una velocidad 
constante de 5 m/s. El punto B esta al mismo nivel que 
el punto A y dista 100 m de este. iCon que velocidad 
cambia el angulo de elevacion del globo en B cuando 
dicho globo esta a 200 m por encima deA? 

25. Se vierte serrin en una pila con una velocidad de 1/2 
m 3 /min. Si la pila mantiene la forma de un cono 
circular recto cuya altura es igual a la mitad del 
diametro de su base, icon que velocidad crece la altura 
de la pila cuando dicha pila tiene 3 m de altura? 
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26. (Tanque conico) Un tanque de agua tiene la forma de 
un cono circular recto invertido con un radio de 10 m 
en su parte superior y una profundidad de 8 m. Se 
vierte agua en el interior del cono con una velocidad de 
1/10 m 3 /min. iCon que velocidad crece la profundidad 
del agua en el tanque cuando dicha profundidad es de 
4 m? 

27. (Tanque con fugas) Repita el Ejercicio 26 con el 
supuesto anadido de que el agua sale por el fondo del 
tanque con una velocidad de h 3 /1000 m 3 /min cuando 
la profundidad de agua en el tanque es de h m. 
iCuanto se puede llenar el tanque en este caso? 

28. (Otro tanque con fugas) Se introduce agua en otro 
tanque con fugas con una velocidad de 10 m 3 /min. El 
tanque tiene la forma de un cono invertido, de 9 m de 
profundidad y de 6 m de diametro en su parte superior. 
La superficie de agua en el tanque sube con una 
velocidad de 20 cm por hora cuando la profundidad es 
de 6 m. iCon que velocidad esta saliendo agua del 
tanque en ese instante? 

29. (Vuelo de una cometa) iCon que velocidad hay que 
soltar cuerda si la cometa que estamos haciendo volar 
esta a 30 m de altura, a 40 m de distancia horizontal 
desde nuestra posicion, y alejandose horizontalmente 
con una velocidad de 10 m por minuto? 

30. (Noria) Suponga que esta en una noria de 20 m de 
diametro. La noria da vueltas a 1 revolucion por 
minuto. iCon que velocidad esta subiendo o bajando 
cuando esta a una distancia horizontal de 6 m de la 
linea vertical que pasa por el centra de la noria? 

31. (Distancia entre aeronaves) U na aeronave esta 

144 km al este de un aeropuerto y viaja hacia el oeste a 
200 km/h. AI mismo tiempo, una segunda aeronave a 
la misma altitud dista 60 km al norte del aeropuerto y 
viaja hacia el norte a 150 km/h. iCon que velocidad 
cambia la distancia entre las dos aeronaves? 

32. (Tasa de produccion) Si una factoria de camiones 
emplea a x trabajadores y tiene unos gastos de 
operacion diarios de y €, puede producir 

P = (l/3)x° 6 y 04 camiones al ano. iCon que velocidad 
disminuyen los gastos diarios cuando su valor es de 
10 000 € y el numero de trabajadores es de 40, si el 
numero de trabajadores crece a razon de uno por dia y 
la produccion permanece constante? 

33. Una lampara esta situada en el punto (3, 0) del piano 
xy. Una hormiga camina por el primer cuadrante del 
piano y la lampara arroja su sombra en el eje y. iCon 
que velocidad se mueve la sombra de la hormiga por el 
ejey cuando dicha hormiga esta en la posicion (1, 2) y 
se mueve de forma que su coordenada x crece con una 
velocidad de 1/3 unidades/s y su coordenada y 
disminuye con una velocidad de 1/4 unidades/s? 


34. Una autopista recta y un canal recto se cruzan 
formando angulos rectos. La autopista cruza sobre el 
canal por un puente de 20 m de altura sobre el agua. 
Un barco que viaja con una velocidad de 20 km/h pasa 
bajo el puente en el mismo instante en que un coche 
que viaja a 80 km/h pasa sobre el puente. iCon que 
velocidad se estan separando el barco y el coche tras 
un minuto? 

35. (Llenado de un abrevadero) La seccion cruzada de un 
abrevadero es un triangulo equilatero con su lado 
superior horizontal. Si el abrevadero tiene 10 m de 
longitud y 30 cm de profundidad, y se esta Ilenando de 
agua con una velocidad de 1/4 m 3 /min, icon que 
velocidad se eleva el nivel del agua cuando dicho nivel 
es de 20 cm por encima del vertice inferior? 

36. (Vaciado de una piscina) Una piscina rectangular 
tiene 8 m de anchura y 20 m de longitud (vease la 
Figura 4.7). Su fondo es un piano con pendiente, y la 
profundidad crece desde 1 m en el lado menos hondo 
hasta 3 m en el lado mas profundo. Se vacia el agua de 
la piscina con una velocidad de 1 m 3 /min. iCon que 
velocidad desciende la superficie del agua cuando la 
profundidad del agua en el extremo mas profundo es 
de (a) 2.5 m, (b) 1 m? 



*37. Un extremo de una escalera de 10 m de largo se 
apoya en el suelo y dicha escalera descansa tambien 
sobre la parte superior de una valla de 3 m de altura 
(vease la Figura 4.8). Si el pie de la escalera esta a 
4 m de distancia de la base de la valla y se aleja de 
dicha base a una velocidad de 1/5 m/s, icon que 
velocidad se mueve el extremo superior de la escalera 
(a) verticalmente y (b) horizontalmente? 



Figura 4.8 
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*38. Dos cajones, A y B se encuentran en el suelo de un 
almacen. Estan unidos por una cuerda de 15 m de 
longitud, y cada cajon esta enganchado a la cuerda a 
nivel del suelo. La cuerda se mantiene tensa y se pasa 
por una polea P sujeta a una viga a 4 m de altura con 
respecto a un punto Q en el suelo directamente entre 
las dos cajas (vease la Figura 4.9). Si la caja A esta a 
3 m de Q y se aleja de dicho punto Q a una velocidad 
de 1/2 m/s, £a que velocidad se mueve la caja B hacia 
el punto 0? 



39. (Seguimiento de un cohete) Poco despues de su 
lanzamiento, un cohete esta a 100 km de altura y a 
50 km de distancia desde el punto de lanzamiento. Si 
viaja a una velocidad de 4 km por segundo formando 
un angulo de 30° respecto a la horizontal, icon que 
velocidad cambia su angulo de elevacion medido 
desde el punto de lanzamiento? 

40. (Sombra de una bola que cae) Una lampara esta 
situada a 20 m de altura sobre un poste. En el instante 
t = 0 se arroja una bola desde un punto situado a nivel 
de la lampara y a 10 metros de distancia de la misma. 
La bola cae por efecto de la gravedad (aceleracion de 
9.8 m/s 2 ) hasta que Mega al suelo. iCon que velocidad 
se mueve la sombra de la bola por el suelo (a) 1 s 
despues de ser lanzada y (b) en el instante en que llega 
al suelo? 

41. (Seguimiento de un cohete) Se lanza un cohete en el 
instante t = 0 que se eleva verticalmente con una 
aceleracion de 10 m/s 2 . Se monitoriza el progreso del 
cohete en una estacion de seguimiento localizada a una 
distancia horizontal de 2 km del punto de lanzamiento. 
iCon que velocidad vertical gira la antena de la 
estacion de seguimiento 10 s despues del lanzamiento? 





Problemas de valores extremos 


La primera derivada de una funcion es una fuente de informacion de mucha utilidad sobre el 
comportamiento de dicha funcion. Como ya hemos visto, el signo de f indica si f es creciente o 
decreciente. En esta seed on uti I i zaremos esta informacion para obtener I os valores maximos y 
minimos de funciones. En la Seccion 4.5 emplearemos las tecnicas desarrolladas aqui para resol¬ 
ver problemas que requieren la obtencion de valores maximos y minimos. 


Valores maximo y minimo 

Recuerdese (vease la Seccion 1.4) que una funcion tiene un valor maximo en x 0 si f(x) sc f(x 0 ) 
para todo x perteneciente al dominio de f. El valor maximo es f(x 0 ). Para ser mas precisos, ese 
tipo de maximo deberia denominarse maximo absoluto o global debido a que es el maximo va¬ 
lor que toma la funcion f en todo su dominio. 


DEFINICION 1 Valores extremos absolutos 

Una funcion f tiene un valor maximo absoluto f(x 0 ) en el punto x 0 de su dominio si 
f(x) f(x 0 ) se cumple para todo x perteneciente al dominio de f. 

Una funcion f tiene un valor minimo absoluto ffxj en el punto x 1 de su dominio si 
fix) Ss f(x L ) se cumple para todo x perteneciente al dominio de f. 


U na funcion puede tener como mucho un valor maximo o minimo absolutos, aunque ese valor se 
puede alcanzar en muchos puntos. Por ejemplo, f(x) = senx tiene un valor maximo de 1 en todo 
punto que cumpla x = (n/2) + 2rin, siendo n un entero. Por supuesto, no es necesario que una 
funcion tenga valores extremos absolutos. La funcion f(x) = 1/x se hace arbitrariamente grande 
cuando x se aproxima a 0 por la derecha, por lo que no tiene un maximo absoluto finito 
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(recuerdese que oo no es un numero, por lo que no puede ser un valor de f). Incluso una fund on 
acotada puede no tener valores maximo y minimo absolutos. La funcion g(x) = x, con dominio 
especificado como el intervalo abierto (0, 1), no tiene maximo ni minimo absoluto. El rango de 
g es tambien el intervalo (0, 1), y no existe ningun valor maximo o minimo en este intervalo. 
Por supuesto, si el dominio de g se extendi era al intervalo cerrado [0, 1], entonces g tendria un 
valor maximo, 1, y un valor minimo, 0. 

Los valores maximo y minimo de una funcion se denominan colectivamente valores extre- 
mos. El teorema que sigue es un replanteamiento (y una ligera generalizacion) del Teorema 8 de 
la Seccion 1.4. Se mostrara de gran utilidad en algunas circunstancias en las que se desea calcu- 
lar valores extremos. 

TEOREMA Existencia de valores extremos 

Si el dominio de la funcion f es un intervalo cerrado y finito, o se puede expresar como 
una union finita de intervalos de ese tipo, y si f es continua en dicho dominio, entonces f 
debe tener un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto. 


Considerese la grafica y = f(x) que se muestra en la Figura 4.10. Evidentemente, el valor mi¬ 
nimo absoluto de f es f(x 2 ), y el valor minimo absoluto es f(x 3 ). Ademas de esos valores extre¬ 
mos, f tiene otros valores maximos y minimos «locales» correspondientes a puntos de la grafica 
con valores mayores o menores que sus puntos vecinos. Observese que f tiene valores maximos 
locales en a, x 2 , x 4 y x 6 , y valores minimos locales en x lf x 3 , x 5 y b. El maximo absoluto es el 
mayor de los maximos locales; el minimo absoluto es el menor de los minimos locales. 



DEFINICION 2 Valores extremos locales 

Una funcion f tiene un valor maximo local f(x 0 ) en el punto x 0 de su dominio si existe 
un numero h > 0 tal que f(x) ^ f(x 0 ) siempre que x este en el dominio de f y |x - x 0 | < h. 

Una funcion f tiene un valor minimo local f(x 3 ) en el punto x 3 de su dominio si exis¬ 
te un numero h > 0 tal que f(x) ^f(x 3 ) siempre que x este en el dominio de f y 
|x - x 3 | < h. 


Por tanto, f tiene un valor maximo (o minimo) en x si tiene un valor maximo (o minimo) abso¬ 
luto en x cuando su dominio se restringe a puntos suficientemente cercanos a x. Geometrica- 
mente, la grafica de f es al menos tan alta (o tan baja) en x como en sus puntos vecinos. 
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Puntos criticos, puntos singulares y extremos 

La Figura 4.10 sugiere que una funcion f(x) puede tener valores extremos locales solo en puntos 
x de tres tipos especiales: 

(i) Puntos criticos de f (puntos x en 3(f) donde f'(x) = 0). 

(ii) Puntos singulares de f (puntos x en 3( f) donde f'(x) no esta definida). 

(iii) Extremos del dominio de f (puntos en 3(f) que no pertenecen a ningun intervalo abierto 
contenido en 3( f)). 

En la Figura 4.10, x 1( x 3 , x 4 y x 6 son puntos criticos, x 2 y x 5 son puntos singulares, y a y b son 
extremos. 

TEOREMA Localization de valores extremos 

Si la funcion f esta definida en un intervalo / y tiene un valor maximo local (o minimo 
local) en el punto x = x 0 de /, entonces x 0 debe ser un punto critico de f, un punto singular 
de f o un extremo de /. 

DEMOSTRACION Supongamos que f tiene un maximo local en x 0 y que x 0 no es ni un 
extremo del dominio de f ni un punto singular de f. Entonces para algun h > 0, f(x) esta 
definido en el intervalo abierto (x 0 - h,x 0 + h) y tiene un maximo absolute (para ese inter¬ 
valo) en x 0 . Ademas existe f'(x 0 ). Por el Teorema 14 de la Seccion 2.6, f'(x 0 ) = 0. La de- 
mostracion para el caso en el que f tiene un minimo local en x 0 es similar. 

• 

Aunque una funcion no puede tener valores extremos excepto en sus puntos criticos, puntos sin¬ 
gulares y extremos, no es obligatorio que tenga valores extremos en esos puntos. La Figura 4.11 
muestra la grafica de una funcion con un punto critico x 0 y un punto singular x 3 y ninguno de 
ellos es un valor extremo. Es mas diffcil dibujar la grafica de una funcion cuyo dominio tenga 
un extremo en el cual dicha funcion no tenga un valor extremo. 1/ease el Ejercicio 49 al final de 
esta seccion donde se presenta un ejemplo de una funcion de ese tipo. 



Figura 4.11 No es obligatorio que una funcion tenga valores extremos en un punto 
critico ni en un punto singular. 


Calculo de valores extremos absolutos 

Si una funcion f esta definida en un intervalo cerrado o en una union finite de intervalos cerra- 
dos, el Teorema 1 asegura que f debe tener un valor maximo absolute y un valor minimo abso¬ 
lute. El Teorema 2 nos indica como obtenerlos. Solo es necesario comprobar los valores de f en 
los puntos criticos, puntos singulares y extremos. 


Ejemplo 1 


Calcule los valores maximo y minimo de la funcion 
g(x) = x 3 - 3x 2 - 9x + 2 


en el intervalo -2 ^ x ^ 2. 
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Solucion Como g es un polinomio, puede no tener puntos singulares. Para obtener los puntos criticos, se 
calcula 

g'(x) = 3x 2 - 6x - 9 = 3(x 2 — 2x — 3) 

= 3(x + l)(x - 3) 

= 0 si x=-lox=3 

Sin embargo, x = 3 no pertenece al dominio de g, por lo que puede ignorarse. Solo es necesario considerar 
los valores de g en los puntos criticos x = -1 y en los extremos x = -2 y x = 2. 

g(-2) = 0, g( — 1) = 7, g( 2) =-20 

El valor maxi mo de g(x) en ~2 ^ x ^ 2 es 7, en el punto critico x = -1, y el valor mini mo es -20, en el 
extremo x = 2. l/ease la Figura 4.12. 



Figura 4.12 g tiene valores maximo y minimo en 7 y 


-20, respectivamente. 


Ejemplo 2 


Calcule los valores maximo y minimo de h(x) = 3x 2/3 - 2x en el intervalo [ -1, 1], 


Solucion La derivada de h es 


h'M = 3 0x 1/3 - 2 = 2(x —1/3 - 1) 

Notese que x _1/3 no esta definida en el punto x = 0 en 2)(/?), por lo que x = 0 es un punto singular de h. 
Ademas, h tiene un punto critico en x~ 1/3 = 1, es decir, en x = 1, que ademas es tambien un extremo del 
dominio de h. Por tanto, hay que examinar los valores de h en los puntos x = 0 y x = 1, asi como en el otro 
extremo x = -1. Tenemos que 

/i( —1) = 5, h( 0) = 0, h(l) = 1 

La funcion h tiene un valor maximo de 5 en el extremo -1 y un valor minimo de 0 en el punto singular 
x = 0. Vease la Figura 4.13. 



Figura 4.13 h tiene un valor minimo absolute de 0 en un punto singular. 


El test de la primera derivada 

La mayoria de las funciones que aparecen en calculo elemental tienen derivadas distintas de cero 
en todo su dominio excepto posiblemente en un numero finito de puntos criticos, puntos singula- 
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res y extremos de dicho dominio. En los intervalos entre esos puntos la derivada existe y no es 
cero, por lo que la funcion es o bien creciente o bien decreciente alii. Si f es continua y crecien- 
te a la izquierda de x 0 y decreciente a la derecha, entonces debe tener un valor maximo local en 
x 0 . El siguiente teorema agrupa varios resultados de este tipo. 


TEOREMA El test de la primera derivada 

PARTE I. Comprobacion de puntos criticos interiores y de puntos singulares. 

Supongamos que f es continua en x 0 , y x 0 no es un extremo del dominio de f. 

(a) Si existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x 0 tal que f'(x) > 0 en (a, x 0 ) y 
f'(x) < 0 en (x 0 , b), entonces f tiene un valor maximo local en x 0 . 

(b) Si existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x 0 tal que f'(x) < 0 en (a, x 0 ) y 
f'(x) > 0 en (x 0 , b), entonces f tiene un valor minimo local en x 0 . 

PARTE II. Comprobacion de los extremos del dominio. 

Supongamos que a es un extremo izquierdo del dominio de f y que f es continua por la 
derecha en a. 

(c) Si f'(x) > 0 en algun intervalo (a, b), entonces f tiene un valor minimo local en a. 

(d) Si f'(x) < 0 en algun intervalo (a, b), entonces f tiene un valor maximo local en a. 

Supongamos que b es un extremo derecho del dominio de f y que f es continua por la 
izquierda en b. 

(e) Si f'(x) > 0 en algun intervalo (a, b), entonces f tiene un valor maximo local en b. 

(f) Si f'(x) < 0 en algun intervalo (a, b), entonces f tiene un valor minimo local en b. 


Observation Si f es positivo (o negativo) en ambos lados de un punto critico singular, en¬ 
tonces f no tiene un valor maximo ni minimo en ese punto. 


Ejemplo 3 


Calcule los valores extremos locales y absolutos de f(x) = x - 2x - 3 en el intervalo 
2, 2], Dibuje aproximadamente la grafica de f. 


Solucion Empezaremos por calcular y factorizar la derivada f'(x): 

f'(x) = 4x 3 - 4x = 4x(x 2 - 1) = 4x(x - l)(x + 1) 


Los puntos criticos son 0, -1 y 1. Los valores correspondientes son f(0) =-3, f(— 1) = f(l) = -4. No 
existen puntos singulares. Los valores de f en los extremos -2 y 2 son f( -2) = f(2) = 5. La forma fac- 
torizada de f'(x) es tambien adecuada para determinar el signo de f'(x) en los intervalos entre esos extre¬ 
mos y puntos criticos. Donde un numero impar de factores de f'(x) sean negativos, f(x) sera a su vez nega- 
tiva. Donde un numero par de factores sean negativos, f'(x) sera positiva. Resumimos en forma de tabla las 
propiedades de los signos de f'(x) y el comportamiento creciente o decreciente de f(x) que se desprende de 
dichos signos: 



PE 


PC 


PC 


PC 


PE 


X 

-2 


-1 


0 


1 


2 


f 


- 

0 

+ 

0 

- 

0 

+ 



f 

max 

\ 

min 


max 

\ 

min 


max 



Notese como las flechas indican de forma visual la clasificacion de los extremos (EP) y puntos criticos 
(CP) tal como quedan determinados por el test de la primera derivada. En secciones posteriores haremos 
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un uso extenso de este tipo de tablas. La grafica de f se muestra en la Figura 4.14. Como el dominio es un 
intervalo cerrado y finito, f debe tener valores maximo y minimo absolutos. Son 5 (en ±2) y -4 (en ±1). 



Ejemplo 4 


Calcule y clasifique los valores extremos absolutos y locales de la funcion f(x) = x - x 
con dominio [-1, 2], Dibuje aproximadamente la grafica de f. 


. 2/3 


Solucion f'(x) = 1 - | x " 1/3 = (x 1/3 - |)/x 1/3 . Existe un punto singular, x = 0 y un punto critico, x = 
= 8/27. Los extremos son x = -1 y x = 2. Los valores de f en esos puntos son f(— 1) = — 2, f(0) = 0, 
f(8/27) = -4/27 y f(2) = 2 - 2 2/3 « 0.4126 (vease la Figura 4.15). Otro punto interesante de la grafica es 
el corte con el eje x en x = 1. La tabla que sigue resume la informacion sobre f'\ 



PE 


PS 


PC 


PE 


X 

-1 


0 


8/27 


2 


V 


+ 

indef 

- 

0 

+ 



f 

min 


max 

\ 

min 


max 



Existen dos minimos locales y dos maximos locales. El maximo absolute de f es 2 - 2 2/3 en x = 2. El 
minimo absolute es -2 en x = -1. 



Figura 4.15 Grafica del Ejemplo 4. 


Funciones no definidas en intervalos cerrados y finitos 

Si la funcion f no esta definida en un intervalo cerrado y finito, entonces el Teorema 1 no se 
puede utilizar para garantizar la existencia de valores maximos y minimos de f. Por supuesto, f 
puede tener tales valores extremos. En muchas situaciones practicas desearemos calcular los va- 
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lores extremos de funciones definidas en intervalos abiertos y/o infinitos. El siguiente teorema 
adapta el Teorema 1 para contemplar algunas de esas situaciones. 

TEOREMA Existencia de valores extremos en intervalos abiertos 

Si f es una funcion continua en el intervalo abierto (a, b ), y si 

lim f(x) = L y lim f(x) = M 

X->3+ x->b- 

entonces se cumplen las siguientes conclusiones: 

(i) Si f(u) > L y f(u) > M para algun u en (a, b), entonces f tiene un valor maximo ab¬ 
solute en (a, b). 

(ii) Si f(v) < L y f(v) < M para algun v en (a, b), entonces f tiene un valor minimo abso¬ 
lute en (a, b). 

En este teorema a puede ser -oo, en cuyo caso lim x _ >a+ deberfa sustituirse por lim x ^ 00 , 
y b puede ser oo, en cuyo caso lim x ^ b debe sustituirse por lim x _ 00 . Ademas, tanto L co- 
mo M o ambos pueden ser oo o -oo. 

DEMOSTRACION Demostraremos el apartado (i), ya que la demostracion del apartado 
(ii) es similar. Tenemos que existe un numero u en (a, b) tal que f(u) > L y f(u) >M. 
Aqui, L y M son numeros finitos o - oo. Como lim x ^ a+ f(x) = L debe existir un numero x : 
en (a, u) tal que 

f(x)<f(u) siempre que a<x<Xi 

De forma similar, debe existir un numero x 2 en ( u, b) tal que 

f(x)<f(u) siempre que x 2 <x<b 

1 /ease la Figura 4.16. Por tanto, f(x) < f(u) en todos los puntos de (a, b) que no esten en el 
subintervalo cerrado finite [x 1( x 2 ]. Por el Teorema 1, la funcion f, continua en [x 1( x 2 ], de¬ 
be tener un valor maximo absolute en ese intervalo, que podemos denominar w. Como u 
pertenece al intervalo [x lf x 2 ], debemos tener que f(w) ^ f (tv), por lo que f(w) es el valor 
maximo de f(x) en todo (a, b). 



Figura 4.16 
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El Teorema 2 puede utilizarse para buscar valores extremos. En un intervalo abierto no hay ex- 
tremos que considerar, pero todavfa es posible mirar los valores de una funcion en los puntos 
criticos o singulares del intervalo. 


Ejemplo 5 


Demuestre que f(x) 
calcule ese valor minimo. 


x + (4/x) tiene un valor minimo absoluto en el intervalo (0, oo) y 


Solucion Tenemosque 

lim f(x) = oo y lim f(x) = oo 

x->0 + x —* go 


Como f(1) = 5 < oo, el Teorema 4 garantiza que f debe tener un valor minimo absoluto en algun punto 
de (0, oo). Para calcular el valor minimo hay que comprobar los valores de f en los puntos criticos o singu¬ 
lares del intervalo. Tenemos que 


m = i 



(x - 2)(x + 2) 


que solo vale Oenx = 2yx = -2. Como el dominio de f es (0, oo), no existen puntos singulares y solo 
hay un punto crltico, concretamente x = 2, donde f tiene el valor f (2) = 4. Este debe ser el valor minimo 
de f en (0, oo) (vease la Figura 4.17). 



Sea f(x) = xe * 2 . Calcule y clasifique los puntos criticos de f, evalue linv> ±00 f(x) y uti- 
lice estos resultados como ayuda para dibujar aproximadamente la grafica de f. 

Solucion f'(x) = e x2 (l - 2x 2 ) = 0 solo si 1 - 2x 2 = 0 ya que la exponencial es siempre positiva. Por 
tanto, los puntos criticos son ± Tenemos que f(±-^j) = ±-^. f es positiva (o negativa) cuando 
1 - 2x 2 es positiva (o negativa). La siguiente tabla resume los intervals en los que f es creciente o decre- 
ciente: 


Ejemplo 6 




PC 

PC 


X 


-Vi/2 

1/V2 


f 

- 

0 + 

0 


f 

\ 

min /" 

max 

\ 


Notese que f(0) = 0 y que f es una funcion impar (f( -x) = -f(x)), de forma que la grafica es simetrica 
respecto al origen. Ademas, 

lim xe - * 2 = ( lim -V lim 4 ) = 0 x 0 = 0 

X —y + oo yX— > + 00 X J yx— > + go G J 

ya que lim x ^ ±00 x 2 e " x2 = lim^^ue u = 0 por el Teorema 5 de la Seccion 3.4. Como f(x) es positiva en 
x = 1/^/2 y es negativa en x= f debe tener valores maximo y minimo absolutos por el Teorema 4. 
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Estos valores solo pueden ser los valores ±l/,/2e en los dos puntos criticos. La grafica se muestra en la 
Figura 4.18. El eje x es una asintota en x^ ±oo. 



Ejercicios 4.2 


En los Ejercicios 1-17, determine si las funciones dadas 
tienen valores extremos locales o absolutos, y obtenga sus 
valores si es posible. 

1. f(x)=x + 2 en [-1, 1] 2. f(x)=x + 2 en (-oo, 0] 

3. f(x) = x + 2 en [-1, 1) 4. f(x)=x 2 -l 

5. f(x) = x 2 -l en [-2, 3] 6. f(x) = x 2 — 1 en (2, 3) 

7. f(x) = x 3 +x-4 en [a, b] 

8. f(x) = x 3 +x-4 en (a, b ) 

9. f(x) = x 5 +x 3 + 2x en (a, b] 


10. f (x) — 


1 


11. f(x) = 


1 


x - 1 


en (0, 1) 


12. fix) = -—— en [2, 3] 13. |x - 1| en [-2, 2] 


14. |x 2 x 21 en [ -3, 3] 15. f(x) =-j 


16. f (x) = (x + 2) 2/3 


1 

x‘ + 1 
17. f (x) = (x - 2) 1/3 


En los Ejercicios 18-40, localice y clasifique todos los 
valores extremos de las funciones dadas. Determine si 
algunos de esos valores extremos son absolutos. Dibuje 
aproximadamente las graficas de las funciones. 

18. f (x) = x 2 + 2x 19. f (x) = x 3 - 3x - 2 

20. f (x) = (x 2 - 4) 2 21. f (x) = x 3 (x - l) 2 

22. f (x) = x 2 (x - l) 2 23. f (x) = x(x 2 - l) 2 


24. f[x) = 


x l + 1 


26. fix) = - 

Vx^TT 

28. fix) = x + senx 


25. fix) = 


27. f (x) = xj2 


29. fix) = x - 2 senx 


30. f(x) = x — 2 tan 3 x 31. f(x) = 2x - sen 'x 
32. fix) = e~* !/2 33. f(x) = x 2~ x 

Inx 


34. f(x) = x e 


35. f (x) = 


36. fix) = |x + 1| 37. fix) = |x 2 — 11 

38. fix) = sen |x| 39. fix) = |senx| 

*40. fix) = (x - 1) 2/3 - (x + 1) 2/3 

En los Ejercicios 41-46, determine si las funciones dadas 
tienen valores absolutos maximos o minimos. J ustifique sus 
respuestas. Calcule los valores extremos si es posible. 

x x 

41. -^== 42. 


1 




43. x^/4 - x 2 
1 


*45. 


en (0, n) 


44. 


*46. 


senx 


x sen x x 

47. Si una funcion tiene un valor maximo absoluto, idebe 
tener valores maximos locales? Si una funcion tiene un 
valor maximo local, idebe tener un valor maximo 
absoluto? J ustifique sus respuestas. 

48. Si la funcion f tiene un valor maximo absoluto y 
g(x) = | f(x) |, idebe tener g un valor maximo absoluto? 
J ustifique su respuesta. 

*49. (Una funcion sin maximo ni minimo en un 
extremo) Sea ^ 

,, . fxsen- si x > 0 

f(x) = 1n X ■ n 

[0 SI X = 0 

Demuestre que f es continua en [0, oo) y 
diferenciable en (0, oo), pero que en el extremo 
x = 0 no tiene ni un maximo local ni un minimo 
local. 
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Concavidad y puntos de inflexion 


Como la primera derivada, la segunda derivada de una fund on proporciona tambien informacion 
de utilidad sobre el comportamiento de dicha fund on y la forma de su grafica. Determina si la 
grafica se curva had a arriba (es decir, su pendiente es creel ente) o se curva had a abajo (es 
decir, su pendiente es decreciente) a medida que nos movemos por la grafica hacia la derecha. 


DEFINICION 3 

Se dice que la funcion f es convexa en un intervalo abierto / si es diferenciable en dicho 
intervalo y su derivada f es una funcion creciente en /. De forma similar, la funcion f es 
concava en / si existe V y es decreciente en /. 


Los terminos «convexa» y «concava» se utilizan para describir tanto la grafica de la funcion co- 
mo la funcion en si misma. 

Notese que la concavidad solo se define para fund ones diferenciables, e incluso para estas, 
solo en I os interval os en I os que sus derivadas no son constantes. De acuerdo con la definicion 
anterior, en los intervalos donde la grafica de una funcion sea una linea recta, la funcion no es 
concava ni convexa. Se dice que la funcion no tiene concavidad en dicho intervalo. Tambien se 
dice que una funcion tiene concavidad opuesta en dos intervalos si es concava en un intervalo y 
convexa en el otro. 

La funcion f cuya grafica se muestra en la Figura 4.19 es convexa en el intervalo (a, b) y 
concava en el intervalo (b, c). 



Figura 4.19 f es convexa en (a, b ) 
y concava en ( b, c ). 


Es conveniente tener en cuenta algunas consideraciones geometricas sobre la concavidad: 

(i) Si f es convexa en un intervalo, entonces, en dicho intervalo, su grafica esta por encima de 
sus tangentes, y las cuerdas que unen puntos de su grafica estan por encima de dicha grafica. 

(ii) Si f es concava en un intervalo entonces, en dicho intervalo, su grafica esta por debajo de 
sus tangentes, y las cuerdas que unen puntos de su grafica estan por debajo de dicha grafica. 

(iii) Si la grafica de f tiene una tangente en un punto, y si la concavidad de f es contraria en 
lados opuestos de dicho punto, entonces la grafica de la funcion corta a su tangente en ese 
punto (esto ocurre en el punto (b, f(b)) de la Figura 4.19). Los puntos en los que ocurre eso 
se denominan puntos de inflexion de la grafica de f. 
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DEFINICION 4 Puntos de inflexion 

Se dice que el punto(x 0 , f(x 0 )) es un punto de inflexion de la curva y = f(x) (o que la 
funcion f(x) tiene un punto de inflexion en x = x 0 ) si se cumplen las dos condiciones si- 
guientes: 

(a) La grafica y = f(x) tiene una tangente en x 0 . 

(b) La concavidad de f toma valores opuestos en I ados opuestos de x 0 . 


Notese que la condicion (a) implica que o bien f es diferenciable en x 0 o bien su grafica tiene 
una tangente vertical en ese punto, y (b) implica que la grafica cruza a su tangente en x 0 . Un 
punto de inflexion de una funcion f es un punto de la grafica de la funcion diferente de lo que 
se entiende como punto critico o punto singular. Una funcion puede tener o no tener un punto de 
inflexion en un punto critico o un punto singular. En general, un punto P es un punto de infle¬ 
xion (o simplemente una inflexion ) de una curva C (que no tiene que ser necesariamente la grafi¬ 
ca de una funcion) si C tiene una tangente en P y los arcos de C que se extienden en direcciones 
opuestas desde P estan en lados opuestos de dicha tangente. 

Las Figuras 4.20-4.22 ilustran algunas situaciones en las que aparecen puntos crfticos, puntos 
singulares y puntos de inflexion. 



inflexion en dicho punto. grafica no tiene tangente en ese punto y, 

por tanto, no hay punto de inflexion alii. 



Figura 4.22 La grafica de h tiene 
un punto de inflexion en el origen 
incluso aunque x = 0 es un punto 
singular de h. 


Si una funcion f tiene derivada segunda f", el signo de dicha derivada segunda nos indica si 
la primera derivada f es creciente o decreciente y, por tanto, determina la concavidad de f. 


TEOREMA 9 Concavidad y segunda derivada 

(a) Si f"(x) > 0 en un intervalo /, entonces f es convexa en /. 

(b) Si f"(x) < 0 en un intervalo /, entonces f es concava en /. 

(c) Si f tiene un punto de inflexion en x 0 y existe f"(x 0 ), entonces f"(x 0 ) = 0. 

DEMOSTRACION Los apartados (a) y (b) se deducen al aplicar el Teorema 12 de la 

Seccion 2.6 a la derivada f de f. Si f tiene un punto de inflexion en x 0 y existe f"(x 0 ), 

entonces f debe ser diferenciable en un intervalo abierto que contiene a x 0 . Como f es 
creciente a un lado de x 0 y decreciente al otro lado, debe tener valor maximo o minimo 
local en x 0 . Por el Teorema 2, f"(x 0 ) = 0. 
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El Teorema 5 nos indica que para obtener (las coordenadas x de) puntos de inflexion de una fun- 
cion f dos veces diferenciable, solo se necesita buscar en los puntos donde f"(x) = 0. Sin em¬ 
bargo, no todos esos puntos tienen que ser puntos de inflexion. Por ejemplo, f(x) = x 4 , cuya gra- 
fica se muestra en la Figura 4.23, no tiene un punto de inflexion en x = 0, incluso aunque 
f"(0) = 12x 2 | x=0 = 0. De hecho, x 4 es convexa para todo intervalo. 



“■— | —- + Figura 4.23 f"(0) = 0, pero f no tiene un punto de inflexion en 0. 

Determine los intervalos de concavidad de f(x) = x 6 - 10x 4 y los puntos de inflexion de 

su grafica. 

Solucion Tenemosque 

f'(x) = 6x 5 - 40x 3 

f"(x) = 30x 4 - 12Ox 2 = 30x 2 (x - 2)(x + 2) 

Habiendo factorizado f"(x) de esta forma, podemos ver que solo se anula en x = -2, x = 0yx = 2. En 
los intervalos (- oo, -2) y (2, oo), f"(x) > 0, por lo que f es convexa. En (-2, 0) y (0, 2), f"(x) < 0, por 
lo que f es concava. f"(x) cambia de signo cuando pasamos por -2 y 2. Como f(±2) = -96, la grafica 
de f tiene puntos de inflexion en (±2, 96). Sin embargo, f"(x) no cambia de signo en x = 0, ya quex 2 > 0 
para valores de x positivos y negativos. Por tanto, no hay punto de inflexion en 0. Como en el caso de la 
primera derivada, la informacion del signo de f"(x) y sus consecuencias sobre la concavidad de f se pue- 
den expresar convenientemente en una tabla: 


X 


-2 


0 


2 


f" 

+ 

0 

- 

0 

- 

0 

+ 

f 

u 

infl 

n 


n 

infl 

u 


La grafica de f se dibuja en la Figura 4.24. 



Figura 4.24 Grafica de f(x) = x 6 - 10x 4 
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Ejemplo 2 


Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los valores de los extremos loca¬ 
les y la concavidad de f(x) = x 4 - 2x 3 + 1. Utilice la informacion para dibujar aproximadamente la grafica 
de f. 


Solucion 

f'(x) = 4x 3 - 6x 2 = 2x 2 (2x - 3) = 0 en x = 0 y x = 3/2 
f"(x) = 12x 2 - 12x = 12x(x — 1) = 0 en x = 0yx = l 
El comportamiento de f se resume en la siguiente tabla: 




PC 




PC 



X 


0 


i 


3/2 



V 

- 

0 

- 


- 

0 

+ 


f" 

+ 

0 

- 

0 

+ 


+ 


f 

\ 


\ 


\ 

min 




U 

infl 

n 

infl 

u 


u 



Notese que f tiene un punto de inflexion en el punto critico x = 0. Calculamos los valores de f en los 
«valores de interes de x» en la tabla: 

f(0) = l, f( 1) = 0. f (|) = - TB 

La Figura 4.25 muestra la grafica de f. 



El test de la segunda derivada 

Una funcion f tendra un valor maximo (o minimo) local en un punto critico si su grafica es con- 
cava o convexa en un intervalo que contenga dicho punto. De hecho, a menudo se utiliza el va¬ 
lor de la segunda derivada en el punto critico para determinar si la funcion tiene un valor maxi¬ 
mo o minimo local alii. 

TEOREMA Test de la segunda derivada 

(a) Si f'(x 0 ) = 0 y f"(x 0 ) < 0, entonces f tiene un valor maximo local en x 0 , 

(b) Si f'(x 0 ) = 0 y f"(x 0 ) > 0, entonces f tiene un valor minimo local en x 0 . 

(c) Si f'(x 0 ) = 0 y f"(x 0 ) = 0, entonces no se puede extraer ninguna conclusion; f puede 

tener un maximo local en x 0 , o un minimo local, o, en vez de eso, un punto de infle¬ 

xion. 
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DEMOSTRACION 


lim 

h^O 


Supongamos que f'(x 0 ) = 0 y 

f'(x 0 + h) f'(x 0 + h)~ 

-;-= 11 m-:— 


f"(x 0 ) < 0. Como 

^-rw<o 


se deduce que f'(x 0 + h) < 0 para todo h positivo suficientemente pequeno, y 
f'(x 0 + h) > 0 para todo h negativo suficientemente pequeno. Por el test de la primera de¬ 
rivada (Teorema 3), f debe tener un valor maximo local en x 0 . La demostracion para el 
caso de minimo local es similar. 

Las funciones f(x) = x 4 (Figura 4.23), f(x) = -x 4 y f(x) = x 3 (Figura 4.20) satisfacen 
f'(0) = 0 y f"(0) = 0. Pero x 4 tiene un valor minimo en x = 0, -x 4 tiene un valor maximo 
en x = 0 y x 3 no tiene ni maximo ni minimo en x = 0, si no que presenta un punto de infle¬ 
xion. Por tanto, no se pueden extraer conclusiones sobre la naturaleza de un punto critico 
basandose solamente en el conocimiento de que f"[x) = 0 en dicho punto. 


Ejemplo 3 


Calcule y clasifique los puntos criticos de f(x) = x 2 e ' x . 


Solucion 

f'(x) = (2x - x 2 )e _x = x(2 - x)e~ x = 0 en x = 0 y x = 2 
f"(x) = (2 - 4x + x 2 )e x 


f"(0) = 2 > 0, f"(2) = -2e 2 < 0 

Por tanto, f tiene un valor minimo local en x = 0 y un valor maximo local en x = 2. Vease la Figura 4.26. 



En muchas funciones, la segunda derivada es mas complicada de calcular que la primera deriva- 
da, por lo que el test de la primera derivada es mas facil de utilizar para clasificar puntos criticos 
que el test de la segunda derivada. Notese tambien que el test de la primera derivada solo puede 
clasificar valores extremos que aparezcan en puntos criticos, puntos singulares y extremos. 

Es posible generalizar el test de la segunda derivada para obtener tests sobre derivadas supe¬ 
riors que puedan considerar algunas situaciones en que la segunda derivada es cero en un punto 
critico (vease el Ejercicio 40 al final de esta seccion). 


Ejercicios 4.3 


En los Ejercicios 1-22, determine los intervalos de 
concavidad constante de las funciones dadas, v localice sus 


puntos de inflexion. 

1. f (x) = ^/x 

3. f (x) = x 2 + 2x + 3 

5. f (x) = 10x 3 - 3x 5 

7. f(x) = (3 -x 2 ) 2 


2. f (x) = 2x - x 2 
4. f(x) = x - x 3 
6. f{x) = 10x 3 + 3x 5 

8. fix) = (2 + 2x - x 2 ) 2 


9. fix) = (x 2 - 4) 3 

11. f(x) = senx 
13. fix) = x + sen2x 
15. fix) = tan _1 x 

17. fix) = e -x 2 


10. f (x) = - 2 —- 
x L + 3 

12. fix) = cos3x 

14. fix) = x - 2senx 

16. fix) = xe x 

In (x 2 ) 

18. fix) =- 


x 
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19. 

fix) 

= In (1 

+ x 2 ) 

20. fix) = (Inx) 2 



X 3 


25 

21. 

fix) 

“ 3 

4x 2 + 12x 


22. 

fix) 

= lx- 

1) 1/3 + (X 

+ 1) 1/3 

23. 

Discuta la concavidad 

de la funcion lineal 


fix) 

= ax + 

b. iTiene 

puntos de inflexion? 


Clasifique los puntos criticos de las funciones de los 
Ejercicios 24-35 utilizando el test de la segunda derivada 
siempre que sea posible. 


24. 

fix) 

= 3x 3 - 36x - 3 

4 

25. 

fix) 

26. 

fix) 

= x + - 

X 

X 

27. 

fix) 

28. 

fix) 

= 2* 

29. 

fix) 

30. 

fix) 

= xe x 

31. 

fix) 

32. 

fix) 

= (x 2 - 4) 2 

33. 

fix) 

34. 

fix) 

= (x 2 - 3)e x 

35. 

fix) 


x(x - 2 Y 
1 
x 


x 3 + 


1 + x l 
xlnx 
(x 2 - 4) 3 
x 2 e~ 2x2 


36. Sea f(x) = x 2 si x ^ 0 y f(x) = -x 2 si x < 0. iEs 0 
un punto critico de f? iTiene f un punto de inflexion 
alii? iEs f"(x) = 0? Si una funcion tiene una tangente 
no vertical en un punto de inflexion, ise tiene que 
hacer cero necesariamente la segunda derivada de la 
funcion en ese punto? 


*37. Verifique que si f es convexa en un intervalo, 

entonces su grafica esta por encima de sus tangentes 
en dicho intervalo. Sugerencia: Suponga que f es 
convexa en un intervalo abierto que contiene a x 0 . Sea 
h(x) = f(x) - f(x 0 ) - f'(x 0 )(x - x 0 ). Demuestre que h 
tiene un valor minimo local en x 0 y, por tanto, que 
h(x)^0 en el intervalo. Demuestre que h(x )>0 si x/x 0 . 


*38. Verifique que la grafica y = f(x) cruza a su tangente 
en un punto de inflexion. Sugerencia: Considere 
separadamente los casos en los que la tangente es 
vertical y no vertical. 


39. Sea f„(x) = x" y g„(x) = -x", (n = 2, 3, 4, ...). 
Determine si estas funciones tienen un maximo local, 
un minimo local o un punto de inflexion en x = 0. 


40. (Test de derivadas superiores) Util ice las 
conclusiones del Ejercicio 39 para plantear una 
generalizacion del test de la segunda derivada que se 
pueda aplicar cuando 

f'lx 0 ) = f"(x 0 ) = ••■ = f {k ~ 1] lx 0 ) = 0, f<«(x 0 ) # 0 
para algun k ^ 2. 


*41. Este problema demuestra que ningun test que se base 
solamente en los signos de las derivadas en x 0 puede 
determinar para toda funcion con un punto critico en 
x 0 si en ese punto tiene un maximo o un minimo local 
o un punto de inflexion. Sea 


fix) = 



si 

si 


x # 0 
x = 0 


Demuestre lo siguiente: 


(a) lim x ^ 0 x "fix) = 0 para n = 0, 1, 2, 3, ... 

(b) lim x ^ 0 P(l/x)f(x) = 0 para todo polinomio P. 

(c) Para x # 0, f w (x) = P k (l/x)f(x)(k = 1, 2, 3, ...), 
siendo P k un polinomio. 

(d) f w (0) existe y es igual a 0 para k = 1, 2, 3, ... 

(e) f tiene un minimo local en x = 0; -f tiene un 
maximo local en x = 0. 

(f) Si g(x) = xf(x), entonces g w (0) = 0 para todo 
entero positivo k y g tiene un punto de inflexion 
en x = 0. 


*42. Una funcion puede tener un punto critico y no tener 
en dicho punto un maximo local ni un minimo local 
ni un punto de inflexion. Demuestre que esto es asi 
considerando la siguiente funcion: 

f(x) = | x2sen x Si X/ ° 

(0 si x = 0 

Demuestre que f'(0) = f( 0) = 0, por lo que el eje x es 
tangente a la grafica de f en x = 0; pero f'(x) no es 
continua en x = 0, por lo que no existe f"( 0). 
Demuestre que la concavidad de f no es constante en 
ningun intervalo con extremo 0. 


Dibujo de la grafica de una funcion 

AI dibujar la grafica y = f(x) de una funcion f, hay tres fuentes de informacion de utilidad: 

(i) La propia funcion f, mediante la que se pueden determinar las coordenadas de algunos 
puntos de la grafica, su simetria, y si existen asintotas. 

(ii) Su primera derivada f, de donde se pueden determinar los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento y la localizacion de los valores extremos locales. 

(iii) Su segunda derivada f", de donde se puede determinar la concavidad y los puntos de in¬ 
flexion, y algunas veces los valores extremos. 
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Los puntos (ii) y (iii) se han considerado en las dos secciones anteriores. En esta seccion vamos 
a ver lo que se puede aprender de la propia fund on sobre la forma de su grafica, y despues ilus- 
traremos el procedimiento completo de dibujo con varios ejemplos utilizando las tres fuentes de 
informacion. 

Se podria dibujar la grafica pintando las coordenadas de muchos puntos y uniendolos me- 
diante una curva suave adecuada. Esto es lo que hacen el software de computador y las calcula- 
doras graficas. Cuando esto se hace a mano (sin computador ni calculadora), este metodo simple 
es muy tedioso y ademas puede ocultar los aspectos mas interesantes de la grafica (puntos singu¬ 
lars, valores extremos, etc.). Tambien se podria dibujar la pendiente en cada uno de los puntos 
y, dibujando rectas cortas que pasaran por esos puntos con las pendientes adecuadas, asegurarnos 
de que la grafica pasa por todos los puntos que se han dibujado, con la pendiente correcta. Un 
procedimiento mas eficiente es obtener las coordenadas de unos pocos puntos y utilizar informa¬ 
cion cualitativa sobre la funcion y su primera y segunda derivadas para determinar la forma de la 
grafica entre esos puntos. 

Ademas de los puntos criticos, singulares y de inflexion, una grafica puede tener otros puntos 
«interesantes». La abscisa y ordenada en el origen (los puntos en los que la grafica corta a los 
ejes coordenados) se encuentran entre dichos puntos. Cuando se dibuja cualquier grafica es 
interesante intentar obtener estos puntos, es decir, todos los puntos de coordenadas (x, 0) y (0, y) 
que esten en la grafica. Por supuesto, no todas las graficas tienen que tener esos puntos, e inclu- 
so aunque existan, puede no ser posible calcularlos exactamente. Siempre que una grafica este 
compuesta de varios trozos no conectados (denominados componentes) se deben obtener las 
coordenadas de a I menos un punto de cada componente. A veces es tambien util determinar las 
pendientes en estos puntos. Las asintotas verticales (que se comentaran posteriormente) separan 
generalmente la grafica de una funcion en componentes. 

Advertir que una funcion dada posee alguna simetria puede ayudar mucho a obtener un buen 
dibujo de su grafica. En la Seccion P.4 presentamos las funciones pares e impares y observamos 
que las funciones impares tienen graficas que son simetricas respecto al origen, y que las funcio¬ 
nes pares tienen graficas que son simetricas respecto al ejey, como se muestra en la Figura 4.27. 
Estas son las simetrias mas faciles de advertir, pero las funciones pueden tener otras simetrias. 
Por ejemplo, la grafica de 2 + (x - l) 2 es simetrica respecto a la recta x = 1 y la grafica de 
2 + (x - 3) 3 es si metrica respecto al punto (3, 2). 



Figura 4.27 

(a) La grafica de una funcion par 
es si metrica respecto al ejey. 

(b) La grafica de una funcion 
impar es si metrica respecto 
al origen. 


Asintotas 

Algunas de las curvas que hemos dibujado en las secciones anteriores tenian asintotas, es decir, 
rectas a las que la curva se acerca arbitrariamente cuando se aleja a una distancia infinita del 
origen. Las asintotas pueden ser de tres tipos: verticales, horizontales y oblicuas. 
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DEFINICION 5 

La grafica de y = f(x) tiene una asintota vertical en x = a si 

o bien Iim f(x)=+oo o bien lim f(x) = ±oo, o ambas 

x->a - x->a + 

Esta situacion tiende a aparecer cuando f(x) es un cociente de dos expresiones y el denominador 
es cero en x = a. 


Ejemplo 1 


1 

Calcule las asintotas verticales de f(x) -. 

x - x 


asintotas? 


iComo se aproxima la grafica a esas 


Solucion El denominador x 2 - x = x(x - 1) se aproxima a 0 cuando x se aproxima a 0 o 1, por lo que f 
tiene asintotas verticales enx = 0yx = l (vease la Figura 4.28). Como x(x - 1) es positivo en (- oo, 0) y 
en ( 1 , oo) y es negativo en ( 0 , 1 ), tenemos que 


1 


lim -= 00 lim 

x-^0— x -x x-1- 

1 

lim -5 -= -00 lim 

x->0+ X — X x-l + 



— OO 


OO 



La grafica de y = f(x) tiene una asintota horizontal en y = L si 

0 bien lim f(x)=L 0 bien lim f(x)=L, 0 ambas 

X—>00 X —> ~ CO 


Ejemplo 2 


Calcule las asintotas horizontales de 


(a) f(x) —2 - 

x - x 


y (b) g(x) = 


X 4 + X 2 
X 4 + 1 ' 


Solucion 

(a) La funcion f tiene la asintota horizontal y = 0 (vease la Figura 4.28) ya que 


lim 


1 


= lim 


1/r 


(1/x) 1 ° 


x—> + 00 X*~ X x—»+ 00 1 

(b) La funcion g(x) tiene la asintota horizontal y = 1 (vease el Figura 4.29) ya que 

X 4 + X 2 1 + (1/x 2 ) 1 

lim —7 —- = lim --—zr = r = 1 


x —> + oo X^ + 1 x —> ± co 1 + ( 1 /x 4 ) 1 
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Observese que la grafica de g cruza a su asintota dos veces (un error comun entre los estudiantes es que 
las curvas no pueden cruzar a sus asintotas; el Ejercicio 41 al final de la seccion presenta un ejemplo 
de una curva que cruza a su asintota infinitas veces). 



Las asintotas horizontales de las funciones f y g del Ejemplo 2 son bilaterales, lo que significa 
que la grafica se acerca a la asintota cuando x se aproxima a infinito y a menos Infinito. La fun- 
cion tan _1 x tiene dos asintotas unilaterales, y = zr/2 (cuando x-» oo) y y = ~(n/2) (cuando 
x-> - oo). 1/ease la Figura 4.30. 

Puede suceder que la grafica de una funcion f(x) se aproxima a una recta no horizontal cuando 
x tiende a oo o a - oo (o en ambos casos). Dicha recta se denomina asintota oblicua de la grafica. 



Figura 4.30 Asintotas horizontales unilaterales. 


DEFIIMICION 7 

La recta y = ax + b (siendo a / 0) es una asintota oblicua de la grafica de y = f(x) si 
o bien lim (f(x)-(ax + b)) = 0 o bien lim (f(x)-(ax + b)) = 0 o ambas 


Ejemplo 3 


Considere la funcion 


x 2 + 1 1 

f (x) =-= x + - 

X X 


cuya grafica se muestra en la Figura 4.31(a). La recta y = x es una asintota oblicua bilateral de la grafica 
de f porque ^ 

lim (f(x)-x)= lim - = 0 

x—> + oo x—> + oo X — 


Ejemplo 4 


La grafica dey = ^ + , que se muestra en la Figura 4.31(b), tiene una asintota horizon¬ 


tal y = 0 por la izquierda y una la asintota oblicua y = x por la derecha: 

xe x 0 


lim l- v = t 

:-*-oo 1 + 6 1 


x=?=o y 


lim = lim 

X —> GO \ i T C / X —> OC 


x(e x - 1 - e x 


= lim -- ■; = 0 

x-*oo 1 ‘ 0 
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Figura 4.31 

(a) y = f(x) tiene una asintota 
oblicua bilateral y = x. 

(b) Esta grafica tiene una asintota 
horizontal por la izquierda 

y una asintota oblicua por la 
derecha. 


Recuerdese que una funcion racional es una fund on de la forma f(x) = P(x)/Q(x), siendo P y 
0 polinomios. De acuerdo con las observaciones realizadas en las Secciones P.6, 1.2 y 1.3, las 
asintotas de una funcion racional son muy especfficas. 


Asintotas de una funcion racional 


p (x) 

Supongamos que f(x) = -'y-, siendo P m y Q n polinomios de grados m y n, respectiva- 

v n\X) 

mente. Supongamos tambien que P m y Q n no tienen factores lineales comunes. Entonces: 


(a) La grafica de f tiene una asintota vertical en todos los puntos x en los que se cumpla 
que Q n (x) = 0. 

(b) La grafica de f tiene una asintota horizontal bilateral y = 0 si m < n. 

(c) La grafica de f tiene una asintota horizontal bilateral y = L (L i=- 0) si m = n. L es el 
cociente de los coeficientes de los terminos de mayor grado de P m y Q n . 

(d) La grafica de f tiene una asintota oblicua bilateral si m = n + 1. Esta asintota se pue- 
de obtener dividiendo Q n por P m para obtener un cociente lineal ax + b y un resto, R, 
que es un polinomio de grado como mucho n - 1. Es decir, 


fix ) 


ax + b + 


Rjx) 

QnW 


La asintota oblicua es y = ax + b. 

(e) La grafica de f no tiene asintotas horizontales ni oblicuas si m > n + 1. 


Ejemplo 5 


Calcule la asintota oblicua de y = 

x l 


1 


Solucion El cociente se puede obtener dividiendo directamente los polinomios: 

„ 3 i 


x - 1 


x 2 + x + 1 x 3 


X 2 + X + 1 X 1 + X 2 + X + 1 


1 




CAP ITU LO 4. Aplicaciones de las derivadas 279 


o bien podemos hacer: 

x 3 x 3 + x 2 + x-x 2 -x-l + l 1 

-—- = X — 1 H- 

X 2 + X + 1 X 2 + X + 1 X 2 + X + 1 

En cualquier caso, podemos ver que la ecuacion de la asintota oblicua es y = x - 1. 


Ejemplos de dibujo formal de curvas 

Presentamos a continuacion una lista de cosas a considerar cuando se nos pide hacer un dibujo 
de la grafica dey = f(x). Por supuesto no siempre sera posible obtener todos los puntos mencio- 
nados en la lista. 


Lista para dibujo de curvas 

1. Calcule f'(x) y f"[x), y exprese los resultados en forma factorizada. 

2. Examine f(x) para determinar su dominio y los siguientes elementos: 

(a) Asintotas verticales (buscar ceros de denominadores). 

(b) Asintotas horizontales u oblicuas (considerar lim x ^ ±00 f(x)). 

(c) Simetrias obvias (ies f par o impar?). 

(d) Ordenada y abscisa en el origen (puntos con coordenadas (x, 0) o (0, y)), extremos 
u otros puntos «obvios». Esta lista se puede ampliar si se conocen puntos criticos, 
puntos singulares y punto de inflexion. Finalmente, hay que asegurarse de que se 
conocen las coordenadas de al menos un punto en cada componente de la grafica. 

3. Examine f'(x) para buscar: 

(a) Puntos criticos. 

(b) Puntos en los que f no este definida (que incluiran los puntos singulares, los ex¬ 
tremos del dominio de f y las asintotas verticales). 

(c) Los intervalos en los que f es positiva o negativa. Es una buena idea reunir esta 
informacion en forma de tabla como las que se han usado en los ejemplos anterio- 
res. En la tabla se pueden indicar tambien las conclusiones sobre el crecimiento y 
decrecimiento de f y la clasificacion de algunos puntos criticos y singulares como 
maximos y minimos locales. 

4. Examine f"[x) para buscar: 

(a) Puntos en los que f"(x) = 0. 

(b) Puntos en los que f"[x) no este definida (entre los que se encontraran los puntos 
singulares, los extremos, las asintotas verticales, y posiblemente tambien otros 
puntos donde f este definida pero f" no). 

(c) Intervalos donde f" sea positiva o negativa y donde f sera, por tanto, convexa o 
concava. Utilice una tabla. 

(d) Los puntos de inflexion. 


Una vez que se haya obtenido tanta informacion como sea posible, debe realizarse un cuidadoso 
dibujo que refleje todo lo que se ha aprendido sobre la funcion. Considere el mejor sitio para 
situar los ejes y que escala utilizar en cada uno de modo que las «caracteristicas interesantes» de 
la grafica se muestren de la forma mas clara posible. Hay que tener cuidado con las aparentes 
inconsistencias en la informacion, es decir, con las sospechas de que hemos cometido un error en 
alguna parte. Por ejemplo, si hemos determinado que f(x) -> oo cuando x se acerca a la asintota 
vertical x = a por la derecha y tambien que f es decreciente y concava en el intervalo (a, b), 
entonces probablemente habremos cometido un error (intente dibujar esa situacion y ver por que). 
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Ejemplo 6 


Dibuje la grafica dey = : 


2x + 4 


2 x 


Solucion Resulta de utilidad expresar la funcion y de la forma 

x 2 

y=-+1+- 
2 x 


ya que asi no solo se muestra claramente que y = (x/2) + 1 es una asintota oblicua, sino que se hace mas 
facil calcular las derivadas 


y' = 


x 2 - 4 


4 

y " = x^ 


De y: 


De y': 
De y": 


Dominio: todo x excepto 0. Asintota vertical: x = 0. 


x 

Asintota oblicua: y = - + 1, 


r + 1 = 


■ 0 cuando x -> ± oo. 


Simetria: ninguna obvia (y no es par ni impar). 

Abscisas y ordenadas en el origen: ninguna. x 2 + 2x + 4 = (x + l) 2 + 3 ^ 3 para todo x, e y no 
esta definida en x = 0. 

Puntos criticos: x = ±2; puntos (-2, -1) y (2, 3). 
y' no esta definida en x = 0 (asintota vertical). 
y" = 0 en ningun punto; y" no esta definida en x = 0. 



La grafica se muestra en la Figura 4.32. 


Ejemplo 7 


Dibuje la grafica de f(x) = 



Solucion Tenemosque 


m 


-6x 

(x 2 - 4) 2 ' 


f"(x) 


6(3x 2 + 4) 
(x 2 - 4) 3 


De f: Dominio: todo x excepto ±2. Asintotas verticales: x = -2 y x = 2. 

Asintota horizontal: y = 1 (cuando x -> ± oo). 

Simetria: respecto al eje y (y es par). 

Abscisasy ordenadas en el origen: (0, 1/4), (-1, 0) y (1, 0). 

Otros puntos: (-3, 8/5), (3, 8/5) (las dos asintotas verticales dividen la grafica en tres componen- 
tes; necesitamos puntos en cada uno de el I as. Las componentes externas requieren puntos con 
M >2). 

De f': Punto critico: x = 0: f no esta definida enx = 2ox = -2. 

De f": f"(x) = 0 en ningun punto; f" no esta definida en x = 2 o x = -2. 
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x 

f 

J" 

T 



ASY 


PC 


ASY 




-2 


0 


2 



+ 

indef 

+ 

0 

- 

indef 

- 


+ 

indef 

- 


- 

indef 

+ 



indef 

/ 

max 

\ 

indef 

\ 


u 


n 


n 


U 



La grafica se muestra en la Figura 4.33. 




Ejemplo 8 


Dibuje la grafica de y = xe * 2/2 . 

Solucion Tenemos que y' = (1 - x 2 )e * 2/2 , y" = x(x 2 - 3)e * 2/2 . 

Dey: Dominio: todo x. 

Asintota horizontal: y = 0 . Notese que, si t = x 2 / 2 , entonces |xe _ * 2/2 | = Jlte 0 cuando t oo 
(cuando x ^ ± co). 

Simetria: respecto al origen (y es impar). Abscisas y ordenadas en el origen: (0, 0). 

Dey': Puntos criticos: x = ±1; puntos (±1, ±l/^/e)«(±l, ±0.61). 

Dey": y" = 0 en x = 0 y x = ±^3; puntos (0, 0), (±^3, ±y3e ’ 3/2 ) * (±1.73 ± 0.39). 
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La grafica se muestra en la Figura 4.34. 
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Ejemplo 9 


Dibuje la grafica de f(x) = 


Solucion f'(x) 


4 x 
3 (x 2 - 1 ) 1/3 ' 


f"(x) 


(x 2 - 1) 2/3 . l/ease la Figura 4.35. 
_ 4 x 2 - 3 
” 9 (x 2 - 1) 4/3 ' 


De f: Dominio: todo x. 

Asintotas: ninguna (f(x) crece como x 4/3 cuando x -> ± oo). 

Simetria: respecto al eje f (f es una funcion par). 

A bscisas y ordenadas en el origen: (± 1, 0), (0, 1). 

De f'\ Puntos criticos: x = 0; puntos singulares x = +1. 

De f"\ f"(x) = 0 en x = ±^/3; puntos (±^/3, 2 2/3 ) x (±1.73, 1.59); f"(x) no esta definida en x = +1. 
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O) Observation Uso de una herramienta de graficos Las tecnicas para el dibujo de curvas que 
103 se han comentado anteriormente solo son utiles para dibujar graficas de fund ones lo suficiente- 
mente simples como para permitir calcular y analizar sus derivadas. En la practica, muchas ve- 
ces sera necesario utilizar una calculadora grafica o un computador para dibujar la grafica de 
forma rapida y sencilla. Para utilizar estas herramientas graficas de forma mas efectiva, hay que 
decidir en que ventanas de visualizacion y que escalas horizontal y vertical utilizar. Una selec- 
cion inadecuada de la ventana de visualizacion puede hacer que se pierdan caracteristicas signifi- 
cativas de la grafica. A continuacion se presenta un comando de M aple que sirve para visualizar 
la grafica de la funcion del Ejemplo 6, junto con su asintota oblicua. Pedimos a M aple que dibu¬ 
je (x 2 + 2x ± 4)/(2x) y 1 + (x/2). 

> pi ot( {x~2 + 2*x + 4)/(2*x), 1 + ( x/ 2) }, x=-6 . .6, -7. . 7) ; 

Conseguir que M aple dibuje la grafica del Ejemplo 9 no es tan sencillo. Como M aple no trabaja 
con potencias fraccionarias de numeros negativos, incluso aunque tomen valores positivos reales, 
hay que dibujar |x 2 - 1| 2/3 o si no la parte de la grafica entre -1 y 1 se perdera. 

> pi ot (( abs( x~2-1))~( 2/ 3) , x=-4. .4, 1. . 5) ; 
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Ejercicios 4.4 


1. La Figura 4.36 muestra las graficas de una funcion f, 
sus dos derivadas a f'y f", y otra funcion g. iQue 
grafica corresponde a cada funcion? 



2 . Indique, para cada una de las funciones que se dibujan 
en la Figura 4.36, que informacion se puede determinar 
(aproximadamente) por simple inspeccion de la grafica 
(simetria, asintotas, abscisa y ordenada en el origen, 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos 
criticos y singulares, maximos y minimos locales, 
intervalos de concavidad constante, y puntos de 
inflexion). 


3. La Figura 4.37 muestra las graficas de cuatro 
funciones: 



m 


x 


h(x) = 



g(x) 

k(x) 


1 -x 4 




iQue grafica corresponde a cada funcion? 


4. Repita el Ejercicio 2 para las graficas de la Figura 
4.37. 


En los Ejercicios 5-6, dibuje la grafica de una funcion que 
tenga las propiedades dadas. Identifique los puntos criticos, 
puntos singulares, maximos y minimos locales y puntos de 
inflexion. Suponga que f es continua y que sus derivadas 
existen en todas partes excepto que se pueda inferir lo 
contrario de forma implicita o explicita. 

5. f(0) = 1, f(± 1) = 0, f(2) = 1, lim x >:x f(x) = 2, 
lim x ^-oof(x) = -1, f'(x) > 0 en (- oo, 0) y en 
(1, oo), f'(x) < 0 en (0, 1), f"(x) > 0 en (- oo, 0) y en 
(0, 2), y f"(x) < 0 en (2, oo). 


6 . f( 1) = 0 , f( 0 ) = 2 , f( 1) = 1 , f( 2 ) = 0 , f(3) = 1 , 
lim x ^ ±00 ( f (x) + 1 - x) = 0, f'(x) > 0 en (- oo, -1), 
(-1, 0) y (2, oo), f'(x) < 0 en (0, 2), 

|im x __i f(x) = oo, f"(x) > 0 en (-oo, - 1 ) y en 
(1, 3), y f"(x) < 0 en (-1, 1) y en (3, oo). 


En los Ejercicios 7-39, dibuje las graficas de las funciones 
dadas, utilizando cualquier informacion que se pueda 
obtener de la funcion, y de su primera y segunda derivadas. 

x(x 2 - l ) 2 

x - 1 


y = 

(x 2 - l) 3 

8. 

y = 


2 -x 

10. 


y = 

X 

y = 


X 3 

12. 


y = 

1 + x 

y = 


1 

14. 


y = 

2 -x 2 

y = 


x 2 

16. 


y - 

x 2 - 1 

y - 


X 3 

18. 


y = 

X 2 + 1 

y = 


x 2 - 4 

20. 


y — 

x + 1 

y - 


>< 

1 

m 

>< 

22. 


y = 

x 2 - 1 

y = 


X 5 

24. 


y = 

(X 2 - l) 2 

y = 


X + 1 

1 

4 + x 2 
x 

x 3 

X 2 - 1 
X 2 

X 2 + 1 

x 2 - 2 

x 2 - 1 
x 2 

(2 -x ) 2 
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25. 



27. 



29. y = x + 2 sen x 
31. y = xe x 
33. y = x 2 e * 2 


Inx 

35. y = —, (x > 0) 
x 


x 

26. y = -- 

x 2 + x - 2 

28. y = x + sen x 

30. y = e x2 

32. y = e X senx, (x > 0) 
34. y = x 2 e x 
Inx 

36. y = — r , (x > 0) 
x 


1 x 



39. y = (x 2 - 1) 1/3 

40. iQue es lirnix^o+xlnx? iY lim x ^ 0 xIn|x|? Si f(x) = 
= xln |x| para x # 0, ies posible definir f(0) de forma 
que f sea continua en toda la recta real? Dibuje la gra- 
fica de f. 

sen x 

41. iQue recta es una asintota de la curva y = - — ^ 2 ? iEn 
que puntos cruza la curva a esta asintota? 


Problemas de valores extremos 

En esta seccion vamos a resolver varios problemas del mundo real que, al ser trasladados a ter- 
minos matematicos, requieren el calculo del valor maximo o minimo de una funcion de una va¬ 
riable. Estos problemas pueden variar desde muy simples a muy complejos y diffciles. Se pueden 
formular en terminologias apropiadas de otras disciplinas, o ya pueden estar parcialmente tradu- 
cidos a un contexto mas matematico. Y a hemos encontrado algunos de esos problemas en capi- 
tulos anteriores. 

Consideremos primero un par de ejemplos antes de proceder a formular principios generales 
para tratar estos problemas. 

Se desea construir una jaula de animales rectangular, uno de cuyos lados aprovecha una 
pared existente y los otros tres se cierran con una valla. Si se dispone de 100 m de valla, icual es la maxi¬ 
ma area posible para la jaula? 

Solucion Este problema, como muchos otros, es esencialmente geometrico. Es conveniente realizar un 
dibujo, como se ha hecho en la Figura 4.38. Sean x e y la longitud y la anchura ante la jaula, respectiva- 
mente, y sea el area A m 2 . Por tanto, A = xy. Como la longitud total de la valla es de 100 m, tenemos que 
x + 2y = 100. A es funcion de dos variables, x e y, pero estas variables no son independientes, sino que 
estan relacionadas por la restriction x + 2y = 100. A partir de la ecuacion de la restriccion se puede despe- 
jar una variable en funcion de la otra, y por tanto A se puede expresar en funcion de una sola variable: 

x = 100 - 2y 

A = A(y) = (100 - 2y)y = lOOy - 2y 2 


Figura 4.38 

Evidentemente, se requiere que y ^ 0 y y ^ 50 (es decir, x Ss 0), para que el area tenga sentido (de otro 
modo seria negativa). Por lo tanto, debemos maximizar la funcion A(y) en el intervalo [0, 50], Como A es 
continua en este intervalo cerrado y finito, debe tener un valor maximo, por el Teorema 1. Claramente, 
4(0) =4(50) = 0 y 4(y) > 0 para 0 < y < 50. Por tanto, el maximo no puede estar en un extremo. Como 
4 no tiene puntos singulares, el maximo debe estar en un punto critico. Para obtener los puntos criticos, 
hacemos 

0 =4'(y) = 100 - 4y 

Por tanto, y = 25. Como 4 debe tener un valor maximo y solo hay uno posible, el maximo debe estar en 
y = 25. La maxima area posible de la jaula es, por tanto, 4(25) = 1250 m 2 . 
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Ejemplo 2 


Un faro L se situa en una pequena isla 5 km al norte de un punto A sobre la costa este- 
oeste. Se tiende un cable desde L hasta un punto B en la costa, 10 km al este de A. El cable se despliega 
por el agua formando una linea recta desde L hasta un punto C en la costa entre A y B, y desde alii hasta B 
siguiendo la linea de la costa (vease la Figura 4.39). La parte del cable que se despliega en el agua cuesta 
5000 € por kilometro, y la parte que se despliega por la costa cuesta 3000 € por kilometre. 


(a) iDonde habria que situar el punto C para minimizar el coste total del cable? 

(b) iDonde habria que situar el punto C si B esta solo a 3 km de A? 


Solucion 


(a) Sea C un punto situado a x km de A hacia B. Por tanto, 0 ^ x ^ 10. La longitud de LC es ^25 + x 2 , y 
la longitud de CB es de 10 - x km, como se muestra en la Figura 4.39. Por tanto, el coste total del 
cable es 7 €, siendo 


T = T(x) = 5000^25 + x 2 + 3000(10 - x), (0 < x ^ 10) 



Figura 4.39 


7 es continua en el intervalo cerrado y finito [0, 10], por lo que tiene un valor minimo que puede estar 
en uno de los extremos x = 0 o x = 10, o en un punto critico en el intervalo (0, 10) (7 no tiene puntos 
singulares). Para calcular los puntos criticos, hacemos 


A si, 



5000x 
^25 + x 2 


3000 


5000x = 3000^25 + x 2 
25x 2 = 9(25 + x 2 ) 


16x 2 = 225 
, 225 15 2 

X 


Los puntos criticos son x = ±15/4. Solo un punto critico, x = 15/4 = 3.75, esta en el intervalo (0, 10). 
Como 7(0) = 55 000, 7(15/4) = 50 000, y 7(10) * 55 902, el punto critico es evidentemente el valor 
minimo de 7(x). Para obtener un coste minimo, C deberia estar a 3.75 km de A. 

(b) Si B esta a 3 km de A, la funcion de coste total en este caso es 

7 (x) = 5000^25 + x 2 + 3000(3 - x), (0<x<3) 

que se diferencia de la funcion de coste total 7(x) del apartado (a) solo en la constante anadida (9000 
en vez de 30 000). Por tanto, tiene los mismos puntos criticos, x = ±15/4, ninguno de los cuales esta 
en el intervalo (0, 3). Como 7(0) = 34 000 y 7(3) « 29 155, en este caso hay que escoger x = 3. Para 
minimizar el coste total, el cable deberia ir directamente desde L hasta B. 


Procedimiento para resolver problemas de valores extremos 

Basandose en los ejemplos que se han mostrado anteriormente, se puede formular un procedi¬ 
miento de pasos a comprobar para resolver problemas de optimizacion. 
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Solucion de problemas de valores extremos 

1. Lea el problema cuidadosamente, quiza mas de una vez. Es necesario entender clara- 
mente que informacion se da y que es lo que se pide. 

2. Haga un grafico si es necesario. M uchos problemas tienen una componente geometri- 
ca, y un buen diagrama puede ser a menudo una parte esencial del procedimiento de 
solucion. 

3. Defina los sfmbolos que desee utilizar y que no esten ya especificados en el plantea- 
miento del problema. 

4. Exprese la cantidad Q a ser maximizada o minimizada en fund on de una o mas va¬ 
riables. 

5. Si Q depende de n variables, siendo n > 1, obtenga n - 1 ecuaciones (restricciones) 
que relacionen estas variables (si esto no se puede hacer, el problema no se puede re¬ 
solver utilizando tecnicas de una variable). 

6. Utilice las restricciones para eliminar variables y exprese Q en funcion de una sola va¬ 
riable. Determine el intervalo o intervalos a los que debe pertenecer esta variable para 
que el problema tenga sentido. Alternativamente, considere las restricciones como una 
forma de definir implfcitamente n - 1 variables, y por tanto de definir Q en funcion 
de la variable restante (en general, en los problemas de valores extremos, es mejor evi- 
tar si se puede este metodo implfcito). 

7. Calcule el valor extremo requerido de la funcion Q utilizando las tecnicas de la Sec- 
cion 4.2. No olvide considerar los puntos crfticos, puntos singulares y extremos. Ase- 
gurese de dar un argumento convincente para justificar que el valor extremo es el bus- 
cado. Por ejemplo, si se esta buscando un maximo, el valor obtenido no deberfa ser un 
minimo. 

8. Exprese una conclusion que responda a la cuestion planteada. ^Es razonable la res- 
puesta a la cuestion? Si no es asf, vuelva a revisar la solucion para ver que es erroneo. 


Ejemplo 3 


Calcule la longitud de la escalera mas corta que se pueda desplegar desde una pared verti¬ 
cal ,"so5reUna37al I a de 2 m de altura situada a 1 m de distancia de la pared, hasta un punto en el suelo fuera 
de la valla. 


Solucion Sea 0 el angulo de inclinacion de la escalera, como se muestra en la Figura 4.40. Utilizando 
los dos triangulos rectangulos de la figura, se puede obtener la longitud L de la escalera en funcion de 0: 



L =L[9) = 
L{0) = oo 


1 2 

- 1 - 

cos 9 sen0 


y lim L(6) = oo 

e-> o+ 


L(8) debe tener un valor minimo en (0, n/2), que estara en un punto critico (L no tiene puntos singulares en 
(0, n/2)). Para calcular los puntos crfticos, hacemos 

/ sen 9 2 cos 0 sen 3 0-2cos 3 0 

O = = cos 2 0 sen 2 0 
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Los puntos criticos deben cumplir sen 3 0 = 2cos 3 0, o, en otros terminos, tan 3 0 = 2. No es necesario resol¬ 
ver esta ecuacion para obtener 0 = tan _ 1 (2 1/3 ), ya que lo que realmente necesitamos es el correspondiente 
valor de L(0). Observese que 

sec 2 0 = 1 + tan 2 0 = 1 + 2 2/3 


Se deduce que 


COS0 = 


1 

(1 + 2 2/3 ) 1/2 


2+3 

y sen0 = tan0cos0 = (i + 22/3)1/2 


Por tanto, el valor minimo de L(0) es 


1 

COS0 


2 

sen0 


= (1 + 2 2/3 ) 1/2 


2 


(1 + 2 2/3 ) 1/2 
2V3 


= (1 + 2 2/3 ) 3/2 » 4.16 


La escalera mas corta que se puede desplegar desde la madera sobre la valla hasta el suelo por fuera tiene 
aproximadamente 4.16 m de longitud. 


Ejemplo 4 


Calcule la forma mas economica de una lata cilindrica. 


Solucion Este problema esta planteado de forma mas bien imprecisa. Debemos considerar que significa 
«mas economica» e incluso «forma». Sin informacion adicional, podemos adoptar uno de estos dos puntos 
de vista: 


(i) El volumen de la lata es fijo, y debemos calcular las dimensiones que minimizan el area total de la 
superficie. 

(ii) La superficie total es fija (es decir, la cantidad de metal que se utiliza es fija), y debemos calcular las 
dimensiones que maximizan el volumen. 

Posteriormente plantearemos otras posibles interpretaciones. Como un cilindro esta determinado por su ra¬ 
dio y su altura (vease la Figura 4.41), su forma esta determinada por la relacion radio/altura. Sean r, h, S y 
V, respectivamente, el radio, altura, area total de superficie y volumen de la lata. El volumen de un cilindro 
es el area de la base multiplicada por la altura: 

V = nr 2 h 


h 


Figura 4.41 



La superficie de la lata esta formada por la pared cilindrica y los discos circulares de las tapas. Cada uno de 
los discos tiene area nr 2 , y la pared cilindrica es realmente un rectangulo enrollado de base 2nr (la circun- 
ferencia de la lata) y altura h. Por tanto, el area total de la superficie de la lata es 

S = 2nrh + 2nr 2 

Utilicemos la interpretacion (i): V es constante y hay que minimizar S. Podemos utilizar la ecuacion de V 
para eliminar una de las dos variables r y h de las que depende S. Supongamos que despejamos h = V/(nr 2 ) 
y sustituimos en la ecuacion de S, para obtener S como una funcion unicamente de r: 

V ,2V, 

S = S(r) = 27 ir —, + 2nr =-P 2nr 2 (0 < r < oo) 

nr r 


Evidentemente, lim r ^ 0+ S(r) = oo y lim^^Sfr) = oo. Como es diferenciable y por tanto continua en 
(0, oo), S(r) debe tener un valor minimo y debe estar en un punto critico. Para calcular los puntos criticos, 

2V 

0 = S'(r) = — y + 4nr 
r 


r 


3 


2V 

4n 
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Por tanto, h = 2r en el punto critico de S. Bajo la interpretacion (i), la lata mas economica tiene una forma 
tal que su altura es igual al diametro de su base. Animamos al lector a comprobar que la interpretacion (ii) 
conduce a la misma conclusion. 


Observation Hay otra forma de resolver el Ejemplo 4 que muestra directamente que las 
interpretaciones (i) y (ii) conducen a la misma solucion. Comenzamos de nuevo con las dos 
ecuaciones 

V = nr 2 h y 5 = 2nrh + 2nr 2 

Considerando h como funcion de r y diferenciando implfcitamente, se obtiene 


d V 
dr 


2nrh + nr 2 


dh 

dr 


dS 

dr 


, dh 
2nh + 2nr — + 4zrr 
dr 


Bajo la interpretacion (i), V es constante y deseamos obtener un punto critico deS. Bajo la inter¬ 
pretacion (ii), S es constante y deseamos obtener un punto critico de I/. En cualquier caso 
dV/dr = 0 y dS/dr = 0. Por tanto, ambas interpretaciones producen 

, dh dh 

2nrh + nr — = 0 y 2nh + 47ir + 27ir — = 0 
dr dr 

Si se divide la primera ecuacion por nr 2 la segunda ecuacion por 2nr y se restan para eliminar 
dh/dr se tiene de nuevo h = 2r. 


Observation Modification del Ejemplo 4 Dada la informacion imprecisa proporcionada en 
el planteamiento del problema del Ejemplo 4, las interpretaciones (i) y (ii) son lo mejor que po- 
demos hacer. El problema podria tener un mayor significado economico (desde el punto de vista, 
por ejemplo, de un fabricante de latas) si se anaden mas elementos. Por ejemplo: 

(a) La mayoria de las latas utilizan un material mas grueso para la pared cilindrica que para los 
discos de las tapas. Si el material de la pared cilindrica cuesta A € por unidad de area y el 
material de las tapas cuesta 6 € por unidad de area, una opcion seria minimizar el coste total 
de materiales dado un volumen concreto de la lata. iCual es la forma optima si A = 26? 

(b) Generalmente, las latas se fabrican en numeros grandes y el material para su fabricacion se 
corta de laminas de metal. Las paredes cilfndricas se realizan cortando rectangulos, y los rec- 
tangulos se pueden cortar de la lamina de metal sin dejar material sobrante o dejando el mi- 
nimo posible. Sin embargo, siempre habra una proporcion de material sobrante cuando se 
cortan los discos de las tapas. La proporcion exacta dependera de la forma en que se dispo- 
nen los discos. La Figura 4.42 muestra dos posibles disposiciones. iCual es la forma optima 
de la lata si se utiliza un empaquetamiento cuadrado de los discos? si se utiliza un empa- 
quetamiento hexagonal? Estas modificaciones del problema original alteraran la forma opti¬ 
ma hasta cierto punto. En problemas «reales» hay que tener en cuenta muchos factores para 
obtener la «mejor» estrategia. 

(c) El problema no considera ningun otro coste de fabricacion de la lata excepto el coste de la 
lamina de metal. Pueden existir tambien costes asociados a unir los extremos opuestos del 
rectangulo para construir el cilindro y para unir los discos de las tapas al cilindro. Estos cos¬ 
tes pueden ser proporcionales a las longitudes de los segmentos a unir. 

En la mayoria de los ejemplos anteriores el valor maximo o minimo aparece en un punto critico. 
No sera este el caso en nuestro ejemplo final. 
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Empaquctamicnto cuadrado: 
cada disco usa un cuadrado 


Empaquetamientos cuadrado y hexagonal de discos en un piano. 



Empaquetamiento hexagonal: 

cada disco usa un hexagono rigura 4.4<d 


Ejemplo 5 


Un hombre puede correr al doble de velocidad a la que puede nadar. Se encuentra de pie 
en el borde de una piscina circular de 40 m de diametro y desea llegar al punto diametralmente opuesto 8 
en el menor tiempo posible. iDonde se deberia situar el punto C para minimizar el tiempo total que I leva ir 
de A hasta 8? 


Solucion Es conveniente expresar la posicion de C en funcion del angulo AOC, siendo 0 el centra de la 
piscina (vease la Figura 4.43). Sea 0 este angulo. Claramente 0 ^ 0 ^ n (si 0 = 0 el hombre nadaria todo el 
camino; si 0 = n correria todo el camino). El radio de la piscina es de 20 m, por lo que el arco AC = 20 6. 
Como el angulo BOC =n-9, tenemos que el angulo BOL ={n-0)[2 y la cuerda BC =2BL =40sen ((n-0)/2). 



Supongamos que el hombre nada a una velocidad de k m/s y, por tanto, corre a una velocidad de 2k m/s. Si 
t es el tiempo total que necesita para ir desde A hasta 8, entonces 

t = t(6) = tiempo corriendo + tiempo nadando 

20 0 40 7i 0 

= "T7" + -T" sen -~- 


Se supone que no se emplea tiempo en saltar al agua en el punto C. El dominio de t es [0, n] y t no tiene 
puntos singulares. Como t es continua en un intervalo cerrado y finito, debe tener un valor minimo y ese 
valor debe estar en un punto critico o en un extremo. Para el caso de los puntos criticos, 


0 = t'(0) 


10 

T 


20 n-0 

-J C ° S 


2 
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Por tanto, 


9 


cos 


1 

2 ' 


9 


n 

3' 


9 = 


2 2 2 3 3 

Este es el unico valor critico de 9 que esta en el intervalo [0, %]. Tenemos que 

' it \ iU7i 4U n iu / 7i 4^/3\ 45.11 


107i 40 n 10 /n 
1F + T sen 3 = T ' 


Debemos buscar tambien en los extremos 9 = 0 y 9 = n\ 


40 

m = T' 


10n 31.4 


Evidentemente t(n) es el minimo de esos tres tiempos. Para ir desde A hasta B tan rapidamente como sea 
posible, el hombre debera correr todo el tiempo. 


Observation Este problema muestra la importancia de comprobar si los puntos candidatos 
corresponden a maximos o minimos. En este caso, el punto critico 6 = n/3 proporciona la peor 
estrategia posible: correr un tercio del camino y nadar despues el resto requiere el maximo tiem¬ 
po, no el minimo. 


Ejercicios 4.5 


1 . Dos numeros positivos suman 7. iCual es el maximo 
valor posible de su producto? 

2 . El producto de dos numeros positivos es 8. iCual es el 
minimo valor posible de su suma? 

3. Dos numeros no negativos suman 60. iDe que numeros 
se trata si el producto de uno de ellos por el cuadrado 
del otro es maximo? 

4. Dos numeros suman 16. iDe que numeros se trata si el 
producto del cubo de uno y la quinta potencia del otro 
es tan grande como sea posible? 

5. La suma de dos numeros no negativos vale 10. iCual 
es el minimo valor de la suma del cubo de un numero 
y el cuadrado del otro? 

6 . Dos numeros no negativos suman n. iCual es el 
minimo valor posible de la suma de sus cuadrados? 

7. Entre todos los rectangulos de un area dada, demuestre 
que el cuadrado tiene el perimetro minimo. 

8 . Entre todos los rectangulos de un perimetro dado, 
demuestre que el cuadrado tiene el area maxima. 

9. Entre todos los triangulos isosceles de un perimetro 
dado, demuestre que el triangulo equilatero es el de 
area maxima. 

10 . Calcule la maxima area posible de un triangulo 
isosceles si la longitud de cada uno de sus dos lados 
iguales es de 10 m. 

11 . Calcule el area del maximo rectangulo que se puede 
inscribir en un semicirculo de radio R si un lado del 
rectangulo esta sobre el diametro del semicirculo. 

12 . Calcule el maximo perimetro posible de un rectangulo 
inscrito en un semicirculo de radio R si un lado del 
rectangulo esta sobre el diametro del semicirculo 


(es interesante notar que el rectangulo del maximo 
perimetro tiene una forma diferente que el de maxima 
area, obtenido en el Ejercicio 11). 

13. Un rectangulo con lados paralelos a los ejes 
coordenados se inscribe en la elipse 



Calcule la maxima area posible de este rectangulo. 

14. Sea ABC un triangulo rectangulo con angulo recto en C 
y area S. Calcule la maxima area de un rectangulo 
inscrito en el triangulo si (a) una esquina del 
rectangulo esta en C o (b) un lado del rectangulo esta 
en la hipotenusa AB. 

15. Calcule la maxima area de un triangulo isosceles cuyos 
lados iguales tienen 10 cm de longitud. Utilice la mitad 
de la longitud del tercer lado del triangulo como 
variables para expresar el area de dicho triangulo. 

16. Repita el Ejercicio 15, pero utilice como variable para 
expresar el area del triangulo el angulo entre los dos 
lados iguales. iQue solucion es mas facil? 

17. (Diseno de una cartelera) Se desea construir una 
cartelera con 100 m 2 de area y con margenes de 2 m 
en la parte superior e inferior y de 4 m en cada lado. 
Calcule las dimensiones exteriores de la cartelera si su 
area total debe ser minima. 

18. (Diseno de una caja) Se desea construir una caja 
partiendo de una lamina de carton de 70 cm x 150 cm, 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y 
despues doblando las cuatro solapas resultantes para 
hacer los lados de la caja (la caja no tiene tapa). iCual 
es el maximo volumen posible de la caja? 
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19. (Uso de descuentos para maximizar el beneficio) U n 
fabricante de automoviles vende 2000 coches al mes, 
con un beneficio medio de 1000 € por coche. Las 
prospectivas de mercado indican que por cada 50 € de 
descuento que el fabricante ofrezca a los compradores 
podria vender 200 coches mas al mes. iCuanto descuento 
deberia ofrecer para maximizar el beneficio mensual? 

20. (Maximizacion del beneficio de renta) L as 80 
habitaciones de un motel se podrian alquilar todas las 
noches si el director cobrara 40 € o menos por 
habitacion. Si se cobra (40 + x) € por habitacion, 
entonces 2x habitaciones permaneceran vacantes. Si 
cada habitacion alquilada le cuesta al director 10 € al 
dia y cada habitacion no alquilada 2 € al dia, ique 
precio deberia cobrar el director por habitacion para 
maximizar su beneficio diario? 

21. (Minimization del tiempo de viaje) N os encontramos 
en un todoterreno en el desierto, 12 km al sur del punto 
A mas cercano de una carretera recta este-oeste. Se 
desea alcanzar un punto 8 en la carretera 10 km al este 
de A. Si nuestro todoterreno puede corner en promedio 
a 15 km/h sobre la arena y a 39 km/h por la carretera 
ihacia que punto de la carretera habria que dirigirse 
para minimizar el tiempo de viaje hasta 8 ? 

22. Repita el Ejercicio 21, suponiendo que 8 se encuentra 
solo a 4 km de A. 

23. Un alambre de 1 m de longitud se corta en dos trozos. 
Un trozo se dobla en forma de circunferencia y el otro 
en forma de cuadrado. Calcule la longitud de la parte 
utilizada para el cuadrado si la suma de las areas del 
circulo y el cuadrado es (a) maxima y (b) minima. 

24. Calcule el area del maximo rectangulo que se puede 
dibujar de forma que cada uno de sus lados pase por un 
vertice diferente de un rectangulo cuyos lados son a y b. 

25. iCual es la longitud del minimo segmento quetiene 
uno de sus extremos en el eje x, el otro en el eje y y 
pasa por el punto (9, ^3)? 

26. (Doblando una esquina) Calcule la longitud maxima 
que puede tener una viga para que pueda doblar 
horizontalmente la esquina que comunica un vestibulo 
de anchura a m con otro vestibulo de anchura b m 
(vease la Figura 4.44; suponga que la viga no tiene 
anchura). 



Figura 4.44 


27. Si la altura de ambos vestibulos del Ejercicio 26 es de 
c m, y no es necesario que la viga sea transportada 
horizontalmente, ique longitud maxima podria tener la 
viga para seguir doblando la esquina? Sugerencia: Este 
ejercicio se puede resolver facilmente teniendo en 
cuenta el resultado del ejercicio anterior. 

28. La valla del Ejemplo 3 se destruye y se construye una 
nueva valla a 2 m de separacion del muro. iCual puede 
ser la maxima altura de la valla si se debe poder 
extender una escalera de 6 m desde el muro, sobre la 
valla y hasta el suelo en el exterior de la valla? 

29. Calcule la minima distancia desde el origen a la curva 

x 2 y 4 = 1 . 

30. Calcule la minima distancia desde el punto ( 8 , 1) a la 
curva y = 1 + x 3/2 . 

31. Calcule las dimensiones del maximo cilindro circular 
recto que se puede inscribir en una esfera de radio R. 

32. Calcule las dimensiones del cilindro circular de 
maximo volumen que se puede inscribir en un cono 
cuyo radio en la base vale R y su altura es H , si la base 
del cilindro coincide con la base del cono. 

33. Una caja de base cuadrada sin tapa tiene un volumen 
de 4 m 3 . Calcule las dimensiones de la caja mas 
economica. 

34. (Construction de una piramide) Se construye una 
piramide de base cuadrada con cuatro caras, cada una 
de las cuales tienen la forma de un triangulo isosceles, 
cortando cuatro triangulos de una pieza cuadrada de 
cartulina de 2 pies (como se muestra en la Figura 4.45) 
y doblando los triangulos resultantes para formar las 
paredes de la piramide. iCual es el maximo volumen 
que puede tener la piramide? Sugerencia: El volumen 
de una piramide con area de la base A y altura h 
medida perpendicular a la base es V = 3 Ah. 



Figura 4.45 

35. (Obtencion de la maxima luminosidad) U na ventana 
tiene un perimetro de 10 m y su forma es rectangular 
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con el lado superior reemplazado por un semicirculo. 
Calcule las dimensiones del rectangulo si la ventana 
admite la maxima cantidad de luz. 

36. (Diseno de un tanque de combustible) U n tanque de 
combustible tiene la forma de un cilindro cerrado por 
semiesferas en cada uno de los extremos. Si el coste de 
las semiesferas por unidad de area es el doble que el de 
la pared del cilindro, y si el volumen del tanque es V, 
calcule el radio y la altura de la parte cilindrica que 
minimizan el coste total, El area de la superficie de una 
esfera de radio r es Anr 2 , y su volumen es 3 nr 3 . 

37. (Reflexion de la luz) La luz viaja de forma que emplea 
el minimo tiempo posible en ir de un punto a otro. Un 
rayo de luz procedente del punto C se refleja en un 
espejo piano AB en X y despues pasa por el punto D 
(vease la Figura 4.46). Demuestre que los rayos CX y 
XD forman angulos iguales con la normal a AB en X 

(Observation: Puede darse una demostracion basada en 
geometria elemental sin utilizar el calculo 0 se puede 
minimizar el tiempo empleado en el recorrido CXD). 



*38. (Ley de Snell) Si la luz viaja con velocidad v 1 en un 
medio y con velocidad v 2 en un segundo medio, y si 
los dos medios estan separados por una interfaz plana, 
demuestre que un rayo de luz que va del punto A en 
un medio al punto B en el otro se desvia en la interfaz 
de forma que 

sen i v-i 
sen r v 2 

siendo / y r los angulos de incidencia y de refraccion, 
como se muestra en la Figura 4.47. Esto se conoce 
como Ley de Snell. Deduzca esta ley a partir del 
principio de minimo tiempo presentado en el 
Ejercicio 37. 



Figura 4.47 


39. (Corte de la viga mas rlgida) La rigidez de una viga 
de madera de seccion cruzada rectangular es 
proporcional a la anchura y al cubo de la profundidad 
de la seccion cruzada. Calcule la anchura y la 
profundidad de la viga de maxima rigidez que se puede 
cortar utilizando un tronco de radio R. 

40. Calcule la ecuacion de la recta de maxima pendiente 
que es tangente a la curva y = 1 + 2 x - x 3 . 

41. Una cantidad Q crece de acuerdo con la ecuacion 
diferencial 

dQ 

= kQ 3 (L - 0) 5 

siendo k y L constantes positivas. iQue valor tiene Q 
cuando esta creciendo con la maxima velocidad? 

*42. Calcule el minimo volumen posible de un cono 
circular recto que puede contener a una esfera de 
radio R (el volumen de un cono de radio en la base r 
y altura h es 3 nr 2 h). 

*43. (Carga de un ferry) Un ferry realiza el recorrido 
entre tierra y la isla de Dedlos. La capacidad maxima 
del ferry es de 1000 coches, pero cargarlo cerca de su 
maxima capacidad consume mucho tiempo. Se sabe 
que el numero de coches que se pueden cargar en t 
horas es 

fit) = 1000 -zf— 

Notese que lim^^ f(t) = 1000, como podria 
esperarse. Ademas, se sabe que se requieren x /1000 
horas descargar x coches. El tiempo de navegacion a 
la isla 0 desde la isla es de una hora. Suponga que 
siempre hay en cada viaje mas coches esperando que 
los que se pueden cargar. iCuantos coches deberian 
cargarse en el ferry en cada viaje para maximizar el 
movimiento medio de los coches hacia y desde la 
isla? (Puede ser necesaria una calculadora grafica 0 
un software de computador como la rutina f sol ve de 
M aple para calcular el punto critico apropiado). 

*44. (La mejor vista de un mural) 4 A que di stand a hay 
que mirar de un mural para conseguir la mejor vista si 
el mural tiene 10 pies de altura y su parte inferior esta 
2 pies por encima del nivel de nuestros ojos? Vease la 
Figura 4.48. 
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*45. (Mejora de la jaula del Ejemplo 1) Se construye 
una jaula, uno de cuyos limites coincide con un muro 
recto, La otra parte de la jaula se cierra mediante una 
valla con la forma de un arco de circunferencia. Si 
hay disponibles 100 m de valla, icual es el area de la 
jaula mas grande posible? iEn que fraccion de un 
circulo se curva la valla? 

46. (Diseno de una copa Dixie) Se corta un sector de un 
disco circular de radio R, y la parte restante del disco 
se dobla de forma que se unen los dos segmentos 
rectos y se forma un cono (Figura 4.49). iCual es el 
maximo volumen posible del cono? 

47. (Minimizacion del pliegue) Una esquina de una tira 
de papel de anchura a cm se dobla de forma que 
llegue justo al lado opuesto (Figura 4.50). Calcule la 
minima longitud posible de la linea de pliegue. 


A 




Figura 4.50 


E 


Calculo de raices de ecuaciones 


El calculo de soluciones (raices) de ecuaciones es un problema matematico importante, al cual el 
calculo ha hecho contribuciones significativas. Solo hay unas pocas clases de ecuaciones de la 
forma f(x) = 0 que se pueden resolver de forma exacta. Entre el las estan las ecuaciones lineales: 


ax + b = 0 => x = — 

a 


y las ecuaciones cuadraticas: 


ax 2 + bx + c = 0 


x = 


-b ± Jb 2 - 4ac 
2a 


Las ecuaciones cubicas (polinomios de tercer grado) y de cuarto grado tambien se pueden resol¬ 
ver, pero las formulas son muy complicadas. En general, estas ecuaciones y un buen numero de 
otras se resolveran aproximadamente utilizando metodos numericos, a menudo con ayuda de la 
calculadora o el computador. 

En la Seccion 1.4 se presento el metodo de la biseccion para aproximar la raiz de una ecua- 
cion de la forma f(x) = 0. Este metodo utiliza el Teorema del Valor M edio y depende solo de la 
continuidad de f y de nuestra habilidad para obtener un intervalo [x 1( x 2 ] donde se pueda encon- 
trar la raiz, porque f(x x ) y f(x 2 ) tengan signos opuestos. Este metodo es lento. Requiere entre 
tres y cuatro iteraciones para obtener la raiz que esta siendo aproximada con una precision sufi- 
ciente. 

Si sabemos mas cosas sobre f, ademas de que es continua, podemos desarrollar metodos me- 
jores (es decir, mas rapidos) para calcular las raices de f(x) = 0. En esta seccion estudiaremos 
dos metodos de este tipo: 

(a) El metodo de Newton, que requiere que f sea diferenciable y que en general es muy efi- 
ciente. 

(b) La iteracion del punto fijo, que se aplica a ecuaciones de forma diferente: f(x) = x. 
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Como el metodo de la biseccion, ambos metodos requieren tener una cierta idea inicial de donde 
se encuentra la rafz, y generan secuencias de aproximaciones para aproximarse mas y mas a la 
misma. 


Metodo de Newton 

Se desea calcular una rafz de la ecuacion f[x) = 0, es decir, un numero r tal que f(r) = 0. Ese 
numero se denomina tambien cero de la funcion f. Si f es diferenciable cerca de la rafz, enhan¬ 
ces se pueden utilizar rectas tangentes para producir la secuencia de aproximaciones a la rafz que 
se acerque rapidamente a dicha rafz. La idea es como sigue (vease la Figura 4.51). Se parte de 
una aproximacion inicial a la rafz, por ejemplo x = x 0 . Se dibuja la recta tangente a y = f(x) en 
(x 0 , f(x q)) y se calcula x lf el punto donde esta recta tangente corta al ejex. Bajo ciertas condicio- 
nes, x x estara mas cerca de la rafz que x 0 . Este proceso se puede repetir sucesivamente para obte- 
ner una secuencia de numeros x 2 , x 3 , ..., y se van acercando a la rafz r. El numero x n+1 es el 
corte con el eje x de la tangente y = f(x) en (x n , f(x„)). 



Figura 4.51 


La ecuacion de la recta tangente y = f (x) en x = x 0 es 

y = f (x 0 ) + f'(x 0 )(x - x 0 ) 

Como el punto (x lf 0) esta en esta recta, tenemos que 0 = f(x 0 ) + f'(x 0 )(x 1 - x 0 ). Por tanto, 


Formulas similares producen x 2 a partir de x 1( despues x 3 a partir de x 2 , y asi sucesivamente. La 
formula para obtener x n+1 a partir x n es 


f(x n ) 

Xn+1 Xn f'(x n ) 
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y se conoce con el nombre de formula del Metodo de Newton. Generalmente, se utilizara una 

calculadora o un ordenador para obtener las aproximaciones sucesivas x lf x 2 , x 3 .y observar si 

los numeros parecen converger a un limite. Si lim^^x,, = r existe, y si f/f' es continua cerca 
de r, entonces r debe ser una rafz de f ya que 


r = lim x 

n —>oo 

de donde se deduce que f(r ) = 0. 

0 Metodo de Newton-Raphson. 


, .. f(x n ) f(r) 

.! = 11 m x n — 11 m ——r = r - 


n—>oo n-*o o f [X n ) f (r) 

Este metodo se conoce con el nombre de Metodo de Newton 


Ejemplo 1 


Utilice el Metodo de Newton para calcular la 
x 3 - x - 1 = 0 con una precision de 10 cifras decimales. 


rafz real unica de la ecuacion 


Solucion T enemos que f(x) = x 3 - x - 1 y f'(x) = 3x 2 - 1. Como f es continua y como f(1) = -1 y 
f(2) = 5, la ecuacion tiene una rafz en el intervalo [1, 2], Empecemos con el valor inicial x 0 = 1.5. La for¬ 
mula del M etodo de Newton en este caso es 


_ x n x n 1 
Xn + 1 “ X "^ 3x 2 - 1 


2x 3 + 1 
3X„ “ 1 


de forma que, por ejemplo, la aproximacion x x es 


2 ( 1 . 5) 3 + 1 
3(1.5) 2 - 1 


1.347 826... 


Utilizando una calculadora cientifica se obtienen los valores de la Tabla 1: 


Tabla 1. 


n 

Xn 

f(X n ) 

0 

1.5 

0.875 000 000 000-- 

1 

1.347 826 086 96-- 

0.100 682 173 091- 

2 

1.325 200 398 95--- 

0.002 058 361 917- 

3 

1.324 718 174 OO--- 

0.000 000 924 378 -- 

4 

1.324 717 957 24--- 

0.000 000 000 000- 

5 

1.324 717 957 24--- 



Evidentemente, r = 1.324 717 957 2 con una precision redondeada a 10 cifras decimales. 


Observese el comportamiento del numero x n . En la tercera iteracion, x 3 , aparentemente hemos 
conseguido una precision de 6 cifras decimales, y con x 4 , unos 10 dfgitos decimales. Una carac- 
teristica del M etodo de Newton es que, cuando se empieza cerca de la rafz, la convergencia pue- 
de ser muy rapida. Es ilustrativo comparar estos resultados con los obtenidos para la misma 
ecuacion por el metodo de la biseccion en el Ejemplo 12 de la Seccion 1.4. AI If se conseguian 
tres cifras decimales de precision tras 11 iteraciones. 


Ejemplo 2 


Resuelva la ecuacion x 3 = cosx con una precision de 11 cifras decimales. 


Solucion Deseamos obtener la coordenada x, r, de la interseccion de las curvas y = x 3 y y = cosx. Ob- 
servando la Figura 4.52 parece que las curvas se cortan ligeramente a la derecha de x = 1. Empezaremos 
con el valor inicial x 0 = 0.8. Si f(x) = x 3 - cosx, entonces f'(x) = 3x 2 + senx. La formula del M etodo de 
Newton es 


x 3 - cosx„ 2x 3 + x„senx„ + cosx„ 
3x 2 + sen x„ 3x 2 + sen x„ 
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Las aproximaciones x 1( x 2 .se muestran en la Tabla 2: 

Tabla 2. 


n 


f(x„) 

0 

0.8 

-0.184 706 709 347--- 

1 

0.870 034 801 135 - - 

0.013 782 078 762--- 

2 

0.865 494 102 425 - 

0.000 006 038 051- 

3 

0.865 474 033 493--- 

0.000 000 001 176- 

4 

0.865 474 033 102--- 

0.000 000 000 000- 

5 

0.865 474 033 102--- 



Las dos curvas se cortan en x = 0.865 474 033 10, con una precision de 11 cifras decimales. 


Observation El Ejemplo 2 muestra la utilidad de dibujar una grafica para determinar un po- 
sible valor inicial x 0 . Incluso un dibujo muy aproximado de la grafica dey = f(x) puede mostrar 
cuantas raices tiene aproximadamente la ecuacion f(x) = 0 y por donde estan. En general, cuan- 
to mas precisa sea la aproximacion inicial a la rafz verdadera, menor numero de iteraciones se- 
ran necesarias para conseguir la precision deseada. De forma similar, para una ecuacion de la 
forma g(x) = h(x), hacer un dibujo de las graficas de g y h (sobre los mismos ejes) puede sugerir 
aproximaciones para el comienzo de la iteracion para encontrar los puntos de interseccion. A 
partir de los valores iniciales, se puede aplicar despues el Metodo de Newton para mejorar las 
aproximaciones. 

Observation Cuando se utiliza el M etodo de Newton para resolver una ecuacion de la forma 
g(x) = h(x) (como la del Ejemplo 2), hay que transformar la ecuacion a la forma f(x) = 0 y 
aplicar el Metodo de Newton a f. En general, basta utilizar f(x)=g(x)-h(x), aunque 
f(x) = (g(x)/h(x)) - 1 es tambien una posibilidad. 



Figura 4.53 En este caso las iteraciones del Metodo de Newton no convergen 
a la rafz. 


Observation Si disponemos de una calculadora programable, podemos aprender a programar 
la formula del Metodo de Newton para una ecuacion dada, de forma que para generar nuevas 
iteraciones baste con pulsar unos pocos botones. Si nuestra calculadora dispone ademas de capa- 
cidades graficas, se pueden utilizar para localizar un buen valor inicial. 
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El M etodo de Newton no siempre funciona tan bien como lo hace en los ejemplos anteriores. 
Si la primera derivada f es muy pequena cerca de la rafz, o si la segunda derivada f” es muy 
grande cerca de la rafz, una sola iteracion de la formula nos puede llevar desde un punto muy 
cercano a la rafz a un punto muy lejano. La Figura 4.53 ilustra esta posibilidad (veanse tambien 
los Ejercicios 15 y 16 al final de esta seccion). 

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que las aproximaciones del 
M etodo de Newton converjan a una rafz r de la ecuacion f(x) = 0 si el valor inicial x 0 esta lo 
suficientemente cerca de dicha rafz. 

TEOREMA Li mites de error del Metodo de Newton 

Supongamos que f, f y f" son continuas en un intervalo / que contiene a x n , x n+1 y a una 

rafz x = r de f(x) = 0. Supongamos tambien que existen constantes K y L > 0 tales que 

para todo x perteneciente a / se cumple 

(i) |f"(x)l<K V 

(ii) \f'{x)\>L 

Entonces, 

, 4 K , 

(a) |x n+1 - r| < — |x n+1 — x„r y 

K 

(b) |x n+1 - r| ^ — |x„ -r| 2 

t 

Las condiciones (i) y (ii) aseguran que cerca de r la pendiente de y = f(x) no es demasiado pe¬ 
quena y que no cambia con demasiada rapidez. Si K/[2L) < 1, el teorema demuestra quex n con¬ 
verge rapidamente a r cuando n se hace lo suficientemente grande para que |x„ - r| < 1. 

La demostracion del Teorema 7 depende del Teorema del Valor Medio. No la daremos aquf 
ya que este teorema es de uso practico limitado. En la practica, se calcularan aproximaciones 
sucesivas utilizando la formula de Newton y se observara si parecen converger a un Ifmite. Si lo 
hacen, y si los valores de f en esas aproximaciones tienden a 0, podemos confiar en que hemos 
localizado una rafz. 


Iteracion del punto fijo 

Un numero r que cumple la ecuacion f(r) = r se denomina punto fijo de la funcion f porque al 
aplicar la funcion f el numero no cambia. Para ciertas clases de funciones, se pueden encontrar 
sus puntos fijos comenzando con un valor inicial x 0 y calculando sucesivas aproximaciones 
x 1 = f(x 0 ), x 2 = f(Xi), ... En general, 

x n+ 1 = f(x n ), para n = 0,1, 2, ... 

Empecemos investigando un ejemplo simple: 


Ejemplo 3 


Calcule una rafz de la ecuacion cosx = 5x. 


Solucion Esta ecuacion es de la forma f(x) =x, con f(x) = jcosx. Como cosx tiende a 1 cuando x 
tiende a 0, vemos que jcosx tendera a 5 cuando x = 5 . Esto sugiere que un valor inicial razonable del punto 
fijo es x 0 = 5 = 0.2. Los valores de las aproximaciones posteriores 


Xi = - cos (x 0 ), x 2 = -cos(x 1 ), x 3 = - cos (x 2 ), ... 
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se presentan en la Tabla 3. La raiz es 0.196 164 28 con una precision de ocho cifras decimales. 


Tabla 3. 


n 

X n 

0 

0.2 

1 

0.196 013 32 

2 

0.196 170 16 

3 

0.196 164 05 

4 

0.196 164 29 

5 

0.196 164 28 

6 

0.196 164 28 


iPor que funciona el metodo utilizado en el Ejemplo 3? iFuncionara con cualquier fund on f? 
Para responder a estas preguntas, examinemos la linea poligonal de la Figura 4.54. Empezando 
en x 0 , se dirige verticalmente a la curva y = f[x ) hasta una coordenada x de valor x : . Despues se 
dirige horizontalmente a la recta y = x, cruzandola en un punto cuya coordenada x sigue valien- 
do Xj. Despues el proceso se repite; la recta va verticalmente hasta la curva y = f(x) y horizon¬ 
tal mente hasta y = x llegando al punto x = x 2 . La linea continua de esta forma siguiendo un mo- 
vimiento en espiral cada vez mas cercana a la interseccion dey = f(x) y y = x. Cada valor dex„ 
esta mas cerca del punto fijo r que el valor anterior. 



Figura 4.54 I teraciones de x„ + 1 = f(x„) que 
se dirigen en espiral hacia 
el punto fijo. 


Consideremos ahora f unci on f cuya grafica se muestra en la Figura 4.55(a). Si intentamos 
seguir el mismo metodo en este caso, empezando con x 0 , la linea poligonal se dirige en espiral 
hacia afuera, lejos de la raiz, y los valores resultantes x n no convergen a la rafz como lo hacfan 
en el Ejemplo 3. Para ver por que el metodo funciona con la funcion de la Figura 4.54, pero no 
lo hace con la funcion de la Figura 4.55(a), observense las pendientes de las dos graficas 
y = f(x), cerca del punto fijo r. Ambas pendientes son negativas, pero en la Figura 4.54 el valor 
absoluto de la pendiente es menor que 1, mientras que el valor absoluto de la pendiente de f en 
la Figura 4.55(a) es mayor que 1. Observando cuidadosamente las graficas, debemos ver clara- 
mente que este es el hecho que hace que los puntos x n se acerquen a r en la Figura 4.54 y se 
alejen de r en la Figura 4.55(a). 
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y 



(b) 


Figura 4.55 

(a) U na funcion f para la que las 
iteraciones x n+1 = f(x n ) 

no convergen. 

(b) Convergencia «en escalera» 
al punto fijo. 


Un tercer ejemplo, que se puede ver en la Figura 4.55(b), muestra que el metodo puede fun- 
cionar tambien para funciones cuyas graficas tengan pendientes positivas cerca del punto fijo r, 
suponiendo que la pendiente sea menor que 1. En este caso, la Ifnea poligonal forma una «esca- 
lera» en vez de una «espiral», y las aproximaciones sucesivas x n crecen hacia la rafz si x 0 < r y 
decrecen hacia la rafz si x 0 > r. 

El siguiente teorema garantiza que la iteracion del metodo del punto fijo funcionara para una 
clase particular de funciones. 

TEOREMA Un teorema del punto fijo 

Supongamos que f esta definida en un intervalo / = [a, b] y cumple las dos siguientes con- 
diciones: 

(i) f[x) pertenece a / siempre que x pertenezca a /. 

(ii) Existe una constante K, con 0 < K <1, tal que para todos u y v pertenecientes a /, 

I flu) - f(v) | K|u - v\ 

Entonces f tiene un punto fijo f en /, que es f(r) = r, y empezando con cualquier numero 
x 0 , la iteracion 

*i = f(x 0 ), x 2 = f(x 1 ), ... 


converge a r. 

Invitamos al lector a demostrar este teorema mediante el metodo que se sugiere en I os Ejercicios 
24 y 25 al final de esta seccion. 

Rutinas «Solve» 

M uchos de los modelos mas avanzados de calculadoras cientfficas y la mayorfa de los programas 
matematicos para computador disponen de rutinas para resolver numericamente ecuaciones ge- 
nerales o, en algunos casos, incluso simbolicamente. Estas rutinas «Solve» suponen continuidad 
a los lados izquierdo y derecho de las ecuaciones dadas y a menudo requieren que el usuario 
especifique un intervalo en el cual buscar la rafz o una aproximacion inicial al valor de dicha 
rafz, o ambas cosas. Generalmente, la calculadora o el software de computador tendran tambien 
capacidades graficas, y las podremos utilizar para obtener una idea de cuantas rafces tiene la 
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ecuacion y ver aproximadamente su localizacion, antes de utilizar las rutinas de resolucion. 
Tambien es posible especificar una tolerancia sobre la diferencia de los dos miembros de la 
ecuacion. Por ejemplo, si deseamos obtener una solucion de la ecuacion f(x) = 0, puede ser mas 
importante para nosotros asegurarnos de que una solucion aproximada x satisface |f(x)| < 0.0001 
que asegurarnos de que x esta dentro de una distancia particular de la raiz real. 

Los metodos utilizados por las rutinas de resol uci on varian de una calculadora o apl icacion 
software a otra, y suelen ser muy sofisticados, pues utilizan diferenciacion numerica y otras tec- 
nicas para obtener la raiz muy rapidamente, incluso aunque el intervalo de busqueda sea grande. 

Si disponemos de una calculadora cientifica avanzada o un software de computador con posi- 
bilidades similares, merece la pena leer los manuales que describen como hacer un uso efectivo 
de las ecuaciones de resolucion. Las aplicaciones de matematicas para resolver problemas «del 
mundo real» generalmente requieren obtener soluciones aproximadas de ecuaciones que son in¬ 
solubles por metodos exactos. 


Ejercicios 4.6 


En los Ejercicios 1-10, utilice el Metodo de Newton para 
resolver las ecuaciones dadas con la precision permitida por 
su calculadora. 


14. Sea f(x) = x 2 . La ecuacion f(x) = 0 tiene claramente 
como solucion x = 0. Obtenga las iteraciones del 
M etodo de Newton x 1( x 2 y x 3 empezando con x 0 = 1. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


Calcule Jl resolviendo 


2 = 0 . 
3 = 0. 


Calcule 73 resolviendo x 2 

Calcule la raiz de x 3 + 2x - 1 = 0 entre 0 y 1. 

Calcule la raiz de x 3 + 2x 2 - 2 = 0 entre 0 y 1. 

Calcule las dos raices de x 4 -8x 2 -x +16 = 0 n 
en [1, 3], l 


Calcule las tres raices de x 3 
en [-3, 1], 


3x 2 - 1 = 0 


7. Resuelva senx = 1 - x. Realice un dibujo como 
ayuda para obtener un valor inicial x 0 . 

8 . Resuelva cosx = x 2 . iCuantas raices existen? [j 


9. iCuantas raices tiene la ecuacion tanx = x? 
Calcule la que esta entre nfl y 3n/2. 



10. Resuelva- 


1 + x 


= Jx expresandola en la forma 

(i + x 2 >yx -i = o 


11 . Si su calculadora dispone de una rutina «Solve», 
o si dispone de un software de computador con 
una rutina de ese tipo, utilfcelas para resolver las 
ecuaciones de los 10 ejercicios anteriores. 



(a) iQueesx n ? 

(b) iCuantas iteraciones se necesitan para calcular la raiz 
con un error menor que 0.0001 en valor absolute? 

(c) iCuantas iteraciones se necesitan para obtener una 
aproximacion x„ para la que |f(x„)| < 0.0001? 

(d) iPor que las iteraciones del Metodo de Newton 
convergen en este caso mas lentamente que en los 
ejemplos presentados en esta seccion? 


15. (Oscilacion) Aplique el M etodo de Newton a 


f(x) = 



x^0 
x < 0 


empezando con el valor inicial x 0 = a > 0. Calcule x 1 
y x 2 . iQue sucede? (realice un dibujo). Si observara 
este comportamiento cuando estuviera utilizando el 
M etodo de Newton para calcular la raiz de una 
ecuacion, ique haria a continuacion? 


16. (Oscilaciones divergentes) Aplique el M etodo de 
Newton a f(x) = x 1 ' 3 con x 0 = 1. Calcule x lt x 2 , x 3 y 
x 4 . iQue sucede? Obtenga una formula para x„. 

17. (Oscilaciones convergentes) Aplique el M etodo de 
Newton a f(x) = x 2/3 con x 0 = 1. Calcule x lt x 2 , x 3 , y 
x 4 . iQue sucede? Obtenga una formula para x n . 

Utilice la iteracion del punto fijo para resolver las 
ecuaciones de los Ejercicios 18-22. Obtenga una precision 
de cinco cifras decimates. 


En los Ejercicios 12-13 calcule los valores maximo y 
minimo de las funciones. 


18. 1 + 4 senx = x 



19. cos - = x 


senx 
1 + x 2 



13. 


cosx 
1 + x 2 



20 . (x + 9) 1/3 = x 



21 . 


1 

2 + x 2 


= x 



12 . 
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22. Resuelva x 3 + lOx - 10 = 0 expresandola en la [H 

forma 1 - ^x 3 = x. ^ 

23. Sea f(x) una funcion diferenciable cuya derivada f'(x) 
nunca vale cero. Sea 


N(x) 


f(x) 

f'(x) 


Demuestre que r es una raiz de f(x) = 0 si y solo si r 
es un punto fijo de N(x). iQue son en este caso las 
aproximaciones sucesivas x n + 1 = N(x n ), empezando 
en x 0 ? 


Los Ejercicios 24-25 constituyen una demostracion del 
Teorema 8. 

*24. La condicion (ii) del Teorema 8 implica que f es 
continua en / = [a, b]. Utilice la condicion (i) para 
demostrar que f tiene un punto fijo r en /. 
Sugerencia: Aplique el Teorema del Valor M edio a 
g(x) = f(x) - x en [a, b], 

*25. Utilice la condicion (ii) del Teorema 8 e induccion 
matematica para demostrar que 

|x„ - r\^K n \x 0 - r\ 

Como 0 < K <1, sabemos que K n -> 0 cuando 
n -> oo. Esto demuestra que lim^^x,, = r. 


Aproximaciones lineales 

M uchos problemas de matematica aplicada son diffciles de resolver exactamente, y todo lo que 
podemos esperar es obtener soluciones aproximadas que sean correctas dentro de unos limites 
pequenos de tolerancia aceptables. En esta seccion examinaremos como el conocimiento de los 
valores de una funcion y de su primera derivada en un punto nos puede servir para obtener valo- 
res aproximados de la funcion en puntos cercanos. 

La tangente a la grafica y = f(x) en x = a describe el comportamiento de dicha grafica cerca 
del punto P = (a, f(a)), mejor que cualquier otra linea recta que pase por P, porque pasa por 
dicho punto en la misma direccion que la curva y = f(x) (cease la Figura 4.56). Explotaremos 
este hecho utilizando la altura hasta la tangente para calcular valores aproximados de f(x) para 
valores dex cercanos a a. La ecuacion de la recta tangente esy = f(a) + f'(a)(x - a). 



Figura 4.56 Linealizacion de la funcion f alrededor de a. 


Denominaremos al miembro derecho de esta ecuacion linealizacion de f alrededor de a (o linea- 
Iizacion de f(x) en x = a). 

DEFINICION 8 

La linealizacion de la funcion f alrededor de a es la funcion L definida como 

L(x) = f(a) + f'(a)(x - a) 

Se dice que f(x) « L(x) = f(a) + f'(a)(x - a) proporciona una aproximacion lineal de los 
valores de f cerca de a. 


Ejemplo 1 


Calcule linealizaciones de (a) f(x) = Jl + x en x = 0 y (b) git) 


1 /t en t = 1/2. 


Solucion 

(a) Tenemos que f( 0) = 1 y, como f'(x) = 1/(2^1 + x), f'(0) = 1/2. La linealizacion de f cerca del 0 es 

L(x) = 1 + | (x - 0) = 1 + ^ 
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(b) Tenemos que g(l/2) = 2 y, como g'(t) = -1/f 2 , g'(l/2) = -4. La linealizacion de g(t) en t = 1/2 es 

L(t) = 2 - 4^-^) = 4-4t 


Aproximacion de valores de funciones 

Ya hemos utilizado la linealizacion en la Seccion 2.7, donde se disfrazo como la formula 

dy 

Ay « — Ax 
dx 

y se empleo para aproximar un pequeno cambio Ay = f(a + Ax) - f (a) en los valores de la fun- 
cion f correspond! ente a un pequeno cambio en el argumento de la fund on del valor a al valor 
a + Ax. Esto es exactamente la aproximacion lineal 

f(a + Ax) «f(a) + f'(a)Ax 


Ejemplo 2 


Una bola de hielo se funde de forma que su radio disminuye de 5 cm a 4.92 cm. iCuanto 
disminuye aproximadamente el volumen de la bola? 


Solucion El volumen \J de una bola de radio r se expresa como V = - nr 3 , por lo que 


AV 


n(3r )Ar = \nr Ar 


Para r = 5 y Ar = -0.08 tenemos que 

AV » 4te(5 2 )( — 0.08) = -8 rc« -25.13 
El volumen de la bola disminuye aproximadamente 25 cm 3 . 


El siguiente ejemplo ilustra el uso de la linealizacion para obtener un valor aproximado de una 
funcion cerca de un punto cuando se conocen los valores de la funcion y de su derivada. 


Ejemplo 3 


Utilice la linealizacion de 


Jx en x = 25 para obtener un valor aproximado de ^/26. 


Solucion Si f(x) = Jx, entonces f'(x) = l/(2 N /x). Como sabemos que f(25) = 5 y f'(25) = 1/10, la li¬ 
nealizacion de f(x) en x = 25 es 


L(x) = 5 + - ] -(x-25) 


Haciendo x = 26 se obtiene 


^26 = f (26) « 1(26) = 5 + — (26 - 25) = 5.1 


Si se utiliza la funcion rafz cuadrada de una calculadora se puede obtener el «verdadero valor» de 
^26 (realmente, solo otra aproximacion, aunque presumiblemente mejor): ^26 = 5.099 019 5..., 
pero si tenemos una calculadora no se necesita la primera aproximacion. Las aproximaciones son 
utiles cuando no es facil obtener el valor verdadero. Sin embargo, si no conocemos el valor ver- 
dadero, al menos nos gustaria disponer de alguna forma de determinar la calidad de la aproxima¬ 
cion, es decir, desearfamos conocer una estimation del error. Despues de todo, cualquier nume- 
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ro es un aproximacion de ^26, pero el error puede ser inaceptablemente grande. Por ejemplo, el 
tamano del error en la aproximacion ^/26 x 1 000 000 es mayor que 999 994. 

Analisis del error 

En cualquier aproximacion, se define el error como 

error = valor verdadero - valor aproximado 

Si la linealizacion de f alrededor de a se usa para aproximar f(x) en x = a, es decir, 

fix) «L(x) = f(a) + f'(a)(x - a) 
entonces el error E(x) de esta aproximacion es 

E[x) = fix) - L(x) = fix) - f(a) - f'(a)(x - a) 

Es la distancia vertical en x entre la grafica de f y la tangente a esa grafica en x = a, como se 
muestra en la Figura 4.57. Observese que si x esta «cerca de» a, entonces E(x) sera pequeno 
comparado con la distancia horizontal entre x y a. 



Figura 4.57 f(x) y su Iinealizacion 
L (x) en x = a. £(x) es el error de la 
aproximacion f(x) « L(x). 


El siguiente teorema y sus corolarios nos dan una forma de estimar este error si se conocen limi- 
tes para la segunda derivada de f. 

TEOREMA Una formula para el error de la linealizacion 

Si existe f"(t) para todo t en un intervalo que contenga a a y a x, entonces existe algun 
punto s entre a y x tal que el error E(x) = f(x) - L(x) en la aproximacion lineal 
f(x) « L(x) = f[a) + f'(a)(x - a) cumple 

E(x)= ™(x-a ) 2 
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DEMOSTRACION Supongamos quex>a (la demostracion parax<a es similar). Como 

E(t)=f[t)-m-f'(a)(t-a) 

Tenemos que E'(t ) = f'(t) - f'(a). Aplicamos el Teorema del Valor Medio Generalizado 
(Teorema 16 de la Seccion 2.6) a las dos funciones E(t) y (t - a) 2 en [a, x], Teniendo en 
cuenta que E(a) = 0, se obtiene un numero u en (a, x) tal que 

EM = EM-E(a) = E'(u) = f'(u) - f'(a) = 1 
(x - a) 2 (x - a) 2 - (a - a) 2 2 (u - a) 2 (u - a) 2 S 

para algun s en (a, u ); la ultima expresion es una consecuencia de aplicar de nuevo el Teo¬ 
rema del Valor Medio, esta vez a f en [a, u]. Entonces, 

como se queria demostrar. 


Los tres corolarios siguientes son consecuencias inmediatas del Teorema 9. 

Corolario A. Si f"(t ) tiene signo constante (es decir, es siempre positivo o siempre negativo) 
entre a y x, entonces el error E(x) en la aproximacion lineal f(x) »L(x) en el Teorema tiene ese 
mismo signo; si f"(t) > 0 entre a y x, entonces f(x) > L(x); si f"(t) < 0 entre a y x, entonces 
f(x) < L(x). 

Corolario B. Si \f"(t) \ < K para todo t entre a y x, entonces |E(x)| < (K/ 2)(x - a) 2 . 

Corolario C. Si f"(t) cumple M < f"(t) < N para todo t entre a y x (siendo My N constantes), 
entonces 

M N 

L(x) + — (x - a) 2 < f(x) < L(x) + — (x — a) 2 

Si M y N tienen el mismo signo, una aproximacion mejor a f(x) es el punto medio de este inter¬ 
val que contiene a f(x): 

M +N 

fM~L (x) H--— (x - a) 2 

Para esta aproximacion el error es menor que la mitad de la longitud del intervalo: 

N - M , . 

IError| <—-— (x - a) 2 


Ejemplo 4 


_ Determine el signo y estime el tamano del error en la aproximacion ^726 « 5.1 obtenida 

en el Ejemplo 3. Obtenga a continuacion un intervalo en el que pueda asegurar que esta ^26. 

Solucion Para f(t) = t 1/2 , tenemos que 


C(t) = § f 1/2 


f"(t) =--t 


- 3/2 


Para 25 < t < 26, tenemos que f"(t) < 0, por lo que ^26 = f(26) < L (26) = 5.1. Ademas, 
t 3/2 > 25 3/2 = 125, por lo que |f"(t)| < (1/4)(1/125) = 1/500) y 


|E(26)| < ^ x 


1 

500 


x (26 - 25) 2 = 


1 

1000 


0.001 


Por tanto, f(26) > L(26) - 0.001 = 5.099 y ^26 esta en el intervalo (5.099, 5.1). 
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Observation Se puede utilizar el Corolario C del Teorema 9 y el hecho de que ^26 < 5.1 
para calcular un intervalo mejor (es decir, mas pequeno) que contenga a ^26 de la siguiente 
forma. Si 25 < t < 26, entonces 125 = 25 3/2 < t 3/2 < 26 3/2 < 5.1 3 . Por tanto, 


M = - 


1 

4 x 125 


< f"(t ) < 


1 

4 x 5.1 3 


= N 


y26*U26) + M 4 A/ =5.1- 1 


1 


+ 


1 


|Error| < 


N - M 1 


1 


4\4xl25 4 x 5.1 

+ ) « 0.000 028 8 


4 16V 5.1 3 ' 125 / 

Entonces ^26 esta en el intervalo (5.099 00, 5.099 06). 


5.099 028 8 


Ejemplo 5 


_ Utilice una Iinealizacion adecuada para obtener un valor aproximado de cos(36°) = cos (nf 

5). iEs el verdadero valor mayor o menor que la aproximacion? Estime el tamano del error y proporcione 
un intervalo en el que pueda asegurar que esta cos(36°). 


Solution Sea f(t) = cost, de forma que f'(t) = -sent y f"(t) = -cost. El valor de a mas proximo a 
36° para el que conocemos cosa es a = 30° = n/6, por lo que utilizamos la linealizacion alrededor de ese 
punto: 


L(x) = cos - 
6 


71 


71 


sen - x - - = 


73 1 


r X -- 


Como (n/5) - (n/6) = 7r/30, nuestra aproximacion es 


cos (36°) = cos - « L 


ttA 73 1 


2 V 30 


0.813 67 


Si ( 71 / 6 ) < t < (n/5), entonces f"(t) < 0 y |f"(t)| < cos ( 71 / 6 ) = y/3/2. Por tanto, cos (36°) < 0.813 67 y 

7 n N 

v30. 


73 f 71 \ 2 

|E(36°)| < 7— ( — ) < 0.004 75 


Por tanto, 0.813 67 - 0.004 75 < cos(36°) < 0.813 67, por lo que cos(36°) esta en el intervalo (0.808 92, 
0.813 67). 


Observation El error en la linealizacion de f(x) en x = a se puede interpretar en terminos de 
diferenciales (vease la Seccion 2.2) de la siguiente forma. Si Ax = dx = x - a, entonces el cam- 
bio en f(x) cuando pasamos de x = a a x = a + Ax es f(a + Ax) - f(a) = Ay, y el correspon- 
diente cambio en la linealizacion L(x) es f'(a)(x - a) = f'(a)dx, que es justamente el valor de 
x = a del diferencial dy = f'(x)dx. Por tanto, 


E (x) = Ay - dy 

El error E(x) es pequeno comparado con Ax cuando Ax tiende a 0, como se puede ver en la Fi- 
gura 4.57, De hecho, 


lim 

Ax-*0 


Ay - dy |jm fty_dy\ d y_dy = Q 
Ax Ax->o \Ax dx dx dx 


Si |f"(t)| sc K (constante) cerca de t = a, se puede realizar una aseveracion mas fuerte: 


Ay - dy 


E(x) 

(Ax) 2 


(Ax) 2 


K 

sc -, por tanto, 


I Ay - dy| ^ (Ax) 2 
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Ejercicios 4.7 


En los Ejercicios 1-10, calcule la linealizacion de las 

funciones dadas alrededor de los puntos dados. 

1. x 2 alrededor de x = 3 

2. x -3 alrededor de x = 2 

3. J 4-x alrededor de x = 0 

4. Jl + x 2 alrededor de x = 1 

5. 1/(1 + x 2 ) alrededor de x = 2 

6. l/Jx alrededor de x = 4 

7. senx alrededor dex = n 

8. cos(2x) alrededor de x = 7r/3 

9. sen 2 x alrededor de x = tc/6 

10. tanx alrededor de x = n/A 

11. iCuanto crece aproximadamente el area de un cuadrado 
si la longitud de su lado pasa de 10 cm a 10.4 cm? 

12. iCuanto hay que reducir aproximadamente la longitud 
del lado de un cubo que mide 20 cm para reducir el 
volumen de dicho cubo en 12 cm 3 ? 

13. Una nave espacial orbita la tierra a una distancia de 
4100 millas desde su centra. iCuanto disminuira la 
circunferencia de su orbita si su radio disminuye en 10 
millas? 

14. (Aceleracion de la gravedad) La aceleracion a de la 
gravedad a una altitud de h millas sobre la superficie 
de la tierra se puede expresar como 


siendo g x 32 pies/s 2 la aceleracion en la superficie de 
la tierra y R x 3960 millas el radio de la tierra. iEn 
que porcentaje disminuira a si h crece desde 0 hasta 10 
millas? 

En los Ejercicios 15-22, utilice una linealizacion adecuada 
para aproximar el valor indicado. Determine el signo del 
error y estime su tamano. Utilice esta informacion para 


especificar un intervalo en el que se pueda asegurar que 
este el valor. 


15. 

^50 

16. 


17. 

^85 

18. 

1 

2.003 




n 

19. 

cos 46° 

20. 

sen - 

21. 

sen(3.14) 

22. 

sen 33° 


Utilice el Corolario C del Teorema 9 de la manera que 

sugiere la observacion que sigue al Ejemplo 4 para obtener 

mejores intervalos y mejores aproximaciones a los valores 

de los Ejercicios 23-26. 

23. ^50 a partir de la primera aproximacion del Ejercicio 15. 

24. ^47 a partir de la primera aproximacion del Ejercicio 16. 

25. cos36° a partir de la primera aproximacion del 
Ejemplo 5. 

26. sen 33° a partir de la primera aproximacion del 
Ejercicio 22. 

27. Si f(2) = 4, f'(2) = -1 y 0 *5 f"(x) «; 1/x para x > 0, 
calcule el minimo intervalo en el que se pueda asegurar 
que esta f (3). 

1 1 

28. Si f (2) = 4, f'(2) = -1 y — < f"(x) s: - para 

2x x 

2 <x ^ 3, calcule la mejor aproximacion posible para 
f( 3). 

29. Si g[2) = 1, g'(2) = 2 y |g"(x)| < 1 + (x - 2) 2 para 
todo x > 0, calcule la mejor aproximacion posible para 
g(1.8). iComo puede ser de grande el error? 

30. Demuestre que la linealizacion de sent) en 9 = 0 es 
L(6) = 0. iComo puede ser de grande el error 
porcentual en la aproximacion sent) x 9 si |0| es 
menor que 17°? 

31. Un globo esferico se infla de forma que su radio crece 
desde 20 cm a 20.20 cm en un minuto. iCuanto ha 
crecido aproximadamente su volumen en ese minuto? 


Polinomios de Taylor 


La linealizacion de la funcion f(x) en x = a, es decir, la funcion lineal 

Pi(x) = L[x) = f(a) + f'(a)(x - a) 

describe el comportamiento de f cerca de a mejor que cualquier otro polinomio de grado 1 por- 
que tanto P 1 como f tienen el mismo valor y la misma derivada en a: 

P 1 (a)=f(a) y Pi(a) = f'(a) 
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Se utiliza el simbolo P 3 en vez de L para subrayar el hecho de que la linealizacion es un polino- 
mio de grado maximo 1. 

Se pueden obtener mejores aproximaciones a f(x) utilizando polinomios de segundo grado o 
de grado superior y ajustando mas derivadas en x = a. Por ejemplo, si f es dos veces diferencia- 
ble cerca de a, entonces el polinomio 


P 2 (x) = f(a) + f'(a)(x - a) + 


f"(a) 


(x - a) 2 


cumple P 2 (a) = f(a), P 2 (a) = f'(a) y P 2 (a) = f"(a) y describe el comportamiento de f alrededor 
de a mejor que cualquier otro polinomio de grado maximo 2. 

En general, si f (n) (x) existe en un intervalo abierto que contiene a x = a, entonces el poli¬ 
nomio 


P n (x) = f(a) + (x - a) + (x - a) 2 


+ 


1 ! 2 ! 

^(*-a)3 + ... + ^(x-ar 


se ajusta a f y a sus n primeras derivadas en x = a, 

P„(a)=f(a), P;(a) = f'(a). P^ia) = f ( "Ha) 


y, por tanto, describe el comportamiento de f(x) cerca dex = a mejor que cualquier otro polino¬ 
mio de grado maximo n. P„ se denomina polinomio de Taylor de orden n para f alrededor 
de a (los polinomios de Taylor alrededor de 0 se denominan generalmente polinomios de Ma- 
claurin) . El polinomio de Taylor de orden 0 para f alrededor de a es la funcion constante a 
P 0 (x) = f(a). El polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a se denomina a veces poli¬ 
nomio de Taylor de grado n, pero su grado sera en realidad menor quen si f (n) (a) = 0. 


Ejemplo 1 


Calcule los siguientes polinomios de Taylor: 

(a) P 2 (x) para f(x) = Jx cerca de x = 25. 

(b) P 3 (x) para g(x) = Inx cerca de x = e. 

Solucion (a) f'(x) = (l/2)x 1/2 , f"(x) = -(l/4)x * 3/2 . Por tanto, 

P 2 (x) = T(25) + f'(25)(x - 25) + (x - 25) 2 


^ + - ( x- 2 5) 

1 1 2 

(b) g'(x) = -, g"(x) = - ^, g"'(x) = Por tanto, 

X X X 


1000 


(x-25) 2 


g"(e) , g'"(e) , 

P 3 (x) = g(e) + g'(e)(x - e) + (x - e) 2 + (x - e) 3 


2 ! 


3! 


1 1 , 1 , 
= 1 + - (x - e) - —j (x - e) 2 + (x - e) 3 
e 2e 2 3e J 


Ejemplo 2 


Calcule el polinomio de M aclaurin de orden n P n (x) para e x . Utilice P 0 (l), P i(l), P 2 (l), ■■■ 
para calcular valores aproximados de e = e 1 . Detengase cuando piense que tiene tres cifras decimales co- 
rrectas. 
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Solucion Como todas las derivadas de e x valen e x , y por tanto valen uno en x 
M aclaurin de orden n para e x (es decir, el polinomio de Taylor en x = 0) es 


x x x 

P„(x) = 1+ - + - + - 


x n 

n\ 


0, el polinomio de 


Por tanto, tenemos para x = 1, anadiendo un termino mas en cada paso: 

p 0 (i) = i 

P 1 (l) = l + ^ = 2 

P 2 (1) = P 1 (1) + ^ = P 1 (1) + ^ = 2.5 

P 3 (l) =P 2 (1) +4 = P 2 (D + ^ = 2.6666 
3! 6 

P 4 ( 1) = P 3 { 1) + ^ = P 3 ( 1) + ^ = 2.7083 

P 5 (l) = P 4 (l) + ^ = P 4 ( 1) + = 2.7166 

P 6 (l) = P 5 (l) + ^ = P 5 ( 1) + = 2.7180 

6 ! 720 

P 7 (1)=P 6 (1)+^ = P 6 (1) + 5 ^ 0 = 2.7182 

Parece que e « 2.718 con una precision de tres cifras decimales. En el Ejemplo 5 posterior verificaremos 
que de hecho P 7 (l) produce mucha mayor precision. Las graficas de e x y de sus cuatro primeros polinomios 
de M aclaurin se muestran en la Figura 4.58. 



Ejemplo 3 


despues los poli 


Calcule los polinomios de M aclaurin P^x), P 2 (x), P 3 (x) y P 4 (x) para f(x) = senx. Escriba 
nomios generales de M aclaurin P 2n _ 3 (x) y P 2n (x) para esa funcion. 
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Solucion Tenemos que f'(x) = cosx, f"(x) = -senx, f"'(x) = -cosx y f (4) (x) = senx = f(x), por lo 
que el patron se repite para derivadas superiores. Como 

f(0) = 0, f"( 0) = 0, f (4) (0) = 0, f (6) = 0 

f'(0) = l f'"(0)=-l f (4) ( 0) = 1, f (7) =-l 

tenemos que 

PM = 0 + x = x 

P 2 (x) = 0 + x + ^x 2 = x = P 1 (x) 

1 , X 3 

P 3 (x) = 0 + x + 0--x 3 = x-- 

1,0, x 3 

P 4 (x) = 0 + x + 0- — x 3 + — x 4 = x- — = PM 


En general, f (2n 1) (0) 


= (-l) n 1 y f (2n) (0) = 0, por lo que 
X 3 

P 2n -i(x) = P 2n (x) = X - — + - - ••• + (-l) n_1 


x 2 "- 1 
(2n 1)! 


Formula de Taylor 

El siguiente teorema proporciona una formula para el error en una aproximacion de Taylor 
f(x) « P„(x), similar a la proporcionada para la aproximacion lineal en el Teorema 9. 


TEOREMA m Teorema de Taylor 

Si la derivada de orden (n + 1), f (n+1) (t), existe para todo ten un intervalo que contiene a 
a y a x, y si P n (x) es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, es decir, 

f"( a ) f(n)( a ) 

P n [x) = f(a) + f'(a)(x - a) + 2j (x - a) 2 + ••• + (x - a) n 

entonces el error E n (x) = f(x) - P n (x) en la aproximacion f[x) « P n (x) se expresa como 

f (n+1) (s) 

£ " w = (TTT)[ (x - 8) 

siendo s un numero entre a y x. La formula resultante 

f"(a) f(n)( a ) 

fix) = f(a) + f'(a)(x - a) + —- (x - a) 2 + ••• + ——- (x - a) n 


+ (n + 1)! X S) 


2! ' n! 

para algun s entre a y x 


se denomina formula de Taylor con resto de Lagrange. El termino del resto de Lagran¬ 
ge es la formula explfcita dada anteriormente para E n (x). 





310 CALCULO 


Notese que el termino de error (resto de Lagrange) en la formula de Taylor se parece al 
siguiente termino del polinomio de Taylor si continuaramos dicho polinomio para incluir 
un termino mas (de grado n + 1) EXCEPTO porque la derivada f (n+1> no se evalua en a, 
sino en al gun punto c (en general desconocido) entre a y x. Esto facilita recordar la for¬ 
mula de Taylor. 


DEMOSTRACION Observese que el caso n = 0 de la formula de Taylor, concreta- 
mente, 

fix) = P 0 M +E 0 (x) = f(a) + (x - a) 

esjustamente el Teorema del Valor Medio 
fix) ~ f(a) (il , 

- -= f [s) para al gun s entre a y x 

X d 

Notese tambien que el caso n = 1 es justamente la formula del error para la linealizacion 
dada en el Teorema 9. 

Completaremos la demostracion para valores de n mayores utilizando induccion mate- 
matica ivease la demostracion del Teorema 2 en la Seccion 2.3). Supongamos entonces 
que ya hemos demostrado el caso n = k - 1, donde k ^ 2 es un entero. Esto es, estamos 
suponiendo que si f es una f unci on cualquiera cuya /c-esima derivada existe en un interva- 
lo que contiene a a y a x, entonces 

c , , flk> M , 

Ek-iM = —fi— ix-a) k 

siendo s al gun numero entre a y x. Consideremos el caso siguiente n = k. Como en la de¬ 
mostracion del Teorema 9, suponemos quex > a (el caso x < a es similar) y aplicamos el 
Teorema del Valor M edio Generalizado a las funciones E k (t) y (t - a) fc+1 en [a, x], Como 
E k (a) = 0, obtenemos un numero u en el intervalo (a, x) tal que 

E k ix) E k (k) - E k (a) E' k (u) 

(x - a) k+1 (x - a) k+1 - (a - a) k+1 (k + l)(u - a) k 


Ahora 


d ( f"(d) 

E'kiu) = jd fit) ~ fia) ~ f'ia)it - a) - it - a) 2 


f ik] ia) 


it-a) 1 


f (k \a) 


= f'iu) - fia) - f"ia)iu - a) - - - ^ (u - a) k ~' 


Esta ultima expresion es justamente E k _ 1 [u) para la f unci on f en vez de f. Por el supues- 
to de induccion es igual a 

if') (k) is), , k f (k+1) is) . . k 

— (u - a) = —fcj— (u - a) 

para algun valor s entre a y u. Por tanto, 


em= wt w (x_sri 
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Hemos demostrado que el caso n = k del Teorema de Taylor es verdadero si el caso 
n = k - 1 es verdadero, lo que completa la demostracion por induccion. 


Observation Para cualquier valor de x para el que lim^^E^x) = 0 podemos asegurar que 
la aproximacion de Taylor f(x) « P n (x) estara tan cerca como deseemos escogiendo n suficiente- 
mente grande. 


Utilice el polinomio de Taylor de segundo orden para Jx alrededor dex = 25 obtenido en 
el Ejemplo 1(a) para aproximar ^/26. Estime el tamano del error y especifique un intervalo en el que pueda 
asegurar que se encuentra ^26. 

Solucion En el Ejemplo 1(a) calculamos f"(x) = ~(l/4)x“ 3/2 y obtuvimosel polinomio de Taylor 

P 2 (X) = 5 + ^ (x - 25) - —^ (x - 25) 2 


La aproximacion requerida es 

n/ 26 = f (26) « P 2 (26) = 5 + ^ (26 - 25) - ^ (26 - 25) 2 = 5.099 
Ahora f"'(x) = (3/8)x~ 5/2 . Para 25 < s < 26 tenemos que 


I f"'(s) | <-= -= - 

1 1 ^ 8 25 5/2 8 x 3125 25 000 


Por tanto, el error de la aproximacion cumple 


|E 2 (26)| ^ -J -—- (26 - 25) 3 = —= 0.00002 
25 000 x 6 50 000 


Entonces, ^26 esta en el intervalo (5.09898, 5.09902). 


Utilice el Teorema de Taylor para confirmar que el polinomio de M aclaurin P 7 (x) para e x 
es suficiente para calcular el numero e con una precision de tres cifras decimales, como se indica en el 
Ejemplo 2. 

Solucion El error en la aproximacion e x « P n (x) cumple 

e s 

E n (x) = - -— x n + 1 , para algun s entre 0 y x 

(n + 1 )! 

Si x = 1, entonces 0 < s < 1, por lo que e s < e < 3 y 0 < E„(l) < 3/(n + 1)!. Para obtener una aproxima¬ 
cion de e = e 1 con una exactitud de tres cifras decimales, es necesario que E n (l) < 0.0005. Como 
3/(8!) = 3/40 320 « 0.000 074, pero 3/(7!) = 3/5040 « 0.000 59 podemos estar seguros de que n = 7 cum- 
plira, pero no podemos asegurar que lo cumplira n = 6: 


111111 

e * 1 + 1 + ^ + ^ + ^ + ^ + ^ + ^* 2 ' 7183 * 2 ' 718 


con una exactitud de tres cifras decimales. 
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Notacion O 


DEFINICION 9 

Se escribe f (x) =0 (u(x)) cuando x -*•a si 

|f(x)| <K|u(x)| 

se cumple para alguna constante K en algun intervalo abierto que contiene a x = a. 

De forma similar, f(x) = g(x) + 0(u(x )) cuando x-» a si f(x) - g(x) = 0(u(x)) cuando 
x->a, es decir, si 

|f(x) - g(x)| </C|u(x)| cerca de a 


Por ejemplo, senx = 0(x) cuando x^O porque |senx| sc |x| cerca de 0. 

A partir de la definicion se pueden deducir las siguientes propiedades de la notacion 0: 

(i) Si f(x) =0(u(x)) cuando x->a, entonces C f(x) =0(u(x)) cuando x^a para cualquier 
constante C. 

(ii) Si f(x)=0(u(x )) cuando x^a y g(x) = 0(u(x)) cuando x^a, entonces 

f(x) + g(x) = 0(u(x)) cuando x->a. 

(iii) Si f(x) =0((x - a) k u(x)) cuando x->a, entonces f(x)/(x - a) k = 0(u(x)) cuando x^a 
para cualquier constante k. 

El Teorema de Taylor dice que si f (n+1) (t) existe en un intervalo que contiene a a y a x, y si 
P n es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, entonces, cuando x^a, 

f[x) = P n (x) + 0((x - a) n+1 ) 

Esto es una afirmacion sobre la rapidez con que la grafica del polinomio de Taylor P n (x ) se acer- 
ca a la de f(x) cuando x->a, La distancia vertical entre las graficas disminuye tan rapidamente 
como |x - a| n+1 . El siguiente teorema demuestra que el polinomio de Taylor P n (x) es el unico 
polinomio de grado maximo n cuya grafica se aproxima a la grafica de f(x) con esa rapidez. 

TEOREMA Si f(x) = Q n (x) + 0((x - a) n + 1 ) cuando x ->a, siendo Q n un polinomio de grado maximo 
n, entonces Q n (x) = P n (x), es decir, Q n es el polinomio de Taylor para f(x) en x = a. 

DEMOSTRACION Sea P n el polinomio de Taylor. Entonces las propiedades (i) y (ii) 
de la notacion 0 implican que R n (x) = Q n (x) - P n (x) = 0((x - a) n+1 ) cuando x->a. 
Queremos demostrar que R n (x) es identicamente cero de forma que Q„(x) = P n (x) para to- 
do x. Sustituyendo x por a + (x - a) y desarrolIando las potencias, podemos escribir R n (x) 
en la forma 

R n (x) =c 0 + Ci(x - a) + c 2 (x - a) 2 + ••• + c n (x - a) n 

Si R n (x) no es identicamente nulo, entonces existe un minimo coeficiente c k (k ^ n) tal que 
c k ^ 0, pero Cj = 0 para 0 ^ j ^ k - 1. Por tanto, 

R„M = (x - a) k (c k + c k+1 (x - a) + ••• + c n (x - a) n ~ k ) 

Por lo tanto, lim x _ a R n (x)/(x - a) k = c k / 0. Sin embargo, por la propiedad (iii) anterior 
tenemos que R n (x)/(x - a) k =0 ((x - a) n+1 ~ k ). Como n + 1 - k > 0, esto indica que 
R n (x)/(x- a) k ->0 cuando x->a. Esta contradiccion demuestra que R n (x) debe ser identi¬ 
camente nulo. Por tanto, Q n (x) = P n (x) para todo x. 
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La Tabla 4 contiene las formulas de Taylor alrededor del 0 (formulas de M aclaurin) para algunas 
funciones elementales, con terminos de error expresados utilizando la notacion 0. 


Tabla 4. Algunas formulas de M aclaurin con terminos de error expresados 
mediante la notacion 0 


Cuando x -> 0: 

(a) 

x 2 x 3 

e x = l + x + — + — + ••• + 

x” 

- + 0 (x n + 1 ) 
n! 

(b) 

x 2 x 4 

C0SX = 1 ^ + ^~'" + ( 

-D n + O (x 2n+2 ) 

(2n)l 

(c) 

X 3 X 5 

senx = x-- + --... + ( 

x 2n+1 

- ll "(2 n + l)! +OI ’ ,i "" 1 

(d) 

--= l + x + x 2 + x 3 + •• 

1 - X 

■ + x" + 0 (x n + 1 ) 

(e) 

X 2 X 3 

in(l + x) =x ~y + y- 

x" 

+ (-l) n_1 - + 0 (x n+1 ) 
n 

(f) 

X 3 X 5 

tan- 1 x = x-y+ y- - + 

x 2n + 1 

(-1)"—- + 0 (x 2n + 3 ) 

2n + 1 


Es conveniente recordar las expresiones anteriores. Las tres primeras se pueden obtener facil- 
mente utilizando la formula de Taylor con el resto de Lagrange. Las otras tres requieren un es- 
fuerzo mayor para verificarlas para un valor de n general. En la Seccion 9.6 volveremos a los 
polinomios de Taylor y M aclaurin en el contexto de las series de Taylor y M aclaurin. En ese 
momento dispondremos de mejores medios para establecer esos resultados. La necesidad de cal- 
cular derivadas de orden superior puede hacer diffcil el uso de la formula de Taylor, excepto pa¬ 
ra las funciones mas simples. 

La importancia real del Teorema 11 es que nos permite obtener polinomios de Taylor para 
nuevas funciones combinando otros ya conocidos. Mientras el termino de error sea de mayor 
grado que el orden del polinomio obtenido, este debe ser un polinomio de Taylor. Ilustraremos 
esto con algunos ejemplos. 




314 CALCULO 


Ejemplo 7 


Obtenga el polinomio deTaylor de orden tres para e 2x en x = 1 a partir del correspondien- 
te polinomio de M aclaurin para e x (de la Tabla 4). 

Solucion Escribiendo x = 1 + (x - 1), tenemos que 


e 2x = e 2 + 2(x —1) = e 2g2(x-l) 


= e 


2 2 (x l) 2 2 3 (x - l) 3 

1 + 2(x - 1) +---+---+ 0((x - l) 4 ) 


cuando x-> 1. Por el Teorema 11, el polinomio de Taylor P 3 (x) para e en x = 1 debe ser 

4e 2 

P 3 (x) = e 2 + 2e 2 (x - 1) + 2e 2 (x - l) 2 + — (x - l) 3 


Ejemplo 8 


Utilice la formula de Taylor para In (1 + x) (de la Tabla 4) para calcular el polinomio de 
Taylor P 3 (x) para Inx en x = e (esto proporciona una alternativa a utilizar la definicion de polinomios de 
Taylor tal como se hizo para resolver el mismo problema en el Ejemplo 1(b)). 


Solucion Tenemos que x = e + (x - e) = e(l + t) siendo t = (x - e)/e. Como x ■ 
por lo que 

t t 2 t 3 

lnx = lne + ln(l + f) = lne + -- - + - + 0(f 4 ) 


■ e tenemos que t-> 0, 


= 1 


x - e 


1 /x - e 

2 


1 /x - e 
3 


+ 0((x - e) 4 ) 


Por tanto, por el Teorema 11, 


P 3 M = 1 + 





Ejercicios 4.8 


Calcule los polinomios de Taylor que se indican para las 
funciones de los Ejercicios 1-8 utilizando la definicion de 
polinomio de Taylor. 

1. Para e " x alrededor de x = 0, orden 4. 

2. Para cosx alrededor de x = n/4, orden 3. 

3. Para Inx alrededor de x = 2, orden 4. 

4. Para secx alrededor de x = 0, orden 3. 

5. Para ^x alrededor de x = 4, orden 3. 

6 . Para 1/(1 - x) alrededor de x = 0, orden n. 

7. Para 1/(2 + x) alrededor de x = 1, orden n. 

8 . Para sen (2x) alrededor x = n/2, orden 2 n - 1. 

En los Ejercicios 9-14, utilice el polinomio de orden 2, 
P 2 (x), para las funciones dadas alrededor del punto 
especificado, para aproximar los valores indicados. Estime 
el error, y escriba el minimo intervalo que se pueda 
asegurar que contiene el valor. 


9. f(x) = x 1/3 alrededor de 8; aproxime 9 1/3 . 

10. f(x) = y/x alrededor de 64; aproxime v /61. 

1 1 

11. f(x) = - alrededor de 1; aproxime 

12. f(x) = tan _1 x alrededor de 1; aproxime tan _ 1 (0.97). 

13. f(x) = e x alrededor de 0; aproxime e 05 . 

14. f(x) = senx alrededor 7t/4; aproxime sen (47°). 

En los Ejercicios 15-20, escriba las formulas de Taylor para 
los casos indicados para las funciones dadas. iCual es el 
resto de Lagrange en cada caso? 

15. f(x) = senx, a = 0, n = 7 

16. f(x) = cosx, a = 0, n = 6 

17. f(x) = senx, a = 7t/4, n = 4 

1 

18. f(x) = --, a = 0, n = 6 

1 - x 
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19. f(x) = Inx, a = 1, n = 6 

20 . f(x) = tanx, a = 0, n = 3 

Calcule los polinomios de Taylor que se piden en los 

Ejercicios 21-26, utilizando polinomios de Taylor o 

M aclaurin conocidos y cambiando las variables, como se 

hizo en los Ejemplos 6-8. 

21 . P 3 (x) para e 3x alrededor dex = -1. 

22 . P s (x) para e "* 2 alrededor de x = 0. 

23. P 4 (x) para sen 2 x alrededor de x = 0. Sugerencia : 

, l-cos2 x 
sen x x =---. 

24. P 5 (x) para senx alrededor de x = n. 

25. P 6 (x) para 1/(1 + 2x 2 ) alrededor de x = 0. 

26. P 8 (x) para cos(3x - n) alrededor dex = 0. 

27. Calcule todos los polinomios de M aclaurin P n (x) para 
fix) = x 3 . 

28. Calcule todos los polinomios de Taylor P n (x) para 
f (x) = x 3 en x = 1. 

29. Calcule el polinomio de M aclaurin P 2n + iM para 
senhx combinando adecuadamente en los polinomios 
para e x y e _x . 


32. Escriba la forma general de la formula de Taylor para 
f(x) = senx en x = 0 con resto de Lagrange. iQue 
valor necesita tener n para asegurar que la 
correspondiente aproximacion del polinomio de Taylor 
proporcionara el seno de 1 radian con una precision de 
cinco cifras decimales? 

33. iCual es la mejor aproximacion de orden 2 a la funcion 
f(x) = (x - l) 2 en x = 0? iCual es el error de esta 
aproximacion? Responda ahora las mismas preguntas 
para g[x) = x 3 + 2x 2 + 3x + 4. iPuede ser mejorada 
(es decir, hacerse mas pequena) la constante 1/6 = 1/3! 
en la formula del error para la aproximacion de grado 2? 

34. Factorizando 1 -x n + 1 (o mediante division de 
polinomios), demuestre que 

1 x n + 1 

-= 1 + x + x 2 + x 3 + •■• + x" +- (*) 

1 - x 1 - x 


A continuacion demuestre que si |x|<K <1, entonces 


Esto implica que x n + 1 /(l - x) = 0(x n + 1 ) cuando 
x -> 0 y confirma la formula (d) de la Tabla 4. iQue 
dice entonces el Teorema 11 sobre el polinomio de 
M aclaurin de orden n para 1/(1 - x)? 


30. Combinando adecuadamente los polinomios de 
M aclaurin para In (1 + x) y In (1 - x), obtenga el 
polinomio de M aclaurin de orden 2n + 1 para 

i 1 /I + x 

tanh 3 (x) = -ln -- 

2 \1 - x 

31. Escriba la formula de Taylor para f(x) = e " x con 

a = 0 y utilicela para calcular 1/e con una precision de 
cinco cifras decimales (se puede utilizar una 
calculadora, pero no su funcion e x ). 


*35. Diferenciando la identidad (*) del Ejercicio 34 y 
sustituyendo despues n por n + 1, demuestre que 


1 

(1 - x) 2 


= 1 


2x + 3x 2 + 
n + 2 

+ 


• + (n + l)x" 
(n + l)x 


.n+l 


(1-x) 2 


Utilice despues el Teorema 11 para determinar el 
n-esimo polinomio de M aclaurin para 1/(1 - x) 2 . 


E 


Formas indeterminadas 

En la Seccion 2.5 demostramos que 


x-0 x 

Esto no se puede ver inmediatamente sustituyendo x = 0 en la funcion (senx)/x, ya que tanto 
senx como x valen cero en x = 0. (senx)/x se denomina forma indeterminada del tipo [0/0] en 
x = 0. El limite de esa forma indeterminada puede ser cualquier numero. Por ejemplo, cada uno 
de los cocientes kx/x, x/x 3 y x 3 /x 2 es una forma indeterminada del tipo [0/0] en x = 0, pero 

kx x x 3 

lim — = k, linw=oo, linw = 0 

x->0 X x->0 X x~>0 X 

Existen otros tipos de formas indeterminadas. Se muestran, junto con un ejemplo de cada tipo, 
en la Tabla 5. 
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Tabla 5. Tipos de formas indeterminadas 


Tipo 

Ejemplo 

[0/0] 

senx 
lim- 

x-»0 X 

[oo/oo] 

.. In (1/x 1 2 ) 

lim -:— 

x -»0 cot (x ) 

[0-oo] 

1 

lim x In — 

x-»0+ X 

[oo — 00 ] 

lim f tan x--—) 

x—(jt/ 2 ) — \ 71 2x J 

[0°] 

lim x x 

x->0 + 

[oo°] 

lim (tan x) C0SX 
x-(*/2)- 

[l 00 ] 

lim (1 + 1 ) 

x— »co \ xj 


Las formas indeterminadas de tipo [0/0] son las mas comunes. A menudo se pueden evaluar de 
forma bastante sencilla utilizando las formulas de Taylor conocidas. 


Ejemplo 1 


Evalue lim 

x->0 


2 sen x - sen (2x) 
2 e x - 2 - 2x - x 2 ' 


Solucion Tanto el numerador como el denominador tienden a 0 cuando x^O. Sustituyamos las funcio- 
nes exponenciales y trigonometricas con sus polinomios de M aclaurin de grado tres mas los correspond!en- 
tes terminos de error utilizando la notacion 0: 


2 sen x - sen (2x) 

11 m ——-— -, 

x->o 2 e - 2 - 2x 


2 x 


= lim 

x->0 


- X 
v 3 


3! 


+ 0(x 5 ) - 2x 


2 1 


X 2 X 3 

2! + 3! 


0 (x 4 


2 3 x 3 

IT 



- 2 - 2x - x 2 


x 3 4x 3 
3 + T 


0 (x 5 


= lim 

y + 0(x 4 ) 

1 + 0(x 2 ) 1 

= lim --= T = 3 

x^o 1 v 1 

3 + ° M 3 


Observe como se han utilizado las propiedades de la notacion 0 presentadas en la seccion anterior. Necesi- 
tamos que los polinomios de M aclaurin sean al menos de grado tres porque todos los terminos de menor 

grado se cancelan en el numerador y en el denominador. 


Evalue lim 

X->1 


Inx 

x^T 


Ejemplo 2 
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Solucion Este limite es tambien de la forma [0/0], Comenzaremos por sustituir x = 1 + t. Notese que 
x ^ 1 es equivalents a t 0. A hora podemos utilizar el polinomio de M aclaurin conocido para In (1 + t ). 
Para este limite servira incluso el polinomio de grado uno P^t) = t con error 0(t 2 ). 


lim 


Inx 


= lim 


In (1 + t) 


,i x 2 -1 t~>o (i + tr- 1 


= lim 


In (1 + t) 


t + 0 (t 2 ) 

= lim —- 5 - = lim 


t^o 2 1 + t 

l + 0(t) 1 


t^o 2 1 + r 


t^o 2 + t 


Reglas de I’Hdpital 

M uchas formas indeterminadas del tipo [0/0] se pueden resolver mediante metodos algebraicos 
simples, en general simplificando factores comunes. Se pueden encontrar ejemplos en las Sec- 
ciones 1.2 y 1.3. En otros casos se puede utilizar el metodo de los polinomios de Taylor, si se 
conocen o se pueden calcular facilmente los polinomios apropiados. Desarrollaremos a continua- 
cion un tercer metodo denominado Regia de l’Hopital 1 , que se utiliza para calcular limites de 
formas indeterminadas de los tipos [oo/oo]. Los otros tipos de formas indeterminadas se pueden 
reducir generalmente a una de estas dos mediante metodos algebraicos y tomando logaritmos. 


TEOREMA ^ Primera Regia de l’Hopital 

Supongamos que las funciones f y g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que 
g'(x) / 0 en dicho intervalo. Supongamos ademas que 

(i) lim f(x) = lim g(x) = 0 y 

x->a + x->a + 


(ii) lim 

x->a + 


f'M 

g'W 


Entonces, 


L (con L finito o oo o - oo). 


lim 

x->a + 


fix) 

g(x) 


Se obtienen resultados si mi lares si cada aparicion de lim x ^ a+ se sustituye por lin\^ b _ o 
incluso lim x ^ c , siendo a < c < b. Los casos a = - oo y b = oo estan tambien permitidos. 


DEMOSTRACION Demostraremos el caso en el que interviene lim x ^ 3+ para a finito. 
Se define 

r . . ff(x) si a<x<b . fg(x) si a<x<b 

F x = 2 y Gx = „ 

(0 si x = a [0 si x = a 

Entonces F y G son continuas en el intervalo [a, x] y diferenciables el intervalo (a, x) para 
todo x perteneciente al intervalo (a, b). Por el Teorema del Valor Medio Generalizado 
(Teorema 16 de la Seccion 2.6) debe existir un numero c en el intervalo (a, x) tal que 

fix) _ F(x) _ F(x)~ F (a) _F'(c) _ f'(c) 
g(x) G(x) G (x) — G (a) G'(c) g'(c) 


1 El Marques de I'Hopital (1661-1704), de quien toman el nombre estas reglas, publico el primer libro de texto de 
calculo. El acento circunflejo (") no se empezo a utilizar en el idioma frances hasta despues de la Revolucion Francesa. El 
Marques hubiera escrito su nombre como «l'Hospital». 
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Como a <c <x, si x -> a + , entonces necesariamente c -»a + , por lo que tenemos 


lim 

x->a + 


fix) 

g(x) 


lim 

c->a + 


f'(c) 
g'ic) 


El caso en el que interviene lim x ^ b _ para b finito se demuestra de forma similar, y los 
casos en que a = - oo o b = oo se siguen de los casos que ya se han considerado reali- 
zando el cambio de variable x = l/t\ 


lim 

X—>00 


fix) 

gix) 






Ejemplo 3 


Vuelva a calcular lim 

x^l 


Solucion Tenemos que lim ,—- 

x -1 x - 1 


Inx 

~ 2 —(l/ease el Ejemplo 2). 

"O' 

0 


1 /x 1 

= lim —— = lim —-j 
x-i 2 x x-i 2 x 2 


Notese que al aplicar la Regia de I'Hopital se calcula el cociente de las derivadas, no la derivada 
del cociente. 


Este ejemplo ilustra como se realizan los calculos basados en la Regia de I'Hopital. Cuando se 
ha identificado que el limite es de la forma indeterminada [0/0], se sustituye por el limite del 
cociente de las derivadas. La existencia de este ultimo limite justifica la igualdad. Es posible que 
el limite del cociente de las derivadas sea todavfa indeterminado, en cuyo caso se puede aplicar 
una segunda vez la Regia de I'Hopital. Se puede ir aplicando asf repetidas veces hasta que final- 
mente se pueda obtener un limite, lo que justifica todas las aplicaciones anteriores de la regia. 

Observation La solucion anterior parece mas facil que la del Ejemplo 2, y podriamos estar 
tentados de pensar que las Reglas de I'Hopital son mas faciles de utilizar que los polinomios de 
Taylor. En este caso resulto mas facil porque solo tuvimos que aplicar la Regia de I'Hopital una 
sola vez. Si intentamos rehacer el Ejemplo 1 utilizando la Regia de I'Hopital, tendremos que uti¬ 
lizar dicha regia tres veces (lo que corresponde al hecho de que en el Ejemplo 1 se necesitan 
polinomios de tercer grado). 


Ejemplo 4 


2 sen x - sen (2x) 
Calcule lim —-- 

x-»o 2e 


2 - 2x - x 

Solucion Tenemos que (utilizando la Regia de I'Hopital tres veces) 

"O' 


2 sen x - sen (2x) 
hm —- 

x-»o 2e 


2 - 2x 


0 


= lim 

x->0 


2 cosx - 2cos(2x) 
2 e x - 2 - 2x 


simplificar los 2 
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= lim 


cosx - cos(2x) 


x-»o e x - 1 


todavia 


-senx + 2 sen (2x) 

= lim- - —-- todavia 

x->o e - 1 


= lim 

x->0 


-cosx + 4 cos (2x) -1 


1 


(T 
0 

= 3 


Ejemplo 5 


Calcule (a) 


2x — n 
lim -=*— 

x —»• (7 t/2) - COS^X 


(b) lim 

x^i+ Inx 


Solucion 

(a) lim 

x —*- ( 7T/2 ) - 


2x — n 
cos 2 x 

= lim 

x-(*/2)- 


y 

0 

2 

-2 senx cosx 


— 00 


(b) No se puede utilizar la Regia de I'Hopital para calcular lim x ^ 1+ x/(lnx) porque no es una forma inde- 
terminada. El denominador tiende 0 cuando x-> 1 + , pero el numerador no tiende a 0. Como Inx > 0 
para x > 1, tenemos, directamente, 


x 

lim -— =00 
x^i+ Inx 


Si hubieramos intentado utilizar la Regia de I'Hopital habriamos llegado a la respuesta erronea 
linw+ (l/(l/x))= 1. 


Ejemplo 6 


Calcule lim 

x->0 + 



Solucion La forma indeterminada en este caso es del tipo [00 - 00], a la que no se puede aplicar la 
Regia de I'Hopital. Sin embargo, se puede transformar en una forma indeterminada del tipo [0/0] tras com- 
binar las fracciones en una sola. 


lim 

x->0 + 


1 


1 


x sen x j 

sen x - x 
= lim - 

x->o+ xsenx 

cosx - 1 

= lim - 

x->o+ senx + xcosx 


OOJ 

0 

0 


- sen x - 0 

lim --= = 0 

X-+ 0 + 2cosx - xsenx 2 


Se puede obtener una version de la Regia de I'Hopital que sirve para formas indeterminadas del 
tipo [00/00]. 

TEOREMA ^ Segunda Regia de I’Hopital 

Suponga que f y g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que en dicho intervalo 
g'[x) / 0 . Suponga tambien que 
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(i) lim g(x) = + oo. 

x->a + 


(ii) lim — T = L (siendo L finito, o oo o - oo). 

x->a + g(X) 

Entonces, 


lim 

x->a + 


fix) 

g(x) 


De nuevo, se obtienen resultados similares para lim x ^ b _ y para lim x ^ c , y los casos 
a = - ooyb = oo estan permitidos. 


La demostracion de la segunda Regia de I'Hopital es tecnicamente mucho mas dificil que la de 
la primera Regia, y no la presentaremos aquf. El Ejercicio 35 al final de esta seccion da una idea 
de la demostracion. 


Observation No se debe intentar utilizar las Reglas de I'Hopital para calcular 1 1 mites que no 
sean formas indeterminadas del tipo [0/0] o [oo/oo]. Esos intentos casi siempre conducen a con- 
clusiones falsas, como se observo en el Ejemplo 5(b) anterior (en sentido estricto, la segunda Re¬ 
gia de I'Hopital se puede aplicar a la forma [a/ooj, pero no tiene sentido hacerlo si a no es infi¬ 
nite, ya que en ese caso el limite es obviamente 0). 

Observation No se puede extraer ninguna conclusion sobre limf(x)/g(x) utilizando la Re¬ 
gia de I'Hopital si lim f'(x)/g'(x) no existe. Deben utilizarse otras tecnicas. Por ejemplo, 
lim x ^ 0O (senx)/x = 0 por el Teorema del Sandwich, incluso aunque no exista lim x ^ 00 (cosx)/l. 


Ejemplo 7 


Calcule (a) 


lim 

X—>00 


y 


(b) lim x a Inx, siendo a > 0. 

x->0 + 


Solution Ambos limites se contemplan en el Teorema 5 de la Seccion 3.4. Lo resolveremos aquf me- 
diante la Regia de I'Hopital. 


(a) 


lim 

X-»00 


00 

00 


2x 

= lim 

x—, oo e 


todavia 


00 

00 


2 

= lim -j = 0 

x—> oo e 


De forma similar, se puede demostrar que \\m )( ^ m x n /& = 0 para todo entero positivo n, aplicando repetida- 
mente la Regia de I'Hopital. 

(b) lim x a lnx (a > 0) [0• (— oo)] 

x->0 + 


= lim 

x->0 + 



— 00 
00 


1/x x a 

= lim --r = lim — = 0 

x-»o+ -ax x->o+ -a 
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El modo mas facil de resolver formas indeterminadas de los tipos [0°], [oo°] y [l 00 ] es tomar 
logaritmos de las expresiones que aparecen. Los dos ejemplos siguientes ilustran la tecnica. 


Ejemplo 8 


Calcule lim x x . 

x->0 + 


Solucion Esta forma indeterminada es del tipo [0°]. Sea y = x x . Entonces, 

lim Iny = lim xlnx = 0 

X-.0 + X-.0 + 

por el Ejemplo 7(b). Entonces lim x x = lim y = e° = 1. 

x->0 x->0 + 


, 3\ x 

Calcule lim 1 + sen- . 


Ejemplo 9 


Solucion En este caso la forma indeterminada es del tipo 1°°. Sea y = j 1 + sen - ). Entonces, tomando 

x > 


logaritmos en los dos miembros, 


lim Iny = lim xIn 1 + sen 


= lim 

X—> 00 


In 1 + sen- 


[oo-0] 


1 + sen - 


cos- II 

v ' 1 


= lim 

X—> 00 


3cos- 


= lim 

X —> GO 


= 3 


1 + sen - 


Entonces lim 1 + sen- = e 


Ejercicios 4.9 


Calcule los limites de los Ejercicios 1-32. 


1 . lim 


3x 


x->o tan 4x 

sen ax 
3. lim —— 
x->o sen bx 


5. lim 


sen 


'6 tan _1 x 


2 . lim 


In (2x — 3) 


4. lim 


x->2 X - 4 

1 - cosax 


x->o 1 - cosbx 
x 1 / 3 - 1 


6 . lim 

x-l X 


: 2/3 - 1 


7. lim xcotx 

x->0 

sen 2 t 
9. lim- 

t—t — n 


8 . 

10 . 


1 - cosx 
x'-+o In (1 + x 2 ) 


lim 

x->0 


lOx - e x 


11 . 


cos3x 
lim - 

x-»tt/2 71 2x 


1 

13. lim xsen- 

x —► oo X 

x - sen x 
15. lim- 

x-»o x - tan x 

sen 2 x 

17. lim - 

x-»o+ tanx - x 

sen t 

19. lim - 

t—>7l/2 t 

21 . lim x (2 tan 3 x - n) 


12 . 

14. 


In (ex) - 1 

lim- 

x-i sen nx 

x - sen x 
lim- 5 — 

x->0 X 


2 - x 2 - 2 cosx 
16. lim- t- 

x->0 X 

I n sen r 
18. lim - 

r-.ii/2 COS r 

arccosx 
20 . lim - 

x-i- x-l 


22 . lim (sec t - tan t) 

tMn/2)- 
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(1 1 

23. I i m -— —r t 


t-o V t te° 


*25. lim (escx) sen x 

x->0 + 

3 sen t - sen 3 1 

*27. lim- 

t-»o 3 tan t — tan 3t 


*29. lim (cos2t) 1/p 
t-*o 

In sen nx 

*31. lim - 

x-l- CSCnX 


24. lim xA 

x-*0 + 


*26. lim-;— 

x*7i+ \x - 1 Inx 


*28. lim - 

x->0 y X ) 

cscx 

*30. lim -— 

x->o+ Inx 


*32. lim (1 + tanx) 1/x 

x-0 


33. (Un cociente de Newton para la segunda derivada) 

f(x + h) — 2 f (x) + f(x - h) 

Calcule lim^o- p -si f es 

una funcion dos veces diferenciable. 

34. Si f tiene tercera derivada continua, calcule 

f(x + 3h)-3 f (x + h) + 3 f (x - h) - f(x - 3h) 
lim - U - 

*35. (Demostracion de la segunda Regia de l’Hopital) 
Complete los detalles del siguiente esquema de 
demostracion de la segunda Regia de I'Hopital 


(Teorema 13) para el caso en el que a y L sean los 
dos finitos. Sea a < x < t < b y demuestre que existe 
un valor c en (x, t) tal que 

m - m no 

g(x) - g(t) g'[c) 

Trabaje ahora algebraicamente con la ecuacion 
anterior para llegar a la forma 


m L _ no | i 

g(x) g'[c) g(x) 


fit ) 



Se deduce entonces que 
fix) 
g(x) 

< I^l- L | 1 

^ g'(c) + |g(x) | 


(\f(t)\ + |g(t)l 


no \ 

g’io) 


Demuestre que el miembro derecho de la inecuacion 
anterior se puede hacer tan pequeno como se desee 
(por ejemplo, menor que cualquier numero positivo e) 
escogiendo primero t y despues x suficientemente 
cercanos a a. 

No hay que olvidar que lim c _ a+ (f'(c)/g'(c)) = L y 
limx^a+ I9U)I = 00. 


Repaso del capi'tulo 
Ideas clave 

• i ,Que significan las siguientes palabras, frases y 
afirmaciones? 

o Punto critico de f. 

o Punto singular de f. 

o Punto de inflexion de f. 

o f tiene un valor maximo absolute M. 

o f tiene un valor minimo local en x = c. 

o Asintota vertical. 

o A sintota horizontal. 

o A sintota oblicua. 

o Linealizacion de f(x) en x = a. 

o El polinomio de Taylor de grado n para f(x) 
alrededor de x = a. 

<> La formula de Taylor con resto de Lagrange, 
o f(x) = 0((x - a)") cuando x ->a. 
o Una raiz de f(x) = 0. 
o Un punto fijo de f(x). 


O Una forma indeterminada. 

O Reglas de I’Hopital. 

• Explique como estimar el error de una 
aproximacion lineal (recta tangente) al valor de 
una funcion. 

• Explique como calcular una raiz de una 
ecuacion f(x) = 0 utilizando el Metodo de 
Newton. ^Cuando funciona bien este metodo? 

Ejercicios de repaso 

1. Si el radio r de una bola crece con una velocidad del 
2 % por minuto, icon que velocidad crece el volumen 
de dicha bola? 

2. (Atraccion gravitatoria) La atraccion gravitatoria que 
ejerce la tierra sobre una masa m que esta a una 
distancia r del centra de la tierra es una funcion 
continua de r para r > 0, dada por 


'mgR 2 

si r ^ R 


mkr 

si 0 r < R 
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siendo R el radio de la tierra, y g la aceleracion debida 
a la gravedad en la superficie de la tierra. 

(a) Calcule la constante k en funcion de g y de R. 

(b) F disminuye a medida que m se aleja de la 
superficie de la tierra, bien hacia arriba o bien 
hacia abajo. Demuestre que F disminuye cuando r 
crece desde R al doble de velocidad con la que 
disminuye F cuando r decrece desde R . 

3. (Resistencias en paralelo) Dos resistencias variables 
R 1 y R 2 se conectan en paralelo de forma que su 
resistencia combinada R se expresa como 

1 _ i 1 

R ~ R[ + R~ 2 

En un instante en el que R 1 = 250 ohmios y R 2 = 1000 
ohmios, R x crece con una velocidad de 100 
ohmios/min. iCon que velocidad debe cambiar R 2 en 
ese instante (a) para mantener R constante y (b) para 
que R aumente con una velocidad de 10 ohmios/min? 

4. (Ley de los gases) El volumen V (en m 3 ), la presion P 
(en kilopascales, kPa) y la temperatura T (en grados 
Kelvin, K) de una muestra de un cierto gas cumplen la 
ecuacion pV = 5.07. 

(a) iCon que rapidez se incrementa la presion si la 
temperatura es de 400°K y se incrementa a razon 
de 4°K/min cuando el gas se mantiene encerrado 
en un volumen de 2 m 3 ? 

(b) iCon que velocidad disminuye la presion si el 
volumen es de 2 m 3 y se incrementa a razon de 
0.05 m 3 /min si la temperatura se mantiene 
constante a 400 °K? 

5. (Tamano de una tirada de imprenta) A una editorial 
le cuesta 10 000 € la imprenta para una tirada de un 
libro, y los costes de material por cada libro impreso 
son de 8 €. Ademas, los costes de mantenimiento de 
maquinas, costes laborales y costes de almacenamiento 
anaden unos costes de 6.25 € x 10 7 x 2 si la tirada es 
de x copias. iCuantas copias debe imprimir la editorial 
para minimizar el coste medio por libro? 

6. (Maximizacion del beneficio) Un mayorista de 
bicicletas debe pagar al fabricante 75 € por cada 
bicicleta. Las investigaciones de mercado indican al 
mayorista que si cobra a sus clientes x € por bicicleta, 
puede esperar vender N(x) = 4.5 x 10 6 /* 2 bicicletas. 
iQue precio deberia poner para maximizar su 
beneficio, y cuantas bicicletas deberia pedir al 
fabricante? 

7. Calcule el maximo volumen posible de un cono 
circular recto que se puede inscribir en una esfera de 
radio R. 

8. (Minimizacion de costes de produccion) EI coste C (x) 
€ de produccion en una factoria varia con la cantidad x 


de producto que se fabrica. El coste aumenta 
rapidamente con x cuando x es pequeno, y mas 
lentamente para valores mayores de x debido a las 
economias de escala. Sin embargo, si x se hace 
demasiado grande, los recursos de la factoria pueden 
resultar gravados en exceso, y el coste puede empezar 
a aumentar rapidamente de nuevo. La Figura 4.59 
muestra una grafica tipica de la funcion de coste C(x). 



Si se fabrican x unidades, el coste medio por unidad es 
de C(x)/x€, que es la pendiente de la recta del origen 
al punto (x, C(x)) en la grafica. 

(a) Si se desea escoger x para minimizar este coste 
medio por unidad (tal como seria el caso si todas 
las unidades producidas se pudieran vender por el 
mismo precio), demuestre que x debe ser tal que 
haga el coste medio igual al coste marginal: 



(b) Interprete geometricamente en la figura anterior la 
conclusion de (a). 

(c) Si el coste medio es igual al coste marginal para 
algun valor dex, iminimiza necesariamente ese 
valor de x el coste medio? 

9. (Diseno de una caja) Se cortan cuatro cuadrados de un 
rectangulo de carton cuyas medidas son 50 cm x 80 
cm, como se muestra en la Figura 4.60, y la pieza 
resultante se dobla en forma de una caja rectangular 
cerrada con dos solapas. iCual es el maximo volumen 
posible de dicha caja? 



lado 


solapa 

lado 

fondo 

lado 

tapa 


lado 


solapa 


80 cm 


Figura 4.60 
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10. (Production de un huerto) Cierto huerto tiene 60 
arboles y produce un promedio de 800 manzanas por 
arbol y ano. Si se aumenta la densidad de arboles, 
disminuye la cosecha por arbol. Por cada arbol 
adicional que se planta, la cosecha promedio por arbol 
se reduce en 10 manzanas al ano. iCuantos arboles 
mas se deberian plantar para maximizar la cosecha 
total anual de manzanas del huerto? 


11. (Rotation de una antena de seguimiento) iCual es la 
maxima velocidad a la que debe girar la antena del 
Ejercicio 41 de la Section 4.1 para seguir al cohete 
durante toda su trayectoria ascendente vertical? 


12 . Una mesa ovalada tiene su borde exterior con la forma 
de la curva x 2 + y 4 = 1/8, donde x e y se miden en 
metros. iCual es la anchura del recibidor mas estrecho 
en el que la mesa puede girar horizontalmente 180°? 


13. Una bola hueca de hierro cuya pared mide 2 cm 
de espesor pesa la mitad de lo que pesaria si 
estuviera construida de hierro macizo. iCual es el 
radio de la bola? 



14. (Alcance de un canon disparado desde una [r=5 
colina) Una bala de canon se lanza con una ill 
velocidad de 200 pies/s con un angulo de 45° sobre la 
horizontal desde la cima de una colina, cuya altura a 
una distancia horizontal x de la cima es 
y = 1000/(1 + (x/500) 2 ) pies sobre el nivel del mar. 
iQue distancia horizontal puede cubrir la bala de canon 
antes de llegar al suelo? 


15. (Aproximacion lineal de un pendulo) 

Como send « 0 para valores pequenos de |0|, la 
ecuacion no lineal del movimiento de un pendulo 
simple 

d 2 0 g 

W-L *" 6 


que determina el angulo de desplazamiento 0(t) 
respecto a la vertical en el instante t para un pendulo 
simple, se aproxima con frecuencia por la ecuacion 
lineal mas send 11 a 


cuando el maxi mo desplazamiento del pendulo no es 
muy grande. iCuanto vale el error porcentual del 
miembro derecho de la ecuacion si |0| no supera los 20°? 

16. Calcule el polinomio de Taylor de grado 6 para sen 2 x 
en x = 0 y utilicelo como ayuda para evaluar 

3 sen 2 x - 3x 2 + x 4 


17. Utilice un polinomio de Taylor de grado 2 para tan _1 x 
en x = 1, para calcular un valor aproximado de 
tan _ 1 (1.1). Estime el tamano del error utilizando la 
formula de Taylor. 


18. La recta 2y = lOx - 19 es tangente a y = f(x) en 

x = 2. Si se hace una aproximacion inicial x 0 = 2 para 
una raiz de f(x) = 0 y se aplica una vez el M etodo 
de Newton, icual sera la nueva aproximacion que 
resulta? 

19. Calcule todas las soluciones de la ecuacion n=^ 

cosx = (x - l) 2 con una precision de 10 cifras ill 
decimales. 


20 . Calcule la minima distancia del punto (2, 0) 
a la curva y = Inx. 


21 . Un coche viaja de noche por una carretera curva 
sin pendientes cuya ecuacion esy = e x . En un 
cierto instante sus faros iluminan una serial localizada 
en el punto (1, 1). iDonde esta el coche en ese 
instante? 


Problemas avanzados 

1. (Crecimiento de un cristal) Un unico cristal cubico de 
sal crece en un vaso de precipitados con una solution 
salina. El volumen del cristal V crece con una 
velocidad proporcional al area de superficie y al 
volumen que le resta para llegar a un volumen I (mite 
Vo- 

dV 

— = kx 2 (V 0 - V ) 

siendo x la longitud del lado del cristal en el instante t. 

(a) Utilizando V = x 3 , transforme la ecuacion anterior 
en otra que exprese la velocidad de cambio dx/dt 
de la longitud del lado x en funcion de t. 

(b) Demuestre que la velocidad de crecimiento de la 
longitud del lado del cristal disminuye con el 
tiempo, pero permanece positiva mientras 

x < x 0 = Vl /3 . 

(c) Calcule el volumen del cristal cuando la longitud 
de su lado crece a la mitad de la velocidad inicial. 

*2. (Una revision del calculo) Suponga que esta en un 
tanque (la variedad militar) moviendose por el ejey 
positivo hacia el origen. En el instante t = 0 esta a 
4 km del origen, y 10 minutos despues esta a 2 km del 
origen. Su velocidad esta disminuyendo; es 
proporcional a su distancia al origen. Usted sabe que 
un tanque enemigo esta esperando en algun lugar del 
eje x positivo, pero hay una pared alta que sigue la 
curva xy = 1 (todas las distancias se miden en 
kilometros) que le impide ver realmente donde esta. 
iCon que velocidad debe ser capaz de girar el canon 
de su torreta para maximizar sus posibilidades de 
sobreviviral enfrentamiento? 

3. (Economia de los analisis de sangre) Suponga que se 
necesita realizar un analisis de sangre a un gran 
numero N de personas para detectar la presencia de un 
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virus. Si cada analisis cuesta C €, entonces el coste 
total del programa de analisis sera A/C €. Si la 
proporcion de gente en la poblacion que tiene el virus 
no es grande, este coste se puede reducir mucho 
utilizando la siguiente estrategia. Se dividen las N 
muestras de sangre en N/x grupos de x muestras cada 
uno. Se junta toda la sangre de un grupo para realizar 
un solo analisis de ese grupo. Si el analisis es negativo, 
no es necesario realizar mas analisis a los individuos de 
seguro. Si la muestra del grupo resulta positiva, se 
analizan todos los individuos del grupo. 

Suponga que la fraccion de individuos de la poblacion 
infectada con el virus es p, de forma que la fraccion de 
personas no infectadas es q = 1 - p. La probabilidad 
de que un individuo determinado no este infectado es 
q, por lo que la probabilidad de que todos los x 
individuos de un grupo no esten infectados es q x . 
Entonces, la probabilidad de que una muestra conjunta 
este infectada es 1 - q x . Cada grupo requiere un 
analisis, y los grupos infectados requieren x analisis 
extras. En consecuencia, el numero medio total de 
analisis a realizar es 

N N (1 

T =- + -( 1 - q )x = N - + 1 - q x 

XX \x 


5. (Ley de Torricelli) La velocidad a la que se vacia un 
tanque es proporcional a la raiz cuadrada de la 
profundidad de liquido en el tanque por encima del 
nivel del desague. Si V[t) es el volumen de liquido en 
el tanque en el instante t y y(t) es la altura de la 
superficie del liquido por encima del desague, entonces 
dV/dt= -kjy, siendo k una constante que depende 
del tamano del desague. Para un tanque cilindrico con 
area de seccion cruzada constante A y desague en el 
fondo: 


(a) Verifique que la profundidad y(t) de liquido en el 
tanque en el instante t cumple la ecuacion 
dy/dt= ~(k/A)Jy. 


(b) Verifique que si la profundidad de liquido en el 
tanque en t = 0 es y 0 , entonces la profundidad 
instantes posteriores durante el proceso de vaciado 

{ /— ^ V 

es y = Vy 0 




2 Al 


(c) Si el tanque se vacia completamente en un tiempo 
T, exprese la profundidad y(t) en el instante t en 
funcion de y 0 y de T. 


(d) En funcion de T, icuanto tiempo tarda en vaciarse 
la mitad del liquido del tanque? 


Por ejemplo, si p = 0.01, de forma que q = 0.99 y 
x = 20, entonces el numero medio de analisis 
requeridos es T = 0.23 N, una reduccion aproximada 
del 75%. Pero es posible que los resultados puedan ser 
mejores si tomamos un valor distinto de x. 

(a) Para q = 0.99, calcule el numero x de muestras en 
un grupo que minimiza T (es decir, resuelva 
dT/dx = 0). Demuestre que el valor de x que 
minimiza T cumple 

(0.99) ~ x/2 
V-ln (0.99) 

(b) Utilice la tecnica de iteracion del punto fijo ( vease 
la Seccion 4.6) para calcular x en la ecuacion de 
(a). Comience, por ejemplo, con x = 20. 

4. (Medida de variaciones de go El periodo P de un 
pendulo de longitud L se expresa como 

P =2njLTg 

siendo g la aceleracion de la gravedad. 

(a) Suponiendo que L permanece fijo, demuestre que 
un incremento de un 1% en g produce una 
disminucion de aproximadamente un 0.5% en el 
periodo P (las variaciones del periodo de un 
pendulo se pueden utilizar para detectar pequenas 
variaciones de g entre lugares diferentes de la 
superficie de la tierra). 

(b) Para g fijo, ique cambio porcentual en L producira 
un 1% de incremento en P? 


6. Si un tanque conico de radio R en su parte superior y 
profundidad H se vacia de acuerdo con la Ley de 
Torricelli, y tarda en vaciarse un tiempo T, demuestre 
que la profundidad del liquido en el tanque en el 
instante t (0 < t < T) es 


siendo y 0 la profundidad en t = 0. 

7. Calcule la maxima area posible de un triangulo 
rectangulo cuyo peri metro es P. 

8. Calcule una tangente a la grafica de 

y = x 3 + ax 2 + bx + c que no sea paralela a ninguna 
otra tangente. 

9. (Angulos de bifurcation de cables electricos y 
tuberfas) 

(a) La resistencia ofrecida por un cable al flujo de 
corriente electrica que circula a traves suyo es 
proporcional a su longitud e inversamente 
proporcional al area de su seccion cruzada. Por 
tanto, la resistencia R de un cable de longitud L y 
radio r es R = kL/r 2 , siendo k una constante 
positiva. 

Un cable largo recto de longitud L y radio r 1 se 
extiende desde A hasta 6. Un segundo cable recto 
de radio menor r 2 se conecta entre un punto P en 
la recta AB y un punto C situado a una distancia h 
de B de forma que CB es perpendicular a AB 
( vease la Figura 4.61). Calcule el valor del angulo 
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6 = /_BPC que minimiza la resistencia total del 
camino APC, es decir, la resistencia de AP mas la 
resistencia de PC. 



Figura 4.61 


(b) La resistencia de una tuberia (por ejemplo, un vaso 
sanguineo) al flujo de un liquido a traves de el la, 
por la Ley de Poiseuille, es proporcional a su 
iongitud e inversamente proporcional a la cuarta 
potencia de su radio: R = AcL /r 4 . Si la situacion del 
apartado (a) se representa con tuberias en vez de 
cables, obtenga el valor de 0 que minimiza la 
resistencia total del camino APC. iComo se 
relaciona su respuesta con la respuesta del apartado 
(a)? iSe podria haber predicho esta relacion? 

10. (Alcance de un chorro de liquido) U n tanque de agua 
cilindrico situado sobre una mesa horizontal tiene un 
pequeno agujero localizado en su pared vertical a una 
altura h del fondo del tanque. El agua se escapa del 
tanque horizontalmente por el agujero y despues se 
curva hacia abajo debido a la influencia de la gravedad 
hasta llegar a la mesa a una distancia R de la base del 
tanque, como se muestra en la Figura 4.62 (se ignora la 
resistencia del aire). La Ley de Torricelli implica que 
la velocidad v a la que sale el agua del tanque por el 
agujero es proporcional a la raiz cuadrada de la 
profundidad del agujero respecto a la superficie del 
agua. Si la profundidad del agua en el tanque en el 
instante t es y(t) > h, entonces v = kjy - h, siendo k 
una constante que depende del tamano del agujero. 

(a) Calcule la distancia R en funcion de v y h. 

(b) Para una profundidad dada y del agua en el tanque, 
)a que altura habria que poner el agujero para 
maximizar R? 



(c) Supongase que la profundidad del agua en el 
tanque en el instante t = 0 es y 0 , que el alcance R 
del chorro es R 0 en ese instante y que el nivel de 
agua desciende hasta la altura h del agujero en 
T minutos. Calcule, en funcion de t, el alcance 
R del agua que escapa por un agujero en el 
instante t. 

*11. (Diseno de un recogedor) Se cortan G 

cuadrados iguales de dos esquinas adyacentes de ^ 
una plancha de metal cuadrada cuyo lado tiene una 
Iongitud de 25 cm. Las tres solapas resultantes se 
doblan, como se muestra en la Figura 4.63, para 
formar los lados de un recogedor. Calcule el maximo 
volumen de un recogedor construido de esta forma. 



Figura 4.63 









CAPl'TULO 5 

Integracion 


Hay en este mundo personas optimistas que piensan que 
cualquier simbolo que empiece con un signo de integral 
debe indicar necesariamente algo que tendra todas las 
propiedades que debe tener una integral. Por supuesto es- 
to resulta molesto para los matematicos rigurosos. Pero lo 
que es incluso mas molesto es que al hacerlo asi a menu- 
do se Mega a la solucion correcta. 

E. J. McShane 

d e Bulletin of the American Mathematical Society, v. 69, p. 611, 1963 


Intmduccion El segundo problema fundamental del que se ocupa el calculo es 
el problema de las areas, es decir, el problema de determinar el area de una region 
del piano limitada por varlas curvas. Como el problema de las tangentes considera- 
do en el Capftulo 2, muchos problemas practicos en diversas disciplinas requieren el 
calculo de areas para obtener su solucion, y la solucion del problema de las areas 
necesariamente requiere utilizar la nocion de Ifmite. A primera vista, el problema de 
las areas parece no estar relacionado con el problema de las tangentes. Sin embargo, 
veremos que los dos problemas estan muy estrechamente relacionados. Uno de el los 
es el inverso del otro. Calcular un area equivale a obtener una primitiva o, si prefe- 
rimos decirlo asf, calcular una integral. La relacion entre las areas y las primitivas 
se denomina Teorema Fundamental del Calculo. Cuando lo hayamos demostrado, 
podremos obtener las areas que deseemos, suponiendo que podamos integrar (es 
decir, obtener primitivas) las diversas funciones que aparezcan. 

Seri a interesante tener a nuestra disposicion un conjunto de reglas de integracion 
similares a las reglas de diferenciacion obtenidas en el Capftulo 2. Utilizando dichas 
reglas de diferenciacion, es posible obtener la derivada de cualquier funcion diferen- 
ciable. Desafortunadamente, la integracion es generalmente mas diffcil. De hecho, 
algunas funciones muy simples no son derivadas de funciones simples. Por ejem- 
plo, e x2 no es la derivada de ninguna combinacion finita de funciones elementales. 
Sin embargo, emplearemos algun tiempo en la Seccion 5.6 y en las Secciones 6.1- 
6.4 en desarrollar tecnicas para integrar tantas funciones como sea posible. Poste- 
riormente, en el Capftulo 6, examinaremos como aproximar areas limitadas por gra- 
ficas de funciones que no se pueden integrar. 
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Sumas y notacion sigma 

Cuando empecemos a calcular areas en la seccion siguiente, apareceran a menudo sumas de va- 
lores de funciones. Es necesario tener una notacion conveniente para representar sumas de un 
numero (posiblemente grande) arbitrario de terminos, y tambien desarrollar tecnicas para calcu¬ 
lar el valor de dichas sumas. 

Utilizaremos el sfmbolo £ para representar una suma. Se trata de la letra griega mayuscula 
sigma, equivalente a nuestra letra S, aumentada de tamano. 

DEFINICION 1 Notacion sigma 

Si m y n son enteros con m sc n, y si f es una funcion definida en los enteros m, m + 1, 
m + 2,.... n, el sfmbolo Yj=m HO representa la suma de los valores de f en dichos enteros: 

£ f(/) = f(m) + f(m + 1) + f(m + 2) + ••• + f(n ) 

i = m 

La suma explfcita que aparece en el miembro derecho de la ecuacion es el desarrollo de la 
suma representada utilizando la notacion sigma en el miembro izquierdo. 



La / que aparece en el sfmbolo Jj= m f(i) se denomina fndice del sumatorio. Para calcular 
YJ=m Hi) se va sustituyendo sucesivamente el fndice /' por los enteros m, m + 1, n, y se su- 
man los resultados. Observese que el valor de la suma no depende de la forma en que denomina- 
mos al fndice. El fndice no aparece en el miembro derecho de la definicion. Si usaramos otra 
letra en lugar de i en la suma del Ejemplo 1, dicha suma tendrfa el mismo valor: 

X k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 = 55 

k = l 

El fndice del sumatorio es una variable auxiliar que se utiliza para representar un punto arbitra¬ 
rio en el que se evalua la funcion para obtener un termino que se incluira en la suma. Por otra 
parte, la suma Yj=m Hi) depende de los dos numeros myn, denominados Ifmites del sumato¬ 
rio; m es el limite inferior y n es el Ifmite superior. 



3 111111 l 

k i±2 k + 1 ^5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 





CAP ITULO 5. Integration 329 


Algunas veces se utiliza una variable con subindice a, para indicar el i-e simo termino de una 
suma general, en vez de utilizar la notacion funcional f(/): 

n 

X, — &m &m +1 3" &m + 2 ~P "P &n 

i=m 

En particular, una serie infinita es una suma con infinites terminos: 

00 

X a n — dl + d 2 + 93 + ••• 
n = 1 

Cuando no se pone un termino al final, detras de ..., se sobreentiende que los terminos continuan 
hasta el infinite. En el Capitulo 9 estudiaremos las series infinitas. 

Cuando se suma un numero finite de terminos, el orden en el que se suman carece de impor- 
tancia, ya que cualquier orden producira el mismo resultado. Si todos los numeros tienen un fac¬ 
tor comun, entonces dicho factor se puede extraer de cada termino y multiplicarlo despues de 
calcular la suma: ca + cb = c(a + b). Estas leyes de la aritmetica se convierten en la siguiente 
regia de linealidad para sumas finitas. Si A y B son constantes, entonces 

£ (Af(i)+Bg(i))=A £ f(i) +B £ g(i) 

i = m i=m i = m 

Las dos sumas Xi'Xm f(j) y Jj= 0 f(i + m ) tienen el mismo desarrollo, es decir, f(m) + 
+ f(m + 1) + ••• + f(m + n). Por tanto, las dos sumas valen lo mismo. 

m + n n 

X f(i) = X f(i + m) 

j = m / = 0 

Esta igualdad se puede obtener tambien sustituyendo j por /' + m al I f donde j aparezca en el 
miembro izquierdo, teniendo en cuenta que /' + m = m se convierte en / = 0 y que / + m = m + n 
se convierte en / = n. M uchas veces es conveniente realizar cambios de fndice en un sumatorio. 


Ejemplo 3 


Exprese £/I 3 Jl + j 2 de la forma f(i). 

Solucion Sea j = / + 2. Entonces j = 3 corresponde a /' = 1 y j = 17 corresponde a / = 15. Por tanto, 

£ Vrrp= £ 71 + a + 2> 2 


i = 3 


i = 1 


Calculo de sumas 


Existe una forma cerrada para expresar la suma 5 de los n primeros enteros positivos, concreta- 
mente, 


n 


s= I / 

/=i 


l + 2 + 3 + ---+n 


n(n + 1) 
2 


Para ver esto, escribamos la suma hacia adelante y hacia atras y sumemos las dos, con lo que se 
obtiene 


5 — 1 + 2 + 3 + - - - + (n — 1) + n 

5 — n + (n — 1) + (n — 2) + • - • + 2 + 1 


2S — (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) + ••• + (n + 1) + (n + 1) — n(n + 1) 
La formula de S se obtiene entonces sin mas que dividir por 2. 
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En general, no es tan facil obtener una forma cerrada para cualquier suma. Solo se puede 
simplificar YJ=m Hi) para un pequeno conjunto defunciones f. El Teorema 1 recoge las formu¬ 
las que necesitaremos en las secciones siguientes. 


TEOREMA Formulas para sumas 


(a) Z 1 — 1 + 1 + 1 + ••• + 1— n 

/ i 


n terminos 


n 


(b) £/= 1 + 2 + 3 +- + n = 


n(n + 1) 


/=i 

n 


n 2 = 


(c) X i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 

/ = 1 

n 

(d) X r '“ 1 = 1 + r + r 2 + r 3 + + r n ~ l = 


n(n + l)(2n + 1) 


/—i 


6 

r n - 1 
r - 1 


si r # 1 


DEMOSTRACION La formula (a) es trivial: la suma de n unos vale n. La demostracion de la 
formula (b) se ha presentado anteriormente. Otras tres formas se sugieren en los Ejercicios 34-36. 
Para demostrar (c), escribiremos n copias de la igualdad 

(k + l) 3 - k 3 = 3k 2 + 3k + 1 

una para cada valor de k desde 1 hasta n, y las sumaremos: 


2 3 - 

l 3 

3 x l 2 

+ 

3 x 1 

+ 

1 

3 3 - 

2 3 

3 x 2 2 

+ 

3 x 2 

+ 

1 

4 3 - 

3 3 

3 x 3 2 

+ 

3 x 3 

+ 

1 

n 3 - 

(n - l) 3 = 

3 (n 1 l) 2 

+ 

3 (n - 1) 

+ 

i 

(n + l) 3 - 

n 3 

3 n 2 

+ 

3/1 

+ 

i 

(n + l) 3 - 

l 3 

3 (^ =1 / 2 ) 

+ 

3(S?=i/) 

+ 

n 





3n(n + 1) 




= 

3 (£? =1 / 2 ) 

+ 

i 

+ 

n 


En la ultima linea se ha utilizado la formula (b). En la ecuacion final se puede despejar la suma 
deseada para obtener la formula (c). Notense las cancelaciones que se producen cuando se suman 
los miembros izquierdos de las n ecuaciones. El termino 2 3 de la primera linea se cancela con el 
termino — 2 3 de la segunda linea, y asf sucesivamente, dejandonos solo con dos terminos, el ter¬ 
mino (n + l) 3 de la n-esima linea y el termino -l 3 de la primera linea: 

Z ((k + l) 3 - k 3 ) = (n + l) 3 - l 3 

f;=i 

Esto es un ejemplo de lo que se denomina suma telescopica. En general, una suma de la forma 
+ 1) - f(/)) se reduce en forma telescopica a la forma cerrada f(n + 1) - f(m), ya 
que se cancelan todos los terminos excepto el primero y el ultimo. 
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Para demostrar la formula (d), sea s = £" =1 r' -1 y restemos s de rs\ 

(r - l)s = rs - s = (r + r 2 + r 3 + ••• + r n ) - (1 + r + r 2 + ••• + r n_1 ) 
= r n - 1 

El resultado se deduce dividiendo por r - 1. 


Ejemplo 4 


Calcule £ (6k 2 - 4k + 3), siendo 1 ^ m < n. 

k = m +1 


Solucion Utilizando las reglas de las sumas y algunas de las formulas del Teorema 1, se calcula 

n n n n 

£ (6k 2 -4k+ 3) = 6 X k 2 - 4 X k + 3 £ 1 

fc=l /c=l 1 k = 1 

c n(n + 1)(2 n + 1) , n(n + 1) o 

-8 - - - 4 ^ + 3 » 


Por tanto, 


= 2 n 3 + n 2 + 2n 


n n m 

X (6>k 2 -4k + 3) = £ (6k 2 -4k+ 3)- £ (6k 2 - 4k + 3) 

fc=m+l k=l = l 


= 2n 3 + n 2 + 2n - 2m 3 - m 2 -2m 


Observacion M aple puede calcular las expresiones en forma cerrada de algunas sumas. Por 
ejemplo, 

> s u m( i "4, i = 1. . n) ; factor ( %) ; 


1 

5 


(n + l) 5 - 


1 

2 


(n + l) 4 + - (n 


1 ) 3 - 


1 1 

— n - 

30 30 


1 

30 


n(2n + 1 )(n + l)(3n 2 + 3n - 1) 


Ejercicios 5.1 


Desarrolle las sumas de los Ejercicios 1-6. 


1 . I / 3 

/ = 1 
n 

3. X 3'' 
/ = 1 


1 


100 

Mir+i 

4. 

i-o 1 + 1 


, j. 


n (_ 2 )J 

Escriba las sumas de los Ejercicios 7-14 utilizando una 
notacion sigma (notese que las respuestas no son unicas). 

7. 5 + 6 + 7 + 8 + 9 


8 . 2 + 2 + 2 + + 2 (200 terminos) 

9. 2 2 - 3 2 + 4 2 - 5 2 + - 99 2 


10. 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + ••• + 100x" 

11 . 1 + x + x 2 + x 3 + • ■ • + x" 


12 . 1 - x + x 2 -x 3 + +x 2 " 


13. 1 



1 

4 

2 

4 


1 

9 

3 

8 



(_l ) n - 1 

n 2 

n 

r 


Exprese las sumas de los Ejercicios 15 y 16 de la forma 

I?=i m. 


99 


15. £ sen(j) 

l=o 


m 

16. x 

k=- 5 


1. k 2 + 1 
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Calcule los valores en forma cerrada de las sumas de los 
Ejercicios 17-30. 


17. ^ i 2 + 2/ 


/' = 1 
n 


19. £ (n ~ 3) 

1=1 


1000 

18. £ (2j + 3) 

j = i 

20 . £ (2‘ - i 2 ) 

i=i 


21. £ Inm 

m = l 


22 . £ e' 

/=o 


,//n 


23. La suma del Ejercicio 8. 

24. La suma del Ejercicio 11. 

25. La suma del Ejercicio 12. 

*26. La suma del Ejercicio 10. Sugerencia : Diferencie la 


suma £ 


100 J 
i = o x ■ 


*27. La suma del Ejercicio 9. Sugerencia: La suma es 


49 49 

_ 111 x 1 


£ ((2k) 2 - (2k + l) 2 ) = £ (-4/c - 1) 

k =1 fc=l 


*28. La suma del Ejercicio 14. Sugerencia : Para esta suma, 
aplique el metodo de demostracion del Teorema 1(d). 

29. Verifique la formula del valor de una suma telescopica: 



Figura 5.1 


35. Escriba n copias de la igualdad 

(k + l) 2 - k 2 = 2k + 1, una para cada entero k 
desde 1 hasta n, y sumelas despues para obtener la 
formula 


" . n(n + 1) 


de una forma similar a la demostracion del Teorema 
1 ( 0 . 

36. Utilice induccion matematica para demostrar el 
T eorema 1(b). 

37. Utilice i nducci on matematica para demostrar el 
T eorema 1(c). 


n 


E 

i = m 


(f(/ + 1) - f (/)) = f(n + 1) - f(m) 


38. Utilice i nducci on matematica para demostrar el 
T eorema 1(d). 


iPor que se utiliza la palabra «telescopica» para 
describir esta suma? 


En los Ejercicios 30-32, evalue las sumas telescopicas 
dadas. 


10 m 

30. £ (n 4 - (n - l) 4 ) 31. £ (2> - 2^“ 1 ) 

n=1 J=1 

2m /l 1 

32. £ , - ,-- 

i = m\l l+l 


33. Demuestre que - 


1 1 


'j(j +1) i i +1 

n 1 

evalue V ———. 
l^i 1(1 + D 


, y a partir de ahr, 


34. La Figura 5.1 muestra un cuadrado de lado n 

subdividido en n 2 cuadrados mas pequenos de lado 1. 
iCuantos cuadrados pequenos estan sombreados? 
Obtenga la expresion en forma cerrada de £" = i/ 
considerando la suma de las areas de los cuadrados 
sombreados. 


39. La Figura 5.2 muestra un cuadrado de lado 
£" =1 / = n(n + l)/2, subdividido en un cuadrado 
pequeno de lado 1 y n - 1 regiones con forma de L, 

cuyos lados cortos son 2, 3. n. Demuestre que el 

area de la region con forma de L cuyo lado corto vale / 
es i 3 , y a partir de aqui verifique que 




Figura 5.2 
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*40. Escriba n copias de la igualdad 

(k + l) 4 - k* = 4 k 3 + 6k 2 + 4k + l 

una para cada entero k desde 1 hasta n, y sumelas 
despues para obtener la formula 



de una forma similar a la demostracion del Teorema 
1 ( 0 . 


41. Utilice induccion matematica para verificar la formula 
de la suma de cubos dada en el Ejercicio 40. 

42. Extienda el metodo del Ejercicio 40 para obtener O 
una expresion en forma cerrada de £" =1 / 4 . Puede ^ 
utilizar M aple u otro sistema de matematicas por 
computador para facilitar los desarrollos algebraicos. 

43. Utilice M aple u otro sistema de matematicas por O 
computador para calcular ^j = ii k para k = 5, 6 , 7, d™ 
Observe el termino con la mayor potencia de n en cada 
caso. Prediga el termino de mayor potencia de y 
£" =1 / 10 y verifique su prediccion. 


Areas como Ifmites de sumas 


En el Capitulo 2 comenzamos el estudio de las derivadas definiendo lo que se entiende por tan- 
gente a una curva en un punto dado. Es interesante empezar el estudio de las integrales definien¬ 
do lo que se entiende por area de una region plana, pero esa definicion de area es mucho mas 
dificil de dar que la definicion de tangente. Supongamos (como hicimos, por ejemplo, en la Sec- 
cion 3.3) que conocemos intuitivamente lo que es el area e indiquemos algunas de sus propieda- 
des (vease la Figura 5.3). 


(i) El area de una region plana es un numero real no negativo que se mide en unidades al cua- 
drado. 

(ii) El area de un rectangulo con anchura w y altura h esA = wh. 

(iii) Las areas de regiones planas congruentes son iguales. 

(iv) Si una region 5 esta incluida en una region R, entonces el area de S sera menor o igual que 
el area de R. 

(v) Si una region R es la union de (un numero finito de) regiones que no se solapan, entonces 
el area de R es la suma de las areas de esas regiones. 



area ABCD = wh 


area S < area R area ABC'D' = wh 
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Utilizando estas cinco propiedades, se puede calcular el area de cualquier poli'gono (una region 
delimitada por segmentos rectos). Primero, tengase en cuenta que las propiedades (iii) y (v) per- 
miten demostrar que el area de un paralelogramo es la misma que la de un rectangulo con su 
misma anchura de la base y altura. Todo triangulo se puede acoplar con una copia congruente de 
si mismo para formar un paralelogramo, por lo que el area del triangulo sera la mitad del pro- 
ducto de la anchura de la base por la altura. Finalmente, todo polfgono se puede subdividir en un 
numero finito de triangulos que no solapan, por lo que su area sera la suma de las areas de di- 
chos triangulos. 

No podemos ir mas alia de los polfgonos si no tomamos limites. Si una region esta limitada 
por una curva, su area solo se podra aproximar utilizando rectangulos o triangulos; el calculo de 
su area exacta requiere la evaluacion de un limite. En la Seccion 1.1 vimos como se puede hacer 
esto en el caso de un cfrculo. 

El problema basico del area 

En esta seccion vamos a considerar la forma de calcular el area de una region R que esta por 
debajo de la grafica de y = f(x), una funcion f continua con valores no negativos, por encima 
del eje x y entre las rectas verticales x = a y x = b, con a < b (vease la Figura 5.4). Para el lo, 
procederemos como sigue. Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos utilizando los puntos 
de division: 

a = x 0 < x 1 < x 2 < x 3 < • • • < x n _ ! < x n = b 


Figura 5.4 El problema basico del area: calcular el area de la region R. 

Denominamos Ax, a la longitud del i-e simo subintervalo [x,_ lf x,]: 

Ax, = x, - x, lr (/ = 1, 2, 3, n) 

Construiremos un rectangulo vertical sobre cada subintervalo [x, 1( x,] cuya base sera de longi¬ 
tud Ax, y cuya altura sera f(x,). El area de este rectangulo es f(x,)Ax,. Formamos la suma de 
estas areas: 

n 

S„ = f(x 1 )Ax 1 + f[x 2 ) Ax 2 + f (x 3 )Ax 3 + ••• + f(x n )Ax n = £ f(x,)Ax, 

i = i 

En la Figura 5.5 se muestran estos rectangulos sombreados para una funcion decreciente f. En el 
caso de una funcion creciente, las partes superiores de los rectangulos estarian por encima de la 
grafica de f en vez de por debajo. Evidentemente, S n es una aproximacion al area de la region R, y 
dicha aproximacion mejora cuando n crece, suponiendo que los puntos a =x 0 <x 1 < ■■■ <x n = b 
se escogen de forma que la anchura Ax, del rectangulo mas ancho tiende a cero. 

Por ejemplo, observese en la Figura 5.6 que subdividir un intervalo en dos pequenos subin¬ 
tervalos disminuye el error de aproximacion, al reducirse la parte del area bajo la curva que no 
esta contenida en los rectangulos. Por lo tanto, es razonable calcular el area de R calculando el 
limite de S n cuando n -> oo, con la restriccion de que la maxima anchura de los subintervalos Ax, 
debe tender a cero: 

Area de R = lim S„ 

n—> oo 
max AXj->0 
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Figura 5.5 Aproximacion del area 
bajo la grafica de una funcion 
decreciente utilizando rectangulos. 


y 


y = /(*) 



error anterior 


x 



Figura 5.6 AI utilizar mas rectangulos disminuye el error. 


Algunas veces, pero no siempre, es util escoger los puntos x,(0 < / < n) en [a, b] de forma 
que las longitudes de los subinterval os sean todas iguales. En ese caso tenemos 

b — a i 

Ax, = Ax =- , Xj = a + /Ax = a + - (b - a) 


Calculo de algunas areas 

Vamos a dedicar el resto de esta seccion a presentar algunos ejemplos en los que aplicaremos la 
tecnica que acabamos de explicar para calcular areas por debajo de graficas de funciones, apro- 
ximandolas con rectangulos. Empezaremos con una region de area conocida, por lo que podemos 
comprobar que el metodo proporciona el resultado correcto. 


Ejemplo 1 


Calcule el area A de la region que queda por debajo de la recta y = x + 1, por encima 
del eje x y entre las rectas x = 0 y x = 2. 


Solucion Se trata de la region sombreada en la Figura 5.7(a). Es un trapezoide (un poligono de cuatro 
lados con una pareja de lados paralelos) y su area es de 4 unidades al cuadrado (se puede dividir en un 
rectangulo y un triangulo, cada uno de el I os con area de 2 unidades al cuadrado). Calcularemos el area co- 
mo un limite de sumas de areas de rectangulos construidos como se ha descrito anteriormente. Dividamos 
el intervalo [0, 2] en n subintervalos de la misma longitud en los puntos 


2 4 6 In 

x 0 = 0, Xi = x 2 = -, x 3 = -.x„ = — = 2 

n n n n 
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El valor dey = x + 1 cuando x = x, esx ; + 1 = —t-1 y el /-esimo subintervalo 

n 


2(/' - 1) 2r 

n ' n 


— , es de lon- 


gitud Ax ; = -. Observese que Ax ; -► 0 cuando n -> oo. La suma de las areas de los rectangulos de aproxi- 
n 

macion que se muestran en la Figura 5.7(a) es 

" (2i \ 2 

5 n = £ -+i - 

i = i \ n / n 


( 2 \ [2 " "1 
= - - y / + y i <u 
\n) In i=i /=i 

= /2\ p n(n + 1) + n ~ 


so de las partes (a) y (b) del Teorema 1) 


n + 1 

= 2 -+ 2 

n 


Por tanto, el area pedida A se expresa como 


( n + 1 \ 

A = lim S n = lim 2- 1-2=2 + 2 = 4 unidades al cuadrado. 

n—»co n—KX) \ fl I 


Calcule el area A de la region limitada por la parabola y = x 2 y las rectas y = 0, x = 0 y 
x = b, siendo b > 0 . 

Solucion El area A la region es el limite de la suma S„ de las areas de los rectangulos que se muestran 
en la Figura 5.7(b). De nuevo se han utilizado subintervalos de la misma longitud, cada uno de el I os de 
longitud b/n. La altura del /-esimo rectangulo es (ib/n) 2 . Por tanto, 

" (ib\ 2 b b 3 " , b 3 n(n + 1)(2 n + 1) 

s n = E T - = ~3 E i = 73 - 7 - 

i=i \nj n n i=1 n 6 


por la formula (c) del Teorema 1. Entonces, el area pedida es 


A = lim S n = lim b 

n—► oo n —► oo 


3 (n + 1)(2 n + 1) b 


= — unidades al cuadrado 




Figura 5.7 

(a) La region del Ejemplo 1. 

(b) La region del Ejemplo 2. 
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El calculo del area bajo la grafica de y = x k en un intervalo / se va haciendo mas y mas dificil a 
medida que k crece, si continuamos intentando subdividir / en intervalos de la misma longitud 
(vease el Ejercicio 14 al final de esta seccion el caso de k = 3). Sin embargo, es posible calcular 
el area para un valor arbitrario de k si se subdivide el intervalo / en subintervalos cuyas longitu¬ 
des crecen segun una progresion geometrica. El Ejemplo 3 ilustra esta idea. 


Ejemplo 3 


Sea b > a > 0 y sea k un numero real cualquiera excepto -1. Demuestre que el area A de 
la region comprendida por y = x k , y = 0, x = a y x = b es 


^+i 


A = 


k+1 


unidades al cuadrado 


Solucion Sea t = (b/a) 1,n y sean 

x 0 = a, x x = at, x 2 = at 2 , x 3 = at 3 .x„ = at" = b 

Estos puntos dividen el intervalo [a, b] en n subintervalos en los que el subintervalo /-esimo, [x,_ 1( x ( ], tie- 
ne una longitud de Ax, = at 1 _1 (t - 1). Si f(x) = x k , entonces f(x,) = a k t kl . La suma de las areas de los rec- 
tangulos que se muestran en la Figura 5.8 es: 

S n = £ fM Ax, 

/ = 1 

= X aV'at'-Ht- 1) 

/=i 

= a k+1 (t - l)t fc X t (k+1)(, " 1) 

/=i 

= a k+1 (t - 1)^ X r{i ~ 1] siendo r = t k+1 

i = 1 

r n — i 

= a k+1 (t~ l)t k —- (por el Teorema 1(d)) 

t (k+l)n _ q 

= a* + 1 (t-l)t* ^+i _ ! 


Sustituyamos ahora t por el valor (b/a) 1/n y ordenemos factores para obtener 

fb^ k+ 1 


S„ = a 


Jr+l 


1 


b\ k / n 

a 


1 


Jz _ 

lj\ (k+l)/n 


1 


= (b k+1 - a k+1 )c k /" c( ^, /n _ 1 1 . donde c = b - 


De los tres factores en la linea final anterior, el primero no depende de n, y el segundo, c k/n , tiende a 
c° = 1 cuando n -> oo. El tercer factor es una forma indeterminada del tipo [0/0], que se puede calcular 
utilizando la Regia de L'Hopital. Hagamos primero u = 1 /n. Ahora 


lim 

n-> oo 


c 1/n - 1 

c (k + l)/n _ ^ 


lim 

u-> 0 + 


c u - 1 

c ((; + l)u _ i 


~0 

0 


r Inc 1 

u 1 !^ (k + l)c {k+1)u \nc ~ YTl 
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Figura 5.8 En esta particion las longitudes 
de I os subinterval os crecen exponencialmente. 


Por tanto, el area pedida es 

A = lim S n = (b 


wk + l 


,k + l 


k+1 


,k + l 


) X 1 X 


unidades al cuadrado 


jj ATENCION !! 


Este ejemplo es largo y mas bien diffcil. Omitalo o tomese su tiempo 
y calcule cuidadosamente cada paso. 


Como se puede ver, puede ser diffcil calcular areas limitadas por curvas utilizando el metodo des- 
crito anteriormente. Afortunadamente, hay una forma mas facil, como veremos en la Seccion 5.5. 

Observacion Por razones tecnicas ha sido necesario suponer que a > 0 en el Ejemplo 3. El 
resultado es tambien valido para a = 0, suponiendo que k > -1. En este caso, tenemos que 
lim a ^ 0+ a k+1 = 0, por lo que el area bajo y = x k , por encima de y = 0, y entre x = 0 y 
x = b>0esA = b k+1 /(k + 1) unidades al cuadrado. Para k = 2, el resultado concuerda con el 
del Ejemplo 2. 


Ejemplo 4 


n n - i 


Identifique el Ifmite L = lim £ —^ con un ^ rea ' Y calculela. 


n -*■ oo j = i n 

Solucion El termino /-esimo de la suma se puede escribir de forma que dependa de i/rr. 

JL l i M 

L= lim X 1 


n -» oo ; — 


/ = ! 


n n 


Los terminos se pueden interpretar ahora como areas de rectangulos de base 1/n y alturas l-x ; , (1 </<n), 

siendo n , 

12 3 n 

Xi = x 2 = x 3 = -. x r — — 

n n n n 

Por tanto, el Ifmite L es el area bajo la curva y = 1 - x desdex = 0 hasta x = 1 (vease la Figura 5.9). Esta 
region es un triangulo cuya area es de 1/2 unidades al cuadrado, por lo que L = 1/2. 



Figura 5.9 I nterpretacion en forma de una suma de areas. 
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Ejercicios 5.2 


Utilice las tecnicas de los Ejemplos 1 y 2 (con 
subintervalos de la misma longitud) para calcular las areas 
de las regiones especificadas en los Ejercicios 1-13. 

1. Por debajo de y = 3x, por encima de y = 0, desde 
x = 0 hasta x = 1. 

2. Por debajo de y = 2x + 1, por encima de y = 0, desde 
x = 0 hasta x = 3. 

3. Por debajo de y = 2x - 1, por encima de y = 0, desde 
x = 1 hasta x = 3. 

4. Por debajo de y = 3x + 4, por encima de y = 0, desde 
x = -1 hasta x = 2. 

5. Por debajo de y = x 2 , por encima de y = 0, desde 
x = 1 hasta x = 3. 

6 . Por debajo de y = x 2 + 1, por encima de y = 0, desde 
x = 0 hasta x = a > 0. 

7. Por debajo de y = x 2 + 2x + 3, por encima de y = 0, 
desde x = -1 hasta x = 2. 


11. Por debajo de y = 4x - x 2 + 1, por encima de y = 1. 

*12. Por debajo de y = e x , por encima de y = 0, desde 
x = 0 hasta x = b > 0. 

*13. Por debajo de y = 2 X , por encima de y = 0, desde 
x = -1 hasta x = 1. 

14. Utilice la formula £"=i/ 3 = n 2 (n + l) 2 /4 de los 
Ejercicios 39-41 de la Seccion 5.1, para calcular el 
area de la region comprendida bajo la curva y = x 3 , 
por encima del eje x y entre las rectas verticales x = 0 
y x = b > 0. 

15. Utilice la subdivision de [a, b] dada en el Ejemplo 3 
para calcular el area comprendida bajo la curva 

y = 1/x, por encima de y = 0 desde x = a > 0 hasta 
x = b > a. iPor que no es sorprendente su respuesta? 

En los Ejercicios 16-19, interprete la suma S„ en forma de 
una suma de areas de rectangulos que aproximen el area de 
una cierta region del piano y calcule lim^^S,,. 


8 . Por encima de y = x 2 - 1, por debajo de y = 0. 

9. Por encima de y = 1 - x, por debajo de y = 0, desde 
x = 2 hasta x = 4. 

10. Por encima de y = x 2 - 2x, por debajo de y = 0. 


i6.S,= £ - 
i=i n 



"2 n + 3/ 
18. S„ = E —— 
/' = 1 n 


17. s„ - E - 

i = 1 n 



*19. S n ='Z l Vl - (i/n) 2 

i=i n 


La integral definida 


En esta seccion realizaremos y haremos mas preciso el procedimiento utilizado para calcular 
areas que se ha desarrol I ado en la Seccion 5.2, y lo utilizaremos para definir la integral definida 
de una funcion f en un intervalo I. Supongamos por ahora que f(x) esta definida y es continua 
en el intervalo cerrado infinite [a, b], Y a no supondremos que los valores de f son no negativos. 


Particiones y sumas de Riemann 

Sea P un conjunto finite de puntos de la recta real ordenados entre a y b, es decir, 

P = {x 0 , x 1( x 2 , x 3 . x n _!, x„} 

siendo a a = x 0 < x 3 < x 2 < x 3 < ••• < x n _ 3 < x„ = b. Ese conjunto P se dice que es una parti- 
cion de [a, b]. Divide al intervalo [a, b] en n subintervalos y la longitud del i-e: si mo subintervalo 
es [x,_ lf x,], Diremos que son los subintervalos de la particion P. El numero n depende de cada 
parti cion particular, por lo que escribiremos n = n(P). La longitud del i-e: simo subintervalo de 
P es 


Ax, = x, - x,_ 1( (para 1 < / < n) 

y el maximo de esos numeros Ax, se denomina norma de la particion P, y se indica como ||P||: 


||P || = max Ax, 
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Como f es continua en cada subintervalo [x,_ lf x,] de P, toma sus valores maximo y minimo 
en puntos de dicho subintervalo (por el Teorema 8 de la Seccion 1.4). Por tanto, existen nume- 
ros /,■ y u, en [x,-_ lf x,] tales que 

f(/,-) s? f(x) flu,-) siempre que x^ < x < x, 

Si f(x) ^ 0 en [a, b], entonces f(/,■)Ax, y f(u,)Ax, representan las areas de rectangulos en el 
intervalo [x, 1( x,] cuya base esta en el ejex y cuyas alturas pasan por el punto mas bajo y mas 
alto, respectivamente, de la grafica de f en ese intervalo (vease la Figura 5.10). Si A, es la 
parte del area comprendida bajo y = f(x) y por encima del eje x que esta en la banda vertical 
cuyos limites son x = x^ y x = x,-, entonces 

f (//) Ax, <4; ^ f (ilj)AXj 



Si f puede tomar valores negativos, entonces uno de los valores f(/,■)Ax ; y f(u y )Ax,, o ambos, 
pueden ser negativos, y representaran entonces el area negativa de un rectangulo que esta por 
debajo del eje x. En cualquier caso, siempre tenemos que f(/,)Ax, sj f(u,)Ax ( . 


DEFINICION 2 Sumas de Riemann superior e inferior 


La suma inferior (de Riemann), L(f, P), y la suma superior (de Riemann), U(f, P), de 

la f unci on f y la parti cion P se definen como: 

L(f,P)=f(l 1 )Ax 1 + f(l 2 )Ax 2 + - 

= £ f(/y)Ax, 

/=i 

+ f(/„)Ax n 

U(f, P) = f(u 1 )Ax 1 + f(u 2 ) Ax 2 + ••• 

= £ f(u,)Ax, 

/ = i 

+ f(u n ) Ax n 


La Figura 5.11 ilustra estas sumas de Riemann como sumas de areas de rectangulos con signo ; 
toda area que este por debajo del eje x cuenta como negativa. 



Figura 5.11 (a)Unasuma 
inferior de Riemann y (b) una 
suma superior de Riemann de la 
f unci on decreciente f. Las areas 
de los rectangulos sombreados 
en oscuro cuentan como positivas; 
las areas de los sombreados 
en claro cuentan como negativas. 
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Ejemplo 1 


Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la funcion f(x) = 1/x en el intervalo 
[1, 2], correspondientes a la particion P de [1, 2] en cuatro subintervalos de la misma longitud. 


Solucion La particion P esta formada por los puntos x 0 = 1, x x = 5/4, x 2 = 3/2, x 3 = 7/4 y x 4 = 2. Co¬ 
mo 1/x es decreciente en [1, 2], sus valores minimo y maximo en el subintervalo /-esimo [x,_ 1( x ( ] son 1/x, 
y 1/x, .j, respectivamente. Por tanto, las sumas de Riemann inferior y superior son 


Uf,P)=\ 


4 2 

5 + 3 

4 

+ - 

5 



533 

840 

319 

420 


0.6345 

0.7595 


Ejemplo 2 


Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la funcion f(x) = x 2 en el intervalo 


[0, a] (siendo a > 0), correspondientes a la particion P n de [0, a] en n subintervalos de la misma longitud. 


Solucion Cada subintervalo de P„ tiene una longitud de Ax = a/n, y los puntos de division son x, = ia/n 

para / = 0, 1, 2. n. Como x 2 es creciente en [0, a], sus valores minimo y maximo en el subintervalo 

/-esimo [x,_ !, x,] se producen en /,• = x,^ y u , = x„ respectivamente. Por tanto, la suma de Riemann infe¬ 
rior de f para la particion P n es 

L(f,P n )=i (x,- 1 ) 2 Ax = ^ i £ (/- l) 2 

i = 1 n i = 1 

_ a 3 "A, 1 , 2 _ a 3 (n - l)n(2(n - 1 ) + 1 ) _ (n - 1)(2 n - l)a 3 
n 3 j= o^ n 3 6 6n 2 

donde hemos utilizado el Teorema 1(c) de la Seccion 5.1 para calcular la suma de los cuadrados. De forma 
similar, la suma de Riemann superior es 


U(f,p„)= L (x,) 2 Ax 

/ = 1 

3 n .3 


6n 


La integral definida 

Si se calculan L(f, P) y U(f, P) para particiones P que tienen cada vez mas puntos colocados 
mas y mas cerca, es razonable esperar que, en el limite, esas sumas de Riemann convergeran a 
un valor comun que sera el area limitada por y = f(x), y = 0, x = ayx = bsi f(x) ^ 0 en [a, 
b], Este es de hecho el caso, pero todavfa no lo podemos demostrar completamente. 

Si Pi y P 2 son dos particiones de [a, b ], de forma que cada punto de P 1 pertenece tambien a 
P 2 , se dice que P 2 es un refinamiento de P 1 . No es dificil demostrar que en este caso 

L(f,P 1 )^L(f,P 2 )^U(f,P 2 )^U(f,P 1 ) 

Anadir mas puntos a una particion aumenta la suma inferior y disminuye la suma superior (vease 
el Ejercicio 18 al final de esta seccion). Dadas dos particiones cualesquiera, P 1 y P 2 , podemos 
formar su refinamiento comun P, formado por todos los puntos de P 1 y P 2 . Asf, 

L(f, P0 ^ L[f , P) <U(f, P)^U(f, P 2 ) 

Por tanto, cada suma inferior es menor o igual que cada suma superior. Como los numeros reales 
son completos, debe existir al menos un numero real / tal que 

L(f, P) s? / «£ U(f, P), para cualquier particion P 
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Si solo hay un numero que cumple lo anterior, se denomina integral definida de f en el inter¬ 
val [a, b]. 


DEFINICION 3 La integral definida 

Supongamos que hay un unico numero / tal que para toda particion P del intervalo [a, b] 
se cumple que 

L(f, P)^I^U(f, P) 

Decimos entonces que la funcion f es integrable en el intervalo [a, b] y el valor / se de¬ 
nomina integral definida de f en el intervalo [a, b]. La integral definida se expresa me- 
diante el simbolo 

/ = f f(x) dx 


La integral definida de f(x) en el intervalo [a, b] es un numero ; no es una funcion dex. Depende 
de los numeros a y b y de la funcion concreta f, pero no de la variable x (es una variable auxi- 
liar como la variable / del sumatorio £" =1 f(/)). Si se sustituye x por cualquier otra variable el 
valor de la integral no cambia: 


f f(x) dx 


f fit ) dt 


r b 

Todas las partes del simbolo 


f(x)dx tienen su propio nombre: 


(i) J se denomina signo integral; recuerda a la letra S ya que representa el limite de una suma. 

(ii) a y b se denominan Ifmites de integracion; a es el limite inferior y b es el li'mite supe¬ 
rior. 

(iii) La funcion f es el integrando; x es la variable de integracion. 

(iv) dx es el diferencial de x. Sustituye a Ax en las sumas de Riemann. Si un integrando de¬ 
pende de mas de una variable, el diferencial nos indica cual es la variable de integracion. 


Ejemplo 3 


Demuestre que f(x) = x 2 es integrable en el intervalo [0, a], con a > 0, y calcule Jo x 2 dx 


Solucion Calcularemos los Ifmites cuando n -> <x> de las sumas inferior y superior de f en el intervalo 
[0, a], obtenidas en el Ejemplo 2 anterior. 


lim L(f, P n ) = lim 


(n - 1)(2 n - l)a 3 


lim U(f, P n ) = lim 


n->oo 6 rr 

(n + 1)(2 n + l)a 


n—>oo n->oo 6 n 

,3/ 


3 

a 3 

3 


3 a 3 


Si L( f, P n ) ^ I < U( f, P n ), debemos tener que / = a 3 /3. Por tanto, f(x) = x 2 es integrable en el intervalo 
[0, a], y 

i ? a3 

f (x) cfx = x 2 dx = — 


Para todas las particiones P del intervalo [a, b] tenemos que 

r b 


Uf.PX 


f(x)dx^U(f, P ) 
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Si f(x) Ss 0 en el intervalo [a, b], entonces el area de la region R limitada por la grafica de 
y = f(x), el eje x y las rectas x = a y x = b tiene un valor de A unidades al cuadrado, siendo 
A = j b a f(x)dx. Si f(x) 0 en el intervalo [a, b], el area de R es f(x)dx unidades al cua¬ 
drado. Para una funcion f general, f(x)dx es el area de la parte de R que esta por encima del 
eje x, menos el area de la parte de R que esta por debajo del eje x (vease la Figura 5.12). Jg f(x) dx 
puede verse como una «suma» de «areas» de infinites rectangulos con alturas f(x) y «anchuras 
infinitesimalmente pequenas» dx; es un limite de las sumas de Riemann superior e inferior. 



Sumas de Riemann generales 

Sea P = {x 0 , x 1( x 2 , ..., x n }, con a = x 0 < x 1 < x 2 < ■■■ < x n = b, una parti cion del intervalo 
[a, b] con norma ||P|| = max 1</<n Ax,. En cada subintervalo [x,_ 1( x,] de P seleccionamos un 
punto c, (denominado etiqueta). Sea c = (c lf c 2 . c n ) el conjunto de esas etiquetas. La suma 


R(f,P,c)= X f (c,)Ax, 

/=i 

= f(c 1 )Ax 1 + f (c 2 )Ax 2 + f(c 3 ) Ax 3 + ••• + f(c n )Ax n 

se denomina suma de Riemann de f en el intervalo [a, b], correspondiente a la particion P y a 
las etiquetas c. 

Notese en la Figura 5.13 que R( f, P, c) es una suma de areas con signo de rectangulos com- 
prendidos entre el eje x y la curva y = f(x). Para cualquier seleccion de las etiquetas c, la suma 
de Riemann R(f, P, c) cumple 

L(f,P)^R(f,P,c)^U(f,P) 



Figura 5.13 La suma de Riemann 
R(f, P, c) es la suma de las areas 
de los rectangulos sombreados en 
oscuro menos la suma de las areas de 
los rectangulos sombreados en claro. 










344 CALCULO 


Por tanto, si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces su integral es el limite de esas sumas 
de Riemann, donde el limite se toma cuando el numero n(P) de subintervalos de P tiende a infi¬ 
nite de forma que las longitudes de todos los subintervalos tienden a cero. Es decir, 



+b 

lim R(f, P, c) = 

f(x) dx 

n(P)—> oo 

a 

IIPII-0 J 



Como veremos en el Capitulo 7, muchas aplicaciones de integration se basan en reconocer que 
un limite de sumas de Riemann es una integral definida. 

TEOREMA^J^ Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en el intervalo [a, b], 

Como se ha indicado anteriormente, todavfa no podemos demostrar este teorema de forma 
completamente general. La demostracion se basa en el uso de la propiedad de completitud de los 
numeros reales y se presenta en el Apendice IV. Sin embargo, podemos hacer la siguiente obser- 
vacion. Para demostrar que f es integrable en el intervalo [a, b] es suficiente que, para cualquier 
numero positivo e, se pueda encontrar una particion P de [a, b] para la que U(f, P) -L(f, 
P) < e. Esta condicion evita que haya mas de un numero / que sea mayor que cualquier suma 
inferior y menor que cualquier suma superior. No es dificil encontrar esa particion si la funcion 
f es no decreciente (o no creciente) en el intervalo [a, b] (vease el Ejercicio 17 al final de esta 
seccion). Por tanto, lasfunciones continuas no decrecientes y no crecientes son integrables. Tam- 
bien lo es, por tanto, cualquier funcion continua que sea la suma de una funcion no decreciente y 
una funcion no creciente. Esta clase de funciones incluyen a casi cualquier funcion continua que 
nos podamos encontrar en aplicaciones concretas del calculo, pero, desafortunadamente, no in- 
cluye a todas las funciones continuas. 

En la Seccion 5.4 ampliaremos la definicion de integral definida a ciertas clases de funciones 
que no son continuas. 


Ejemplo 4 


"2 / 2 / - 1\ 1/3 

Exprese el limite lim £ — (1 h --—) como una integral definida. 


Solucion Deseamos interpretar la suma como una suma de Riemann para f(x) = (1 + x) 1/3 . El factor 2/n 
sugiere que el intervalo de integracion es de longitud 2 y esta dividido en n subintervalos iguales, cada uno 

de el I os de longitud 2/n. Sea c, = (2/ - l)/n para / = 1, 2, 3. n. Cuando n -> oo, Ci = l/n->0 y 

c n = (2 n - l)/n->2. Por tanto, el intervalo es [0, 2] y los puntos de la particion son x ; = 2 i/n. Observese 
que Xj—i = (2/ - 2 )/n < c, < 2 i/n = x, para todo /, de forma que la suma es en realidad una suma de Rie¬ 
mann para f(x) en el intervalo [0, 2], Como f es continua en ese intervalo, es integrable en el, y 


iim £ - 1 

n->o o j = i n 


2 / 


1\ 1/3 f 2 
= (1 


x) 1/3 dx 


Ejercicios 5.3 


En los Ejercicios 1-6, sea P n la particion del intervalo dado 
[a, b] en n subintervalos de la misma longitud 
Ax ; = (b - a)/n. Calcule L(f, P n ) y U(f, P n ) para las 
funciones f dadas y los valores dados de n. 

1. f (x) = x en [0, 2], con n = 8. 

2. f(x) = x 2 en [0, 4], con n = 4. 


3. f(x) = e x en [-2, 2], con n = 4. 

4. f(x) = Inx en [1, 2], con n = 5. 

5. f(x) = senx en [0, n], con n = 6. 

6. f(x) = cosx en [0, 2k], con n = 4. 

En los Ejercicios 7-10, calcule L(f, P n ) y U(f, P n ) para las 
funciones f dadas en los intervalos [a, b] dados, siendo P„ 
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la particion del intervalo en n subintervalos de la misma 
longitud A x = (b - a)/n. Demuestre que 

lim L(f, P n ) = lim U(f, P n ) 


*17. Si f es una funcion continua y no decreciente en un 
intervalo [a, b], y P„ es la particion de [a, b] en n 
subintervalos de la misma longitud (Ax, = (b - a)/n 
para 1 < ^ n), demuestre que 


y a partir aqui, que f es integrable en el intervalo [a, b] , _ . _ [b - a)(f(b) - f(a)) 

(ipor que?). iQue es f(x)dx? U[r ^ n> n 


7 . f(x) — x, [a, b) = [0, 1], 

8 . f(x) = 1 - x, [a, b] = [0, 2], 

9. f (x) = x 3 , [a, b] = [0, 1], 

10. f(x) = e x , [a, b] = [0, 3], 


En los Ejercicios 11-16, exprese los limites dados en forma 
de integral definida. 


" 1 i 

11 . lim V - - 

n->oo !=■i n \l n 

n 


" i // - i 

12 . lim V - /- 

n-MX) i=\ i n v n 


n -*■ oo j = ^ 

n i 

*15. lim y - tan _1 

n->oo /_]_ n 


71 

( ni\ 

n 

2 

( 2i \ 

- sen — 

14. lim X 

-In 1 


n 

w 

n->cc j = 1 

n 

l n 


2 / - 1 
2n 


*16. lim X -j —:2 

n-*oo j = i n ~r I 


Como podemos hacer el miembro izquierdo tan 
pequeno como queramos escogiendo n 
suficientemente grande, f debe ser integrable en el 
intervalo [a, b], 

*18. Sea P = {a = x 0 < x 1 < x 2 < < x„ = b} una 

particion del intervalo [a, b] y sea P' un refinamiento 
de P con un punto mas, x', que cumple, por ejemplo, 
que x, 1 < x’ < x, para algun valor de / entre 1 y n. 
Demuestre que 

L(f, P) *U(f, P') ^U(f, P')^U(f, P ) 

para alguna funcion continua f ( Sugerencia : 
Considere los valores maximo y minimo de la 
funcion f en los intervalos [x ( -_ lf x,], [x,_ lf x'] y 
[x', X/]). A partir de aqui, deduzca que 

L(f, P) <L(f, P") < U(f, P") < U(f, P) si P" 
es cualquier refinamiento de P. 


Propiedades de la integral definida 


Es conveniente ampliar la definicion de integral definida j b a f(x)dx para permitir que a = b y 
a > b, asi como a < b. En esta ampliacion intervendran particiones P con x 0 = a y x„ = b, y con 
puntos intermedios ordenados entre los dos puntos de los extremos, de modo que si a = b, en- 
tonces debe cumplirse que Ax, = 0 para todo /, y por tanto la integral es cero. Si a > b, tenemos 
que Ax, < 0 para todo i, por lo que la integral sera negativa para funciones f positivas y vice- 
versa. 

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades mas importantes de la integral defi¬ 
nida. 


TEOREMA^^ Sean f y g dos funciones integrables en un intervalo que contiene a los puntos a, b y c. 
Entonces: 

(a) Cualquier integral sobre un intervalo de longitud cero es cero. 


-a 

b 


f(x) dx 


0 


(b) AI invertir los limites de integracion, la integral cambia de signo. 



fa 

*b 


f(x) dx = - 

f(x) dx 

*■ 

b 

a 
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(c) Una integral depende Iinealmente del integrando. Si A y B son constantes, entonces 


r b 


rb 


(A fix) + Bg(x)) dx = A 


f[x) dx + B 


r b 


g(x)dx 


(d) Una integral depende aditivamente del intervalo de integracion. 


rb 


f(x) dx + 


rc 


f(x) dx = 


fix) dx 


(e) Si a ^ b y fix) ^ glx) para a ^ x ^ b, entonces 


rb 


rb 


f(x) dx ^ 


g(x) dx 


(f) Desigualdad del triangulo para integrals definidas. Si a b, entonces 





'•b 


f(x) dx 

iC 

|f(x)|dx 


J a 

*> 

a 


(g) La integral de una funcion impar en un intervalo simetrico alrededor de cero vale cero. 
Si f es una funcion impar (f(-x) = - fix)), entonces 


f f(x) dx 




-a 


o 


(h) La integral de una funcion par en un intervalo simetrico alrededor de cero vale dos 
veces la integral en la mitad positiva del intervalo. Si f es una funcion par 
(f(— x) = f(x)), entonces 



r a 

r a 


f(x) dx = 2 

fix) dx 


-a 

0 


Todas estas propiedades se pueden deducir partiendo de la definicion de integral definida. La 
mayoria de el las son intuitivamente razonables si consideramos las integrales como areas (con 
signo). Por ejemplo, las propiedades (d) y (e) son, respectivamente, las propiedades (v) y (vi) de 
las areas mencionadas en el primer parrafo de la Seccion 5.2 Ivease la Figura 5.14). 



[ f(x)dx+ [ / (x) dx = [ f(x)dx 
Ja Jb Ja 

(a) 


X = g(x) 


y = f(x) s 


area S < area R 
rb r b 

f(x)dx < g{x)dx 

Ja Ja 

(b) 


Figura 5.14 

(a) Propiedad (d) del Teorema 3. 

(b) Propiedad (e) del Teorema 3. 
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La propiedad (f) es una generalizacion de la desigualdad del triangulo para numeros: 

n n 

|x + y\ ^ |x| + |y|, o, de forma mas general, £ x, £ |x,| 

/=! /=i 

Se deduce de la propiedad (e) (suponiendo que |f| es integrable en el intervalo [a, £>]), ya que 
-KMI iC fix) ^ | f(x)|. Las propiedades de simetrfa (g) y (h), que se ilustran en la Figura 5.15, 
son particularmente utiles y conviene tenerlas siempre presentes, ya que pueden ahorrar trabajo 
innecesario al calcular integral es definidas. 



area Ri - area R 2 =0 area R i + area R 2 = 2 area R 2 


ca ca ca 

f(x)dx=0 f{x)dx = 2 f(x)dx Figura 5.15 

(a) Propiedad (g) del Teorema 3. 

(a) (b) (b) Propiedad (h) del Teorema 3. 

Todavfa no disponemos de un metodo sencillo para calcular integrales definidas. Sin embargo, 
algunas integrales se pueden simplificar utilizando las propiedades presentadas en el Teorema 3, 
y otras se pueden interpretar como areas conocidas. 


Ejemplo 


Calcule 


(a) J (2 + 5x)dx, (b) J (2+x)dx y (c) 
Solucion Veanse las Figuras 5.16-5.18. 


/9 -x 2 dx. 



(a) Por la propiedad de linealidad (c), | 2 . 2 (2 + 5x)dx = | 2 _ 2 2dx + 5j 2 _ 2 xdx. La primera integral de 
la derecha representa el area de un rectangulo de anchura 4 y altura 2 (Figura 5.16), por lo que su valor 
es 8. La segunda integral de la derecha es 0 porque el integrando es impar y el intervalo de integracion 
es simetrico alrededor del 0. Por tanto, 

| (2 + 5x) dx = 8 + 0 = 8 
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(b) Jo (2 + x)dx representa el area del trapezoide de la Figura 5.17. Sumando las areas del rectangulo y del 


triangulo que forman dicho trapezoide, se obtiene 

*3 


(2 + x) cfx = (3 x 2) + ^ (3 x 3) = ^ 
o ^ ^ 


(c) J 3 _3 y/9 - x 2 dx representa el area de un semicirculo de radio 3 (Figura 5.18), por lo que 

1 
2 


-3 


/-= 1 , 9n 

v /9-x 2 dx = -7r(3 2 ) = — 


Aunque las areas se miden en unidades de longitud al cuadrado, las integrales definidas son nu- 
meros y no tienen unidades. Incluso cuando se utiliza un area para calcular una integral, no se 
asignan unidades a la integral. 


Un Teorema del Valor Medio para integrales 

Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b], Entonces f alcanza un valor minimo my un 
valor maximo M en dicho intervalo, por ejemplo en los puntos x = / y x = u, respectivamente: 


m = f(l) s; f(x) s; f(u) = M para todo x en [a, b] 
Para el caso de la particion P de 2 puntos del intervalo [a, b] con x 0 = a y x 1 


m(b - a) 


r b 


Hf.P) ^ 


f(x)dx^U(f, P) 


M(b - a) 


b, tenemos que 


Por tanto, 


f(l) =m < 


r b 


b - a 


f(x)dx 


flu) 


Por el Teorema del Valor Medio, f(x) debe tomar todos los valores entre f(/) y f(u) en algun 
punto entre / y u (Figura 5.19). Por tanto, existe un numero c entre / y u tal que 


f(c ) = 


1 

b - a 


r b 


f(x) dx 


Es decir, J^ f(x)dx es igual al area (b - a)f(c) de un rectangulo cuya anchura de la base es 
b - a y su altura es f(c) para algun valor c entre a y b. Este es el Teorema del Valor Medio 
para integrales. 


TEOREMAEl Teorema del Valor Medio para integrales 

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto c en [a, b] tal 
que 

r b 

f(x)dx = (b - a)f(c) 

J 3 


Observese en la Figura 5.19 que el area por debajo de la curva y = f(x) y por encima de la recta 
y = f(c) es igual al area por encima dey = f(x) y por debajo dey = f(c). En este sentido, f(c) 
es el valor medio de la funcion f(x) en el intervalo [a, b]. 
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Figura 5.19 La mitad del area entre y = f(x) 
y la linea horizontal y = f(c) esta por debajo 
de dicha linea, y la otra mitad esta por encima 
de dicha linea. 


DEFINICION 4 Valor medio de una funcion 

Si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces el valor medio de f en [a, b], que se 

indica como f, es 


1 


f=. - 

f(x) dx 

b - a * 

a 


Ejemplo 2 


Calcule el valor medio de f(x) = 2x en el intervalo [1, 5], 
Solucion El valor medio (vease la Figura 5.20) es 


f = 


1 


1 


1 


1 


2xdx = - 4 x 2 + - (4 x 8) = 6 



Definicion de integrales de funciones continuas por tramos 

La definicion de integrabilidad y de integral definida, dadas anteriormente, se puede extender a 
una clase de funciones mas amplia que las funciones continuas. U na extension simple pero muy 
importante es a la clase de funciones continuas por tramos. 















350 CALCULO 


Considerese la grafica y = f(x) que se muestra en la Figura 5.21(a). Aunque f no es continua 
en todos los puntos del intervalo [a, b] (es discontinua en c 1 y c 2 ), es claro que la region encerra- 
da debajo de la grafica y encima del eje x entre x = a y x = b tiene un area determinada. Esa 
area puede representarse como 


rci 


rci 


f (x) dx + 


rb 


f(x) dx + 


f(x) dx 




a 


J Ci 


J c 2 


Esto es razonable ya que existen funciones continuas en [a, cj, [c lr c 2 ] y [c 2 , b] iguales a f(x) 
en los correspond!entes intervalos abiertos (a, q), (c lf c 2 ) y (c 2 , b). 



Figura 5.21 Dos funciones 
continuas por tramos. 


DEFINICION 5 Funciones continuas por tramos 


Sea c 0 < q < c 2 < ••• < c n un conjunto finito de puntos en la recta real. Una funcion f 
definida en el intervalo [c 0 , c n ], excepto posiblemente en alguno de los puntos c /( 
(0</<n), se denomina continua por tramos en dicho intervalo si para todo / 
(1 q / q n) existe una funcion F, continua en el intervalo cerrado c,], tal que 

f(x) = F,(x) en el intervalo abierto (c,_ 1( c,) 

En este caso, se define la integral definida de f desde c 0 hasta c n como 




f(x)dx = X 


F ,(x) dx 


Ejemplo 3 


Calcule 


J Co i 

= 1 J C/_! 


1 Jl - x 2 si 0 < x ^ 1 

f(x) dx, siendo f(x) = 1 

2 si 1 < x ^ 2 

i 

x-2 si 2<x^3 

V. 


Solucion El valor de la integral es la suma de las areas sombreadas en la Figura 5.21(b): 
| f(x)dx = J* Jl -x 2 dx + | 2dx + | (x — 2 )dx 


(1 A (l \ n + 10 

= (-x7txl 2 j + (2xl) + (-xlxlj = —-— 
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Ejercicios 5.4 


1. Simplifique J f(x)dx + J f(x)dx + J f(x)dx. 

2. Simplifique J* 3f(x)dx+f 3f(x)dx — f 2f(x)dx 


3 f (x) dx. 


Calcule las integrales en los Ejercicios 3-16 utilizando las 
propiedades de la integral definida e interpretando las 
integrales como areas. 


3. (x + 2) dx 


4. (3x + 1) dx 


5. xdx 


9. sen (x 3 ) dx 


6 . J (1 - 2x)dx 
f° 

8. Jl - x 2 dx 

J-V2 V 

10 . f (a - |s|)ds 


11 . J (u 5 - 3u 3 + n) du 12 . J 72 x - x 2 dx 

13. f (e x -e~ x )dx 14. f (2 +1) 


*15. x /4 - x 2 dx 


*16. ./4-x 2 dx 


Sabiendo que x 2 dx = —, calcule las integrales de los 
J o 3 
Ejercicios 17-22. 


17. 6x 2 dx 


19. J (4 - n dt 


18. J (x 2 - 4) dx 
20 . f (v 2 - v) dv 


1 

tv 2 , /i _ v 2\ ->■> 


21 . (x + ./l - x )dx 22 . x (2 + senx) dx 


f 1 1 f 3 1 

25. -dt 26. -ds 

J 1/3 f J 1/4 S 

Calcule los valores medios de las funciones de los 
Ejercicios 27-32 en los intervalos dados. 

27. f(x) = x + 2 en [0, 4] 

28. g{x) = x + 2 en [a, b] 

29. f(t) = 1 + sent en [-7r, 7i] 

30. k(x) = x 2 en [0, 3] 

31. f(x) = 74^7 en [0, 2] 

32. g(s) = 1/s en [1/2, 2] 

Funciones continuas por tramos 

33. Calcule J sgnxdx. Recuerde que sgnx vale 1 si 
x>0y — 1 si x < 0. 


34. Calcule 


f(x) dx, siendo f(x) = 


1+x si x<0 
2 si x^O 


35. Calcule g(x)dx, siendo g(x) = 


x 2 si 0 ^ x 5g 1 
x si 1 < x 5g 2 


36. Calcule J |2 - x|dx. 


*37. Calcule 


38. Calcule 


/4 - x 2 sgn (x - 1) dx. 


|xj dx, siendo |xj el maximo entero 


menor o igual que x (vease el Ejemplo 10 de la 
Seccion P.5). 

Calcule las integrales de los Ejercicios 39-40 observando 
las graficas de los integrandos. 

f4 

39. J (|x + 1| -|x - 1| + |x + 21)dx 


3 x 2 -x 


dx 


La definicion de Inx como un area, realizada en la Seccion 
3.3, implica que 

r i 

-dt= Inx 

Jit 

parax > 0. Utilice ese resultado para calcular las integrales 
de los Ejercicios 23-26. 


Jolx-ll 

41. Calcule el valor medio de la funcion 

f(x) = |x + 1|sgnx en el intervalo [-2, 2], 

42. Si a < b y f es una funcion continua en el intervalo 
[a, b], demuestre que f (f(x) - f) dx = 0. 


f 2 1 

23. -dx 

Ji* 


f 4 1 

24. Ud, 


43. Suponga que a < b y que f es continua en el intervalo 
[a, b]. Calcule la constante k que minimiza la integral 

f (f(x)-k) 2 dx. 
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El Teorema Fundamental del Calculo 


En esta seccion demostraremos la relacion que existe entre la integral definida presentada en la 
Seccion 5.3 y la integral indefinida (o primitiva general) presentada en la Seccion 2.10. Una con- 
secuencia de esta relacion es que aprenderemos a calcular integrales definidas de funciones 
cuyas primitivas seamos capaces de calcular. 

En la Seccion 3.3 planteamos el problema de calcular una fund on cuya derivada fuera 1/x. 
Resolvimos este problema definiendo la fund on deseada (Inx) en funcion del area encerrada ba- 
jo la grafica dey = 1/x. Esta idea motiva el siguiente teorema, y es un caso especial del mismo. 


TEOREMA Teorema Fundamental del Calculo 

Supongamos que la funcion f es continua en un intervalo / que contiene al punto a. 
PARTE I. Sea la funcion F definida en /: 


Fix) 


r x 

fit) dt 
J a 


Entonces F es diferenciable en /, y F'(x) = fix) en dicho intervalo. Por tanto, F es una pri¬ 
mitiva de f en /: 



fit) = fix) 


PARTE II. Si G(x) es cualquier primitiva de fix) en /, de forma que G'(x) = fix) en /, en¬ 
tonces para todo b en / se cumple 


f fix)dx = Gib) - Gia) 


DEMOSTRACION 

F'ix) = lim 

h^O 


Utilizando la definicion de derivada, podemos calcular 

Fix + h) - Fix) 
h 


= lim 

h-> o 

= lim 

h->0 

= lim 

h ->0 

= lim 

C->X 


1 

h 

1 

h 

1 

h 


(r +h 

\J a 

rx + h 

J x 


hfic) 


fit)dt 

fit)dt 


fic) 


por el Teorema 3(d) 

para alguna c = c(h) (que depende de h) 
entre x y x + h (Teorema 4) 
ya que c ^x cuando h -> 0 


= fix) ya que f es continua. 

Ademas, si G'(x) = fix), entonces Fix) = G(x) + C en / para alguna constante C (por el 
Teorema 13 de la Seccion 2.6). Entonces, 


f fit)dt = Fix) = G(x) + C 


a 
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Sea x = a y obtengase 0 = G(a) + C mediante el Teorema 3(a), de forma que C = — G (a). 
Hagamos ahora x = b para obtener 


f(t)dt = G(b) + C = C(b) -G(a) 


Por supuesto, se puede sustituir t por x (o cualquier otra variable) como variable de integra¬ 
cion en el miembro izquierdo. 


Observation Hay que recordar las dos conclusiones del Teorema Fundamental, ya que am- 
bas son utiles. La parte I trata de la derivada de una integral; nos indica como diferenciar una 
integral definida con respecto a su limite superior. La parte II considera la integral de una deri¬ 
vada; nos indica como calcular una integral definida si se puede obtener una primitiva del inte- 
grando. 

DEFINICION 6 

Para facilitar el calculo de integrales definidas utilizando el Teorema Fundamental del 
Calculo se define el si'mbolo de evaluation: 

b 

Fix) = F(b) - F(a) 


fix) dx = fix) dx 


Por tanto, 


donde j f(x)dx indica la integral indefinida o primitiva general de f ivease la Seccion 2.10). 
Cuando se calcula una integral definida de esta forma, omitiremos la constante de integracion 
i+C) de la integral indefinida ya que se cancela en la resta: 

b b 

(F(x) + C) = Fib) + C - (F(a) + C) = F(b) - F(a) = Fix) 


Cualquier primitiva de f se puede utilizar para calcular la integral definida. 



Hay que prestar atencion y tener en cuenta todos los signos menos al 
sustituir un limite inferior negativo. 
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Calcule el area A de la region plana que esta por encima del eje x y por debajo de la curva 

y = 3x - x 2 . 

Solucion Necesitamos obtener los puntos donde la curva y = 3x - x 2 cruza al eje x. Esos puntos son las 
soluciones de la ecuacion 

0 = 3x - x 2 = x(3 - x) 

Las unicas raices son x = 0 y x = 3 (vease la Figura 5.22). Por tanto, el area de la region es 

A=jV-,Vx-(p-^)[ 


27 

y 


27 27 9 

y — (0 - 0) = — = - unidades al cuadrado 



Ejemplo 


Calcule el area bajo la curva y = senx, por encima de y = 0 y desde x = 0 hasta x = n. 
Solucion El area pedida, que se ilustra en la Figura 5.23, es 


A = senxdx = -cosx = 


1 - (1)) = 2 unidades al cuadrado 



Notese que, aunque la integral definida es un numero puro, un area es una magnitud geometrica 
que implfcitamente requiere unidades. Si las unidades del ejex y del ejey son, por ejemplo, me¬ 
tros, el area debe expresarse en metros cuadrados (m 2 ). Si no se especifican las unidades de lon- 
gitud de los ejes x e y, el area se expresara en unidades al cuadrado. 

Calcule el area de la region R que esta por encima de la recta y = 1 y por debajo de la 
curva y = 5/(x 2 + 1). 

Solucion La region R se muestra sombreada en la Figura 5.24. Para calcular las intersecciones dey = 1 
ey = 5/(x 2 + 1), debemos resolver la ecuacion: 

5 


por lo que x 2 + 1 = 5, x 2 = 4 y x = ±2. 
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El area A de la region R es el area bajo la curva y = 5/fx 2 + 1) y por encima del eje x entre x = -2 
y x = 2, menos el area de un rectangulo de anchura 4 y altura 1. Como tan _1 x es una primitiva de 
l/(x 2 + 1), 


A = 



dx - 4 = 2 


5 

x 2 + 1 


dx - 4 


= 10tan X x 


-4 = 10tan l 2 - 4 unidades al cuadrado 


Observese el uso de la simetria par (Teorema 3(h) de la Seccion 5.4) para sustituir el limite inferior de inte- 
gracion por 0. Es mas facil sustituir 0 en la primitiva que -2. 



Ejemplo 5 


Calcule el valor medio de f(x) = e x + cosx en el intervalo [-nfl, 0], 
Solucion El valor medio es 


f = 


0 — I — — \ J ~ {n ' 2) 


(e x + cosx)dx 


= - (-e 

n 


senx) 


-(n/2) 


2 2 

= - (-1 + 0 + e H/2 - (-1)) =-e K/2 
n n 


Hay quetener cuidado con las integrales de la forma \ b a f(x)dx, donde f no es continua en todos 
los puntos del intervalo [a, b], El Teorema Fundamental no se aplica en esos casos. 


Ejemplo 6 


Sabemos que — 
dx 


1 

- si x # 0. Sin embargo, es incorrecto decir que 


= 0 - 0=0 

aun cuando 1/x sea una funcion impar. De hecho, 1/x es indefinida y no tiene limite en x = 0, y no es inte¬ 
grate en [-1, 0] ni en [0, 1] (Figura 5.25). Observese que 

f 1 1 

lim - dx = lim - lnc = oo 

c->0+ J c X c-»0 + 

por lo que las dos regiones sombreadas en la Figura 5.25 tienen area infinita. Las integrales de este tipo se 
denominan integrales impropias. Las consideraremos en la Seccion 6.5. 
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Presentaremos a continuacion algunos ejemplos que ilustran la primera conclusion del Teorema 
Fundamental. 


Ejemplo 7 


Calcule las derivadas de las siguientes funciones: 


e p dt 


(*3 p 5x f'X • 

(a) F(x) = e t2 dt, (b) G (x) = x 2 e p dt, (c) H(x) = 

t) X 4 »/ X' 

Solucion Para obtener las soluciones hay que aplicar la primera conclusion del Teorema Fundamental 
junto con otras reglas de diferenciacion. 

(a) Observese que F(x) = - J 3 e _f2 dt (por el Teorema 3(b)). Por lo tanto, por el Teorema Fundamental, 
F'(x) = -e '* 2 . 

(b) Por la Regia del Producto y la Regia de la Cadena, 


5x 


5x 


G'(x) = 2x e" t2 cft + x 2 — e p dt 
-4 dx J _ 4 

e~ t2 dt + x 2 e ~ (5x)2 (5) 

-4 

*5x 

e~ p dt + 5x 2 e _25x2 
-4 


= 2 x 


= 2 x 


(c) Se divide la integral en una diferencia de dos integrales en cada una de las cuales la variable x aparece 
solo en el I (mite superior. 

r*x 3 f*x 2 

H(x) = e p dt - e p dt 

H'(x) =e 1x3)2 (3x 2 ) - e" (x 2 ) 2 (2x) 

= 3x 2 e x6 - 2x e xJ 


Los apartados (b) y (c) del Ejemplo 7 son ejemplos de las siguientes formulas que incorporan la 
Regia de la Cadena en la primera conclusion del Teorema Fundamental. 


d_ 

dx 


rgM 


f(t) dt = f(g(x))g'(x) 


dx 


rgM 


- f(t) dt = f(g{x))g'(x) 


h(x) 


f(h(x))h'M 
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Ejemplo 8 


Resuelva la ecuacion integral f(x) = 2 + 3 


fit) dt. 


Solucion Diferenciando la ecuacion integral se obtiene f'(x) = 3f(x), la ecuacion diferencial del creci- 
miento exponencial f(x) = Ce 3x . Sustituyendo ahorax = 4 en la ecuacion integral se obtiene f (4) = 2. A si, 
2 = Ce 12 , por lo que C = 2e -12 . Por tanto, la solucion de la ecuacion integral es f(x) = 2e 3x-12 . 


Concluiremos con un ejemplo que muestra como se puede utilizar el Teorema Fundamental para 
calcular limites de sumas de Riemann. 


Ejemplo 9 


1 " 

Calcule lim - £ cos 

n —> oo H j = i 


Solucion En la suma aparecen valores de cosx en los extremos derechos de los n subintervalos de la 
particion 

n 2n 3n tin 

°' 2 n' 2n' 2n . 2n 

del intervalo [0, n/2], Como cada uno de los subintervalos de esta particion tiene longitud n/(2n), y como 
cosx es continua en el intervalo [0, n/2], tenemos, expresando el limite de una suma de Riemann como una 
integral (vease la Figura 5.26), 


n 


n 


lim — ^ cos 

n->oo In j = i 


7r/2 


cos xdx = senx 


nil 


= 1 - 0=1 


La suma obtenida difiere de la suma de Riemann solo en que no esta el factor n/2. Por tanto, 

2 
n 


1 " 

lim - Yj cos 


n — > go n i — 


j =1 



Figura 5.26 


Ejercicios 5.5 


Calcule las integrales definidas en los Ejercicios 1-20. 


1. I x 3 dx 
1 0 

f 1 1 

3. | dx 

1/2 X 
2 

5. | (3x 2 - 4x + 2 )dx 

-1 

r»2 

7. | (x 2 + 3) 2 dx 

-2 


2 . Jxdx 


r- 1 


4. 

6 . 


x x- 


2/2 v3 


dx 


-3“ y ldx 


1 

t * 9 / l 

8 . j ^Tx - —= ) dx 


^ — n/6 

9. cos xdx 

J -it/4 

r-n/3 

11 . sen 0 do 

J +4 

f*n 

13. e x dx 


15. a x dx (a > 0) 


17. 


dx 

! 1 + X 2 


pn/3 

10. | sec 2 8 dO 

r*2n 

12 . (1 + sen u)du 

14. J (e x - e~ x )dx 

16. | 2 X dx 

: 3 ' 2 dx 

18. 

o ./I -x 2 
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*19. 


dx 




* 20 . 


x‘ i -? 4 + x 2 


dx 


<■ 3 n/2 

33. | |cosx|dx 


En los Ejercicios 35-38, calcule los valores medios de las 
funciones dadas en los intervalos especificados. 

35. f(x) = 1 + x + x 2 + x 3 en [0, 2] 

36. f (x) — e 3x en [-2, 2] 

37. f{x) = 2 X en [0, 1/In2] 

fO si 0 ^ t ^ 1 

*«»- 1 si l< t5! 3 enl0 ’ 31 


Calcule las derivadas indicadas en los Ejercicios 39-46. 


Calcule el area de la region R especificada en los Ejercicios 

21-32. Es util realizar un dibujo de la region. 

21 . Limitada por y = x 4 , y = 0, x = 0 y x = 1. 

22 . Limitada por y = 1/x, y = 0, x = e y x = e 2 . 

23. Por encima de y = x 2 - 4x y por debajo del eje x. 

24. L i mitada por y = 5 - 2x - 3x 2 , y = 0, x = -1 y 
x = 1. 

25. L i mitada por y = x 2 - 3x + 3 y y = 1. 

i x 

26. Por debajo de y = ^x y por encima de y = 

27. Por encima de y = x 2 y a la derecha de x = y 2 . 

28. Por encima de y = |x| y por debajo de y = 12 - x 2 . 

29. Limitada por y = x 1/3 - x 1/2 , y = 0,x = 0yx = l. 

30. Por debajo de y = e~* y por encima de y = 0, desde 
x = -a hasta x = 0. 

31. Por debajo de y = 1 - cosx y por encima de y = 0, 
entre dos intersecciones consecutivas de estas graficas. 

32. Por debajo de y = x _1/3 y por encima de y = 0, desde 
x = 1 hasta x = 27. 


d f x sen t 

d f° sent 
41. - — eft 

dx J X 2 t 


d f 3 sen x 
40. - - dx 

dt J t x 

d , r 2 sen u 
42. — x 2 - du 


43. 


d cosy 


dx Jo u 

PCOS0 


dt J l + y 2 


dy 


44. 


1 


dO J Qpn ft 1 X 


dx 


45. y-Ffx/x), si F(t) = f cos (x 2 )dx. 

dx v Jo 

f* 2 

46. H '(2), si H(x) = 3x e ^ dt 

47. Resuelva la ecuacion integral f(x) = 7i( 1+ I f(t)dt 

1 1 

48. Resuelva la ecuacion integral fix) = 1 - | f(t)dt. 

*49. Critique el siguiente calculo erroneo: 


1 dx 
72 


1 1 1 

- = -l + — = -2 

X _! 1 


/Donde ocurre exactamente el error? /Por que no es 
-2 un valor razonable de la integral? 

*50. Utilice una integral definida para definir una funcion 


Calcule las integrales de funciones continuas por tramos en 
los Ejercicios 33 y 34. 

„ f 3 sgn (x - 2) 

34. I ^^-dx 


Fix) cuya derivada sea 
cumpla F(17) = 0. 


senx 
1 + x 2 


para todo x y que 


*51. /Tiene la funcion Fix) = 


1 o \1 + t 

valor maximo o minimo? J ustifique su respuesta 


2x-x 2 


cos 


dt un 


Calcule los limites en los Ejercicios 52-54. 

2\ 5 ( n xS 

- + ■•■+ 1 + - 
n] \ n 

nn 


i (/ r 5 

*52. lim - 1 + - 

n->oo n \\ n 


n n 

*53. lim - sen- 

n->oo n n 


2n 3n 

sen-1- sen — 

n n 


* 54. lim 


n 


n 


n 


n->oo In 2 + 1 n 2 + 4 n 2 + 9 


sen- 

n 

2P 


n 


El metodo de sustitucion 


Como hemos visto, el calculo de integrales definidas se realiza mas facilmente si se puede obte- 
ner una primitiva del integrando. En esta seccion y en las Secciones 6.1-6.4 presentaremos algu- 
nas tecnicas de integracion, es decir, metodos para obtener primitivas de funciones. Aunque las 
tecnicas que desarrollaremos se pueden utilizar para una amplia clase de funciones, no funciona- 
ran con todas las funciones que podriamos desear integrar. Si la integral definida tiene un inte- 
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grando cuya primitiva es o bien imposible o bien muy dificil de obtener, se puede aproximar 
dicha integral definida por medios numericos. En las Secciones 6 . 6 - 6.8 presentaremos tecnicas 
para realizarlo. 

Empezaremos por presentar una tabla con algunas integral es indefinidas conocidas. Estos re- 
sultados se obtuvieron durante nuestro desarrollo de formulas de diferenciacion de funciones ele- 
mentales. Es conveniente memorizarlos. 


Algunas integrales elementales 


1 . 


3 . 


5 . 


7 . 


9 . 


11 . 


13 . 


1 dx = x + C 

1 , 

x 2 dx = - x 3 + C 


x dx = - x 3/2 + C 


x r dx =- -x r+1 + C (r#-l) 

r + 1 


sen ax dx = — cos ax + C 
a 

, 1 

sec 2 ax dx = - tan ax + C 


sec ax tan ax dx = - sec ax + C 
a 


2 . 

4 . 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14 . 


f 1 

x dx = - x 2 + C 

*/ 

r 1 1 

dx =-h C 

X X 

r 1 r 

— 7 = dx = iJx + C 
x 


dx = In |x| + C 


r 1 

cosax dx = - sen ax + C 
a 

esc ax dx = — cotax + C 


esc ax cot ax dx = — esc ax + C 
a 


15 . 


17 . 


a - x^ 


dx = sen 1 - + C (a > 0) 


e ax dx = - e ax + C 
a 


16 . 


18 . 


-7 - 5 dx = - tan 1 - + C 

a x + x x a a 

d ax dx = — b ax + C 
a Ind 


19 . cosh ax dx = - senhax + C 
a 


20 . 


senh ax dx = - cosh ax + C 
a 


Notese que las formulas 1-6 son casos especiales de la formula 7, que es valida en cualquier 
intervalo donde x r tenga sentido. La formula de linealidad 


(A f(x) + Bg(x)) dx = A 


f(x) dx + B 


g(x) dx 


hace posible integrar sumas y productos por constantes de funciones. 


Ejemplo 1 


(Combination de integrales elementales) 


. a 7 -> x 5 3x 4 8x 3 , 

(a) | (x 4 - 3x 3 + 8x 2 - 6x - 7) dx = j - — + — - 3x 2 - 7x + C 

(b) | ( 5x 3 / 5 - = 2 4 x 8/5 - 4= tan 1 4= + C 

M 2 + x 2 / 8 . h . h 
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, 4 5 

(c) | (4 cos 5x - 5 sen 3x) dx = - sen 5x + - cos 3x + C 

(d) I ( — + a" x |c/x = - In |x| H—^— a" x + C, (a > 0) 

\7tx / Ti n In a 


Algunas veces es necesario modificar un integrando de forma que se pueda aplicar el metodo. 


Ejemplo 2 


(x + 1) 3 f x 3 + 3x 2 + 3x + 1 

-dx = -dx 

x x 


= | (x 2 + 3x + 3 + -)dx 

V ^ 

1,3, 

= - x 3 + - x 2 + 3x + In |x| + C 


Cuando la integral no se puede calcular por simple inspection, como en el caso de los Ejemplos 
1-2, hay que utilizar una o mas tecnicas especiales. La mas importante de estas tecnicas es el 
metodo de sustitucion, que es la version integral de la Regia de la Cadena. Si se expresa la Re¬ 
gia de la Cadena, ^ f(g(x )) = f'(g(x))g'(x), en forma integral, se obtiene 

f f'(g(x))g'(x)dx = f(g(x))+C 


Observese el siguiente formalismo que permitirfa obtener la formula anterior aun cuando no su- 
pieramos que es cierta: 

Sea u = g(x). Entonces du/dx = g'(x) o, en forma diferencial, du = g'(x)dx. Entonces, 


r 


f'(g(x))g'(x) dx 


f'[u) du 




f(u) + C 


f(g(x))+c 


Ejemplo 3 


(a) 


(Ejemplos de sustitucion) Calcule las integrales indefinidas: 
sen (3 In x) 


x‘ + 1 

Solucion 

x 

(a) 


dx, (b) 


dx 


dx, 


(c) e\/l + e x dx 


Sea u = x 2 + 1 
Entonces du = 2xdx y 
x dx = \ du 


(b) 


1 fdu 1 1 , n - 

= - y = 2' n ^^ + < ' = 2 n ^ + + ^ = ' n v 2(2 + 1 + C 

Ambas versiones de la respuesta final son igualmente aceptables. 
sen (3 Inx) 


dx Sea u = 3Inx 

E ntonces du = - dx 
x 

= ^ I sen udu = - - cos u + C = - - cos(31nx) + C 
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En algunas ocasiones, las sustituciones apropiadas no son tan obvias como en el Ejemplo 3, y 
puede ser necesario modificar algebraicamente el integrando, transformandolo en una forma me- 
jor para aplicar sustitucion. 




No se puede forzar al metodo de susti tucion para que funcione. Por ejemplo, no existe ningu- 
na sustitucion que mejore mucho la integral j x(2 + x 7 ) 1/5 dx. Sin embargo, en la integral 
J x 6 (2 + x 7 ) 1/5 dx se puede aplicar el cambio u = 2 + x 1 . El cambio u = g(x) es probable que 
funcione si g'[x) es un factor del integrando. 

El siguiente teorema simplifica el uso del metodo de susti tucion en integrales definidas. 


TEOREMA^^ Sustitucion en una integral definida 

Supongamos que g es una funcion diferenciable en el intervalo [a, b], que cumple que 
g(a) = A y g(b) = 8. Supongamos tambien que f es una funcion continua en el rango de g. 
Entonces, 

rb rB 

f(g(x))g'(x)dx= f(u)du 

J a J >4 

DEMOSTRACION Sea F una primitiva de f: F'(u) = f(u). Entonces, 

./ 

— F(g(x)) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x) 
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por tanto, 


r b 


f(g(x))g'(x)dx = F(g(x)) 


= F(g(b)) - F(g(a)) 


= F(B) - F(A) = F(u) 


b 


f(u) du 


Ejemplo 5 


Calcule la integral / = 


cos./x + 1 


dx. 


' 0 Jx + 1 

Solucion M ETODO I. Sea u = Jx + 1. Entonces du = 
entonces u = 3. Por tanto, 


dx 


Si x = 0, entonces u = 1; si x = 8, 


I = 2 | cos u du = 2 sen u 
i 


= 2 sen 3 - 2 sen 1 


M ETODO II. Utilizaremos el mismo cambio que en el M etodo I, pero no transformaremos los limites de 
integracion de valores en x en valores en u. Volveremos a la variable x antes de sustituir en los limites: 

m = 8 x = 8 _ 

1 = 2 | cosudu = 2senu =2sen^/>M 

x=0 x=0 


= 2 sen 3 - 2 sen 1 


Notese que los limites deben escribirse como x = 0yx = 8en cualquier etapa donde la variable no sea x. 
Seria incorrecto escribir 

I = 2 I cos udu 


porque esto implicaria que u, y no x, varia entre 0 y 8. El M etodo I produce una solucion mas corta y, por 
tanto, es preferible. Sin embargo, en casos en que los limites transformados (los limites en u) sean muy 
complicados, es preferible utilizar el M etodo II. 


Ejemplo 6 


Calcule el area de la region limitada por y = 2 + sen - cos -, el eje x, y las rectas 


x = 0 y x = 7i. 

Solucion Como y ^ 0 cuando 0 ^ x ^ n, el area pedida es 


A = 


sen 


x 

cos - dx 


Sea v = 2 + sen - 

1 x 

Entonces dv = - cos -dx 

2 2 


= 2 | v 2 dv = - v 3 
2 3 


3 2 38 

= - (27 - 8) = — unidades al cuadrado 


Observacion La condicion de que f sea continua en el rango de la funcion u = g(x) 
(para a^x^b) es esencial en el Teorema 6. Utilizando el cambio u = x 2 en la integral 
j 1 ! xcsc (x 2 ) dx se llega a una conclusion erronea: 

-i ^ r 1 

x esc (x 2 ) dx = - esc u du = 0 

J -i 2 Ji 
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Aunque xcsc(x 2 ) es una funcion impar, no es continua en 0, y la integral dada representa una 
diferencia de areas infinitas. Si se supone que f es una funcion continua en un intervalo que 
contiene A y B, entonces es suficiente con saber que u = g(x) es uno a uno y, por tanto, diferen- 
ciable. En este caso el rango de g estara entre A y B, por lo que se cumplira la condicion del 
Teorema 6. 

Integrates trigonometricas 

El metodo de sustitucion resulta a menudo de utilidad en el calculo de integrales trigonometri¬ 
cas. Comenzaremos por presentar las integrales de las cuatro funciones trigonometricas cuyas in- 


tegrales no hemos presentado todavfa. Aparecen en muchas aplicaciones y es conveniente me- 
morizarlas. 

1 ntegrales de la tangente, cotangente, secante y cosecante 


tanxdx = In | sec x | + C 


cotxdx = 1 n | sen x | + C = — In | esc x| + C 


secxdx = In |secx + tanx| + C 

* 

cscxdx = — 1 n|escx + cotx| + C = 1 n |escx - cotx| + C 


Por supuesto, todas el I as se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos de las ecua- 
ciones. Las dos primeras se pueden calcular directamente expresando tanx y cotx en funcion de 
senx y cosx, y utilizando el cambio adecuado. Por ejemplo, 


f tan x dx = 




f sen x , 

- dx 

cosx 


Sea u = cosx 
Entonces du = -senxdx 


du 

— = -In |u| + C 
u 


= - In |cosx| + C = In 


cosx 


+ C = I n | sec x | + C 


La integral de secx se puede calcular expresandola de la forma 

secx(secx + tanx) 


sec x dx = 


sec x + tan x 


dx 


y utilizando el cambio u = secx + tanx. La integral de cscx se puede calcular de forma similar 
(demuestre que las dos versiones dadas de la integral son equivalentes). 

Consideraremos ahora integrales de la forma 


sen m xcos n xdx 
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Si m o n son enteros positivos e impares, la integral se puede calcular facilmente por sustitucion. 
Por ejemplo, si n = 2k + 1, siendo k un entero, se puede utilizar la igualdad sen 2 x + cos 2 x = 1 
para expresar la integral de la forma 

r 

sen m x(l - sen 2 x) fc cosxdx 

que se puede integrar aplicando el cambio u = senx. De forma similar, se puede usar u = cosx 
si m es un entero impar. 


Calcule: (a) sen 3 xcos 8 xdx y (b) cos 5 axdx 


Ejemplo 7 


Solucion 

(a) | sen 3 xcos 8 xdx = | (1 - cos 2 x)cos 8 xsenxdx Sea u = cosx 

du = - sen x dx 

= - I (1 - u z )u a du = I (u w -u 8 )du 


u 11 u 9 1 n 1 9 

--- + C = n cosll x-9 Cos9 x + C 


(b) cos 3 axdx= (1 - sen 2 ax) 2 cos ax dx 


Sea u = sen ax 
du = a cosaxdx 


i r i 

= - (1 - u 2 ) 2 du = - | (1 - 2u 2 + u 4 )du 

a a 


1 / 2 , 1 ., 

= -u--u 3 + -u 5 +C 


1 2 1 , . 

= - sen ax - - sen J ax + - sen 3 ax + C 
a V 3 5 


Si las potencias de senx y cosx son ambas pares, se pueden utilizar las formulas del angulo do- 
ble (vease la Seccion P.7): 

, 1 , 1 

cos x = - (1 + cos2x) y semx = - (1 - cos2x) 


Ejemplo 8 


(Integracion de potencias pares del seno y el coseno) Verifique las formulas 


, 1 

cosaxdx = - (x + senxcosx) + C 


* , 1 

sen^xdx = - (x - senxcosx) + C 


Estas integrales aparecen frecuentemente y conviene recordarlas. 
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Solucion Las dos integrales se pueden deducir de las correspond!entes formulas del angulo doble. Dedu- 
ciremos la primera; la segunda es similar. 


cos 2 xdx = - (1 + cos2 x)dx 


x 1 

= - + - sen 2x + C 


= - (x + senxcosx) + C (ya que sen2x = 2senxcosx) 


Calcule sen 4 xdx. 


Ejemplo 9 


Solucion Debemos aplicar dos veces la formula del angulo doble. 


sen 4 xdx = - (l-cos2x) 2 dx 


= - J (1 - 2 cos 2 x + cos 2 2 x)dx 

x 1 If 

= 7 - 7 sen 2x + - (1 + cos 4x) dx 

4 4 8 J 

x 1 x 1 

= 7 - 7 sen 2x + - + — sen 4x + C 
4 4 8 32 

3 1 1 

= - x - - sen 2x + — sen 4x + C 

Notese que no hace falta introducir la constante de integracion C hasta que se calcula la ultima integral. _ 


Utilizando las relaciones sec 2 x = 1 + tan 2 x y csc 2 x = 1 + cot 2 x, y uno de los cambios 
u = secx, u = tanx, u = cscx o u = cotx, se pueden calcular integrales de la forma 


sec m xtan n xdx o csc m xcot n xdx 


a menos que m sea impar y n sea par (si este es el caso, las integrales se pueden calcular aplican- 
do integracion por partes, que presentaremos en la Seccion 6.1). 


Ejemplo 10 


(Integrales con secantes y tangentes) Calcule las siguientes integrales: 


(a) tan 2 xdx, (b) sec 4 1 dt y (c) sec 3 xtan 3 xdx 


Solucion 


(a) tan 2 xdx = (sec 2 x — 1)dx = tanx - x + C 


(b) sec 4 tdt= (1 + tan 2 1) sec 2 tdt Seau = tant 
J du = sec 2 tdt 

= f (1 + u 2 ) du = u + ^ u 3 + C = tan t + ^ tan 3 1 + C 
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(c) sec 3 x tan 3 xdx 


= sec 2 x(sec 2 x - 1)secxtanxdx Sea u = secx 


du = secx tan xdx 

■ . , u 5 u 3 1,1, 

= | (u 4 - u 2 )du = — - y + C = - sec 5 x - - sec 3 x + C 


Ejercicios 5.6 


Calcule las integrales de los ejercicios 1-44. No olvide 
incluir la constante de integracion en las integrales 
indefinidas. Sus respuestas puede ser diferentes de las que 
aparecen en la seccion de Respuestas, pero, aun asi, pueden 
ser correctas. Por ejemplo, al calcular / = Jsenxcosxdx 
utilizando el cambio u = senx, se obtiene el resultado 
/ = \ sen 2 x + C; utilizando el cambio u = cosx se obtiene 
el resultado / = - 2 Cos 2 x + C. Escribiendo 
I = j|sen(2x)dx se Mega a / = -J cos(2x) + C. Todos los 
resultados son correctos, y se diferencian en los valores de 
la constante de integracion C: 


sen 2 x= -icos 2 x + i= -icos(2x) 


Siempre se puede comprobar el resultado de una integral 
indefinida diferenciandolo para obtener el integrando. Es a 
menudo una forma sencilla de comprobar nuestros 
resultados con los que se proporcionan en el texto, al final. 
Podemos encontrar integrales que no sepamos resolver, 
pero no deben cometerse errores en las que si sepamos, 
puesto que los resultados se pueden comprobar facilmente 
(es buena idea recordar esto en pruebas y examenes). 


1 . 


,5 - 2x 


dx 


2 . cos (ax + b)dx 


3. j ,/3x + 4dx 
xdx 


4. e sen (e ) dx 


5. 


(4x 2 + l) 5 


7. xe x2 dx 


n i cosx 

9. -- dx 


4 + sen x 


, sen Jx 

6 . | —dx 

Jx 


8 . | x 2 2 x3+1 dx 

10 . 


sec 2 x 


dx 


* 11 . 


13. 


e x + 1 
e x - 1 


dx 


ds 


V4-5s 


Jl - tan 2 


tint 

12 . \ —dt 

x + 1 

14. I 7 , dx 

lx 2 + 2x + 3 


15. 


*17. 


21 . 


35. 


43. 


tdt 


V4^? 

dx 

e x + 1 


19. tanxlncosxdx 


dx 


6x + 13 


23. sen 3 x cos 5 xdx 


25. sen ax cos 2 ax dx 


27. sen 6 xdx 


29. sec 5 xtan xdx 


31. N /tanxsec 4 xdx 


33. cosx sen 4 (sen x)dx 


sen 2 x 

cos 4 x 


dx 


37. esc 5 x cot 5 xdx 


39. x 3 (x 2 + l)z dx 


0 

n/2 

41. | sen 4 xdx 
o 

^ dt 
tint 


16. 


*18. 


22 . 


x 2 dx 
2 + x 6 

dx 


x + 1 

20 . . dx 




X 2 

dx 


^4 + 2x - x 2 
24. I sen 4 1cos 5 tdt 


26. sen 2 x cos 2 xdx 


28. cos 4 xdx 


30. I sec 6 xtan 2 xdx 


32. J sen ' 2/3 x cos 3 xdx 
r sen 3 Inxcos 3 Inx 


34. 

36. 

38. 


sen 3 x 

cos 4 x 

cos 4 x 


sen x 


x 

dx 

dx 


dx 


sen <7T I n x) 

40. -dx 

Ji x 

42. sen 5 xdx 

J k/4 

2 sen ^ x cos.^r 


44. 


dx 


16 
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*45. Utilice las relaciones 

cos 20 = 2 cos 2 6 1 = 1-2 sen 2 6 y 

sen0 = cos^ - como ayuda para calcular 

(*n/2 _ /»7t/2 

V 1 " + cosxdx y ,/l - senxdx 
Jo Jo 

46. Calcule el area de la region limitada por 
y = x/(x 2 + 16), y = 0, x = 0yx = 2. 

47. Calcule el area de la region limitada por 
y = x/fx 4 + 16), y = 0, x = 0yx = 2. 

48. Exprese el area limitada por la elipse 

(x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1 como una integral definida. 
Haga un cambio que transforme la integral en otra 
que represente el area de un circulo, y calculela. 

*49. Utilice las formulas de suma de sen (x ± y) y 
cos(x ± y) de la Seccion P.6 para demostrar las 
siguientes igualdades: 

1 

cosxcosy = - (cos (x - y) + cos(x + y)) 

1 

senxseny = - (cos (x - y) - cos(x + y)) 

1 

senxcosy = - (sen (x + y) + sen (x - y)) 


*50. Utilice las igualdades demostradas en el Ejercicio 49 
para calcular las siguientes integrales: 


cosaxcosbxdx, J senaxsenbxdx y J senaxcosbxdx 
*51. Si m y n son enteros, demuestre que 

cos mx cos nxdx = 0 si m / n 


(I) 

(ID 


sen mx sen nx dx = 0 si m / n 


(iii) J senmxcosnxdx = 0 

*52. (Coeficientes de Fourier) Suponga que para algun 
entero positivo k, 

a 0 k 

f(x) = — + Yj (a„cosnx + b„sennx) 

2 n = 1 

se cumple para todo x en [ n], Utilice el resultado 

del Ejercicio 51 para demostrar que los coeficientes 
a m (0 m sg k) y b m (1 m ^ k), que se denominan 
coeficientes de Fourier de f en [ — tc, k], se expresan 
como 

i r i r 

a m = - f(x)cos mxdx, b m = - f(x)senmxdx 

71 J —71 71 J n 


Areas de regiones planas 


En esta seccion revisaremos y ampliaremos el uso de integrales definidas para calcular areas de 
regiones planas. Recuerdese que la integral f[x)dx mide el area comprendida entre la grafica 
de f y el eje x, desde x = a a x = b, pero trata como negativa cualquier parte del area que este 
por debajo del eje x (se supone que a < b). Para calcular el area total limitada por y = f(x), 
y = 0, x = a y x = b, hay que contar todas las areas como positivas. Por tanto, hay que integrar 
el valor absoluto de f (vease la Figura 5.27): 



+b 

'•b 


f(x)dx = A 1 ^A 2 y 

\f(x)\dx = A 1 + A 2 


a 

a 



No existen «reglas» para integrar \ b a \f(x)\dx. Hay que dividir la integral en intervalos donde 
f(x) > 0 (y entonces |f(x)| = f(x)) e intervalos donde f(x) < 0 (y entonces |f(x)| = -f(x)). 




N>|* 
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Ejemplo 1 


El area limitada pory = cosx, y = 0, x = 0 y x = 37i/2 (vease la Figura 5.28) es 

* 3 * 1/2 

A = ‘ 


| - cos x)dx 


= senx 


|cosx|dx 

r*37r/2 

cos xdx + 

7r/2 

n/2 

3tc/2 

- senx 


0 

7t/2 


= (1 - 0) - (-1 - 1) = 3 unidades al cuadrado 


y = cosx 



Figura 5.28 


Area entre dos curvas 


Suponga que una region plana R esta limitada por las graficas de dos funciones continuas, 
y = f(x) y y = gw, y por las rectas verticales x = a y x = b, tal como se muestra en la Figura 
5.29(a). Suponga que a < b y que f(x) sc g(x) en el intervalo [a, b], de forma que la grafica de f 
esta por debajo de grafica de g. Si f(x) ^ 0 en [a, b], entonces el area A de R es el area por 
encima del eje x bajo la grafica de g menos el area por encima del eje x bajo la grafica de f: 


r b 


A = 


r b 


g(x) dx - 


f(x) dx 


f (g(x) 


f(x))dx 



Figura 5.29 

(a) Region R entre las dos 
graficas. 

(b) U n elemento de area 
de la region R. 


Es util ver esta formula como la expresion de*A en forma de «suma» (es decir, integral) de un 
numero infinito de elementos de area 

dA = (g(x) - f(x))dx 

correspond! entes a I os valores de x entre a y b. Cada elemento de area corresponde al area de un 
rectangulo vertical infinitamente estrecho, con anchura dx y altura g(x) - f(x), situado en la po- 
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sicion x (vease la Figura 5.29(b)). Incluso aunque f y g tomen valores negativos en el intervalo 
[a, b], la interpretacion y la formula del area resultante 




A = 

(g(x)-f(x))dx 

* 

a 


siguen siendo validas, siempre que f(x) g(x) en [a, b], de forma que los elementos de area dA 
tengan area positiva. El uso de integrales para representar una determinada magnitud en forma 
de suma de elementos diferenciales (es decir, una suma de elementos infinitesimales) es una 
perspectiva de gran utilidad, que usaremos a menudo en el Capitulo 7. Por supuesto, lo que esta- 
mos haciendo realmente es interpretar la integral como el llmite de la suma de Riemann adecuada. 

De forma mas general, si la restriccion f(x)^g(x) seelimina, entonces el rectangulo vertical 
de anchura dx en la posi ci on x que se extiende entre las graficas de f y g tiene una altura de 
| f (x) - g(x)| y, por tanto, su area es 


dA = \f(x) - g(x)\dx 

(Vease la Figura 5.30). Entonces, el area total entre las dos graficas y = f(x) y y = g(x) y entre 
las rectas verticales x = ayx = b>ase expresa como 




A = 

1 fix) - g(x) | dx 

* 

a 



Figura 5.30 Un elemento de area de la region comprendida 
entre y = f(x) y y = g(x). 


Para calcular esta integral, tenemos que determinar los intervalos en los que f(x) >g(x) o 
f(x) < g(x), y dividir la integral en una suma de integrales en cada uno de esos intervalos. 


Ejemplo 2 


Calcule el area de la region plana R limitada por las curvas y = x 2 -2xyy = 4 


Solucion Primero debemos encontrar la interseccion de las curvas, de forma que debemos resolver la 
ecuacion 

x 2 - 2x = y = 4 - x 2 
2x 2 - 2x - 4 = 0 


2(x - 2)(x + 1) = 0 por lo que x = 2 o x = -1 

Las curvas se muestran en la Figura 5.31, donde esta sombreada la region (finita) comprendida entre ellas 
(en los problemas de este tipo siempre es conveniente realizar un dibujo parecido). Como 4 - x 2 > x 2 - 2x 
para -1 s$ x < 2, el area A de R se expresa como 
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Notese que al representar el area como una integral hay que restar la altura y de la curva inferior de la 
altura y de la curva superior para obtener un elemento de area dA positivo. Si se resta de forma incorrecta 
se puede obtener un valor negativo del area. 



Ejemplo 


Calcule el area total A entre las curvas y = senx y y = cosx, desde x = 0 hasta x = In. 


Solucion La region se muestra sombreada en la Figura 5.32. Entre 0 y In, las graficas del seno y del 
coseno se cortan en x = n/A y x = 57i/4. EI area buscada es 


A = (cosx - senx) dx 

J o 


(senx - cosx)dx 


(cosx - senx)dx 


n / 4 5n/4 2n 

= (senx + cosx) - (cosx + senx) + (senx + cosx) 

0 n/4 5n/4 

= {^Jl - 1) + (J2 + 72 ) + (1 + y/l) = 4^/2 unidades al cuadrado 
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Algunas veces es mas conveniente utilizar elementos de area horizontales en vez de elementos 
verticales, e integrar sobre un intervalo del eje y en vez de sobre un intervalo del eje x. Esto 
ocurre cuando la region cuya area deseamos calcular esta limitada por curvas cuyas ecuaciones 
se expresan en forma de funciones de y. En la Figura 5.33(a), los elementos de area de la region 
R que esta a la derecha de x = f(y) y a la izquierda de x = g[y), y entre las rectas horizontales 
y = c e y = d > c, tiene como elemento de area dA = (y(y) - f(y)) dy. Su area es 


A = 


J c 


m 


f(y))dy 



Figura 5.33 

(a) Un elemento de area 
horizontal. 

(b) La region finita limitada 
por x = y 2 - 12 y x = y. 


Ejemplo 4 


Calcule el area de la region plana que esta a la derecha de la parabola x = y 2 - 12 y a la 
izquierda de la recta y = x, como se muestra en la Figura 5.33(b). 


Solucion Para calcular la interseccion de las curvas: 


y 2 - 12 = x = y 
y 2 - y - 12 = 0 


Observese que y 2 


A = 


(y - 4)(y + 3) = 0 por lo que y = 4 o y = - 3 
12 ^ y para - 3 ^ y ^ 4. Por tanto, el area es 


(y - (y 2 -12)) dy = 


-3 


2~3 +Uy 


343 


unidades al cuadrado 


-3 


Por supuesto, se podria haber obtenido el mismo resultado integrando en la direccion dex, pero la integral 
resultante habria sido mas complicada: 


A = 


-12 


(Vl2 + x - (-^12 + x)) dx + (^12 + x - x)dx 


-3 


Se requieren integrales diferentes en los intervalos donde la region esta limitada en su parte inferior por la 
parabola y por la recta. 


Ejercicios 5.7 


En los Ejercicios 1-16, dibuje y calcule el area de la region 
plana limitada por las curvas dadas. 

1. y = x, y = x 2 2 . y = Jx, y = x 2 

3. y = x 2 - 5, y = 3 - x 2 

4. y = x 2 - 2x, y = 6x - x 2 

5. 2y = 4x - x 2 , 2y + 3x = 6 


6 . x - y = 7, x = 2y 2 - y + 3 

7. y = x 3 , y = x 8. y = x 3 , y = x 2 

9. y = x 3 , x = y 2 

10. x = y 2 , x = 2y 2 - y - 2 

1 

11. y = -, 2x + 2y = 5 








372 CALCULO 


12 . y = (x 2 - l) 2 , y = 1 - x 2 

1,1 4x 

1 2 1 x 2 + l 3 + x 2/ 

4 , , 

15. y = p, y = 5 - x 16. x = y - % , x = sen y 

Calcule las areas de las regiones descritas en los Ejercicios 

17-28. Es util dibujar la region antes de plantear la integral 

para calcular el area. 

17. Limitada por y = senx y y = cosx, y entre dos 
intersecciones consecutivas de esas curvas. 

18. Limitada por y = sen 2 x y y = 1, y entre dos 
intersecciones consecutivas de esas curvas. 

19. Limitada pory = senx y y = sen 2 x, entrex = 0 y x = nj2. 

20. Limitada por y = sen 2 x y y = cos 2 x, y entre dos 
intersecciones consecutivas de esas curvas. 

21. B aj o y = 4x/7i y por enci ma de y = tan x, entre x = 0 y 
la primera interseccion de las curvas que este a la 
derecha de x = 0. 


22 . Limitada por y = x 1/3 y la componente de 
y = tan (tcx/4) que pasa por el origen. 

23. Limitada por y = 2 y la componente de y = secx que 
pasa por el punto (0, 1). 

24. Limitada por y = Jl cos (tcx/4) y y = |x|. 

25. Limitada por y = sen (nx/2) y y = x. 

26. Limitada por y = e x y y = x + 2. 

27. Calcule el area total encerrada por la curva 

7 7 A 

y —x — x . 

28. Calcule al area de la region cerrada de la curva 
y 2 = x 4 (2 + x) que esta a la izquierda del origen. 

29. Calcule el area de la region plana finita limitada por la 
curva y = e x , la recta x = 0 y la tangente a y = e x en 

x = 1. 

*30. Calcule el area de la region plana finita limitada por 
la curva y = x 3 y la tangente a dicha curva en el 
punto (1, 1). Sugerencia : Calcule el otro punto en el 
que la tangente corta a la curva. 


Repaso del capi'tulo 

Ideas clave 

• iQue significan los siguientes terminos y frases? 

o Notacion sigma 
o Particion de un intervalo 
o Suma de Riemann 
o Integral definida 
o Integral indefinida 
o Funcion integrable 
o Elemento de area 
o Simbolo de evaluacion 
o Desigualdad del triangulo para integrales 
o Funcion continua por tramos 
o Valor medio de una funcion f en el intervalo [a, b] 
o M etodo de sustitucion 

• Enuncieel Teorema del Valor Medio para 
integrales. 

• Enuncieel Teorema Fundamental del Calculo. 

• E nuncie tantas propiedades de la integral 
definida como sepa. 

• (Cual es la relacion entre la integral definida y 
la integral indefinida de una funcion f en el 
intervalo fo fcj? 


• (Cual es la derivada de hitidt con respecto 
ax? 

• (Como se puede calcular el area comprendida 
entre las graficas de dos funciones? 

Ejercicios de repaso 

2 j + 1 1 1 

1. Demuestre que ^ y a partir 

r(j + 1 r r 0 + U 

de aqui calcule n 2 ' + 1 

;?i j 2 (j + l) 2 

2. (Pila de bolas) Las pelotas de golf de un escaparate en 
una tienda de deportes se exponen formando una 

pi rami de con una base rectangular de 40 bolas de largo 
y 30 bolas de ancho. La capa superior tiene unas 
medidas de 39 bolas por 29 bolas, y asi sucesivamente. 
iCuantas bolas hay en la pi rami de? 

3. Sea P n = {x 0 = 1, x h x 2 .x„ = 3} una particion de 

[1, 3] en n subintervalos de la^misma longitud, y sea 

f(x) = x 2 - 2x + 3. Evalue J f(x )dx calculando 

1 f(x/)Ax,. 

" 1 / J 

4. Interprete R„ = £ - 1 + - como una suma de 

Riemann para una cierta funcion f en el intervalo 
[0, 1], A partir de aqui, calcule lim,,^ R n . 
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Calcule las integrales de los Ejercicios 5-8 sin utilizar el 
Teorema Fundamental del Calculo. 


5. 


7. 


(2 - sen x) dx 


1 - 2 I dx 


6 . 


8 . 


y/5 - x 2 dx 
cosxcfx 


Calcule los valores medios de las funciones de los 
Ejercicios 9 y 10 en los intervalos indicados. 

9. f(x) = 2- senx 3 en [— n, n] 

10. h(x) = |x - 21 en [0, 3] 

Calcule el valor medio de las funciones de los Ejercicios 
11-14. 


11 . f(t) = sen (x 2 ) dx 12 . f(x) = 


13. g[s) = 


sen x 

Ji+T 2 dt 

J -13 


J du 


14. g(6) = 


I0COS 0 


Inxdx 


Qsend 


15. Resuelva la ecuacion integral 2 f(x) + 1 = 3 f(t)dt 


16. Utilice el cambio x = n - u para demostrar que 


xf(senx)dx = - 
o 2 


f (sen x) dx 


para cualquier funcion f continua en el intervalo [0, 1], 

Calcule las areas de las regiones planas finitas limitadas por 
las graficas indicadas en los Ejercicios 17-22. 

17. y = 2+ x-x 2 ey = 0 

18. y = (x - l) 2 , y = 0 y x = 0 

19. x = y - y 4 y x = 0 20. y = 4x - x 2 e y = 3 

21 . y = senx, y = cos2x, x = 0 y x = 7r/6 

22. y = 5 - x 2 y y = 4/x 2 

Calcule las integrales de los Ejercicios 23-30. 


23. 

25. 

27. 

29. 


x 2 cos(2x 3 + 1) dx 


^9FT7dt 

2 e u 

du 


r Inx 

24. —dx 

Ji * 

26. I sen 3 (7ix)dx 


4 + e 


2 u 


sen J2s + 1 

n / 2 s + 1 


ds 


28. 

30. 


tan 2 7i Inx 


dx 


, t , t 
cos^ - sen 4 - dt 


31. Calcule el valor minimo de F(x) = 


x 2 -2x 


1 + f 


dt. 


iTiene F un valor maximo? ^Por que? 


32. Calcule el valor maximo de \ b a (4x - x 2 )dx en los 
intervalos [a, b] como a < b. iComo se sabe que ese 
valor maximo debe existir? 


33. Un objeto se mueve por el eje x de forma que su 
posicion en el instante t esta dada por la funcion x(t). 
En la Seccion 2.11 definimos la velocidad media de un 
objeto en el intervalo de tiempo [t 0 , tj como 
v av = (x(ti) - x(t 0 ))/(ti - t 0 )- Demuestre que v av es, de 
hecho, el valor medio de la funcion velocidad 
v(t) = dx/dt en el intervalo [t 0 , tj. 


34. Si un objeto cae partiendo del reposo bajo aceleracion 
gravitatoria constante, demuestre que su altura media 
durante un intervalo de tiempo T de su caida se expresa 
como T/J 3. 


35. 


Halle dos numeros x x y x 2 en el intervalo [0, 1] con 
Xj < x 2 tales que si f(x) es un polinomio cubico 
cualquiera (es decir, un polinomio de grado 3), 
entonces 


f (x) dx 


fM + f(x 2 ) 
2 


Problemas avanzados 


1. Calcule las sumas de Riemman superior e inferior, 

U( f, P n ) y L( f, P n ) de f(x) = 1/x en el intervalo [1, 2] 
para la particion P n con puntos de division x ; = 2' /n en 
0 < / < n. Verifique que lim,,^ U(f, P n ) = In2 = 

= lim n _ 00 L(f, P n ). 


2. (a) Utilice las formulas de suma cos(a + b) y 
cos (a - b) para demostrar que 

cos ((j + 2 )t) — cos ((j — j)t) = -2 sen (\t) sen (jt) 


y, a partir de ahi, deduzca que si t/(2n) no es un 
entero, entonces 


n 


X sen (it) = 

j=i 


cosj - cos((n + j)t) 
2 sen ^ 


(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular 
|5 /2 senxdx como limite de una suma de Riemann. 


3. (a) Utilice el metodo del Problema 2 para demostrar 
que si t/(2n) no es un entero, entonces 


n 


E cos (it) = 

j=1 


sen {(n + \)t) - senf 
2 sen j 


(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular 
Jo /3 cosxdx como limite de una suma de Riemann. 

4. Sea f(x) = 1/x 2 y sea 1 = x 0 < x 2 < x 2 < < x„ = 2, 

de forma que {x 0 , x lf x 2 .x„} es una particion de 

[1, 2] en n subintervalos. Demuestre que q = Jx-, I^ 
esta en el /-esimo subintervalo [x,_ x , x,] de la particion, 
y calcule la suma de Riemann E" =1 f(c,)Ax,. iQue 
implica esto sobre J 2 (1/x 2 ) dx? 
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5. (a) Utilice induccion matematica para verificar que 
para todo entero positivo k, E?, j k = 

n k+1 n k 

= l^ri + y + P fc -i(n), siendo P k _ lt un 

polinomio de grado como maximo k - 1. 
Sugerencia : Comience iterando la igualdad 


(j + 1) 


k + 1 ;k+ 1 


j K+1 = (k + l)j K + 


k , ( k + ;k-1 


potencias inferiores de j 


para j = 1, 2, 3. k y mas. 

f a a k+1 

(b) Deduzca de (a) que x k dx = -— 

Jo k + 1 

6 . Sea C la curva cubica y = ax 3 + bx 2 + cx + d, D) 
y sea P un punto de C. La tangente a C en P se ^ 
encuentra de nuevo con la curva C en el punto Q. La 
tangente a C en Q se encuentra de nuevo con la curva 
C en R. Demuestre que el area entre C y la tangente en 
Q es 16 veces el area entre C y la tangente en P. 

7. Sea C la curva cubica y = ax 3 + bx 2 + cx + d, O 
y sea P un punto de C. La tangente a C en P se 601 
encuentra de nuevo con la curva C en el punto Q. Sea 
R el punto de inflexion de C. Demuestre que R esta 
entre P y Q en C, y que QR divide el area comprendida 
entre C y su tangente en P en dos areas con una 
relacion 16/11. 


8. (Dobles tangentes) La recta PQ es tangente a la D 
grafica C del polinomio de cuarto grado 


f(x) = ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e en dos puntos 
distintos: P = (p, f(p)) y Q = (q, f(q)). Sean 
U = (u, f(u)) y V = (v, f(v)) los otros dos puntos 
donde la recta tangente a C en T = ((p + q)/2, 
f((p + q)/ 2)) se encuentra con la curva C . Si A y B son 
los dos puntos de inflexion de C, sean R y S los otros 
dos puntos donde AB se encuentra con la curva C (para 
mas informacion, vease la Figura 5.34, y tambien el 
Problema Avanzado 17 del Capitulo 2). 

(a) Calcule la relacion entre el area limitada por UV y 
C y el area limitada por PQ y C. 

(b) Demuestre que el area encerrada por RS y C es 
dividida en A y B en tres partes en relacion 1:2:1. 





CAPl'TULO 6 

Tecnicas 
de integracion 


Soy muy bueno en calculo diferencial e integral, 
Conozco los nombres cientificos de seres animaloides; 
En pocas palabras, en todo lo vegetal, animal y mineral, 
Soy el modelo de un moderno General. 

William Schwenck Gilbert 1836-1911 

de The Pirates of Penzance 


Introduccion Este capitulo esta completamente dedicado al calculo de integra- 
les. Las cuatro primeras secciones son una continuacion de nuestra busqueda de me- 
todos, que empezamos en la Seccion 5.6, para obtener primitivas, y, por tanto, inte¬ 
grals definidas, por el Teorema Fundamental del Calculo, La Seccion 6.5 considera 
el problema del calculo de integrales definidas de funciones en intervalos infinitos, 
o en intervalos donde las funciones no estan acotadas. Las tres secciones restantes 
presentan tecnicas de integracion numerica que se pueden utilizar para obtener va- 
iores aproximados de integrales definidas cuando no se puede obtener una primitiva. 

No es necesario conocer todo el material que se presenta en este capitulo para 
examinar las aplicaciones de la integracion que se presentan en el Capitulo 7, aun- 
que algunos ejemplos y ejercicios de dicho capitulo dependen de tecnicas presenta- 
das en este. 
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Integradon por partes 


El siguiente metodo general que presentaremos para la obtencion de primitivas se denomina in¬ 
tegration por partes. De la misma forma que el metodo de sustitucion se puede ver como el 
inverso de la diferenciacion mediante la Regia de la Cadena, el metodo de integracion por partes 
se puede ver como el inverso de la diferenciacion mediante la Regia del Producto. 

Supongamos que U(x) y V(x) son dos funciones diferenciables. De acuerdo con la Regia del 
Producto, 


d_ 

dx 


(U(x)V(x)) 


d V 

U(x) — + V(x) 
dx 


dU_ 

dx 


Integrando I os dos miembros de esta ecuacion y ordenando terminos, se obtiene 


o, de forma mas simple, 


f d V 

U(x) — dx = U(x) V(x) 






* 

r 


U dV = uv - 

VdU 





La formula anterior sirve como modelo para realizar la integracion por partes, como veremos en 
los ejemplos que siguen. En cada aplicacion del metodo, dividimos el integrando en un producto 
de dos partes, U y 1/', donde I/' es facil de integrar y j VU 'dx es en general (pero no siempre) un 
integrando mas simple que j UV'dx. La tecnica se denomina integracion por partes porque susti- 
tuye una integral por la suma de un termino integrado y otra integral que hay que calcular. Es 
decir, realiza solo parte de la integracion original. 


Ejemplo 1 



Sea U = x, dV = e x dx 
Entonces dU = dx, V = e x 


= xe x - J e x dx 
= xe x - e x + C 


(es decir, UV - J V dU) 


Observese la forma en que se Neva a cabo la integracion por partes. Indicaremos en el lateral 
que valores toman U y dV y despues calcularemos dU y V a partir de los anteriores. Sin em¬ 
bargo, realmente no sustituiremos U y V en la integral, sino que utilizaremos la formula 
| U dV = UV - J V dil como un modelo o regia nemotecnica para sustituir la integral dada por 
la parte parcialmente integrada en la segunda linea. 

Observese tambien que si hubieramos incluido una constante de integracion con V, por ejem¬ 
plo, 1/ = e x + K, esa constante se habria cancelado en el paso siguiente: 


r 


xe x dx = x(e* + K) 


r 


(e x + K ) dx 


= xe* + K x - e x - K x + C = xe x - e x + C 


En general, no se incluye una constante de integracion con V o en el miembro derecho hasta que 
se calcula la ultima integral. 

Es conveniente estudiar cuidadosamente todos los pasos del ejemplo siguiente, ya que mues- 
tran las diversas formas en las que se utiliza integracion por partes e ilustran las diversas formas 





CAP ITU LO 6. Tecnicas de integracion 377 


de seleccionar U y dV en diversas situaciones. Una seleccion inadecuada puede producir una in¬ 
tegral mas dificil de resolver que la inicial. Es conveniente buscar un factor del integrando que 
se pueda integrar facilmente, e incluir dx en dicho factor para formar dV. Seguidamente, se de- 
nomina U al factor restante del integrando. Algunas veces puede ser necesario hacer solamente 
dV = dx. AI dividir un integrando cuando se utiliza integracion por partes, debe escogerse U y 
dV de forma que, si es posible, 1/ dU sea «mas simple» (es decir, mas facil de integrar) que U dV. 


Ejemplo 


Utilice integracion por partes para calcular: 


(a) Inxdx, (b) x 2 senxdx, (c) xtan 1 xdx, (d) sen 1 xdx 


Solucion 


(a) Inxdx 


Sea U = Inx, dV = dx 
E ntonces dU = dx/x, V = x 


= xInx - x - dx 

J * 

= xlnx - x + C 

(b) Esta vez debemos integrar por partes dos veces: 


x 2 sen x dx 


Sea U = x 2 , dV = senxdx 
E ntonces dU =2xdx, V = -cosx 


= -x 2 cos x + 2 xcosxdx 


Sea U = x, dV = cos xdx 
E ntonces dU = dx, V = senx 


= -x 2 cosx + 2 xsenx - senxdx 


= -x 2 cosx + 2xsenx + 2 cosx + C 


(c) xtan 1 xdx 


Sea U = tan 1 x, dV = xdx 

E ntonces dU = dx/( 1 + x 2 ), V = \ x 2 


1 , 1 
= -x tan x —- 


2 1 + x 2 


1 , , 1 
= ^ x tan x - - 


1 , . 1 1 , 

= - x 2 tan _1 x - - x + - tan X x + C 


(d) sen 2 xdx 


= x sen 1 x 


= xsen x + - u 


Sea U = sen 1 x, d V = dx 

E ntonces dU = dx/^/l - x 2 , 1/ = x 

x , 

—= dx Sea u = 1 - x 

— 

du = - 2x dx 


= xsen 2 x + u 1/2 + C = xsen 2 x + ./l -x 2 + C 
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Presentamos a continuacion dos consejos utiles para escoger U y dV: 

(i) Si el integrando contiene un polinomio multiplicado por una exponencial, un seno o un co- 
seno, o alguna otra funcion facil de integrar, haga U igual al polinomio y dV igual al resto 
del integrando. 

(ii) Si el integrando contiene un logaritmo, una funcion trigonometrica inversa o alguna otra 
funcion que no sea facilmente integrable pero cuya derivada se pueda calcular facilmente, 
denomine U a esa funcion y haga dV igual al resto del integrando. 

Por supuesto, estas «reglas» no tienen garantia. Pueden fallar y no ser utiles si «el resto» no tiene 
una forma adecuada. Existen muchas funciones de las que no se puede calcular primitiva utili- 
zando ninguna tecnica estandar, por ejemplo, e x \ 

Los dos ejemplos que siguen ilustran un fenomeno muy util que aparece frecuentemente. 
Puede ocurrir que tras aplicar una o dos veces integracion por partes, y posiblemente alguna 
identidad conocida, la integral original aparezca en el miembro derecho. A menos que su coefi- 
ciente sea 1, tendremos asi una ecuacion de donde se puede despejar la integral buscada. 


Ejemplo 3 


Calcule / = J sec 3 xdx. 
Solucion Empezamos integrando por partes: 
/ = I sec 3 xdx 


Sea U = secx, d V = sec 2 xdx 

Entonces dU = sec x tan x dx, y = tanx 


= sec x tan x - 


secx tan 2 xdx 


= secxtanx- secx(sec 2 x - 1)dx 


= secxtanx- sec xdx + secxdx 


= secxtanx - / + In |secx + tanx| 

De la anterior ecuacion se puede despejar la integral deseada /. Como 21 = secxtanx + In|secx + tanxf 
tenemos que 


1 


1 


sec xdx = / = - secxtanx + - In|secx + tanx| + C 
Este integral aparece frecuentemente en las aplicaciones, por lo que merece la pena memorizarla. 


Ejemplo 4 


Calcule / = 


e ax cos ibxdx. 


Solucion Si a = 0 o b = 0, la integral es facil de resolver, por lo que supondremos que a # 0 y b # 0. 
Tenemos que 

/ = e“ cos ibxdx Sea U = e ax , dV = cos ibxdx 

Entonces dU = ae ax dx, V = (l/b)senbx 


= - e ax sen bx 
b 


- e“sen ibxdx 
b 


Sea U = e ax , 
Entonces dU = ae ax dx, 


dV = sen bx dx 
V = -(cosibx)/Jb 
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Por tanto, 


- e ax senbx - 7 (- 7 e ax cosbx + 7 | e ax cos bxdx 
b b \ b b 

1 a a 2 

7 e ax sen bx + 75 e ax cosbx - I 
b Jb 2 b 2 


a 2 \ 1 a 

1 + 77 / = 7 e ax sen Jbx + e ax cosibx + Cx 
b 2 / Jb lb 2 


be ax sen bx + ae ax cos bx 

e cos bxdx = / =- -7 - 5 -+ C 

Jb 2 + a 2 


Observese que, tras la primera integracion por partes, obtuvimos una integral que era diferente, 
pero no mas simple, que la integral original. En este punto podriamos haber optado por abando- 
nar este metodo. Sin embargo, la perseverancia tiene su recompensa: una segunda integracion 
por partes hace aparecer la integral original / en una ecuacion de donde se puede despejar. Al 
escoger U como la exponencial en la primera integracion por partes (podriamos haber escogido 
el coseno), debemos realizar la misma seleccion de U en la segunda integral por partes. Si hubie- 
ramos cambiado de montura en mitad del proceso y hubieramos decidido hacer U igual a la fun- 
cion trigonometrica en la segunda integracion por partes, habriamos obtenido 

I = 7 e ax sen bx - - e ax sen bx + I 
b b 

con lo que habriamos deshecho lo que conseguimos en el primer paso. 

Si se desea calcular una integral definida por el metodo de integracion por partes, no hay que 
olvidar incluir el sfmbolo de evaluacion apropiado en el termino integrado. 


Ejemplo 5 


(Una integral definida) 

x 3 (lnx) 2 dx 


Sea U = (Inx) 2 , dV=x 3 dx 

Entonces dU = 2lnx(l/x)dx, V = x 4 /4 


x 


4 


4 


(Inx ) 2 



Inxdx 


Sea U = Inx, 

Entonces dU = dx/x, 


e 


4 


4 


(l 2 


1 

°-2 




e 4 e 4 1 x 4 e _ e 4 e 4 1 _ 5 4 1 

8 “ + 8 l x " 8 " + 32 “ 32 ” 32 6 “ 32 


d V = x 3 dx 
1/ = x 4 /4 


Formulas de reduccion 

Considere el problema de calcular j x 4 e~ x dx. Como en el Ejemplo 1, podriamos utilizar integra¬ 
cion por partes cuatro veces. Cada vez se reduciria la potencia dex en una unidad. Como esto es 
repetitivo y tedioso, es preferible el siguiente procedi miento. Para n ^ 0, sea 


n 


x n e X dx 
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Deseamos calcular / 4 . Si integramos por partes, se obtiene una formula de /„ en f unci on de l n _ 1 \ 
r 


x"e X dx 


= - x n e + n 


Sea U = x n , dV = e X dx 
Entonces dU = nx n ~ 1 dx, 1/ = -e~ x 


x n e X dx = -x n e x + nl 


n — 1 


La formula 


= -x n e x + nl 


n-1 


se denomina formula de reduccion porque permite obtener el valor de la integral /„ en fund on 
de l n _ v una integral con un valor reducido del exponente n. Empezando con 


r r 

x°e~ x dx = 


e x dx = - e x + C 


se puede aplicar cuatro veces la formula de reduccion, con lo que se obtiene 
/]. = -xe~ x + l 0 = -e~ x (x + 1) + C], 

l 2 = -x 2 e~ x + 2/! = -e~ x (x 2 + 2x + 2) + C 2 

/ 3 = -x 3 e~ x + 3 1 2 = -e~ x (x 3 + 3x 2 + 6x + 6) + C 3 

U = -x 4 e~ x + 4/ 3 = -e~ x (x 4 + 4x 3 + 12x 2 + 24x + 24) + C 4 


Ejemplo 6 


Obtenga y utilice una formula de reduccion para calcular 

p/ 2 

l„ = cos"xdx (n = 0, 1, 2, 3, ...) 


Solucion Observe primero que 


Hagamos ahora n > 2 : 


r /2 n 

p/2 

l “* = 2 e 

l x = cos xdx = senx 

J o 


n/2 


= l 


7l/2 /»tt/2 

n v Wv — , 


= sen x cos” 1 x 


/„ = cos xdx = cos xcosxdx 
1 0 Jo 

U = cos" - 1 x, c/I/ = cos xdx 

dU = -(n - 1 ) cos" _2 x sen xdx, 1 / = senx 

tt/2 /*7t/2 

+ (n - 1 ) cos" _2 x sen 2 xdx 
o Jo 

p/2 

= 0 - 0 + (n - 1 ) cos ” -2 x(l - cos 2 x)dx 
= (n - 1)/n— 2 - (n - 1)1 „ 

Llevando al miembro izquierdo el termino -(n - 1 )/„, se obtiene n/„ = (n-l)/„_ 2 , o 

n -1 


/„ = ■ 


n — 2 
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que es la formula de reduccion buscada. Es valida para n > 2, condicion necesaria para asegurar que 
cos n_ 1 ( 7 r/ 2 ) = 0. Si n ^ 2 es un entero par, tenemos que 


n n n - 2 

_n - 1 n - 3 n - 5 5 3 1 

~~n n - 2 , n-4'"6 , 4T , ° 
n-1 n-3 n- 5 5 3 1 n 

n n - 2 n - 4 6422 

Si n ^ 3 es un entero impar, tenemos que 

( n-1 n-3n-5 6 4 2 ( 

,n = ~ n n-In-\'"l'5 3^ x 

n-1 n-3n-5 642 

~~ ~n n - In — 4 7" 5 "3 

I/ease en el Ejercicio 38 donde se presenta una consecuencia interesante de estas formulas. 


Ejercicios 6.1 


Calcule las integrales de los Ejercicios 1-28. 

1. | xcosxdx 2. I (x + 3)e 2x dx 


3. x 2 cos nxdx 


5. x 3 In xdx 


7. tan 1 xdx 


9. xsen X xdx 

f*n/A 

11 . | sec 5 xdx 
13. I e 2 x sen3xdx 


f 1 sen _1 x 
* 15. | —,— dx 

1/2 x 


17. xsec 2 xdx 


19. cos (I n x) dx 


'ln(lnx) 

21 . ——- dx 


4. (x 2 - 2x)e dx 


6 . x(l n x) 3 dx 


8 . x 2 tan _i xdx 


10. I x 5 e Xl dx 


12 . tan 2 xsecxdx 


14. xe^ x dx 


16. | ^x sen [njx) dx 
o 

18. I xsen 2 xdx 


20 . J sen (I n x) dx 
22 . J Jxe~J* dx 


23. arccosxdx 


25. | sec 1 xdx 

i 

*27. I x(tan _ 1 x) 2 dx 


24. | xsec 3 xdx 
*26. I (sen 1 x) 2 dx 


*28. xe x cos xdx 


29. Calcule el area por debajo de y = e ' x y por encima de 
y = 0, desde x = 0 hasta x = n. 

30. Calcule el area de la region plana finita limitada por la 
curva y = Inx, la recta y = 1 y la tangente a y = Inx 
en x = 1. 

Formulas de reduccion 

31. Obtenga una formula de reduccion para /„ = J (Inx)"dx 
y util i cel a para calcular / 4 . 

32. Obtenga una formula de reduccion para 

In = Jo /2 x" sen xdx y utilicela para calcular / 6 . 

33. Obtenga una formula de reduccion para /„ = Jsen n xdx 
(siendo n js 2 ), y utilicela para calcular / 6 e / 7 . 

34. Obtenga una formula de reduccion para /„ = Jsec n xdx 
(siendo n ^ 3), y utilicela para calcular / 6 e l 7 . 

*35. Haciendo 

dx 


ln 1 (x 2 + a 2 )" 


dx 


2 , „2\n-l „2 


a 2 J (x 2 + a 2 ) 


I X 


(x 2 + a 2 )' 


dx 
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e integrando por partes la ultima integral, haciendo 
U = x, obtenga una formula de reduccion para /„. 
Utilice esta formula para calcular l 3 . 

*36. Si f es dos veces diferenciable en el intervalo [a, b] y 
f(a) = f(b) = 0, demuestre que 

b r-b 

[x-a){b-x)f"(x)dx= -2 f(x)dx 
a J a 

Sugerencia: Aplique dos veces integracion por partes 
al miembro izquierdo. Esta formula se utilizara en la 
Seccion 6.6 para obtener una estimacion del error con 
la formula de aproximacion de la Regia del Trapecio. 

*37. Si f y g son dos funciones con segunda derivada 
continua en el intervalo [a, b] y si 
f(a) = g(a) = f(b) = g(b) = 0, demuestre que 

b r-b 

f(x)g"(x)dx = f"(x)g(x) dx 

a J a 

iQue otros supuestos sobre los valores de f y g en a 
y b producirian el mismo resultado? 


*38. (El Producto de Wallis) Sea /„ = Jo /2 cos n xdx. 

(a) Utilice el hecho de que 0 ^ cosx ^ 1 para 
0 ^ x ^ n/2 para demostrar que 

Para n = 0, 1, 2, ... 

(b) Utilice la formula de reduccion 

l n = ((n - l)/n)/„_ 2 obtenida en el Ejemplo 6, 
junto con el resultado del apartado (a), para 
demostrar que 


n->co l 2n 

(c) Combine el resultado del apartado (b) con las 
formulas explicitas de /„ (para n par e impar) 
obtenidas en el Ejemplo 6 para demostrar que 

2 2 4 4 6 6 2 n In n 

A® i'i'l 'Wl'"2n - l'2n + 1 " 2 

Esta interesante formula en forma de producto 
para obtener el valor de n se debe al matematico 
ingles del siglo xix John Wallis, y se conoce 
como Producto de Wallis. 


Sustituciones inversas 


Las sustituciones consideradas en la Seccion 5.6 eran sustituciones directas en el sentido de que 
simplificaban un integrando sustituyendo una expresion de este por una unica variable. En esta 
seccion consideraremos el procedimiento inverso: sustituiremos una variable de integracion con 
una fund on de una nueva variable. Estas sustituciones, denominadas sustituciones inversas, po- 
dria parecer que en principio complican la integral. Es decir, sustituyendo x = g(u) en la integral 


c b 

f(x) dx 
J a 


se obtiene como resultado la integral mas «complicada» 


r-x = b 

f(g(u))g'(u) du 

J x = a 


Sin embargo, como veremos posteriormente, algunas veces estas sustituciones de hecho simplifi- 
can el integrando, transformando la integral inicial en otra que se puede calcular por simple ins- 
peccion 0 a la que se pueden aplicar otras tecnicas. 


Las sustituciones trigonometricas inversas 

Tres sustituciones inversas muy utiles son: 

x = a sen 6, x = a tan 6 y x = a sec 6 
que corresponden a las sustituciones directas: 

0 = sen -1 -, 0 = tan _1 - y 9 = sec -1 - = cos -1 - 

a a ax 
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Sustitucion inversa por el seno 

Las integrales en las que aparece J a 2 - x 2 (siendo a > 0) se pueden reducir frecuente- 
mente a una forma mas simple mediante el cambio 

, . , x 

x = a sen 8 o, en otros terminos, 0 = sen 1 - 

a 


Observese que Ja 2 - x 2 solo tiene sentido si -ascxsca, lo que corresponde a -n/2^8^n/2. 
Como cos0 0 para esos valores de 6, tenemos que 


^/a 2 - x 2 = Ja 2 [ 1 - sen 2 9) = J.a 2 cos 2 6 = a cos 6 

Si cos 9 fuera no negativo, habriamos obtenido a |cos01. Si fuera necesario, las otras funciones 
trigonometricas de 8 se pueden expresar en funcion dex examinando un triangulo rectangulo eti- 
quetado de forma correspondiente a la sustitucion (vease la Figura 6.1). 



Ejemplo 1 


Calcule 


1 


(5 - x 2 ) 3/2 

Solucion Observese la Figura 6.2. 


dx. 


J(5 - x 2 ) 3 / 2 dX 

f ^5 cos 9d8 
5 3/2 cos 3 0 


Sea x = y5sen0 
dx = y/5 cos 0 dO 



Ejemplo 2 


Calcule el area del segmento circular sombreado en la Figura 6.3. 


Solucion El area es 


A = 2 | Ja 2 -x 2 dx 


Sea x = a sen 6 
dx = a cos OdO 
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= 2 a 2 cos 2 ddO 

J x=b 

= a 2 (0 + sen 0 cos 0) 


\x = b 


2 i -i* xj a 2 - x 

= a 2 (sen 1 - + —— 5 - 

a a 

b_ 

a 


(como en el Ejemplo 8 de la Seccion 5.6) 


(Vease la Figura 6.1) 



.2 u2 


Figura 6.3 


Sustitucion inversa por la tangente 

Las integrales en las que aparece 2 (siendo a > 0) a menudo se simplifi- 

X d 

can mediante el cambio 

, . x 

x = a tan 0 o, en otros termi nos, 9 = tan 1 - 

a 


Como x puede tomar cualquier valor real, tenemos que -n/2 < 9 < n/2, por lo que sec 9 > 0 y 


a 1 + x 2 = aj 1 + tan 2 9 = a sec 9 
Otras funciones trigonometricas de 9 se pueden expresar en fund on de x tomando como referen¬ 


da un triangulo rectangulo con catetos a y x e hipotenusa Ja + x 2 (vease la Figura 6.4): 

x _ a 


sen 9 = 


a 2 + x 2 


y cos 9 = 


a 2 + x 2 



Ejemplo 3 


Figura 6.4 

Calcule (a) 




y |bl 
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Solucion Las Figuras 6.5 y 6.6 ilustran los apartados (a) y (b), respectivamente. 
1 


(a) 




;dx 


x 

2 sec 2 0 
2 sec 0 

= I sec 0d0 


Sea x = 2tan0 
dx = 2 sec 2 0 d0 


d0 


= I n | sec 0 + tan# | + C = In 


V4 


x x 
2 ~ + 2 


= In(^4 + x 2 + x) + Ci, siendo C x = C - In2 
Notese que Ja + x 2 + x > 0 para todo x, por lo que no es necesario tomar valor absoluto. 
1 

Sea 3x = tanfl 
3 dx = sec 2 0 d0 
1 + 9x 2 = sec 2 0 


(b) 1 dT9x¥ dx 


sec 4 0 


1 C sec 2 0d0 
3 

If, 1 

- cos 2 0d0 = - (0 + sen0cos0) + C 
3 1 6 


3x 


1 


1 -i 1 

= - tan (3x) + - ■ -, -, 

6 6 yr+g? + 9x 2 

1 1 

= 7 tan 1 (3x) + - 
6 


2 1 + 9x‘ 


+ C 



Figura 6.5 



Figura 6.6 


3x 


Sustitucion inversa por la secante 

Las integrales en las que aparece Jx 2 - a 2 (siendo a > 0) a menudo se simplifican me- 
diante el cambio 

, . , x 

x = a sec 0 o, en otros terminos, 0 = sec 1 - 

a 


Hay que tener cuidado con este cambio. Aunque 


Jx 2 - a 2 = aj sec 2 0-1 = a^tan 2 0 = a |tan 0| 
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no siempre se puede eliminar el valor absolute de la tangente. Observese que ^/x 2 - a 2 tiene 
sentido para x ^ a y para x - a: 

, x an 

Si x ^ a, entonces 0 s? 9 = sec 1 - = arccos - < y tan 9 ^ 0. 

a x 2 

n , x a 

Si x ^ -a, entonces - <0 = sec 1 - = arccos - < 7i, y tan 0 sc 0. 

2 ax 

En el primer caso ^/x 2 - a 2 = atan0; el segundo caso ^x 2 - a 2 = -atanfl. 


Ejemplo 4 


Calcule / = 


dx 




, siendo a > 0 . 


Solucion 


Supongamos por el momento que x^a. Si x = asecfl, entonces dx = asecfltan OdO y 
atand (Figura 6.7). Entonces, 

/= [sec Add = In |secd + tan0| + C 


= In 


hT^a 2 


+ C = In |x + Jx 2 - a 2 | + Cx 


siendo C x = C - In a. Si x < -a, sea u = -x de forma que u > a y du = -dx. Tenemos que 

du 


I = 




= In 


= In 


= - In |u + Ju 2 - a 2 | + Ci 
+ C i 


x + Jx 2 - a 2 


-x + ,/x 2 - a 2 x + ,/x 2 - a 2 


/V^a 1 


-a‘ 


+ Ci = In |x + Jx 2 - a 


,2 -’ 2|J -Ci 


siendo C 2 = Cj. - 2 In a. Entonces, en cualquier caso, tenemos que 


/ = In |x + Jx 2 - a 2 1 + C 



Completar el cuadrado 

Las expresiones cuadraticas de la forma Ax 2 + Bx + C aparecen a menudo en integrandos. Se 
pueden expresar en forma de suma o diferencia de cuadrados utilizando el procedimiento de 
completar el cuadrado, como hicimos para obtener la formula de las rafces de ecuaciones de se- 
gundo grado en la Seccion P. 6 . En primer lugar se saca factor comun A, de forma que la expre- 
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si on resultante empiece con x 2 + 2 bx, siendo 2b = 8/4. Esos son los dos primeros terminos de 
(x + ib) 2 = x 2 + 2 bx + I b 2 . Se suma y se resta entonces el tercer termino b 2 = B 2 /44 2 : 

. , _ . ./ , 8 C\ 


Ax + Bx + C = 4x 2 + -x + - 

\ A A 


( , 8 8 2 C 8 2 

— -A x +-X + — —2 "T "7 - TT 7 

\ /A 4/A 2 /A 4/A 2 

/ 8 \ 2 4/AC - B 2 

— A I X + —— ) H-—- 

V 2 A 44 


Se debe realizar el cambio u = x + —. 

24 


Ejemplo 


Calcule (a) 


ilx - X' 


:dx y (b) 


^ UA y 4x 2 + 12x + 13 


Solucion 


/ 2 x - x 2 


a - (1 - 2 x + x 2 ) 


a - (x - 1) 2 


Sea u = x - 1 
du = dx 


= sen l u + C = sen 1 (x — 1) + C 


4x 2 + 12x + 13 


4 x 2 + 3x + - + 1 


If xdx 

- - -- Sea u = x + (3/2) 

J (x + -)+l du = dx 
\ 2 / x = u - (3/2) 


1 (• udu 3 r du 
4 u 2 + 1 ~ 8 u 2 + 1 


En la primera integral 
sea v = u 2 + 1 
du = 2 u du 


1 fdu 3 


8 v 8 


tan _1 u 


1 3 , 

= g |n IH-g tan _1 u + C 

= ^ In (4x 2 + 12x + 13) - ^ tan _1 ^x + f) + C 1 


siendo C 1 = C - (In 4)/8. 
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Otras sustituciones inversas 

Las integrales en las que aparece Jax + b se pueden simplificar algunas veces mediante el 
cambio ax + b = u 2 . 


Ejemplo 6 


1 

i+ 


dx 


Sea 2x = u 2 
2dx = 2u du 


u 


-du 


1 + u 
1 + u-l 
1 + u 


-du 


= 1 - 


1 + u 


du 


Sea v = 1 + o 
dv = du 


fdu 

= u ~ — = u - In|u| + C 

J V 

= v /2x - I n (1 + yfhi) + C 


Algunas veces, las integrales en las que aparece ^/ax + b se pueden simplificar mucho mediante 
la sustitucion hibrida ax + b = u n , a dx = nu n ^ 1 du. 


Ejemplo 7 


-i/3 ^3x + 2 


dx 


Sea 3x + 2 = u 3 
3 dx = 3 u 2 du 


2 u 3 - 2 


i 3u 
1 r 2 


u du 


4 1 /u 5 . 

3 I, (u, - 2 »)*-3 I-"' 


16 

15 


Notese el cambio de limites en esta integral definida. u = 1 cuando x = -1/3 y u = 2 cuando x = 2. 


Si aparece mas de una potencia fraccionaria, puede ser posible eliminarlas todas a la vez. 


Ejemplo 8 


Calcule 


x 1/2 (l + x 1 / 3 ) 


dx. 


Solucion Se pueden eliminar la raiz cuadrada y la raiz cubica utilizando la sustitucion inversa x = u 6 . Se 
elige la potencia 6 porque 6 es el minimo comun multiplo de 2 y 3. 


dx 


x 1/2 (l + x 1 / 3 ) 
u 5 du 


= 6 


Sea x = u 6 
dx = 6 u 5 du 
2 


= 6 


u 


t du = 6 1 + 


1 


u 3 (l + U 2 )“ u Jl + U 2UU “ u J V 1 + u 2 
= 6(u — tan _1 u) + C = 6(x 1/6 - tan 3 x 1/6 ) + C 


du 
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El cambio tan ( 612 ) 

Existe un tipo especial de cambio que puede transformar una integral cuyo integrando es una 
funcion racional de sen0 y cos0 (es decir, un cociente de polinomios en send y cos0) en una 
funcion racional de x. El cambio es 


Observese que 


por tanto, 


x = tan - o, en otros terminos, 0 = 2tan : x 


,01 1 1 

2 ,0 , ,0 1 + x 2 

sec 2 - 1 + tan 2 - 
2 2 

,0 2 1 - x 2 

COS 0 = 2 COS 2 - - 1 = --2 “ 1 = T- 5 

2 1 + x 2 1 + x 2 

0 0 0 , 0 2x 

sen 0 = 2 sen - cos - = 2 tan - cos 2 - = --, 

2 2 2 2 1 + x 2 


1 , 0 


Ademas, dx = - sec 2 - dO, por lo que 


0 , 2 dx 


dO = 2 cos - dx = 


En resumen: 

EI cambio tan (0/2) 

Si x = tan (0/2), entonces 


cos 0 = 


1 +x 2 ' 


sen 0 = 


y d0 = 


Notese que cos0, sen 0 y d0 solo involucran funciones racionales de x. En la Seccion 6.3 exami- 
naremos tecnicas generales para integrar funciones racionales de x. 


Ejemplo 


2 + cosfl 


dO Sea x = tan (0/2) 


COS0 = 


" 1 + x 2 
2 dx 


2 dx 
1 + x 2 


1 - x 2 3 + x 


J 2 = 2 - 2 dx 


2 , x 

= ^tan 1 —= + C 

ys n/3 


■fitanfWc 


= ^tan —=tan- 

V3 V3 2 
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Ejercicios 6.2 


Calcule las integrales de los Ejercicios 1-36. 


1 . 


3. 


5. 


9. 


11 . 


13. 


15. 


21 . 


25. 


*27. 


29. 


dx 


V 1 - 4x2 

x 2 dx 

dx 


xyg^x 5 


X + 1 

7. | - ? dx 

x 3 dx 

x/9+7 

dx 

(a 2 - x 2 ) 3 -' 2 
x 2 dx 

(a 2 - x 2 ) 3 -' 2 
dx 


2 . 


4. 


6 . 


8 . 


x 2 dx 


V 1 - 42(2 

dx 

Xyjl - 4x 2 
dx 


xj9 - x 2 
dx 




„2 


,\/9 + x 2 

10. I v , dx 


12 . 


14. 


dx 


xjx 2 - 4 


(x > 2 ) 16. 


(a 2 + x 2 ) 3 / 2 
dx 

(1 + 2x 2 ) 5/2 
dx 


x 2 / x 2 _ a 2 


dx f dx 

17 ■ 1 x 2 + 2 x + 10 18, x 2 + x + 1 


in i dX -, n f XQ, X 

19, 1 (4x 2 + 4x + 5 ) 2 2 °- I x 2 2x + 3 


xdx 


^ 2 ax - x 2 
xdx 


22 . 


dx 


23 ‘ 1 (3 2x - x 2 ) 3 / 2 24 ‘ I (x 2 + 2x + 2 ) 2 


(4x - x 2 ) 3/2 
dx 


dx 

(1 + x 2 ) 3 


26. 


x 2 dx 
(1 +x 2 ) 2 


a -x z 


x J 

dx 


-dx 


2 + V x 

1/2 



, 1 + * C x 2 - x 2 

*31. | m dx *32. I V dx 


1 + x 1 / 3 


33. 


35. 


r o 

j e x yr^e 23< dx 

J — In 2 


\/3- 1 


dx 


-i 


x 2 + 2 x + 2 


34. 


36. 


M 2 

o 

2 


cosx 




sen 2 x 


- dx 


dx 


i x 2 v / 9 - x 2 


En los Ejercicios 37-39, calcule las integrales utilizando el 
cambio especial x = tan (0/2), como en el Ejemplo 9. 

(*71/2 

*37. I , — „ *38. 


*39. 


2 + sen 0 
d6 


d6 


1 + cos 0 + sen 0 


(x>a > 0 ) 


3 + 2 cos0 

40. Calcule el area de la region limitada por 
y = ( 2 x - x 2 r 1/2 , y = 0 , x = 1/2 y x = 1 . 

41. Calcule el area de la region por debajo de 

y = 9/fx 4 + 4x 2 + 4) y por encima de y = 1. 

42. Calcule el valor medio de la funcion 

f(x) = (x 2 - 4x + 8 ) ' 3/2 en el intervalo [0, 4], 

43. Calcule el area del interior de la circunferencia 

x 2 + y 2 = a 2 que esta por encima de la recta y = b, 
(-a ^ b < a). 

44. Calcule el area comun al interior de las circunferencias 
x 2 + y 2 = 1 y (x - 2 ) 2 + y 2 = 4. 

45. Calcule el area del primer cuadrante que esta por 
encima de la hiperbola xy = 12 y en el interior de la 
circunferencia x 2 + y 2 = 25. 


46. Calcule el area a la izquierda de 2 

3 

derecha de la recta x = c, con 


Y 
b 

a ^ c ^ a 


2 — 1 y a la 


*47. Calcule el area de la region limitada por el eje x, la 
hiperbola x 2 - y 2 = 1 , y la recta que va desde el 
origen al punto (^/l + Y 2 , Y) en dicha hi perbola. 
(Suponga Y > 0.) En particular, demuestre que si 
Y = senht el area es t/2 unidades al cuadrado. 


*48. Calcule las integrales 
dx 


\/x 


x\/x 


dx 

IT 


para x > a > 0 utilizando el cambio x = a cosh u. 

( Sugerencia: Revise las propiedades de las funciones 
hi perbol i cas de la Seccion 3.6). Esta sustitucion es 
una alternativa a x = a sec 0 cuando aparece 
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Integrates de funciones racionales 

En esta seed on vamos a considerar integral es de la forma 


fP(x) 

Q(x) 


dx 


siendo P y Q polinomios. Recuerdese que un polinomio es una funcion P de la forma 
P(x) = a n x n + a n-iX 0-1 + ••• + a 2 x 2 + a : x + a 0 


siendo n un entero no negativo, a 0 , a 1( a 2 , a n constantes y a n ¥= 0. Denominamos a n grado 
del polinomio P. Un cociente P(x)/Q(x) de dos polinomios se denomina funcion racional (vease 
la Seccion P.6 donde se presentan los polinomios y las funciones racionales). En general solo 
sera necesario considerar funciones racionales P(x)/Q(x) en las que el grado de P sea menor que 
el grado de Q. Si el grado de P es mayor o igual que el grado de Q, entonces se dividen los 
polinomios para expresar la fraccion P(x)/Q(x) en forma de un polinomio sumado con otra frac- 
cion R(x)/Q(x) en la que R, el resto de la division, es siempre de grado menor que Q. 


Ejemplo 1 


Calcule 


< 3 + 3x 2 


dx. 


Solucion El grado del numerador es 3 y el del denominador es 2, por lo que es necesario dividir los 
polinomios: 

x + 3 


Por tanto, 


x 2 + 1 |x 3 + 3x 

v 3 


3 + 3x 2 
x 3 + X 


3x 2 - x 
3x 2 + 3 

-x- 3 


x 3 + 3x 2 x + 3 

"x r TT = x + 3 “PTT 


3x 2 


dx = | (x + 3) dx - | ~2 — - dx - 3 


dx 


1 


1 , 1 

= -x 2 + 3x - - In (x 2 + 1) - 3 tan _1 x + C 


Ejemplo 2 


Calcule 


2x - 1 


dx. 


Solucion El numerador y el denominador tienen el mismo grado, 1, por lo que es necesario de nuevo 
dividir. En este caso se puede realizar la division simplemente transformando el integrando: 


1 2x 


2 x - 1 2 2x - 1 

I/ease la Seccion P.6. Tenemos entonces que 


1 2x - 1 

2 


x 1 

S-•, dx = - 

2 x - 1 2 


1 


2 x 


1 

2 x - 1 


+ 1 1 , 
iT ^ 11 


2 x - 1 


x 1 

dx = - + - In |2x - 1| + C 


En lo que sigue, supondremos siempre que se han realizado las divisiones previas necesarias y 
que el polinomio cociente ya se ha integrado. Por tanto, el problema basico que debemos consi¬ 
derar en esta seccion es el siguiente: 
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EI problema basico 


Calcular 


PM 

QM 


dx, siendo grado de P < grado de Q. 


La complejidad de este problema depende del grado de Q. 


Denominadores lineales y cuadraticos 


Supongamos que QM es de grado 1. Por tanto, QM = ax + b, con a # 0. Entonces PM debe 
tener grado 0 y ser, por tanto, una constante c. Tenemos que PM/QM = c/(ax + b). El cambio 
u = ax + b produce 


f c , c Cdu 

-- dx = - — 

ax + b a J u 


c 

a 


In |u | + C 


de modo que para c = 1: 


Caso de denominador lineal 

f 1 1 

Hy — 1 n 1 v 4- h 1 4- r 

* 

. Ua 111 a a \ L. 

ax + b a 


Supongamos ahora que QM es una funcion cuadratica, es decir, de grado 2. A efectos de esta 
presented on, podemos suponer que QM es o bien de la forma x 2 + a 2 o bien de la forma 
x 2 - a 2 , ya que completando el cuadrado y realizando el cambio de variable apropiado se puede 
reducir siempre el denominador a esta forma, como se demuestra en la Seccion 6.2. Como PM 
puede ser como maximo una funcion lineal, PM = Ax + B, esto nos I leva a considerar las cua- 
tro integrales siguientes: 


' xdx 


r xdx 


f dx 

’ dx 

x 2 + a 2 ' 

*/ 


x 2 - a 2 ' 


x 2 + a 2 y J 

x 2 - a 2 


Si a = 0, solo hay dos integrales, quese pueden calcular facilmente. En las dos primeras integra¬ 
les se aplica el cambio u = x 2 ± a 2 . La tercera es una integral conocida, y la cuarta se puede 
resolver mediante el cambio x = asen0 si |x| < |a|, o el cambio x = asec0 si |x| > |a|, pero se 
puede calcular tambien mediante otro metodo que veremos posteriormente. Los valores de las 
cuatro integrales se presentan a continuacion: 


Caso de denominador cuadratico 





r xdx 

1 





= - In x z + a 1 

) + C 


x 2 + a 2 

2 




r xdx 

1 





= - In M - a z 

| +C 


x 2 - a 2 

i 




f dx 

1 

, X 




= - tan ~ 

- 1 - + c 


x 2 + a 

a 

a 



C dx 

1 , 

x - a 




= — n 


+ c 


x 2 - a 2 

2a 

x + a 
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Para obtener la ultima de las formulas anteriores, expresaremos el integrando como una suma de 
dos fracciones con denominadores lineales: 

1 1 A B Ax + Aa + Bx - Ba 

x 2 - a 2 (x — a)(x + a) x - a x + a x 2 - a 2 

donde en el ultimo paso se han sumado las dos fracciones. Si esta ecuacion se cumple para todo 
x (excepto x = + a), entonces los numeradores de los dos miembros deben ser polinomios iden- 
ticos en x. La ecuacion {A + B)x + (Aa - Ba) = 1 = Ox + 1 se cumplira para todo x solo si 

4+8=0 (el coeficiente de x) 

Aa - Ba = 1 (el termino constante) 

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones lineales se obtiene el valor de las incognitas A y B, 
A = 1/(2a) y 8 = - l/(2a). Por tanto, 


I—1 

1 

-s 

C dx 

1 

r dx 

J X 2 - a 2 2a J 

x - a 

~ 2a " 

x + a 


= r' L ln|x-a|-^ln|x + a| + C 
2a 1 1 2a 1 1 


Descomposicion en fracciones simples 

La tecnica que acabamos de utilizar, donde se expresa una fraccion compleja como suma de 
fracciones mas sencillas, se denomina metodo de descomposicion en fracciones simples. Su- 

pongamos un polinomio Q(x) de grado n, de forma que su termino de mayor grado es x n (con 
coeficiente 1). Supongamos ademas que Q se puede descomponer en un producto de n factores 
lineales distintos (de grado 1), por ejemplo, 

Q(x) = (x - aOfx - a 2 ) •■■(* - a„) 

con a,' / ay si / / j, i < i, j < n. Si P(x) es un polinomio de grado inferior a n, entonces 
P(x)/Q(x) admite una descomposicion en fracciones simples de la forma 


^1 = Al + Al +...+ An 
Q(x) x — x - a 2 x - a n 

para ciertos valores de las constantes A lt A 2 , A n . No presentaremos aqui ninguna demostra- 
cion formal de esta afirmacion, ya que pertenece al ambito de los cursos de algebra (vease el 
Teorema 1 posterior donde se plantea un resultado mas general). 

Sabiendo que P(x)/Q(x) admite una descomposicion en fracciones simples, como se ha co- 
mentado anteriormente, existen dos metodos para determinar las constantes A 1( A 2 ,A n . El pri- 
mero de el I os, que se generaliza mas facilmente a descomposiciones mas complicadas que se 
presentaran postedormente, consiste en sumar las fracciones de la descomposicion y obtener una 
nueva fraccion S(x)/Q(x) con numerador S(x), un polinomio de grado una unidad menor que 
Q(x). Esta nueva fraccion sera identica a la fraccion original P(x)/Q(x) si S y P son polinomios 
identicos. Las constantes 4 lf A 2 , ..., A n se determinan resolviendo el sistema de n ecuaciones 
lineales que resulta de igualar los coeficientes de las mismas potencias de x en los polinomios 
S y P. 
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El segundo metodo se basa en la siguiente observation: si se multiplica la descomposicion en 
fracciones simples por x - a jt se obtiene 


(x 


. PM 
8j) QM 


= A 


x - ay 
x - a 1 


+ ••• + Aj _! 


X - ay 

x-fly-i 


+ A] + A j+1 


x - ay 
x - a i+1 


+ ••• + A„ 


x - ay 
x - a n 


Todos los terminos del miembro derecho se anulan en x = ay, excepto el termino j-esimo, Aj. Por 
tanto, 

= S (X “^ Q(xj 

= _ Plaj[ _ 

(ay - ai) (ay - ay_j)(ay - a i+1 ) (ay - aj 


para 1 < n. En la practica, el metodo se utiliza para obtener el coeficiente Aj simplificando 

el factor x - ay en el denominador de P(x)/Q(x) y particularizando la expresion resultante en 
x = ay. 


Ejemplo 3 


Calcule 


(x + 4) 
x 2 - 5x + 6 


dx. 


Solucion La descomposicion en fracciones simples tiene la forma 


x + 4 

x 2 - 5x + 6 


x + 4 

(x - 2)(x - 3) 


A | B 
x - 2 + x - 3 


Calcularemos 4 y B por los dos metodos comentados anteriormente. 
METODO I. Se suman las fracciones simples 

x + 4 Ax - 34 + fix - 2fi 
x 2 - 5x + 6 _ (x — 2)(x — 3) 


y se igualan los coeficientes de x y los terminos constantes en los numeradores de ambos miembros, con lo 
que se obtiene 


A + B = 1 y -3A - 2B = 4 
Resolviendo esas ecuaciones se Mega aA = -6y6=7. 

METODO M. Para calcular A, se elimina el termino x - 2 del denominador de la expresion P(x)/Q{x) y se 
particulariza el resultado en x = 2. La obtencion de B es similar. 


A = 


x + 4 


x- 3 


= -6 y B = 


x + 4 


x = 2 


x - 2 


= 7 


x = 3 


En cualquier caso tenemos 


(x + 4) 
x 2 - 5x + 6 


dx = -6 


x - 2 


dx + 7 


x - 3 


dx 


= -6ln|x-2| + 7ln|x-3| + C 
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Ejemplo 


Calcule / = 


x 3 + 2 


Solucion Como el grado del numerador no es menor que el del denominador, hay que dividir: 


x 3 - x + x + 2 f / x + 2 

- 3 - dx = 1 + 3 - 

x - x V x - x 


dx = x + 


Ahora se puede utilizar el metodo de descomposicion en fracciones simples. 

x + 2 x + 2 A B C 
x 3 - x x(x - l)(x + 1) x x - 1 x + 1 

A(x 2 - 1) + fi(x 2 + x) + C(x 2 - x) 
x(x - l)(x + 1) 

Tenemos que 

A + B + C = 0 (coeficiente de x 2 ) 

B - C = 1 (coeficiente de x) 

-A =2 (termino constante) 

Se deduce entonces que A = -2, B = 3/2 y C = 1/2. Podemos obtener tambien los mismos valores utili- 
zando el Metodo II del ejemplo anterior: 


(x - l)(x + 1) x=0 


= -2, B = 


x(x + 1) X=1 2 


Finalmente, tenemos 


x(x - 1) 


f 1 3 

/ = x - 2 - dx + - 


2 x - 1 


1 1 f 1 

— dx + - - 


2 x + 1 


3 1 

= x - 2 In |x| + - In |x - 1| + - In |x + 1| + C 


A continuacion consideraremos una funcion racional cuyo denominador tiene un factor cuadrati- 
co equivalente a una suma de cuadrados y que, por tanto, no se puede descomponer en un pro- 
ducto de factores lineales reales. 



Solucion Notese que el numerador es de grado 2 y el denominador es de grado 3, por lo que no es nece- 
saria la division previa. Si se descompone el integrando en una suma de dos fracciones mas simples, el 
denominador de una de el I as sera x y el de la otra x 2 + 1. La forma apropiada de la descomposicion resulta 
ser 

2 + 3x + x 2 A Bx + C A(x 2 + 1) + Bx 2 + Cx 

x(x 2 + 1) x x 2 + 1 x(x 2 + 1) 


Notese que hemos utilizado un numerador lineal (de grado 1) en el termino correspondiente al denominador 
cuadratico (de grado 2). Igualando los coeficientes de los dos numeradores, se obtiene 

A + B = 1 (coeficiente de x 2 ) 

C = 3 (coeficiente de x) 

A =2 (termino constante) 
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Por tanto, A = 2, B 


-1 y C = 3. Tenemos, entonces, 


2 + 3x 


x(x 2 + 1) 


-cfx = 2 -dx - 


1 


-dx + 3 


= 2 In |x| - - In (x 2 + 1) + 3tan _1 x + 


dx 

C 


Hay que resaltar que la suma de fracciones es el unico metodo razonable que utiliza valores reales para 
determinar las constantes A , B y C. Podriamos haber determinadoA utilizando el Metodo II del Ejemplo 3, 
pero habriamos tenido que utilizar numeros complejos. 


Ejemplo 6 


Calcule / = 


-dx. 


Solucion En este caso Q(x) = x 3 + 1 = (x + l)(x 2 - x + 1). El ultimo factor no tiene raices reales, por 
lo que no se puede factorizar en un producto de factores reales lineales. Tenemos que 


1 


1 


Bx + C 


x J + 1 (x + l)(x 2 -x + 1) x + 1 x 2 - x + 1 

ji 


A(x - x + 1) + fifx 2 + x) + Cfx + 1) 


(x + l)(x 2 - x + 1) 


A 

-A 

A 


= 0 
C = 0 
C = 1 


(coeficiente de x 2 ) 
(coeficiente de x) 
(termino constante) 


Por tanto, A = 1/3, B = -1/3 y C = 2/3, con lo que 


I = 


1 


dx 


1 

T 3 


1 


dx 


= - In |x + 1| - 


1 3 

X ~ 2~2 
TV 3 
4 


X + 2 


= - In |x + 1| - - 




Sea u = x - 1/2 
du = dx 

1 

- -du 


In |x + 1| 
In |x + 1| 


1 


1 2 


- In u + - + - —= tan - —= + C 


2 V3 


2 u 


1 1 

- In (x 2 - x + 1) H —— tan 1 
6 ^3 


V3. 

2x - 1 


Solo es necesario un refinamiento final del metodo de descomposicion en fracciones simples. Si 
alguno de los factores lineales o cuadraticos de Q(x) se repite (por ejemplo, m veces), entonces 
la descomposicion en fracciones simples de P(x)/Q(x) requiere m fracciones distintas correspon- 
dientes a ese factor. Los exponentes de los denominadores de esas fracciones van aumentando 
desde 1 hasta m, y los numeradores son todos constantes cuando el factor que se repite es lineal 
o lineales cuando el factor que se repite es cuadratico (vease el Teorema 1 posterior). 
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Ejemplo 7 


Calcule —- TTjdx. 

x(x - 1 Y 


Solucion En este caso, la descomposicion en fracciones simples adecuada es 

1 , B c 
x(x - l) 2 ~~ X + x - 1 + (x - l) 2 

_ A(x 2 - 2x + 1) + B(x 2 -x) + Cx 
x(x - l) 2 

Igualando los coeficientes de x 2 , x y 1 en los denominadores de los dos miembros, se obtiene 

A + B =0 (coeficiente de x 2 ) 

-2A-B+C=0 (coeficiente de x) 

A =1 (termino constante) 


Por tanto, A = 1, B = -1, C = 1 y 


1 fl f 1 

——^dx = -ax - - -ax 


x(x - 1) 


(x - l) 2 


= In |x| - In |x - 1| - -—- + C 
x 1 

= in --- - + C 

x - 1 x - 1 


Ejemplo 8 


f x 2 + 2 

Calcule / = —e——5- ax. 

4x 5 + 4x 3 + x 


Solucion El denominador se puede factorizar como x(2x 2 + l) 2 , por lo que la descomposicion en frac¬ 
ciones simples apropiada es 

x 2 + 2 A Bx + C Dx + E 
x(2x 2 + l) 2 " x + 2x 2 + 1 + (2x 2 + l) 2 

A(4x 4 + 4x 2 + 1) + fi(2x 4 + x 2 ) + C(2x 3 + x) + Dx 2 + Ex 
= x(2x 2 + l) 2 

Por tanto, 

44 + 2B =0 (coeficiente de x 4 ) 

2C =0 (coeficiente de x 3 ) 

44 + B +D =1 (coeficiente de x 2 ) 

C + E = 0 (coeficiente de x) 

4 =2 (termino constante) 

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene 4 = 2, B = -4, C = 0, D = -3yE=0. 

f dx f xdx C xdx , 


rdx r xdx r xdx 

' “ 2 J 7 " 4 J 2FTT " 3 J (2FTTP 

Cdu 3 f du 

= 2ln|x| Hi7 7 


Sea u — 2x 2 + 1 
du = 4xdx 


= 2 In |x| - In |u| + — + C 

( x 2 \ 3 1 

” ln 2x^71 + 42x^Tl + C 
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El teorema que sigue resume los diversos aspectos del metodo de descomposicion en fracciones 
simples. 

TEOREMA Descomposicion en fracciones simples de funciones racionales 

Sean P y Q polinomios con coeficientes reales, y supongamos que el grado de P es menor 
que el grado de Q. Entonces: 

(a) Q(x) se puede descomponer en el producto de una constante K, factores lineales reales 
de la forma x - a,-, y factores reales cuadraticos de la forma x 2 + b,x + c, que no tie- 
nen rafces reales. Los factores lineales y cuadraticos se pueden repetir: 

Q(x) = K(x - an - a 2 r ••• (x - ap(x 2 + b,x + cP 

■■■(x 2 + b k x + c k r 

El grado de 0 es m k + m 2 + ■■■ + m, + 2n 1 + 2n 2 + ■■■ + 2 n k . 

(b) La funcion racional P(x)/Q(x) se puede expresar como una suma de fracciones simples 
de la siguiente forma: 

(i) Por cada factor (x - a) m de Q(x), la descomposicion contiene una suma de fraccio¬ 
nes de la forma 

A 2 A m 

7^~a + (x-a) 2+ ' + (x - a) m 

(ii) Por cada factor (x 2 + bx + c) n de Q(x), la descomposicion contiene una suma de 
fracciones de la forma 

5 iX + C i B 2 x + C 2 B n x + C n 

x 2 + bx + x (x 2 + bx + c ) 2 (x 2 + bx + c) n 

Las constantes A v A 2 , A m , B h B 2 . B ni C 1( C 2 .C n se pueden determinar sumando 

las fracciones de la descomposicion e igualando los coeficientes de potencias iguales de x 
en el numerador de la suma con los de P(x). 


No proporcionaremos aqui una demostracion de este teorema. 

Notese que el apartado (a) no nos indica como obtener los factores de Q(x), sino que solo 
nos dice la forma que tienen. Es necesario conocer los factores de Q antes de utilizar la descom- 
posicion en fracciones simples para integrar la funcion racional P(x)/Q(x). La descomposicion en 
fracciones simples se utiliza tambien en otras situaciones matematicas, en concreto para resolver 
ciertos problemas en los que intervienen ecuaciones diferenciales. 


Ejercicios 6.3 


Calcule las integrales de los Ejercicios 1-34. 


1 . 

3. 

5. 

7. 


2dx 
2x- 3 
xdx 
nx + 2 

1 

x 2 - 9 
dx 


dx 


2 . 


dx 

5 - 4x 
x 2 

4. | - -dx 

x - 4 


6 . 

8 . 


dx 

5 -x 2 
dx 


ax 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 


x 2 dx 


2 

x - 2 

X 2 + X 

dx 


dx 


1 - 6x + 9x 


v2 


1 


6x - 9x 2 
dx 


dx 


x(x 


2 a 2 ) 


10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 


xdx 


3x 2 + 8x - 3 
dx 

x 3 + 9x 
xdx 

2 + 6x + 9x 2 
x 3 + 1 

12 + 7x + x 2 
dx 


dx 


x 4 - a 4 
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20 . 


dx 


x 3 + 2x + 2x 


* 33 . 


dx 


x 2 (x 2 - 1) 


3/2 


* 34 . 


dO 


cos 0(1 + sen 0) 


21 . 


dx 

x 3 - 4x 2 


3x 


23 . 


I 


dx 

(x 2 - l) 2 


22 . 


24 . 


x 2 + 1 


x 3 + 8 


dx 


x 2 dx 


(x 2 - l)(x 2 - 4) 



26 . 


xdx 


(x 2 


l ) 2 


27 . 

j* tdt 

\ (t + l)(t 2 + l) 2 

29 . 

j* dx 

x(3 + xVl - x 2 

31 . 

j* dx 

X(1 + x 2 ) 3/2 


* 28 . 

[* dt 


i (t - l)(t 2 - 1) 

* 30 . 

j* dx 

e 2x - 4e x + 4 

* 32 . 

j* dx 

x(l -x 2 ) 3/2 


* 35 . Suponga que P y Q son polinomios tales que el grado 
de P es menor que el grado de Q . Si 

Q(x) = (x - a^x - a 2 ) ••■(x - a n ) 

siendo a,- # a, si / / j (1 < /', j < n), de forma que 
P[x)/Q(x) tiene la siguiente descomposicion en 
fracciones simples: 

PM _ Aj A 2 A n 

0(x) x-aj x - a 2 x - a„ 


demuestre que 




P(3j) 

O'laj) 


(1 «Sj <n) 


Esto proporciona otro metodo para calcular las 
constantes de la descomposicion en fracciones simples 
si los factores del denominador son lineales y distintos. 


^ Integracion mediante programas de computador o tablas 

Aunque toda persona que utilice el calculo debe estar familiarizada con las tecnicas basicas de 
integracion, de la misma forma que cualquiera que use la aritmetica debe estar familiarizado con 
las tecnicas de multiplicacion y division, la tecnologia evoluciona rapidamente y, en muchos ca- 
sos, evita la necesidad de calcular integrales largas y complicadas mediante dichas tecnicas. De 
hecho, hoy en dia existen varios programas de computador que pueden manejar expresiones ma- 
tematicas simbolicas (en vez de numericas), y que pueden realizar, con poca o ninguna interven- 
cion por nuestra parte, los diversos pasos y calculos de I (mites que se requieren para obtener y 
simplificar tanto derivadas como integrales. Se puede ahorrar mucho esfuerzo y tiempo haciendo 
que el computador calcule una integral complicada como 

1 + x + x 2 

J (x 4 - l)(x 4 - 16) 2 dx 

en vez de hacerla a mano utilizando descomposicion en fracciones simples. Incluso sin la ayuda 
del computador, se pueden utilizar tablas de integrales estandar como las que aparecen al final 
de este libro como ayuda en el calculo de integrales complicadas. No obstante, el uso de compu- 
tadores o de tablas puede requerir que realicemos algunas simplificaciones previas a mano, y por 
supuesto puede requerir que seamos capaces de interpretar las respuestas que se obtienen. Pre- 
sentaremos a continuacion algunos ejemplos. 


Uso de Maple para integracion 


Los programas matematicos de computador son capaces de calcular simbolicamente integrales 
tanto indefinidas como definidas, y tambien proporcionar aproximaciones numericas de aquellas 
integrales definidas que tengan valores numericos. Los ejemplos que siguen muestran como utili¬ 
zar Maple para calcular integrales. 


f 2 X Jl + 4 X dx y 


(*71 


Empezaremos calculando 


2 X Jl + 4 X dx. 
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Utilizaremos el comando de Maple «int», especificando la fund on y la variable de integra- 
cion: 

> int(2'x*sqrt (l + 4~x), x) ; 

e (xln < 2 » ^/i _|_ ( e (x!n( 2 ))) 2 arcse nh (e (xln (2)) ) 

2 In (2) + 2 In (2) 

Si no nos gusta el seno hiperbolico inverso, se puede transformar en un logaritmo: 

> convert (% I n) ; 

e (xln(2))^ / / 1 - (e (xln(2)))2 2 | n (2) + | n (e (xln(2 » + ^1 + (e (X '" (2)) ) 2 ) 

2 In (2) 

El simbolo «%» se refiere al resultado del calculo previo. Notese como M aple prefiere utilizar e xln2 en vez 
de 2 X . 

Para la integral definida, se especifica el intervalo de valores de la variable de integracion utilizando 
dos puntos entre los extremos, como sigue: 

> i nt ( 2'x*sqrt (1 + 4'x), x = 0. . Pi ) ; 

-y/2- In(1 + Jl) + 2 7t yiT4" + ln(2 7r + yiT4") 

2ln(2) 

Si se desea una aproximacion decimal a esta respuesta exacta, se puede pedir a M aple que eva- 
lue el ultimo resultado como un numero en punto flotante: 

> eval f ( % ; 

56.955 421 55 

Observacion Maple proporciona por defecto una precision de 10 dfgitos significativos para 
sus numeros en punto flotante a menos que se solicite una precision diferente declarando otro 
valor de la variable «Digits»: 

> D gi ts : = 20; eval f ( Pi ) ; 

3.141 592 653 589 793 238 5 

Supongamos que le pedimos a M aple que calcule una integral que no podemos resolver: 

> i nt ( exp( - x'2) , x) ; 

- N fit erf (x) 

M aple expresa la respuesta en terminos de la funcion de error definida como 

2 r 

erf(x)=—= e~ t2 dt 

y/n J o 

Pero observese que: 

> I nt ( exp( - x'2), x = -i nfi ni ty. . i nfi ni ty) = i nt ( exp( - x~2), x = - i nf 

7*00 

e (_x2) dx = Jn 

J — 00 

Notese el uso del comando inerte de Maple «lnt» en el miembro izquierdo para presentar en 
pantalla simplemente el integrando sin realizar ningun tipo de evaluacion. El comando activo 
«int» realiza la evaluacion. 
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Los programas de matematica por computador se pueden utilizar para integrar simbolica- 
mente muchas funciones, pero se pueden recibir algunas sorpresas cuando se utilizan, y es posi- 
ble que haya que realizar parte del trabajo para obtener una respuesta util en el contexto del pro- 
blema sobre el que se esta trabajando. Estos programas, y algunas de las calculadoras cientfficas 
mas sofisticadas, son capaces de evaluar numericamente integrales definidas con cualquier grado 
de precision deseada, aun cuando no se puedan obtener primitivas simbolicamente. En las Sec- 
ciones 6.6-6.8 presentaremos tecnicas de integracion numerica, pero debe notarse aqui que se 
puede utilizar siempre el comando de M aple eval f (I nt()) para obtener valores numericos: 

> eval f (I nt ( si n( cos( x)) ,x = 0. . 1)) ; 

.738 642 998 0 


Uso de tablas de integrales 

Las tablas de integrales, como las que aparecen al final de este libro, pueden servir de ayuda en 
el calculo de algunas integrales. Ademas de dar I os valores de las integrales elementales mas co- 
munes que es conveniente recordar al estudiar calculo, proporcionan tambien integrales mucho 
mas complicadas, especialmente aquellas que representan tipos estandar que surgen a menudo en 
las aplicaciones. Es conveniente familiarizarse con los tipos principales en los que se clasifican 
las integrales. Utilizar las tablas muchas veces requiere modificar la integral haciendo cambios 
simples hasta que se Mega a la forma de una de las integrales de la tabla. 




Solucion Esta integral no se parece a ninguna de las tablas, pero hay muchas integrales en dichas tablas 
en las que aparece Ja 2 - x 2 . Podemos empezar por expresar la integral de esta forma con el cambio 
t 2 = u, de forma que 2 tdt = du. Entonces, 



Esto no es todavia lo que queremos; hay que quitar el 2 que multiplica u 2 bajo la raiz cuadrada. Una forma 
de hacer esto es mediante el cambio de variable Jlu = x, de forma que du = dx/J2: 


1 




Ahora el denominador tiene la forma Ja 2 - x 2 con a = ^/3. Observando la parte de la tabla (al final del 
libro) donde aparecen integrales con Ja 2 - x 2 , encontramos la tercera, que dice que 



1 






3 

8^2 


sen 



Entonces, 
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M uchas integrales de la tabla son formulas de reduccion (la integral aparece en ambos miembros 
de la ecuacion). Se pueden usar en forma iterativa para simplificar integrales, como se hizo en 
los ejemplos y ejercicios de la Seccion 6.1. 


Ejemplo 2 


Calcule / = 


1 


o (x 2 + 1)' 


dx. 


Solucion La cuarta integral en la tabla de M iscelanea de Integrales Algebraicas dice que si n # 1, 
entonces 


dx 


1 


(. a z ±x z ) n 2a (n - 1) V (a ± x 


utilizando a = 1 y los signos +, tenemos que 


dx 


«2\n 


(1 + x 2 )" 2(n - 1) \ (1 + x ) 


„2\n-l 


-, + (2n- 3) 


+ (2 n - 3) 


dx 


2 , v 2\n -1 


(a 2 ± X 


dx 


o(l + x 2 ) 


2\n -1 


1 


2 n - 3 


Por tanto, 


2 (n - 1) 2(n - 1) J 0 (1 + x ) 


1 3 f 1 dx 

I = - + - 


dx 

„2\/i-l 


16 ' 4 J o (1 + x 2 ) 2 

1 3/1 1 f 1 dx 

16 + 4 y4 + 2 I n 1 + x 2 

1 3 3 


= — + — + - tan 

16 16 8 


1 _ 1 3 71 

o“4 + 32 


Ejercicios 6.4 


1. Utilice M aple u otro programa de matematicas D) 
por computador para comprobar algunas de las ^ 
integrales realizadas en los ejercicios de las Secciones 
5.6 y 6.1-6.3, asi como algunas de las integrales que no 
haya podido resolver. 

2. Utilice M aple u otro programa de matematicas D 
por computador para calcular la integral que aparec?^ 
en el parrafo de apertura de esta seccion. 

3. Utilice M aple u otro programa de matematicas (Ql 
por computador para volver a calcular la integral ^ 
del Ejemplo 1. 

4. Utilice M aple u otro programa de matematicas D 
por computador para volver a calcular la integral 601 
del Ejemplo 2. 

Utilice las tablas de integrales como ayuda para calcular las 
integrales de los Ejercicios 5-14. 


5. 


7. 


x 2 


/ x z - 2 


-.dx 


dt 


ty3t 2 + 5 
9. I x 4 (lnx) 4 dx 


11 . xj2x - x 2 dx 


13. 


dx 


(V4x - x 2 ) 


2\3 


6 . | J[x 2 + 4) 3 dx 


8 . 


dt 


10 . | x 7 e x2 dx 
^2x - x 2 


12 . 


14. 


dx 


dx 


(V4x - x 2 ) 4 


15. Utilice M aple u otro programa de matematicas O 
por computador para calcular las integrales de los ^ 
Ejercicios 5-14. 
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Integrates impropias 

Hasta este momenta hemos considerado integrales definidas de la forma 

/ = f f (x) dx 


donde el integrando f es continuo en el intervalo cerrado y finito [a, b], Como esa fund on esta 
necesariamenta acotada, la integral / es necesariamenta un numero finito. Si f es positiva, la in¬ 
tegral corresponde al area de una region acotada del piano, una region contenida dentro de al- 
gun disco de radio finito centrado en el origen. Este tipo de integrales se denominan integrales 
propias. Ahora vamos a generalizar el concepto de integral definida para permitir dos posibilida- 
des excluidas en la situacion descrita anteriormente: 

(i) Podemos tener a = -ooob = ooo ambas cosas. 

(ii) f puede ser no acotada cuando x tiende a a, a b o a ambos. 

Las integrales que cumplen (i) se denominan integrales impropias detipol. Las integrales que 
cumplen (ii) se denominan integrales impropias de tipo II. Ambos tipos de integrales impro¬ 
pias corresponden (para f positiva) al area de una region del piano que «se extiende hasta el 
infinito» en alguna direccion y, por tanto, es no acotada. Como veremos, estas integrales pueden 
tener valores finitos o no tenerlos. Las ideas necesari as se presentan mejor con algunos ejemplos. 


Integrates impropias de tipo I 

Ijmanaffjs l Calcule el area de la region A que esta por debajo de la curva y = 1/x 2 , por encima del eje 
x y a la derecha de la recta x = 1 (vease la Figura 6.8(a)). 

Solucion Calcularemos el area mediante la integral 



que es una integral impropia de tipo I, ya que su intervalo de integracion es infinite. No es inmediatamente 
obvio que el area sea finita. La region tiene una cola infinitamente larga a lo largo del ejex, pero el valor 
de la funcion en la cola se hace infinitamente pequeno a medida que x tiende a oo. Para calcular esta inte¬ 
gral impropia, la interpretaremos como un limite de integrales propias en intervalos [1, R] cuando R -> co 





404 CALCULO 


Como en el limite existe (es finito), se dice que la integral impropia converge. La region tiene un area finita 
deA = 1 unidades al cuadrado. 


Ejemplo 2 


Calcule el area de la region por debajo de y = 1/x, por encima de y = 0 y a la derecha de 
la recta x = l (vease la Figura 6.9). 



Figura 6.9 El area sombreada en claro 
es Infinita. 


Solucion 


El area se expresa mediante la integral impropia 



dx 

— = lim Inx 

X R ->oo 


lim InR = oo 

R ->oo 


Se dice que esta integral impropia diverge a infinito. Observese que la region tiene una forma similar a la 
region bajo y = 1/x 2 , considerada en el ejemplo anterior, pero esta ligeramente por encima de esta para 
todos los valores dex > 1. Evidentemente, esto marca una gran diferencia, ya que en este ejemplo la region 
tiene area infinita. 


DEFINICION 1 I ntegrales impropias de tipo I 

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, oo), se define la integral impropia de f en 
el intervalo [a, oo) como el limite de las integrales propias: 


rR 


f(x) dx = lim 

R —>oo 


De forma similar, si f es continua en el intervalo 

rb 

f(x)dx= lim 


f (x) dx 

a 

- oo, b], definimos 

rb 

f(x) dx 


En cualquier caso, si el limite existe (es un numero finito), se dice que la integral impropia 
converge. Si el limite no existe se dice que la integral impropia diverge. Si el limite es oo 
(o - oo) se dice que la integral impropia diverge a infinito (o que diverge a menos infi¬ 
nito). 


La integral f(x)dx es, para f continua en la recta real, impropia de tipo I en ambos extre- 
mos. La dividimos en dos integrales: 


*00 

f(x)dx 

— 00 


r 0 


f(x) dx + 


0 


f (x) dx 
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La integral de la izquierda converge si y solo si ambas integrals de la derecha convergen. 


Ejemplo 3 


Calcule 


Solucion Por la simetria (par) del integrando (vease la Figura 6.10), tenemos que 


r°° dx _ r dx r°° dx 
J-^l+X 2 J - 00 1 + x 2 J 0 1 + x 2 

f R dx 

= 2 lim --j 

R-* co Jo 1 T X 

= 2 lim tan 1 R = 2 = n 

R-*oo \2j 

el uso de la simetria en este caso requiere alguna justificacion. En el momenta en que la utilizamos ya sabia- 
mos si cada una de las dos integrales resultantes era finita o infinita. Sin embargo, como ambas son positivas, 
incluso si son infinitas, su suma seguira siendo el doble de una de el las. Si una hubiera sido positiva y la otra 
negativa, no podriamos haber justificado que se cancelaran mutuamente sin demostrar previamente que su va¬ 
lor es finita (oo + oo = oo, pero oo - oo no esta definido). En cualquier caso, la integral dada converge a n. 



Figura 6.10 


Ejemplo 4 


cos xdx = lim 

R ->oo 


cos xdx = lim senR. 

R —y oo 


Este limite no existe (y no es ni oo ni - oo), de forma que lo unico que podemos decir es que la integral 
dada diverge (vease la Figura 6.11). Cuando R aumenta, la integral suma y resta alternativamente las areas 
de las colinas y los valles, pero no tiende a ningun limite unico. 



Figura 6.11 No todas las integrales impropias 
divergentes divergen hacia oo o -oo. 


Integrales impropias de tipo II 

DEFINICION 2 Integrales impropias de tipo II 

Si f es continua en el intervalo (a, b], y posiblemente no acotada cerca de a, se define la 


integral impropia 


f(x)dx= lim f(x)dx 






De forma similar, si f es continua en el intervalo [a, b ), y posiblemente no acotada cerca 

de b, se define 


r c 


f(x) dx = lim 

3 C->b~ 

f(x) dx 

a 

Estas integrales impropias pueden converger, divergir, divergir a infinito o divergir a me- 

nos infinito. 




Ejemplo 5 


Calcule el area de la region S que esta por debajo de y = 1 
entre x = 0 y x = 1. 


x, por encima del eje x y 


Solucion El area A se expresa como 



que es una integral impropia de tipo II, ya que el integrando no esta acotado a medida que nos acercamos a 
x = 0. La region S tiene una «cola» que tiende a infinito a lo largo del ejey, una asintota vertical del inte¬ 
grando, como se muestra en la Figura 6.12. Como hicimos en el caso de integrales impropias de tipo I, 
expresaremos estas integrales como limites de integrales propias: 

f 1 1 

A = lim x " 1/2 dx = lim 2x 1/2 = lim (2-2Jc) = 2 

c-»0+ J c c-»0+ c c-»0 + 

La integral converge, y S tiene un area finita de 2 unidades al cuadrado. 



Figura 6.12 El area sombreada es finita. 


Aunque las integrales impropias de tipo I se reconocen siempre facilmente debido a los limites 
de integracion infinites, a veces no es tan sencillo reconocer las integrales impropias de tipo II. 
Hay que estar atentos por si existen singularidades de los integrandos y especialmente puntos 
donde haya asintotas verticales. Puede ser necesario descomponer una integral impropia en va- 
rias integrales impropias si la integral original es impropia en los dos extremos del intervalo de 
integ racion, o en puntos del interior del intervalo de i ntegraci on. Por ejemplo, 


In |x| dx 

'° In |x| dx + 

' 1/2 In|x| dx ^ 

f 1 In |x| dx 

J -i Jl ~ x „ 

~\Jl-x „ 

o Jl~x „ 

>< 

1 

i — 1 

CM 

i—1 


Todas las integrales del miembro derecho son impropias con una singularidad en uno de los ex¬ 
tremos del intervalo de i ntegraci on. 
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Ejemplo 6 


Calcule las siguientes integrales o demuestre que divergen: 


(a) 


1 1 
-dx, 
o x 


(b) 


1 


Solucion 




c ->0 + 


Jlx 


X 1 


dx, y (c) Inxdx, 


(a) — dx = lim - dx = lim (Ini - Inc) = oo. 


c -0 + 


Esta integral diverge a infinite. 


(b) 


1 


n/2x- 


dx = 


1 


y/1 - (X - D : 
1 


dx 


Sea u = x - 1 
du = dx 


vr 


du 


= 2 


1 


= 2 lim 


i 


du 


(por simetria) 


du 


‘- 1 - J o ^/l — u 2 

= 2 lim sen 1 c = 7i 


= 2 lim sen " 1 u 

c —> 1 - 


c —»1 - 


Esta integral converge a n. Observese como se puede realizar un cambio de variable incluso antes de 
expresar una integral impropia como limite de integrales propias. 


(0 


I n x dx = lim 


c ->0 + 


Inxdx (I/ease el Ejemplo 2(a) de la Seccion 6.1 
donde se calcula la integral indefinida). 


= lim (xlnx - x) 

c -»0 + 


= lim (0 - 1 - clnc + c) 

c ->0 + 


Inc 

= -1 + 0 - lim — 

c -* 0 + 1 /C 


- 00 
00 


= -1 


1/c 


A -m 


(por la Regia de L'Hopital) 


= -1 - lim (— c) = —1 + 0 = -1 

c -0 + 


La integral converge al valor -1. 


El siguiente teorema resume el comportamiento de las integrales impropias de los tipos I y II 
para el caso de potencias de x. 
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TEOREMA^^ Integralesp 


0 < a < oo, entonces 



(a) 

fco 

x~ p dx 

f a x - p 

j converge a -—- 

si 

p > 1 

J 

' a 

[diverge a oo 

si 

P<1 

(b) 

P a f 

x~ p dx ) 

a 1 - 13 

converge a -—- 

si 

p < 1 


° ( 

diverge a oo 

si 

P>1 


DEMOSTRACION Solo demostraremos el apartado (b). La demostracion del apartado 
(a) es similar y se deja como ejercicio. Ademas, el caso de p = 1 del apartado (b) es simi¬ 
lar al Ejemplo 6(a) visto anteriormente, por lo que solo es necesario considerar los casos 
p < 1 y p > 1. Si p < 1, tenemos entonces que 


f x- p dx 


lim 

c^0 + 


lim 

C->0 + 


lim 

C->0 + 


C a 

x~ p dx 
J C 

x~p + 1 a 

-p + 1 C 

a !-P _ C 1 ~P 

1 ~P 


a 1 -' 5 

1 -p 


ya que 1 


p > 0. Si p > 1, entonces 


f x p dx 


lim 

C->0 + 


f x p dx 


y-p+l a 

lim --- 

C->0+ — P + 1 C 

c — (P — 1) _ g-(p-l) 

lim - = oo 

c-»0 + p - 1 




Las integrates del Teorema 2 se denominan integralesp Es muy util saber cuando convergen o 
divergen, cuando hay que decidir si una determinada integral impropia converge o no, y no es 
posible calcular la correspond!ente primitiva (vease la presentacion posterior sobre convergen¬ 
ce). Notese que x~ p dx no converge para ningun valor de p. 

Observacion Si f es continua en el intervalo [a, b], de forma que \ b a f(x)dx es una integral 
propia definida, entonces al tratar la integral como impropia se obtiene el mismo valor: 



'•b 

r b i 

lim 

f(x)dx = 

£ 

II 

c^a + 

c 

la J 


Esto justifica la definicion de integral definida de una f unci on continua por tramos, que se pre- 
sento en la Seccion 5.4. Para integrar una funcion definida en forma de funciones continuas dis- 
tintas en intervalos distintos, simplemente se suman las integrates de las funciones constituyentes 
en sus intervalos respectivos. Cualquiera de esas integrates puede ser propia o impropia. Todas 
las que sean impropias deberan converger, o en caso contrario la integral completa divergira. 
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Ejemplo 7 


Calcule 


fix) dx, siendo f(x) = 


'Vyfx 

x - 1 


si 

si 


0 < x sg 1 
1 < x ^ 2 


Solucion La Figura 6.13 muestra la grafica de f. Tenemos que 



La primera integral del miembro derecho es impropia pero convergente (vease el Ejemplo 5 anterior), y la 
segunda integral es propia. 



Estimation de la convergencia y la divergencia 

Cuando una integral impropia no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Calcu- 
lo, debido a que no es posible obtener una primitiva, todavfa es posible determinar si la integral 
converge comparandola con integrales mas simples. El siguiente teorema es fundamental para 
ver como. 


TEOREMA £9 Un teorema para comparacion de integrales 

Sea - oo ^ a < b ^ oo, y supongamos que las funciones f y g son continuas en el interva- 
lo (a, b) y cumplen que 0 < f (x) < g(x). Si g(x) dx converge, entonces tambien converge 
^ fix) dx, y 


rb 


rb 


fix) dx ^ 


g(x) dx 


De forma equivalente, si f (x) dx diverge a oo, tambien lo hace Q(x) dx. 


DEMOSTRACION Como los dos integrandos son no negativos, solo existen dos posibi- 
lidades para cada integral: puede converger a un numero no negativo o divergir a oo. Como 
fix) ^g(x) en el intervalo (a, b), aplicando el Teorema 3(e) de la Seccion 5.4, se deduce 
que si a < r < s < b, entonces 

r s r s 


fix) dx sc 


g(x) dx 


J r 


J r 


El 


teorema se demuestra ahora facilmente tomando I (mites cuando r 


• a+ y s->b~. 
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Ejemplo 8 


Demuestre que 


gencia. 



e x2 dx converge, y calcule una cota superior de su valor de conver- 


Solucion No sabemos integrar e * 2 , pero si sabemos integrar e Podriamos pensar en utilizar la ine- 
cuacion e~ x2 ^ e~ x , pero solo es valida para x > 1 (vease la Figura 6.14). Por tanto, dividiremos la integral 
en dos partes. 

En el intervalo [0, 1], tenemos que 0 < e * 2 < 1, por lo que 

1 f 1 

e~ x2 dx < dx = 1 
o Jo 



En el intervalo [1, oo) tenemos quex ^x, por lo que -x < -x y 0 < e * ^ e x . Entonces, 

q-x fi 

1 i 


0 < 


-x 2 


dx 


e X dx = I i m 

l R —> oo 


R—>oo \e 


1 1 


= lim-o = - 


1 


Por tanto, 



e x2 dx converge a un valor no mayor que 1 + (1/e). 



No hay que olvidar que la integral anterior es, de hecho, igual a \ aunque no podemos de- 
mostrarlo por ahora (vease la Seccion 14.4). 

Para valores grandes y pequenos de x, muchos integrandos se comportan aproximadamente 
como potencias dex. En ese caso, se pueden comparar con integrales p. 


Ejemplo 9 


Determine si 


dx 


converge. 


o ^x + x 

Solucion La integral es impropia de los dos tipos, por lo que escribimos 


dx 


dx 


dx 


-I i + h 


En el intervalo (0, 1], tenemos que Jx + x 3 > Jx, por lo que 


/i < 


1 dx 

o Jx ~ 2 


(por el Teorema 2) 


En el intervalo [1, oo), tenemos que N /x + x 5 > ^/x 5 , por lo que 

f* 00 

l 2 < x " 3/2 dx = 2 (por el Teorema 2) 


Por consiguiente, la integral dada converge, y su valor es menor que 4. 
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Ejercicios 6.5 


En los Ejercicios 1-22, calcule las integrales dadas o 
demuestre que divergen. 


1. 


19. 


1 


2 (X - I)' 


3. I e~ 2x dx 


,dx 


dx 

i (x + 1) 2/3 


1 


-,dx 


o (1 x) 1/3 J o xjl - x 

71/2 cos xdx 

10. xe dx 


o (1 sen x) 2/3 
1 dx 


5. 

7. 

9. 

11 . 

13 ' 1 o (1 + 2x 2 ) 3/2 

p/2 

15. tan x dx 

J o 

f e dx 

17. 


0 Vx(l - x) 
xdx 


i xpinx 
x 


jdx 


2 . 

4. 

6 . 


1 


3 (2x - 1) 2/3 
_1 dx 


dx 


oo X 2 + 1 

a dx 

,2 _ y 2 
0 d X 


, 1 1 

8. dx 


12 . 


1 + 2x' 


■dx 


* 71/2 

14. I sec x dx 


16. 

18. 

20 . 


dx 

xlnx 

dx 

x(lnx) 2 

x 


- ? UA tv/. , 

* 1 + X 2 I 1 + X 4 

21. I xe~* 2 dx 22. I e~ |x| dx 


dx 


En los Ejercicios 30-41, indique si las integrales dadas 
convergen o divergen, y justifique sus respuestas. 

„2 


30. 

32. 

34. 

36. 

*38. 

*40. 


-dx 


o x 3 + l 

00 x^/xdx 

2 X 2 -l 

00 dx 

o ^/x + x 2 

senx 

- dx 

o x 

dx 

0 1 - cos Jx 

00 dx 

! 

2 


31. 

33. 

35. 

*37. 

*39. 

*41. 


dx 


0 1 + Jx 

00 

e - * 3 dx 
o 

1 f~.X 


-dx 


/xlnx 


_! X + 1 

* |sen x| 

—o—dx 
o x 2 

n/2 

esc xdx 

— n/2 

00 dx 


o xe x 


23. Calcule el area por debajo dey = 0, por encima de 
y = Inx y a la derecha de la recta x = 0. 

24. Calcule el area por debajo dey = e~ x , por encima de 
y = e ' 2x y a la derecha de la recta x = 0. 

25. Calcule el area de la region que esta por encima de la 
recta y = 0, a la derecha de la recta x = 1 y bajo la 

4 2 

curva y = ---- 

2x + 1 x + 2 


42. Sabiendo que J” e x dx = - Jn, calcule 


(a) J x 2 e~ XI dx y (b) J x 4 e x2 dx 
*43. Si f es continua en el intervalo [a, b], demuestre que 

t*b 

lim f (x) dx = f(x) dx 

c ^ a+ Jc Ja 

Sugerencia: Una funcion continua en un intervalo 
cerrado y finito esta acotada; existe una constante 
positiva K tal que | f(x) | < K para todo x 
perteneciente al intervalo [a, b], Utilice ese hecho, 
junto con los apartados (d) y (f) del Teorema 3 de la 
Seccion 5.4, para demostrar que 

lim ( f f(x) dx - f f(x) dx ) = 0 

c ^ a+ \J a Jc 

De forma similar, demuestre que 


lim 

c-*b - 


c pb 

f (x) dx = f(x) dx 
a J a 


26. Calcule el area de la region plana que esta por debajo 
de la grafica de y = x 2 e 1/x , por encima del eje x y a 
la derecha del eje y. 

27. Demuestre el Teorema 2(a) calculando directamente las 
integrales que aparecen. 

28. Calcule J 1 .! (xsgnx)/(x + 2)dx. Recuerde que 
sgnx = x/|x|. 

29. Calcule Jo x 2 sgn (x - l)dx. 


*44. (La funcion gamma) La funcion gamma F(x) se 
define mediante la integral impropia 

fee 

r(x) = t x_1 e l dt 

(r es la letra griega gamma mayuscula). 

(a) Demuestre que la integral converge para x > 0. 

(b) Utilice integracion por partes para demostrar que 
T(x + 1) = xf(x) para x > 0. 
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(c) Demuestre que r(n + 1) = n! para n = 0, 1, 2, ... 

(d) Sabiendo que Jo° e~* 2 dx = \ Jn, demuestre que 
T(i) = Vtt y r(|) = \Jn. 

En vista del apartado (c), r(x + 1) se representa a 
menudo por x!, vista como una extension a valores 
reales de la f unci on factorial. Algunas 


calculadoras cientificas (en particular, las 
calculadoras HP), para obtener n\, utilizan 
realmente la fund on gamma, en vez del factorial 
para enteros. Podemos probar si nuestra calcuIadora 
hace esto introduciendo 0.5!. Si se obtiene un 
mensaje de error, entonces es que nuestra 
cal cul adora no utiliza la funcion gamma. 


La Regia del Trapecio y la Regia del Punto Medio 


En la mayorfa de las aplicaciones de integracion, dentro y fuera del campo de las matematicas, 
aparece la integral definida 


r b 


f(x) dx 


Gracias al Teorema Fundamental del Calculo, se pueden calcular esas integrales definidas obte- 
niendo primero una primitiva de f. Por eso hemos empleado un tiempo considerable en presentar 
diversas tecnicas de integracion. Sin embargo, hay dos obstaculos que pueden impedir el calculo 
de una primitiva de f: 


(i) El calculo de una primitiva expresada por medio de funciones familiares puede ser imposi- 
ble, o al menos muy diffcil. 

(ii) A veces no se dispone de una formula de f(x) en funcion dex. Por ejemplo, f(x) puede ser 
una funcion desconocida cuyos valores en diversos puntos del intervalo [a, b] se han deter- 
minado mediante medidas experi mental es. 

En las dos secciones que siguen vamos a considerar el problema de aproximar el valor de 
una integral definida / conociendo solo valores de f(x) en un numero finito de puntos de interva¬ 
lo [a, b]. La obtencion de esta aproximacion se denomina integracion numerica. Se pueden uti- 
lizar para ello sumas superiores e inferiores (o, de hecho, cualquier suma de Riemann), pero en 
general, esto requiere realizar muchos cal cul os para obtener la misma precision que los metodos 
que se van a presentar. Desarrollaremos tres metodos para la evaluacion numerica de integrales: 
la Regia del Trapecio, la Regia del Punto Medio y la Regia de Simpson (vease la Seccion 6.7). 
Los tres metodos se pueden realizar de forma muy simple utilizando un pequeno computador o 
calculadora cientifica. La amplia disponibilidad actual de esos dispositivos hace que la integra¬ 
cion numerica sea una herramienta importante para el estudiante de matematicas. Algunas calcu- 
ladoras avanzadas incorporan rutinas de integracion numerica. 

Todas las tecnicas que vamos a considerar requieren calcular los valores de f(x) en un con- 
junto de puntos equiespaciados del intervalo [a, bj. El «coste» computacional requerido para de- 
terminar el valor aproximado de una integral / sera aproximadamente proporcional al numero de 
valores de la funcion que haya que calcular. Es decir, cuantas menos veces haya que evaluar la 
funcion para calcular la integral deseada con un cierto grado de precision, mejor sera la tecnica. 
El tiempo es oro, incluso en el mundo de los computadores. 


La Regia del Trapecio 

Supongamos que f(x) es continua en el intervalo [a, b] y subdividamos el intervalo [a, b] en n 
subintervalos de la misma longitud h = (b - a)/n utilizando n + 1 puntos. 

x 0 = a, Xi = a + h, x 2 = a + 2h, x n = a + nh = b 

Supongamos que el valor de f(x) en cada uno de los puntos es conocido: 

y 0 = f(x 0 ). yi = f(*i). yi = f(x 2 ) . y„ = f(x n ) 
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La Regia del Trapecio aproxima \ b a f(x)dx utilizando segmentos de rectas entre los puntos 
(Xy_i, y,-_i_) y (xj, Yj), (1 ^n), para formar una aproximacion a la grafica de f, como se 

muestra en la Figura 6.15, y suma las areas de los n trapecios resultantes. Un trapecio es un 
polfgono de cuatro lados parecido a un rectangulo pero con uno de sus lados inclinado. En nues- 
tra presented on, supondremos que f es positiva de forma que podamos hablar de «areas» sin 
problemas, pero las formulas resultantes se pueden aplicar a cualquier funcion continua f. 



Figura 6.15 El area por debajo 
dey = f(x) se aproxima mediante 
la suma de las areas de n trapecios. 


Los vertices del primer trapecio son (x 0 , 0), (x 0 , y 0 ), (x lf y : ) y (x 1( 0). Los dos lados paralelos 
son verticales y sus longitudes son y 0 y y v La distancia perpendicular entre dichos lados es 
h=x 1 -x 0 . El area de ese trapecio es h veces el promedio de las longitudes de los lados paralelos: 

y 0 + y i 

h — unidades al cuadrado 

Esto se puede ver geometricamente considerando que el trapecio es una union sin solapamiento 
de un rectangulo y un triangulo; vease la Figura 6.16. Utilizaremos el trapecio para aproximar la 
integral de f en el primer subintervalo [x 0 , xj: 



La integral de f en cualquier otro subintervalo se puede aproximar de la misma forma: 

P y»_, +Yi 

f(x)dxxh yj 1 (l<y <n) 

J Xj -1 2 
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Se deduce entonces que la integral original / se puede aproximar mediante la suma de esas areas 
de trapecios: 


rb 




-h 


y 0 + yi + y 2 + y 3 + ••• + y n -i 



DEFINICION 3 La Regia del Trapecio 

La aproximacion Jg f(x)dx mediante la Regia del Trapecio con n subintervalos, que de- 
nominaremos T ni es 

^ (^2 yo + yi + y 2 + y 3 + ■ • • + y n -1 + 2 ^ n ) 


llustraremos ahora la Regia del Trapecio utiIizandola para aproximar una integral cuyo valor ya 
es conocido: 

f 2 1 

/= -dx = In 2 = 0.693 147 18... 
i x 

%J x 

Este valor, y los de todas las aproximaciones que se veran en esta seccion, se han calculado utili- 
zando una calculadora cientffica. Utilizaremos la misma integral para ilustrar otros metodos de 
aproximacion de integral es definidas que veremos posteriormente. 


Ejemplo 1 


Calcule las aproximaciones mediante la Regia del Trapecio T 4 , T s y T 16 a la integral 


/ = 


dx 


Solucion Para n = 4 tenemos que h = (2 - l)/4 = 1/4; para n = 8 tenemos que h = 1/8 y para n = 16 
tenemos que h = 1/16. Por tanto, 


T 4 = 
Tr = 


1 
4 
1 
8 
_ 1 
“ 8 
1 

T 16 = - 


( 1 ) 
( 1 ) 
47 4 + 


4241/1 
5 + 3 + 7 + 2\ 2 


= 0.697 023 81... 

1 /I 


8 4 8 2 8 4 8 

9 + 5 + ii + 3 + i3 + 7 + 15 ' 2 V2 


8 8 8 8 

- 1 - 1 - 1 - 

9 11 13 15 


= 0.694 121 85... 


16 16 16 16 16 16 16 16" 
8T8 + l7 + i9 + 2l + 23 + 25 + 27 + 29 + 3l 


16 

= 0.693 391 20 


Notese como los valores de la funcion utilizados para calcular 7 4 se reutilizan en el calculo de T a , y de 
forma similar los valores calculados en T 8 se reutilizan en T 16 . Cuando se necesitan varias aproximaciones, 
es muy util doblar el numero de subintervalos en cada nuevo calculo, de forma que se puedan reutilizar los 
valores de f calculados previamente. 


Todas las aproximaciones mediante la Regia del Trapecio a / = \\ (1 /x)dx son mayores que el 
verdadero valor de /. Esto es porque la grafica dey = 1/x es convexa en el intervalo [1, 2] y, por 
tanto, las partes superiores de los trapecios de la aproximacion estan por encima de la curva 
(vease la Figura 6.17). 
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_l_„ Figura 6.17 Si la curva es convexa, las areas de los trapecios son mayores 

x que las areas por debajo de la curva. 

Se pueden calcular los errores exactos en las tres aproximaciones ya que sabemos que 
/ = In 2 = 0.69314718... (definiremos siempre el error de aproximacion como el valor verdadero 
menos el valor aproximado). 

/ - T 4 = 0.693 147 18... - 0.697 023 81... = -0.003 876 63... 

/ - T 8 = 0.693 147 18... - 0.694 121 85... = -0.000 974 67... 

/ - T 16 = 0.693 147 18... - 0.694 391 20... = -0.000 244 02... 

Observese que el tamano del error disminuye aproximadamente a la cuarta parte de su valor an¬ 
terior cada vez que n se dobla. Posteriormente demostraremos que esto es lo que cabe esperar 
para funciones «bien comportadas» como 1/x. 

El Ejemplo 1 es algo artificial, en el sentido de que conocemos el valor real de la integral, 
por lo que realmente no necesitamos la aproximacion. En las aplicaciones practicas de la integra¬ 
cion numerica no conoceremos el valor real. Una cosa que podemos hacer es calcular varias 
aproximaciones para valores de n crecientes hasta que las dos aproximaciones mas recientes se 
diferencien menos que una tolerancia de error preestablecida. Por ejemplo, podriamos decir que 
In 2 « 0.69... a partir de una comparacion de 7" 4 y T 8 , y una posterior comparacion de T 16 y T 8 
sugiere que el tercer decimal es probablemente 3: / « 0.693... Aunque en general esta forma de 
proceder no se puede justificar formalmente, se utiliza frecuentemente en la practica. 

La Regia del Punto Medio 

Una aproximacion algo mas simple Jfj f(x)dx, basada en la parti cion del intervalo [a, b] en n 
subintervalos iguales, forma una suma de Riemann de las areas de rectangulos cuyas alturas se 
toman en los puntos medios de los n subintervalos ( vease la Figura 6.18). 


DEFINICION 4 La Regia del Punto Medio 

Si h = (b - a)/n, sea m-j = a + (j -\)h para 1 j ^ n. La aproximacion a la integral 
Ja f(x)dx mediante la Regia del Punto Medio, que se expresara como M n , es 

M n = h(f(m J + f(m 2 ) + ••• + f(m n )) =h X f(my) 

j = i 


Ejemplo 2 


*1 


Mediante la Regia del Punto Medio, calcule las aproximaciones M 4 y M 8 a la integral 


/ = -dx, y compare los errores reales con los obtenidos aplicando la Regia del Trapecio presentada an- 

J i x 

teriormente. 






416 CALCULO 



Figura 6.18 La aproximacion M„ 
a la integral }® f(x)dx mediante 
la Regia del Punto M edio es la suma 
de Riemann basada en las alturas 
de la grafica de la funcion f 
en los puntos medios de los 
subintervalos de la particion. 


Solucion Para calcular M 4 , el intervalo [1, 2] se divide en cuatro subintervalos iguales: 


r si 


“5 3“ 


“3 7“ 


P 2 1 

lj 4 

' 

4' 2 

' 

2' 4_ 

y 

|_4' 2 J 


Los puntos medios de estos intervalos son 9/8, 11/8, 13/8 y 15/8, respectivamente. Los puntos medios de 
los intervalos para M 8 se obtienen de forma similar. Las aproximaciones mediante la Regia del Punto Me¬ 
dio son 


M 4 

m 8 


8 _ 8 _ _ 8 _ _ 8 _ 

9 + n + 13 + 15 
'16 16 16 16 
17 + 19 + 21 + 23 


0.691 219 89... 

16 16 16 16“ 
25 + 27 + 29 + 31 


0.692 660 55... 


Los errores de esas aproximaciones son 


/ - M 4 = 0.693 147 18... - 0.691 219 89... = 0.001 927 29... 

/ - M 8 = 0.693 147 18... - 0.692 660 55... = 0.000 486 63... 

Estos errores son de signo contrario y aproximadamente de la mitad de tamano que los errores correspon- 
dientes de la Regia del Trapecio / - T 4 e / - T 8 . La Figura 6.19 sugiere la razon de esto. El area rectangu¬ 
lar hf(mj) es igual al area del trapecio formado por la recta tangente a y = f(x) en [rrij, f(rrij)). La region 

sombreada por encima de la curva es la parte del error de la Regia del Trapecio debida al j-esimo subinter- 
valo. El area sombreada por debajo de la curva es el error correspondiente a la Regia del Punto M edio. 



Figura 6.19 El error de la Regia del Punto Medio, correspondiente al area sombreada 
en oscuro, tiene signo opuesto y aproximadamente la mitad del tamano 
del error de la Regia del Trapecio, correspondiente al area sombreada 
en claro. 
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Un problema de la Regia del Punto M edio es que no podemos reutilizar los valores de f calcula- 
dos para M„ cuando calculamos M 2n . Sin embargo, para calcular T 2n se pueden utilizar los valo¬ 
res de datos calculados para T r y M n . Concretamente, 

T 2n = 1 2(T n + M n ) 

Una buena estrategia para estos metodos, en la obtencion del valor de una integral / con un gra- 
do de precision deseado, es calcular sucesivamente: 


T n t M n , T 2n 


Tr+M, 


M 


2 rv 


^4 n 


T 2n + M 


2 n 


M 


4 n> 


hasta que dos terminos consecutivos se parezcan suficientemente. Si solo se desea una unica 
aproximacion rapida, M n es una opcion mejor que T n . 


Estimaciones del error 

El teorema que sigue proporciona una cota del error en las aproximaciones mediante las Reglas 
del Trapecio y del Punto Medio en funcion de la segunda derivada del integrando. 


TEOREMAEstimaciones del error en las Reglas del Trapecio y del Punto Medio 

Si f es una funcion con segunda derivada continua en el intervalo [a, b] y cumple que 
| f"(x)| sc K en dicho intervalo, entonces 


f f(x)dx -T n 


K(b - a) 
< - 

12 


h 2 


K(b - a) 3 
12n 2 


f f(x)dx - M n 


K(b - a) 
<- 

24 


h 2 


K(b - a) 3 
24n 2 


siendo h = (b - a)/n. Notese que estas cotas de error decrecen cuando n crece en funcion 
del cuadrado de la longitud de los subinterval os. 


DEMOSTRACION Solo demostraremos la estimacion del error de la Regia del Trapecio 
(la demostracion para el caso de la Regia del Punto Medio es mas sencilla, y el metodo se 
sugiere en el Ejercicio 14 posterior). La recta que aproxima a y = f(x) en el primer subin- 
tervalo [x 0 , xj = [a, a + h] pasa por los puntos (x 0 , y 0 ) y (x 1( y x ). Su ecuacion es 
y = A + B(x - x 0 ), siendo 


A =y 0 


y 1 - y 0 yi - y 0 

Xi - x 0 h 


Sea la funcion g(x) la distancia vertical entre la grafica de f y esta recta: 


g(x) = f[x) -A-B(x-x 0 ) 


Como la integral de A + B(x - x 0 ) en el intervalo [x 0 , xj es el area del primer trapecio, 
que es h(y 0 + yJ/2 (vease la Figura 6.20), la integral de g(x) en el intervalo [x 0 , xj es el 
error en la aproximacion de f(x)dx mediante el area del trapecio: 


f Xl 

f(x) dx 

J X 0 


h 


y 0 + yi 


'Xl 

g(x) dx 


2 


*0 
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- -^ = /(*) 

*(*) N. 

A + B(x — xq) 


X] Figura 6.20 

g es dos veces diferenciable, y g"(x) = f"(x). Ademas, g(x 0 ) = g^) = 0. Dos integraciones 
por partes (vease el Ejrcicio 36 de la Seccion 6.1) permiten demostrar que 

f (x - XqHxq. - x) f"(x) dx = f (x - XqHx! - x)g"(x) dx 


= -2 g(x) dx 

J *o 

Aplicando la desigualdad del triangulo para integrales definidas (Teorema 3(f) de la Sec¬ 
cion 5.4), 

p y 0 + Vi 1 f Xl 

f(x) dx - h —r— (x — x 0 )(xj — x) | f"(x) | dx 

J X 0 ^ ^ J *o 

k r 

< y (- x 2 + (x 0 + xOx - XflXi) dx 
^ J *0 

= ^ Ui - x 0 ) 3 = ^ /i 3 

Se puede aplicar una estimacion similar en cada subintervalo [x 7 -_ lf x y ] (1 sp < n). Por tan- 
to, 

p lip rr Li-i+Li 


f(x) dx - T n = X f(x)d* “ ft 

J = 1 \J Xj—l 


n rxj 

f(x)dx h Yi ~\ +Yi 

j 1 J *y-l 

2 


K ,3 K(ft-a) 

i-i 12 

12 12 


ya que nh = b - a. 


Ilustraremos esta estimacion del error para las aproximaciones de I os Ejemplos 1 y 2 anteriores. 

. ,' 2 1 


Ejemplo 


Obtenga cotas de I os errores de T 4 , T a , T 16 , M 4 y M s para / = - dx. 

J i x 


Solucion Si f(x) = 1/x, entonces f'(x) = -1/x 2 y f"(x) = 2/x 3 . En el intervalo [1, 2] tenemos que 
|f"(x)| ^ 2, por lo que podemos tomar K = 2 en la estimacion. Entonces, 

2(2 - 1 ) / 1\ 2 

|/-r 4 |<———(-) =0.010 4... 


1 / -m 4 |< 


2(2 - 1) 

(- 

12 

U 

2(2-1) 

(- 

24 

u 
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2(2 - 1 ) / 1\ 2 3 * 5 

U _ Tsl ^ —12— U) =0 ' 002 6 '" 

2(2 - 1 ) / 1\ 2 

|/ — M 8 | ^ 24 (jjy = 0 ' 0013 - 

2(2 - 1 ) / 1 \ 2 

1/ - Ti 6 | < —— (^j = 0 ' 000 65 - 

Los errores reales calculados anteriormente son considerablemente menores que estas cotas, porque |f"(x)| 
es mas pequeno de K = 2 en la mayor parte del intervalo [1, 2], 


Observacion Las cotas de error generalmente no son tan sencillas de obtener como en el 
Ejemplo 3. En particular, si no se conoce una formula exacta de f(x) (como suele suceder si los 
valores de f se obtienen de medidas experimentales), entonces no hay forma de calcular f"[x), 
por lo que no se puede determinar K. El Teorema 4 es de importancia mas teorica que practica. 
Demuestra que, dada una funcion f «bien comportada», el error de la Regia del Punto Medio es 
aproximadamente la mitad que el error de la Regia del Trapecio y que tanto el error de la Regia 
del Trapecio como el de la Regia del Punto Medio decreceran como 1/n 2 cuando n crece. Utili- 
zando la notacion 0, 

e / = M „ + 0 cuando n -*• oo 

Por supuesto, los errores reales no son iguales a las cotas del error, por lo que no disminuiran 
exactamente a la cuarta parte cuando se dobla n. 

Ejercicios 6.6 



En los Ejercicios 1-4, calcule las aproximaciones T 4 , M 4 , 
T 8 , M s y T 16 de las integrales dadas (utilice una calculadora 
cientifica o una hoja de calculo). Calcule tambien el valor 
exacto de cada integral, y determine por tanto el error 
exacto de cada aproximacion. Compare estos errores 
exactos con las cotas del tamano del error que proporciona 
el Teorema 4. 


1. / = (1 + x 2 )dx 


2 . / = e x dx 


o 

n/2 

3. I = I senxdx 


4. / 


o 

1 dx 


1 + x 2 


5. La Figura 6.21 muestra la grafica de una funcion f en 
el intervalo [1, 9], Utilizando los valores de la grafica, 
calcule las estimaciones T 4 y T 8 de la integral 
Ji f(x)dx mediante la Regia del Trapecio. 



6 . Obtenga la mejor aproximacion que pueda mediante la 
Regia del Punto Medio a la integral f(x)dx a partir 
de los datos de la Figura 6.21. 

7. El mapa de una region se dibuja en la rejilla que 
muestra la Figura 6.22, donde una unidad en direccion 
vertical u horizontal representa una distancia de 10 km. 
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Utilice la Regia del Trapecio para obtener dos 
estimaciones del area de la region. 



8 . Calcule una estimacion mediante la Regia del Punto 
M edio de la region del Ejercicio 7. 

9 . Calcule T 4 , M 4 , T e , M 8 y T w para Jo 6 f(x)dx, dada la 
funcion f cuyos valores se presentan en la Tabla 1. 


Tabla 1. 


X 

fix) 

X 

fix) 

0.0 

1.4142 

0.1 

1.4124 

0.2 

1.4071 

0.3 

1.3983 

0.4 

1.3860 

0.5 

1.3702 

0.6 

1.3510 

0.7 

1.3285 

0.8 

1.3026 

0.9 

1.2734 

1.0 

1.2411 

1.1 

1.2057 

1.2 

1.1772 

1.3 

1.1258 

1.4 

1.6 

1.0817 

0.9853 

1.5 

1.0348 


10 . Calcule las aproximaciones M 8 y T 16 para eg 

Jo e~ x2 dx. Obtenga un valor de la integral con ill 
tantos decimales como crea que estan justificados. 

11 . Repita el Ejercicio 10 para Jo /2 — dx eg 

(suponga que el integrando es 1 en x = 0). 

12 . Calcule el error real en la aproximacion |J x 2 dx x T 1 y 
utilicelo para demostrar que la constante 12 en la 
estimacion del Teorema 4 no se puede mejorar. Es 
decir, demuestre que el valor absolute del error real es 
tan grande como el permitido por esa estimacion. 

13 . Repita el Ejercicio 12 para M v 

* 14 . Demuestre la estimacion del error de la Regia del 
Punto M edio en el Teorema 4 de la siguiente forma: 
si x-! - x 0 = h y m 1 es el punto medio de [x 0 , xj, 
utilice la estimacion del error mediante la 
aproximacion por la tangente (Teorema 4 de la 
Seccion 3.5) para demostrar que 

| f(x) - f(m{i - f'(m 1 )(x - mi)| < - (x - mj 2 


Utilice esta inecuacion para demostrar que 




f(x)dx - fimjh 


xo 


(f(x) - f(mj - f'(m 1 )(x - mj) dx 


xo 

K , 


Complete la demostracion de la misma forma que la 
de la estimacion de la Regia del Trapecio en el 
Teorema 4. 


La 


Regia de Simpson 


La aproximacion mediante la Regia del Trapecio a la integral j b a f(x)dx surge de aproximar la 
grafica de la funcion f mediante segmentos de rectas entre pa'rejas de puntos adyacentes de la 
grafica, Intuitivamente, podemos pensar que el resultado de la aproximacion sera mejor si apro- 
ximamos la grafica mediante curvas mas generales. Como las rectas son las graficas de las fun- 
ciones lineales, la siguiente generalizacion en la que podemos pensar es utilizar la clase de las 
funciones cuadraticas, es decir, aproximarnos a la grafica mediante segmentos de parabolas. Esta 
es la idea basica de la Regia de Simpson. 

Supongamos que tenemos tres puntos del piano, cada uno de el I os perteneciente a una de tres 
rectas equiespaciadas horizontalmente, por ejemplo, h unidades. Si escogemos la recta central 
como eje y, entonces las coordenadas de los tres puntos podrian ser, por ejemplo, (-h, y L ), 
(0, y M ) y (h, y R ), como se muestra en la Figura 6.23. 

Las constantes A, B y C se escogen de forma que la parabola y = A + fix + Cx 2 pase por 
esos puntos. Sustituyendo las coordenadas de los tres puntos en la ecuacion de la parabola resulta 
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y = A + Bx + Cx 



2 


I_ ■ Figura 6.23 A juste de una grafica cuadratica a tres puntos equiespaciados 

' h x horizontal mente. 

y L =A - Bh + Ch 2 ) 

y„=4 > => A =y M y 2Ch 2 = y L - 2y„ + y R 

y R = A + Bh + Chj 2 J 

Tenemos ahora que 


*h 

-h 


(A + Bx + Cx 2 ) dx = 


Ax + 


x 2 + 



2 Ah + 


Ch 3 


= M 2 y M +l(y L ~ 2y M + y R ) 


h 

3 


(y L + 4 y M + y R ) 


Por tanto, el area de la region plana limitada por el arco de parabola, el intervalo de longitud 2 h 
en el eje x, y las rectas verticales izquierda y derecha es igual a (h/3) veces la suma de las altu- 
ras de la region en sus extremos izquierdo y derecho mas cuatro veces su altura en el centra (es- 
to es independiente de la posicion del eje y). 

Supongamos ahora que tenemos los mismos datos sobre f que los que son necesarios para 
aplicar la Regia del Trapecio, es decir, que conocemos los valores y y = f(x y ) (0 ^ j ^ n) en n + 1 
puntos equiespaciados 

x 0 = a, X! = a + h, x 2 = a + 2 h, x n = a + nh = b 

siendo h = (b - a)/n. Podemos aproximar la grafica de f utilizando parejas de subintervalos 
[x y _i, x y ], mediante segmentos parabol i cos, y utilizar las integral es de los correspondientes seg¬ 
mented cuadraticos para aproximar la integral de f en esos subintervalos. Como necesitamos uti¬ 
lizar dos intervalos a la vez, hay que suponer que n es par. Utilizando la integral del segmento 
parabolico calculada anteriormente, tenemos que 

r X2 h 

f(x) dxK- (y 0 + 4 y l + y 2 ) 

J X 0 4 

p h 

fix) c/x x - (y 2 + 4y 3 + y 4 ) 

J x 2 3 


r Xn h 

fix) dx x- [y n _ 2 + 4y n _ 1 + y n ) 

J X„-2 •> 

Sumando las n/2 aproximaciones, se obtiene la aproximacion a la integral \ b a f(x) dx mediante la 
Regia de Simpson. 
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DEFINICION 5 La Regia de Simpson 

La aproximacion a la integral f(x)dx mediante la Regia de Simpson basada en una 
subdivision del intervalo [a, b] en un numero par n de subintervalos de la misma longitud 
h = (b - a)/n se denomina 5 n y es: 


r b 


f(x) dx x S„ 


- j (yo + 4yi + 2y 2 + 4y 3 + 2y 4 + ■•• + 2 y n _ 2 + 4 y n _ 1 + y n ) 


^ S y"extremos" ^ S ./"impares" ^ /"pares' 


Notese que la aproximacion S n mediante la Regia de Simpson no requiere mas datos que la apro¬ 
ximacion mediante la Regia del Trapecio T n , pero requiere el calculo de los valores de f[x) en 
n + 1 puntos equiespaciados. Sin embargo, la Regia de Simpson trata los datos de forma dife- 
rente, ponderando los valores sucesivos con 1/3, 2/3 o 4/3. Como veremos, esto puede producir 
aproximaciones mucho mejores al valor de la integral de f. 


Ejemplo 1 


1 


Calcule las aproximaciones S 4 , S 8 y S 16 a la integral / = - dx, y comparers con el va- 

J i x 

lor real / = In2 = 0.693 147 18..., y con los valores de T 4 , T s y T 16 , obtenidos en el Ejemplo 1 de la Seccion 6.6. 
Solucion Se calcula 


S 4 = 


s« = 


1 + 4 


$16 — 


48 


1 + - + 4 
2 


2 

5 + 3 + 


+ 4 
8 

+ 13 

4 
7 


= 0.693 253 97... 


8 

15 


= 0.693 154 53. 


16 16 
17 + 19 


16 

21 


16 

23 


16 16 
25 + 27 


16 

29 


16 

31 


/8 4 8 2 8 4 8 

2 [ —l-I-1-1-1-I- 

\9 5 11 3 13 7 15 


= 0.693 147 65... 


Los errores son 


/ - S 4 = 0.693 147 18... - 0.693 253 97... = -0.000 106 79 

/ - S 8 = 0.693 147 18... - 0.693 154 53... = -0.000 007 35 

/ - S 16 = 0.693 147 18... - 0.693 147 65... = -0.000 000 47 

Estos errores evidentemente son menores que los correspond!entes errores para las Reglas del Trapecio y 

del Punto M edio. 
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Observacion La Regia de Simpson S 2n hace uso de los mismos 2n + 1 valores de datos que 
usan conjuntamente 7„yM„. No es diffcil verificar que 


T n + 2M, 


2 T 7n + M, 


Y S 2n = 


47, n - T n 


La Figura 6.19 y el Teorema 4 de la Seccion 6.6 sugieren por que la primera de esas formulas 
tendrfa que producir una aproximacion particularmente buena a /. 

La obtencion de una estimacion del error en la Regia de Simpson es mas diffcil que en la 
Regia del Trapedo. El teorema que sigue plantea dicha estimacion del error, pero no lo demos- 
traremos. Se puede buscar una demostracion en los textos de analisis numerico. 


TEOREMAEstimacion del error en la Regia de Simpson 


Si f es una funcion cuya cuarta derivada es continua en el intervalo [a, b], y que cumple 
| f <4) (x) | sj K en dicho intervalo, entonces 


f(x) dx - S n 


K(b - a) ,, K(b - a) 5 


siendo h = (b - a)/n. 


Observese que, cuando n crece, el error disminuye como la cuarta potencia de h y, por tanto, 
como 1/n 4 . Utilizando la notacion 0, tenemos que 


f(x) dx = 5 n + 0 f ^ 


cuando n -» oo 


Esto da cuenta del hecho de que S„ es una aproximacion mucho mejor que T n , siempre que h sea 
pequeno y |f (4) (x)| no sea excesivamente grande comparado con |f"(x)|. Notese tambien que 
para cualquier n (par), 5 n da el valor exacto de la integral de cualquier funcion cubica 
f(x)=A + Bx + Cx 2 + Dx 3 ; f (4) (x) = 0, identicamente para f, por lo que podemos tomar 
K = 0 en la estimacion del error. 


Ejemplo 


Obtenga cotas para los valores absolutos de los errores en las aproximaciones del Ejemplo 1. 
Solucion Si f(x) = 1/x, entonces 

1 2 ,,, 6 ... 24 

f'(x) = - -j, f"(x) = - 3 , f (3) (x) = - -J, f (4) (x) = -5 

X X X X 

Claramente, |f (4, (x)| ^ 24 en el intervalo [1, 2], de forma que en la estimacion del Teorema 5 podemos 
hacer K = 24. Tenemos que 


-S.\ s? 


24(2 - 1) (l 


180 \4 


0.000 520 83 


24(2 - 1) /1\ 4 

I' ~ Ss l ^ 180 y8/ - 0 ' 000 032 55 

24(2 - 1) /1\ 4 

l' ^ Sl6 l ^ 180 (l6y - 0 ' 000 002 03 

Observe de nuevo que los errores reales estan perfectamente dentro de esos Ifmites. 
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Ejemplo 3 


Una funcion f satisface |f (4) (x)p7 en el intervalo [1, 3], y toma los valores 


f(1.0) = 0.1860, f(1.5) = 0.9411, f(2.0) = 1.1550, f(2.5) = 1.4511 y f(3.0) = 1.2144. Calcule la mejor 
aproximacion posible basada en la Regia de Simpson a la integral / = f(x)dx basada en esos datos. Ob- 
tenga una cota del tamano del error, y especifique el minimo intervalo que pueda asegurar que contiene el 
valor de /. 


Solucion Tomamos n = 4, de forma que h = (3 - l)/4 = 0.5, y obtenemos 
/=| f(x)dx 
0.5 

* S 4 = — (0.1860 + 4(0.9411 + 1.4511) + 2(1.1550) + 1.2144) 


= 2.2132 

Como |f (4, (x)| ^ 7 en el intervalo [1, 3], tenemos que 

7(3 - 1) 

|f - S 4 | < — (0.5) 4 < 0.0049 

loU 


Por tanto, / debe cumplir 

2.2132 - 0.0049 </< 2.2132 + 0.0049 o 2.2083 </< 2.2181 


Ejercicios 6.7 


En los Ejercicios 1-4, mediante la Regia de Simpson, 
calcule las aproximaciones S 4 y S 8 a las integrales dadas. 
Compare sus resultados con las correspondientes 
aproximaciones basadas en la Regia del Trapecio obtenidas 
en los Ejercicios 1-4 de la Seccion 6.6. 


1. / = 

r*2 

(1 +x 2 )dx □ 

2. / = 

1 o II 

d 

e~ x dx H 

3. / = 

1 0 

(*7l/2 

sen x dx [51 

4. / = 

r dx fi 

n 1 + y} 


T n + 2M n 2T 2n + M„ 

8 . V erifique que S 2n = - - - =---, siendo T„ 

y M n las correspondientes aproximaciones de las 
Reglas del Trapecio y del Punto Medio. Deduzca que 

r 4T 2n - T n 


9. Calcule S 4 , S 8 y S 16 para la integral Jq 6 f(x)dx 
de la funcion f cuyos valores estan tabulados 
en el Ejercicio 9 de la Seccion 6.6. 



10. Calcule, mediante la Regia de Simpson, las ig 

aproximaciones S 8 y S 16 a la integral JJ e ~ x ‘dx. II 

Obtenga el valor de la integral con el numero de 
decimales que encuentre justificado tras comparar las 
dos aproximaciones. 


5. Calcule, mediante la Regia de Simpson, la 
aproximacion S 8 a la integral del Ejercicio 5 de la 
Seccion 6.6. 

6 . Calcule la mejor aproximacion que pueda mediante la 
Regia de Simpson al area de la region del Ejercicio 7 
de la Seccion 6.6. 

7. Util ice el Teorema 5 para obtener cotas de los p 
errores de las aproximaciones realizadas en los ill 
Ejercicios 2 y 3 anteriores. 


*11. Calcule el error real en la aproximacion JJ x 4 dx « S 
y util (cel o para demostrar que la constante 180 de la 
estimacion del Teorema 5 no se puede mejorar. 

*12. Como la Regia de Simpson se basa en una 
aproximacion cuadratica, no resulta raro que 
proporcione un valor exacto en el caso de la integral 
de A + Bx + Cx 2 . Resulta mas raro que tambien sea 
exacta para una funcion cubica. Verifique por 
calculo directo que |J x 3 dx = S 2 . 
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Otros aspectos de la integracion aproximada 

Los metodos numericos descritos en las Secciones 6.6 y 6.7 son adecuados para calcular valores 
aproximados de integrales de la forma 

-»b 

/= f(x) dx 
J a 

siendo [a, b] un intervalo finito y el integrando f una funcion «bien comportada» en el intervalo 
[a, b], En particular, / debe ser una integral propia. Existen muchos otros metodos para tratar 
este tipo de integrales, algunos de los cuales mencionaremos mas adelante en esta seccion. Sin 
embargo, vamos a considerar en primer lugar que se puede hacer si la funcion f no es «bien 
comportada» en el intervalo [a, b]. Con esto queremos decir que, o bien la integral es impropia, 
o bien f no tiene las suficientes derivadas continuas en el intervalo [a, b] para justificar los me¬ 
todos numericos que deseamos utilizar. 

Las ideas de esta seccion se presentan mejor utilizando ejemplos concretos. 


Ejemplo 1 


iComo se puede calcular numericamente la integral / = 


Jx e x dx? 


Solucion Aunque / es una integral propia, cuyo integrando f(x) = Jx e x cumple que f(x) ->0 cuando 
x —> 0 +, los metodos numericos no se comportan bien en este caso porque las derivadas de f no estan aco- 
tadas cerca de 0. Este problema se puede remediar facilmente; basta con hacer el cambio de variable x = t 2 
y escribir / en la forma 

I = 2 J t 2 e p dt 

cuyo integrando g[t) = t 2 e p tiene derivadas acotadas cerca de 0. Esta ultima integral se puede aproximar 
eficientemente mediante los metodos de las Secciones 6.6 y 6.7. 


Aproximacion de integrales impropias 


Ejemplo 2 


Indique como calcular numericamente / = 


cosx 


dx. 


Solucion La integral es impropia pero convergente, porque en el intervalo [0, 1], 

y 


cosx 1 

, X ,/x 


1 dx 
—p = ^ 

0 ./X 


Sin embargo, como lim,,.^ 


cosx 


= oo, no podemos aplicar directamente ninguna de las tecnicas desarro- 


lladas en las Secciones 6.6 y 6.7 (y 0 es infinito). El cambio x = t 2 elimina esta dificultad: 


/ = 


1 cost 2 


2tdt = 2 cos t 2 dt 


La ultima integral no es impropia y es bien comportada. Se pueden aplicar las tecnicas numericas que co- 
nocemos para calcularla. 
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Ejemplo 3 


Indique como calcular por metodos numericos la integral / = 


dx 


J2 + x 2 + x 4 ' 


Solucion En este caso la integral es impropia de tipo I. El intervalo de integracion es infinito. Aunque 
no hay singularidad en x = 0, resulta de utilidad dividir la integral en dos partes: 


/ = 


dx 

Jl + x 2 + 4 4 


dx 


/2 + x 2 + x 4 


— /i + h 


l l es propia. En l 2 se hace el cambio de variable x = 1/t: 

_ f 1 eft f 1 eft 

J ° t2 y 2 + p + i '°^ 2f4 + f2 + 1 


Este integral tambien es propia. Si se desea, se pueden volver a combinar / x y / 2 en una sola integral antes 
de aplicar los metodos numericos: 


/ = 


J2 + x 2 + x 4 J2x* + x 2 + 1 


dx 


El Ejemplo 3 sugiere que cuando una integral se toma en un intervalo infinito, se puede hacer un 
cambio de variable para transformar la integral a un intervalo finito. 


Uso de la formula de Taylor 

La Formula de Taylor (vease la Seccion 4.8) puede ser algunas veces de utilidad en el calculo de 
integrales. Veamos un ejemplo. 


Ejemplo 4 


Utilice la Formula de Taylor de f(x) = e x , obtenida en la Seccion 4.8, para calcular la in- 
tegral Jo e xl dx con un error menor que 10 -4 . 

Solucion En el Ejemplo 4 de la Seccion 4.8 demostramos que 

x 2 x 3 " n 


f(x) =e x = l+ x + — + — +••■+ — + E „(x) 
2! 3! n! 


siendo 


EnW = 


(n + D! 

para algun X entre 0 y x. Si 0 ^ x ^ 1, entonces 0 < X < 1, por lo que e x ^ e ^ 3. Por tanto, 

| E " MK (^ TT )! X " 1 

Sustituyamos ahora x por x 2 en la formula de e x e integremos desde 0 hasta 1: 


e x dx = 


„2n 


1 + x 2 + — +•■•+— dx + E„(x 2 )dx 


2! 


n! 


= 1 + 


3 5x2! 


+ ... + 


1 


(2 n + l)n! 


+ E n (x 2 )dx 


Se desea que el error sea menor de 10 4 , por lo que estimaremos el termino de resto: 


E n (x 2 )dx 


< 


(n + 1)1 J o 


„2(n + l) 


dx = 


(n + l)!(2n + 3) 


< 10 
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suponiendo que (2 n + 3 )(n + 1)! > 30 000. Como 13 x 6! = 9360 y 15 x 7! = 75 600, se necesita que 
n = 6. Por tanto, 

f 1 v2 11 1 1 1 1 

J 0 e dXKl + 3 + ^ji + Tvji + ^ji + irvji + i^ 

« 1.462 64 


con error menor que 


10 4 . 


Integracion de Romberg 


Utilizando la Formula de Taylor, es posible verificar que para una fund on f con derivadas con- 
tinuas hasta de orden 2m + 2 en el intervalo [a, b], el error E n = I - T n e n la aproximacion de la 
Regia del Trapecio T n a la integral / = \ b a f(x)dx cumple 


E n 


I ~T n 


Ci C 2 C; 


+ ••• + 


, 2 m 


+ o 



donde la constante Cy depende de la derivada de orden 2 j de f. Es posible utilizar esta formula 
para obtener aproximaciones de orden superior a la integral /, a partir de las aproximaciones de 
la Regia del Trapecio. Esta tecnica se conoce por el nombre de integracion de Romberg o 
extrapolation de Richardson. 

Para empezar, supongamos que hemos calculado aproximaciones mediante la Regia del Tra¬ 
pecio para valores de n que son potencias de 2: n = 1, 2, 4, 8,... De acuerdo con esto, definamos 


T° = T 2 „. Por tanto, Tg = T lf T? = T 2 , T° 2 = T 4l ... 
Utilizando la formula para T 2t = / - E 2t presentada anteriormente, podemos escribir 


T 



Ci_ C, 
4^ 4 2fc 


4 mk 


+ 0 


1 

4 <m + l)f; 


(cuando k-> oo) 


De forma similar, sustituyendo /c por /c + 1, se obtiene 


T 


0 _ 
k+i ~ 


Cl c 2 

4 (c+l 4 2 ((r + l) 


r 

^ m 

qmlk + l) 


+ o 


i 

^(m + Ddc + l) 


Si multiplicamos la formula de T° k+1 por 4 y restamos la formula de T°, los terminos donde apa- 
rece C : se anulan. El primer termino de la derecha sera 4/ - / = 3/, y por tanto podemos dividir 
por 3 y definir T k+1 como el resultado. Entonces, cuando oo, tenemos 

Tl 4 T° +1 -T° , C, 1 C}, ( 1 

k+ 1 2 q2k ^3 k ^mk ' ^ I ^(m + l)k 


Los Cl son nuevas constantes. A menos que estas constantes sean mucho mayores que las ante- 
riores, T l +1 debe ser una mejor aproximacion de / que T° +1 , ya que hemos eliminado el termino 
de error de menor orden (y, por tanto, el mayor), C-J4 k+1 . De hecho, el Ejercicio 8 de la Seccion 
6.7 demuestra que T x k+1 = S 2M , en la aproximacion de la Regia de Simpson basada en 2 k+1 sub¬ 
interval os. 

Podemos continuar el proceso de eliminar terminos de error que hemos comenzado. Susti¬ 
tuyendo k + 1 por k + 2 en la expresion de T k+1 , se obtiene 


T 


i _ 
k+2 ~ 


Cl 

42 OC + D 43 «r+l) 


c 1 

V - m 


qm{k + l) 


+ 0 


1 


^(m + l)(ft + l) 
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Para eliminar Cl se puede multiplicar la segunda formula por 16, restar la primera formula y di- 
vidir por 15. Denominando el resultado T 2 k+2 , tenemos, cuando oo, 

t2 _16 T 1 k+2 -T 1 k+1 _ i Cl Cl tn ( 1 

' fc +2 25 "" 4 mk + U + 

Podemos seguir procediendo de esta forma, eliminando un termino de error tras otro. En general, 
para j<my^ 0 : 


Aiji-i-ji-i 
jj = H 1 k+j 1 k+j-l 

k+ i 4 / - l 


ri 

k- j +1 

4<j + i)k 


+ n 

T u I 4(m + l)fc 


La notacion 0 se refiere a k-> 00 para j fijo. Todo esto parece muy complicado, pero no es diff- 
cil de realizar en la practica, especialmente con la ayuda de una hoja de calculo. Sea Rj = T j, 
denominada aproximacion de Romberg a /. Se calculan los valores del esquema siguiente en 
orden de izquierda a derecha y de arriba abajo en cada columna: 


Esquema para calcular aproximaciones de Romberg 



To = Ti = Ro -> T? = T 2 -> 7° = 7 4 - 

— T° = 7 8 - 

_» 

1 1 

1 


7} = S 2 = Ri 71 = S 4 

T\ = S 8 


1 

1 


7l = R 2 

Tl 



1 



7 1 = 7 ? 3 



El proceso se detiene cuando T i j ~ 1 y Rj se diferencian menos que un error aceptable, y R t se de- 
nomina la aproximacion de Romberg a la integral f(x)dx. 

La fila superior del esquema esta compuesta por las aproximaciones de la Regia del Trapecio 
7 1 , T 2 , T 4i T 8 , ... Los elementos de las filas siguientes se calculan mediante las formulas: 


Formulas para calcular las aproximaciones de Romberg 


7 


1 

1 


4 rg - Tg 

3 


! 4- TS Tl 47°-7° 

2 “ 3 ' 3 “ 3 

2 _ 167 2 “ 71 t2 _16T 1 3 -T 1 2 

2 ~ 15 73 “ 15 

3 . 647 2 -7 2 


En general, si 1 ^ j ^ k, entonces T[ 


4 ‘Tj- 1 - T[Z\ 

4 / _ 1 


Cada nuevo elemento se puede calcular a partir de los elementos que estan encima y a la iz¬ 
quierda de aquel. 
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Ejemplo 


Calcule las aproximaciones de Romberg R 0 , R i, R 2 , R 3 y R 4 a la integral / = 


Solucion Realizaremos todos los calculos con ocho cifras decimales. Como tenemos que calcular R 4 , ne- 
cesitamos obtener todos los elementos de las cinco primeras columnas del esquema. En primer lugar calcu- 
laremos las dos primeras aproximaciones mediante la Regia del Trapecio: 


Ro = T°o = T 1 = - + - = 0.750 000 00 


/ 1 - / 2 - 


1 ( 1)1 


= 0.708 333 33 


Las restantes aproximaciones mediante la Regia de Trapecio requeridas se calcularon en el Ejemplo 1 de la 
Seccion 6 . 6 , por lo que solo las recordaremos a continuacion: 

T° 2 = T 4 = 0.697 023 81 

T° 3 = T 8 = 0.694 121 85 

T ° 4 = T 16 = 0.693 391 20 

Calcularemos ahora las columnas hacia abajo y de izquierda a derecha. Para la segunda columna: 

4T° — T° 

D - c - Tl - 1 0 = 0.694 444 44 


Ri=S 2 = T{ = 


la tercera columna: 


, 47 ° - T 5 

S 4 = T\ = 3 — = 0.693 253 97 


R, = Tl = 


lOTl-T] 


= 0.693 174 60 


la cuarta columna: 


1 47 3 — 7 ° 

S 8 = T\ = —^—- = 0.693 154 53 


167i - 7i 


= 0.693 147 90 


R, = T = 


3 _ 647 3 - T\ 


= 0.693 147 48 


y la quinta columna: 


Sir = 7i = 


= 0.693 147 65 


167 i — 7 3 


= 0.693 147 19 


6471 - T\ 


= 0.693 147 18 


R 4 = ^4 = 


25671 7l 


= 0.693 147 18 


Como 7 4 y R 4 coinciden hasta el octavo decimal que estamos calculando, podemos decir que 


= In 2 « 0.693 147 18... 
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Las diversas aproximaciones calculadas anteriormente sugieren que para cualquier valor dado de 
n = 2\ la aproximacion de Romberg R n deberfa producir el mejor valor posible para la integral 

basandose en los n + 1 valores de datos y 0 , y 1 . y n . Esto solo es cierto si las derivadas f {n \x) 

no crecen demasiado rapido cuando n aumenta. 

Otros metodos 

Como hemos descrito, los metodos del Trapecio, del Punto M edio, de Simpson y de Romberg se 
basan en utilizar subdivisiones iguales del intervalo [a, b], Existen otros metodos que no requie- 
ren esta restriccion. En particular, las aproximaciones gaussianas seleccionan los puntos de 
evaluacion y sus ponderaciones de forma optima, de manera que proporcionan los resultados 
mas precisos para funciones«bien comportadas». Veanse los Ejercicios 11-13 posteriores. Para 
aprender mas sobre este metodo se pueden consultar los textos de analisis numerico. 

Finalmente, hay que indicar que incluso cuando se aplica uno de los metodos de las Seccio- 
nes 6.6 y 6.7, puede ser de utilidad dividir la integral en dos o mas integrales en intervals mas 
pequenos, y utilizar diferentes longitudes h de subintervalos en cada una de las diferentes inte¬ 
grales. Por ejemplo, se pueden evaluar mas puntos del integrando en aquellos intervalos donde 
su grafica cambie de direccion erraticamente y menos puntos en aquellos intervalos donde la 
grafica tenga un comportamiento mejor. 


Ejercicios 6.8 


Exprese las integrales de los Ejercicios 1-6 de forma que se 
puedan aplicar adecuadamente metodos numericos para 
aproximar su valor. 


1 . 


3. 


5. 


dx 


x 1/3 (l + x) 


-l - x‘ 
11/2 dx 


dx 


/senx 


2 . 


4. 


6 . 


1 0X 


V 1 

0 dx 


dx 


i x 2 + Jx + 1 


dx 


x 4 + 1 


7. Calcule T 2 , T 4 , T a y T 16 para la integral jj y/xdx 
y obtenga los errores reales en estas aproximaciones, 
iDisminuyen los errores como 1/n 2 cuando n crece? 
iPor que? 


8. Transforme la integral / = J“ e " x dx utilizando 
el cambio x = 1/ty calcule las aproximaciones 
mediante la Regia de Simpson S 2 , S 4 y S 8 para la 
integral resultante (cuyo integrando tiene como limite 0 
cuando t-> 0 + ). Obtenga el valor de / con la precision 
que piense que esta justificada. iConvergen las 
aproximaciones tan rapido como podria esperarse? 
iPodria pensar en una razon para que no lo hagan? 

9. Calcule / = |J e * 2 dx por el metodo de la 
Formula de f aylor del Ejemplo 4, con una cota 
de error de 10 4 . 


10. Recuerde que Jq 5 e x dx = - Jn. Combine este 
hecho con el resultado del Ejercicio 9 para calcular" 


/ = 


e ~ x ‘dx con una precision de tres decimales. 


11. (Aproximacion gaussiana) Calcule las constantesA y 
u, con u entre 0 y 1, tales que 

-l 

f(x)dx = Af(-u) + Af(u) 


-i 

se cumpla para todo polinomio cubico 
f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d. Para una funcion general 
f(x) definida en el intervalo [-1, 1], la aproximacion 

r»l 

f(x)dx &A f(-u) + A f(u) 

-i 

se denomina aproximacion gaussiana. 

12. Utilice el metodo del Ejercicio 11 para aproximar 
las integrales de (a) x 4 , (b) cosx y (c) e x , en el 
intervalo [-1, 1] y calcule el error de cada 
aproximacion. 

13. (Otra aproximacion gaussiana) Calcule las constantes 
A, B y u entre 0 y 1 tales que 

-i 

f{x)dx = Af{-u) + Bf( 0) +Af(u ) 


se cumpla para todo polinomio de quinto grado 
f(x) = ax 5 + bx 4 + cx 3 + dx 2 + ex + f 
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14. Utilice la aproximacion gaussiana 
*1 

f(x)dx mAf(-u) + fif(O) + A f(u) 


dondeA, B y u sedeterminan como en el Ejercicio 13, 
para obtener aproximaciones a las integrales de (a) x 6 , 
(b) cosx y (c) e x en el intervalo [- 1 , 1 ] y calcule el 
error de cada aproximacion. 


15. Calcule las suficientes aproximaciones de 
Romberg R 1; R 2 , R 3 , ... de la integral 




para confiar razonablemente en que se ha obtenido la 
integral correctamente con una precision de seis cifras 
decimales. 


16. Utilice los valores de f(x) dados en la tabla que ig 
acompana al Ejercicio 9 de la Seccion 6.6 para ill 
calcular las aproximaciones de Romberg R h R 2 y R 3 a 
la integral 



f(x)dx 


de ese ejercicio. 


*17. La aproximacion de Romberg R 2 a la integral 
Ja f(x)dx requiere cinco valores de f, y 0 = f(a), 

y Y = f(a + h) .y 4 = f(x + Ah) = f(b), siendo 

h = (b - a) /A. Escriba la formula de R 2 en funcion de 
esos cinco valores. 

*18. Explique por que el cambio de variable x = 1/t no es 

f 00 senx 

adecuado para transformar la integral - — ^ dx 

en una forma en la que se puedan aplicar metodos 
numericos. Intente desarrollar un metodo mediante el 
cual esta integral se pueda aproximar con cualquier 
grado deseado de exactitud. 

senx 

*19. Si f(x) = —para x / 0 y f(0) = 1, demuestre que 

f"(x) tiene el limite finito cuando x -> 0. Por tanto, f" 
esta acotada en intervalos finitos [0, a] y las 
aproximaciones mediante la Regia del Trapecio T„ a 
.. senx 

la integral Jo — dx convergen con la adecuada 

rapidez cuando n crece. Las derivadas de orden 
superior tambien estan acotadas (la Formula de Taylor 
es util para demostrar esto), por lo que la Regia de 
Simpson y otras aproximaciones de orden superior 
tambien se pueden utilizar de forma efectiva. 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan los siguientes terminos y frases? 

O Integracion por partes 
O Formula de reduccion 
O Sustitucion inversa 
O Funcion racional 

O M etodo de descomposicion en fracciones simples 
O Programa de matematicas por computador 
O Integral impropia de tipo I 
O Integral impropia detipo II 
O Integral p 
O Regia del Trapecio 
O Regia del Punto M edio 
O Regia de Simpson 

• Explique las sustituciones inversas del seno y la 
tangente. 

• (Cual es el significado del teorema de 
comparacion de integrales impropias? 


• (Cuando es necesario aplicar integracion 
numerica? 

Resumen de las tecnicas 
de integracion 

Algunas veces los estudiantes tienen dificultades para 
decidir que metodo hay que utilizar para calcular una 
integral dada. M uchas veces no existe un unico metodo que 
sea suficiente para obtener la solucion completa, pero al 
usar un determinado metodo se puede llegar a una integral 
diferente, y posiblemente mas simple, que se puede tratar a 
su vez con otros metodos. Presentamos a continuacion 
algunos consejos: 

1. Primero, y siempre, hay que estar atentos a los cambios 
que pueden simplificar la integral. Aun cuando dichos 
cambios no resuelvan la integral completa, pueden 
llevarnos a otras integrales a las que se puede aplicar 
otro metodo. 

2. Si en la integral aparece una expresion cuadratica 

Ax 2 + Bx + C con A # 0 y B # 0, debe completarse el 
cuadrado. Un cambio simple reduce a continuacion la 
expresion cuadratica a una suma 0 diferencia de 
cuadrados. 
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3. Las integrales de productos de funciones trigonometricas 
algunas veces se pueden calcular o simplificar mediante 
el uso de las identidades trigonometricas adecuadas, 
tales como: 

sen 2 x + cos 2 x = 1 
sec 2 x = 1 + tan 2 x 
csc 2 x = 1 + cot 2 x 
sen x cos x = \ sen 2x 
sen 2 x = \ (1 - cos2x) 
cos 2 x = \ (1 + cos2x) 

4. Las integrales en las que aparece (a 2 - x 2 ) 1/2 se pueden 
transformar utilizando x = a sent). Las integrales en las 
que aparecen (a 2 + x 2 ) 1/2 o l/(a 2 + x 2 ) se pueden 
transformar utilizando x = atanfl. Las integrales en las 
que aparece (x 2 - a 2 ) 1/2 se pueden transformar 
utilizando x = asecd o x = a cosh 6. 

5. Utilice integracion por partes para funciones con la 
forma de productos de polinomios y funciones 
trascendentes, y para funciones trigonometricas inversas 
y logaritmos. Este atento para descubrir formas de 
utilizar la integracion por partes para obtener formulas 
que transformen integrales complicadas en funcion de 
integrales mas simples. 

6. Utilice descomposicion en fracciones simples para 
integrar funciones racionales cuyos denominadores se 
puedan descomponer en productos de factores reales 
lineales y cuadraticos. Divida primero los polinomios, si 
es necesario, para reducir la fraccion a una cuyo 
numerador sea de grado inferior al del denominador. 

7. Hay una tabla de integrales al final de este libro. Si no 
puede resolver una integral directamente, intente utilizar 
los metodos anteriores para transformarla en una de las 
integrales de la tabla. 

8. Si no se puede encontrar ninguna forma de calcular una 
integral definida de la que se requiere un valor 
numerico, considere utilizar un computador o una 
calculadora, y aplicar uno de los metodos numericos 
presentados en las Secciones 6.6-6.8. 


Ejercicios de repaso sobre tecnicas 
de integracion 

He aqui una oportunidad de adquirir mas practica en el 
calculo de integrales. A diferencia de los ejercicios de las 
Secciones 5.6 y 6.1-6.3, en los que se utiliza solo la tecnica 
presentada en la seccion, estos ejercicios estan ordenados 
aleatoriamente de forma que hay que averiguar que tecnicas 
utilizar. 

xdx 

2x 2 + 5x + 2 
3. I sen 3 xcos 3 xdx 



2 . 


4. 


xdx 

(x - l) 3 

(i + M ' 3 

x/X 


dx 


5. 


2 dx 
4x 2 - 1 


rJi 

7. 


dx 


9. 


11 . 


x H 
x 2 dx 

(5x 3 - 2) 2/3 
dx 


(4 + x 2 ) 2 
13. I 2 x v /l + 4* dx 


, sen 3 x 
15. — j-dx 

1 cos'x 


17. e X sen(2x)dx 


19. cos (31 n x) dx 


’ x In (1 + x 2 ) 

21. I ' 2 dx 

1 + X 


23. | . dx 

12 -x 2 


25. 


x 2 dx 


(4x + l) 10 
27. J sen 5 (4x)dx 

. dx 

29. 


2 + e x 


, sen xcosx 

31. |-- dx 

2 - sen x 


33. 


35. 


dx 


x 2 yi^ 


V 1 - 4x : 


: dx 


, x + 1 

37. dx 


Vx^TT 


39. 


x 3 - 3 
x 3 - 9x 


dx 


41. sen 5 x cos 9 xdx 
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xdx 

x 2 + 2x - 1 


6 . (x 2 + x - 2) sen 3xdx 


8 . J x 3 cos (x 2 ) dx 
dx 

10 . 


x 2 + 2x - 15 
12 . | (senx + cosx) 2 dx 
cosx 

i4. | —-j~dx 

1 + sen x 


16. 

18. 

20 . 


x 2 dx 


(3 + 5x 2 ) 3/2 
2x 2 + 4x - 3 
x 2 + 5x 
dx 


-dx 


4x 3 + x 

22. I sen 2 xcos 4 xdx 


24. tan 4 x sec xdx 


26. x sen 1 - dx 


28. 


dx 


x 5 - 2x 3 + x 

30. J x 3 3 x dx 

f x 2 + 1 
32. -=—---dx 

J x 2 + 2x + 2 

34. J x 3 (Inx) 2 dx 

/e 1/x dx 

36. 


38. I e (xl/3) dx 


IqVx+2 

40. | , dx 

/x + 2 

x 2 dx 
/x 2 - 1 

2x - 3 


42. 


44. 


\J 4 - 3x 


-dx 
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45. x 2 sen 1 {2x)dx 


47. J cos 4 x sen 4 xdx 

dx 

49. 


51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 

67. 

69. 


(4 +xyx 

x 4 - 1 
-5—-^dx 
x 3 + 2x 2 

sen (2 Inx) 

x 

rt 2tan _1 x 


dx 


dx 


xdx 

dx 


1 +x 2 
In (3 + x 2 ) 

3 + x 2 
sen 1 (x/2) 

(4 - x 2 ) 1 / 2 
(x + 1) dx 
Jx 2 + 6x + 10 
x 3 dx 

(x 2 + 2) 7/2 


*1/2 


1 + x 1 / 3 

1 +X 
1 + y/x 
xdx 


dx 

dx 


(x 2 - 4) 2 
71. J x 2 tan _1 xdx 

dx 

73. 

75. 


4 senx - 3cosx 
dx 

tan x + sen x 


77. 


79. 


1 +x 
x 4 dx 
x 3 - 8 


dx 


46. 


V3x 2 - 1 


dx 


48. k/x-x 2 dx 


50. I xtan 1 -dx 


52. 

54. 

56. 


dx 

x(x 2 + 4) 2 
sen (Inx) 


dx 


x 3 + x - 2 


x 2 - 7 
58. I cos 7 xdx 


-dx 


60. J tan 4 (7rx) dx 
62. f e x (l - e 2x ) 5/2 dx 


64. 

66 . 

68 . 

70. 


2x 2 - 3 


dx 


dx 


x(x 2 + X + 1) 1/2 
xdx 

4x 4 + 4x 2 + 5 
dx 

x 3 + x 2 + x 


72. J e x sec (e x )dx 

, dx 

74. 


76. 


x 1 / 3 - 1 
xdx 


/3 - 4x - 4x 2 
78. [ ^1 + e x dx 

80. I xe x cosxdx 


Otros ejercicios de repaso 

1. Calcule / = | xe x cosxdx y j = J xe x senxdx 
diferenciando e x ((ax + b) cosx + (cx + d) senx) y 
examinando los coeficientes. 


2. iPara que numeros reales r es valida la siguiente 
formula de reduccion (obtenida utilizando integracion 
por partes)? 


<dx = r 


x e X dx 


Calcule las integrales de los Ejercicios 3-6 o demuestre 
que divergen. 


3. 


'Tlfl 


esc xdx 


4. 


;dX 


5. 


/xlnxdx 



7. Demuestre que la integral / = |g° (l/( N /xe x ))dx 
converge y que su valor satisface / < (2e + l)/e. 


8 . M idiendo las areas encerradas por los contornos 
de un mapa topografico, un geologo determina las 
areas de seccion cruzada A (m 2 ) de una colina de 60 m 
de altura en varias alturas h (m). Los resultados se 
presentan en la Tabla 2. 


Tabla 2. 


h 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

A 

10 200 

9200 

8000 

7100 

4500 

2400 

100 


Si se utiliza la Regia del Trapecio para estimar el 
volumen de la colina (que es V = J® 0 A(h) dh), icual 
sera el valor de la estimacion con una precision de 
1000 m 3 ? 


9. iCual sera la estimacion del geologo del volumen 
de la colina del Ejercicio 8 si se utiliza la Regia 
de Simpson en vez de la Regia del Trapecio? 



10. Calcule las aproximaciones mediante la Regia e 
del Trapecio y la Regia del Punto M edio, T 4 y M 4 , ill 
a la integral / = Jl + sen(7ix)dx. Calcule sus 
resultados con una precision de 5 cifras decimales. 
Calcule a continuacion el valor de / con tantas cifras 
decimales como piense que esten justificadas por estas 
aproximaciones. 


11. Utilice los resultados del Ejercicio 10 para calcular 
la aproximacion mediante la Regia del Trapecio T 8 
y la aproximacion mediante la Regia de Simpson S 8 a 
la integral / de ese ejercicio. Obtenga el valor de / con 
tantas cifras decimales como piense que esten 
justificadas por estas aproximaciones. 


12 . 


Desarrolle un metodo para calcular numericamente 
I = J 1/2 x 2 /(x 5 + x 3 + 1)dx, y utilicelo para 
calcular / con una precision de 3 cifras decimales. 
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13. Se desea aproximar la integral / = Jo f(x)dx de una 
funcion desconocida f(x) y se miden los siguientes 
valores de f: 

Tabla 3. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

f(x) 

0.730 

1.001 

1.332 

1.729 

2.198 


(a) iQue son las aproximaciones 7" 4 y S 4 a la integral / 
que se calculan utilizando estos datos? 

(b) Se decide entonces tomar mas medidas para 
calcular T 8 y S 8 . Se obtiene T 8 = 5.5095. iQue 
valor se obtendria para S 8 ? 

(c) Suponga que existen razones teoricas para pensar que 
f(x) es un polinomio de grado 3. iSon sus calculos 
coherentes con esta teoria? iPor que o por que no? 

Problemas avanzados 

*1. (a) Algunas personas creen que n = 22/7. Demuestre 
que esto no es asi probando que 

1 x 4 (l - x) 4 22 

— 2 —cfx = — - n 
o x 2 + 1 7 

(b) Si / = JJ x 4 (l - x) 4 dx, demuestre que 

22 22 / 

—— I < n <—— - 


(b) Demuestre queZ n = n/ n _i-- para ol e/ 0 = 1 —. 

e e 

/ 1 " 1\ 

(c) Verifique por induccion que /„ = n! 1 — > — . 

V e i=o J ■/ 

(d) Deduzca a partir de los apartados (a) y (c) que 

" 1 

lim V — = e. 

n_>co j =o 1 ■ 

* 6 . Si K es muy grande, icual de las aproximaciones T 100 
(Regia del Trapecio), M 100 (Regia del Punto M edio) y 
S 100 (Regia de Simpson) estara mas cerca del 
verdadero valor de Jo e Kx dx? iCual estara mas lejos? 

J ustifique sus respu'estas. ( Cuidado: No es tan facil 
como parece). 

7. La Regia de Simpson produce el valor exacto de la 
integral definida en el caso de una funcion f cubica. 
Suponga que desea obtener una regia de integracion 
numerica que proporcione el valor exacto para un 
polinomio de grado 5. Podria aproximar la integral en el 
subintervalo [m - h, m + h] con algo de la forma 

2 h f(m - h) + b f^m - + f(m) + b f^rn + + 

+ a f(m + h)J 

para algunas constantes a, b y c. 


(c) Calcule / y determine un intervalo explicito de 
pequeno tamano que contenga a n. 


2 . (a) Obtenga una formula de reduccion para la integral 
J (1 -x 2 )"dx. 

(b) Demuestre que si n es un entero positivo, entonces 


(1 -x) 2n dx = 


2 2n (n!) 2 
(2 n + 1)1 


(c) Utilice la formula de reduccion para calcular 
J (1 -x 2 )~ 3/2 dx 

3. (a) Demuestre que x 4 + x 2 + 1 se puede descomponer 
en un producto de dos factores reales cuadraticos, y 
calcule J (x 2 + l)/(x 4 + x 2 + 1) cfx. Sugerencia: 
x 4 + x 2 + 1 = (x 2 + l) 2 - x 2 . 


(b) Utilice el mismo metodo para calcular 
J(x 2 + l)/(x 4 + l)dx. 

4. Sea l m n = Jo x m (lnx)"dx. 

(a) Demuestre que/ m n = (-1)" J 0 °° x n e“ (m+1)x dx. 

(-l) n n! 

(b) Demuestre que l w = 

*5. Sea l n = Jo x n e X dx. 

1 

(a) Demuestre que 0 < /„ <-- y a partir de aqui 

n + 1 

que lim = 0. 


(a) Determine los valores de a, b y c para que esto 
funcione. ( Sugerencia: Tome m = 0 para 
simplificar los calculos). 

(b) Utilice este metodo para aproximar la integral 

Jo e X dx utilizando en primer lugar uno y despues 
dos de sus intervalos (y, por tanto, evaluando el 
integrando en nueve puntos). 

*8. La convergencia de integrales impropias puede ser un 
asunto mas delicado cuando el integrando cambia de 
signo. Presentamos aqui un metodo que se puede 
utilizar para demostrar la convergencia en algunos 
casos en los que el teorema de comparacion falla. 

(a) Suponga que f(x) es diferenciable en [1, oo), f'(x) 
es continua en dicho intervalo, f'(x) < 0 y 

lim f(x) = 0. Demuestre que Jf f'(x)cos(x)dx 

X —► 00 

converge. Sugerencia: i Que es Jf |f'(x)|dx? 

(b) Partiendo de las mismas hipotesis, demuestre que 
Jf f(x)senxdx converge. Sugerencia: Integre por 
partes y utilice (a). 

. senx 

(c) Demuestre que Jf —— dx converge pero 
, |senx| 

Jf —-—dx diverge. Sugerencia: 

, l-cos(2x) 

|senx| ^ sen^x =---. Notese que (b) 

funcionaria tambien sustituyendo senx por cos(2x). 




CAPl'TULO 7 

Aplicaciones 
de la integracion 


«Es como esto — dijo—. Cuando vas a por miel con un 
globo, lo importante es no dejar que las abejas sepan que 
vas. Si vas con un globo verde, el I as pensaran que eres 
parte del arbol y no se fijaran en ti, y si llevas un globo 
azul pensaran que eres parte del cielo y no se fijaran en 
ti, y la cuestion — dijo Winnie the Pooh— es: iQue es 
mas probable?». 

A. A. Milne (1882-1956) 

de Winnie the Pooh 


Intmduccion Existen numerosas magnitudes en matematicas, ffsica, economfa, 
biologfa, y en practicamente cualquier ciencia cuantitativa que se pueden represen- 
tar convenientemente mediante integrales. Ademas de la medida de areas planas, el 
problema que motivo la definicion de integral definida, podemos utilizar las integra¬ 
les para expresar volumenes de solidos, longitudes de curvas, areas de superficies, 
fuerzas, trabajo, energia, presion, probabilidades, valor monetario de una serie de 
pagos, y una gran variedad de magnitudes que en un sentido u otro equivalen a 
areas encerradas por graficas. 

Ademas, como vimos previamente, una gran parte de los principios basicos que 
gobiernan el comportamiento de nuestro mundo se pueden modelar adecuadamente 
mediante ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial. La integracion inde- 
finida es una herramienta clave en la solucion de estos problemas. 

En este capitulo examinaremos algunas de estas aplicaciones. La mayoria de 
el I as son independientes entre si, y por esa razon alguna de las ultimas secciones 
de este capitulo se puede considerar material opcional. El material de las Seccio¬ 
nes 7.1-7.3 debe ser considerado fundamental porque estas ideas surgiran de nuevo 
en el estudio del calculo multivariable. 
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Calculo de volumenes mediante rodajas: Solidos de revolucion 

En esta seccion demostramos como se pueden expresar los volumenes de ciertas regiones tridi- 
mensionales (o solidos) en funcion de integrals definidas y, por tanto, como se pueden calcular 
dichos volumenes. No intentaremos dar una definicion de volumen sino que nos basaremos en 
nuestra intuicion y experiencia con objetos solidos, lo que nos permitira especificar los volume¬ 
nes de ciertos solidos simples. Por ejemplo, si la base de una caja rectangular es un rectangulo 
de longitud / y anchura w (y, por tanto, de area A = Iw), y si la caja tiene una altura h, entonces 
su volumen es 1/ = Ah = Iwh. Si I, w y h se miden en unidades (por ejemplo, centimetros), en¬ 
tonces el volumen se expresa en unidades al cubo (centimetros cubicos). 

Una caja rectangular es un caso especial de solido denominado prisma o cilindro (vease la 
Figura 7.1). Estos solidos tienen una base plana que ocupa una region R del piano, y el solido 
esta formado por todos los puntos pertenecientes a segmentos de rectas paralelas con un extremo 
en R y el otro en una region (necesariamente congruente) en un segundo piano paralelo al piano 
de la base. Cualquiera de esas regiones se denomina base del prisma o cilindro. Si la base esta 
limitada por rectas, el solido se denomina prisma. Si al menos una parte del limite de la base 
tiene forma de curva, el solido se denomina cilindro. La altura del solido es la distancia perpen¬ 
dicular entre los pianos paralelos que contienen a las dos bases. Si esta altura es de h unidades y 
el area de la base es de A unidades al cuadrado, entonces el volumen del prisma o cilindro es 

V = Ah unidades al cubo. 

Aplicaremos el adjetivo recto a un prisma o cilindro si los segmentos de rectas paralelas que 
lo constituyen son perpendiculares a los pianos de la base. Si no es asi, el prisma o cilindro se 
denomina oblicuo. Por ejemplo, un cilindro recto cuyas bases sean discos circulares de radio r 
unidades y cuya altura sea h unidades se denomina cilindro circular recto. Su volumen es 
1/ = nr 2 h unidades al cubo. El caracter de oblicuo no tiene efecto en la expresion del volumen 

V = Ah de un prisma o cilindro, ya que h siempre se mide en una direccion perpendicular a la 
base. 






caja rectangular 


prisma triangular cilindro circular cilindro circular 
recto oblicuo 


Figura 7.1 El volumen de 
cualquier prisma o cilindro es el 
area de la base multiplicada 
por la altura (medida 
perpendicularmente a la base): 

V = Ah. 


Calculo de volumenes mediante rodajas 

Conociendo el volumen de un cilindro se puede determinar el volumen de algunos solidos mas 
generales. Para el lo se pueden dividir los solidos en «rodajas» finas mediante pianos paralelos 
(piensese en las rebanadas de pan de molde). Cada rodaja es aproximadamente un cilindro de 
«altura» muy pequena; dicha altura es el espesor de la rodaja. 1/ease la Figura 7.2, donde la altu¬ 
ra se mide horizontalmente en la direccion del eje x. Si se conoce el area de la seccion cruzada 
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de cada rodaja, se puede determinar su volumen y sumar estos volumenes para calcular el volu- 
men total del soli do. 



Figura 7.2 Division de un solido en rodajas perpendiculares a un eje. 


Para concretar, supongamos que el solido S esta limitado por pianos perpendiculares al eje x en 
las posiciones x = a y x = b, y que el area de la seccion cruzada de S en el piano perpendicular 
al eje x en el punto x es una fund on conocida A(x), para a s? x sc b. Supondremos que A(x) es 
continua en [a, b], Si a = x 0 < x : < x 2 < ••• < x n _! < x n = b, entonces P = {x 0 , x 1( x 2 , ..., x n _ 1( 
xj es una particion del intervalo [a, b] en n subintervalos, y los pianos perpendiculares al 
eje x en x 1( x 2 , x n _ 1 dividen al solido en n rodajas; el espesor de la /-esima rodaja es 
Ax, = x, - x,_ v El volumen Al/, de esa rodaja esta entre los valores maximo y minimo de 
A(x)AXj, para valores de x en [x, 1( x,] ( vease la Figura 7.3); por tanto, 

Al/, =A(q) Ax, 

para algun c, en [x,_ lf x,], por el Teorema del Valor Medio. El volumen del solido se expresa 
entonces mediante la suma de Riemann 

V = £ Al/, = £ Me,) Ax, 

/ = ! i = i 



Haciendo tender n a infinite, de forma que el maximo Ax, tienda a 0, se obtiene la integral defi- 
nida deA(x) en el intervalo [a, fc>] como el limite de esta suma de Riemann. Por tanto: 


El volumen 1/ de un solido comprendido entre x = a y x = b con area de seccion cruzada 

A(x) en la posicion x es 



'•b 

V = 

A (x) dx 

* 

a 


Hay otra forma de obtener esta formula y otras de naturaleza similar. Consideremos una rodaja 
del solido entre los pianos perpendiculares al eje x en las posiciones x y x + Ax. Como A(x) es 
continua, no cambia mucho en un intervalo corto, de forma que si Ax es pequeno, entonces el 
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volumen de la rodaja AV es aproximadamente igual al volumen de un cilindro con area de la 
base A (x) y altura Ax: 

AV &A(x)Ax 


El error de esta aproximacion es pequeno comparado con el tamano de Al/. Esto sugiere, correc- 
tamente, que el elemento de volumen, es decir, el volumen de una rodaja infinitamente fina de 
espesor dx es dV = A(x)dx, y que el volumen del solido es la «suma» (es decir, la integral) de 
estos elementos de volumen entre los dos extremos del sol ido, x = a y x = b (vease la Figura 7.4): 


t'x = b 


V = 


d V, 


donde dV=A(x)dx 



Figura 7.4 Elemento de volumen. 


Utilizaremos este enfoque basado en elementos diferenciales para modelar otras aplicaciones en 
las que aparecen integrales, en lugar de utilizar cada vez sumas de Riemann explfcitas. Aunque 
este argumento no constituye una demostracion de la formula, se recomienda fuertemente pensar 
en la formula de esta manera; el volumen es la integral de los elementos de volumen. 


Solidos de revolucion 

M uchos solidos comunes tienen secciones cruzadas circulares en pianos perpendiculares a algun 
eje. Estos solidos se denominan solidos de revolucion porque se pueden generar rotando una re¬ 
gion plana alrededor de un eje de dicha region, de forma que barra todo el volumen del solido. 
Por ejemplo, una bola solida se genera rotando un semidisco alrededor de su diametro (Figu¬ 
ra 7.5(a)). De forma similar, un cono circular recto se genera rotando un triangulo rectangulo 
alrededor de uno de sus catetos (Figura 7.5(b)). 




Figura 7.5 

(a) La bola se genera rotando el 
semidisco 0 < y < ^/a 2 - x 2 (que se 
muestra en gris oscuro) alrededor 
del eje x. 

(b) El cono con radio de la base r y 

altura h se genera rotando el triangulo 
0 <x</i, rx/h (gris oscuro) 

alrededor del eje x. 


Si la region R limitada por y = f(x), y = 0, x = ayx = bse rota alrededor del eje x, enton- 
ces la seccion cruzada del sol ido generado en el piano perpendicular al eje x en el punto x es un 
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disco circular de radio |f(x)|. El area de esta seccion cruzada es A(x) = n[f[x)) 2 , por lo que el 
volumen del solido de revolucion es 

1 / = n f (f(x)) 2 dx 


(Volumen de una bola) Calcule el volumen de una bola solida de radio a. 


Solucion La bola se puede generar rotando el semidisco 0 ^y sg Ja 2 - x 2 , -a alrededor del 

ejex. Vease el corte en la Figura 7.5(a). Por tanto, su volumen es 




■JnSiljIlOEi (Volumen deun cono circular recto) Calcule el volumen del cono circular recto con ra¬ 
dio en su base r y altura h que se genera rotando el triangulo de vertices (0, 0), ( h, 0) y ( h, r) alrededor del 
eje x. 

Solucion La ecuacion de la recta que va de punto (0, 0) al punto ( h, r) es y = rx/h. Por tanto, el volu¬ 
men del cono (vease el corte en la Figura 7.5(b)) es 



Las integrales impropias pueden representar volumenes de solidos no limitados. Si la integral 
i mpropi a converge, el sol ido no limitado tiene un volumen finito. 


Calcule el volumen del asta infinitamente larga que se genera rotando la region limitada 
por y = 1/x ey = 0 que queda a la derecha de x = 1 alrededor del eje x. El asta se muestra en la Figura 7.6. 

Solucion El volumen del asta es 

r°° /1 \ 2 f R 1 

V — 7i I - ox = 7 t 1 1 m —7 cfx 

J 1 w J 1 X 

1 R (\ \ 

= -n lim - = - 7 t lim - - 1 = 7 c unidades al cubo 

R-*co X 2. R— moo \R J 

Es interesante advertir que este volumen finito resulta de rotar una region que tiene area infinita: 
|f dx/x — go. Se produce una paradojai se requiere una cantidad infinita de pintura para pintar la region, 
pero solo una cantidad finita para rellenar el asta que se obtiene rotando la region (iComo se puede resol¬ 
ver esta paradoja?). 
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El siguiente ejemplo muestra como tratar un problema en que el eje de rotacion no es el eje x. 
Simplemente se rota un elemento de area adecuado alrededor del eje para formar un elemento de 
volumen. 

Un solido con forma de anillo se genera rotando la region plana finita R limitada por la 
curva y = x l y la recta y = 1 alrededor de la recta y = 2. Calcule su volumen. 

Solucion En primer lugar, se resuelve la pareja de ecuaciones y = x 2 y y = 1 para obtener los puntos de 
interseccion en x = -1 y x = 1. El solido esta entre estos dos valores dex. El elemento de area deR en la 
posicion x es una cinta vertical de anchura dx, que se extiende hacia arriba desdey = x 2 hasta y = 1. Cuan- 
do R se rota alrededor de la recta y = 2, este elemento de area barre un elemento de volumen con forma de 
arandela de espesor dx y radio 2 - x 2 , con un agujero de radio 1 en su parte central (vease la Figura 7.7). 
El area de la seccion cruzada de este elemento es el area de un circulo de radio 2 - x 2 menos el area del 
agujero, un circulo de radio 1. Entonces, 

dV = (n(2 - x 2 ) 2 - 7r( 1 ) 2 ) dx = 7r( 3 - 4x 2 + x 4 ) dx 

Como el solido se extiende desde x = -1 hasta x = 1, su volumen es 



Algunas veces se desea rotar una region limitada por curvas con ecuaciones de la forma x = g(y) 
alrededor del ejey. En este caso, se invierten los papeles de x ey, y se utilizan rodajas horizon- 
tales en vez de rodajas verticales. 

■BESraSS Calcule el volumen del solido generado rotando alrededor del ejey la region a la derecha 
del eje y, y a la izquierda de la curva x = 2y - y 2 . 

Solucion Para calcular las intersecciones de x = 2y - y 2 y x = 0 hacemos 

2y-y 2 = 0 => y = 0 o y = 2 
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El sol ido esta entre los pianos horizontales eny = 0yy = 2. Un elemento de area horizontal en la altura y, 
con espesor dy, rota alrededor del eje y para generar un elemento de volumen con forma de disco delgado 
de radio 2y - y 2 y espesor dy (vease la Figura 7.8). Su volumen es 

dV = n(2y - y 2 ) 2 dy = n(4y 2 - 4y 3 + y 4 ) dy 



Figura 7.8 

Por tanto, el volumen del sol ido es 


V = n | (4y - 4y + y 4 ) dy 
o 

Z4y 3 4 y 5N 12 
= n\—-y +- 

rn. 32\ 16tt 
= 7i|y-16 + yl = — unidades al cubo 


Tubos cilmdricos 

Suponga que la region R limitada por y = f(x) $s0, y = 0, x = a$sOyx = b>ase rota alrede¬ 
dor del ejey para generar un sol i do de revolucion. Para calcular el volumen del sol ido utilizando 
rodajas (planas), necesitariamos conocer el area de la seccion cruzada A(y) de cada piano a la 
altura y, y para ello tendriamos que resolver la ecuacion y = f(x) para obtener una o mas solu- 
ciones de la forma x = g(y). En la practica esto puede ser inconveniente o imposible. 

El elemento de area estandar de R en la posicion x es una cinta vertical de anchura dx, altura 
f(x) y area dA = f(x)dx. Cuando R se rota alrededor del ejey, esta cinta forma un elemento de 
volumen con la forma de un tubo cilmdrico circular de radio x, altura f(x) y espesor dx (vease 
la Figura 7.9). Viendo este tubo como una tabla rectangular de dimensiones 2nx, f(x) y dx que 
gira, su volumen evidentemente es 

dV = 2 nxf(x) dx 

El volumen del sol ido de revolucion es la suma (integral) de los volumenes de esos tubos cuyos 
radios varian desde a hasta b: 


El volumen del solido obtenido rotando la region plana 0 ^y sc f(x), 0 ^ a < x < b alre- 

dedor del eje y es 




V — 2n 

xf(x) dx 


a 
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y 



Figura 7.9 Cuando se rota alrededor del ejey, 
el elemento de area de anchura dx por debajo 
de y = f(x) en x se genera un tubo cilindrico 
de altura f(x), circunferencia 2nx y volumen 
dV = 2nxf (x) dx. 


Ejemplo 6 


(Volumen de un toro) Un disco de radio a esta centrado en el punto ( b , 0), siendo 
b > a > 0. El disco se rota alrededor del eje y para generar un toro (un solido con forma de donut), como 
se ilustra en la Figura 7.10. Calcule su volumen. 



Solucion La ecuacion de la circunferencia con centra en ( b , 0) y radio a es (x - b) 2 +y 2 = a 2 , y la 
ecuacion del semicirculo superior es 

f(x) = Va 2 - (x - b) 2 

M ultiplicaremos por 2 el volumen de la mitad superior del toro, que se genera rotando el semidisco 
0 ^ y^/a 2 - (x - b) 2 , b-a^x^b + a alrededor del eje y. El volumen del toro complete es 

/'b + a 

V = 2 x 2n xja 2 - (x - b) 2 dx Sea u = x - b 
J b ~ a du = dx 


= 471 



(u + b)Ja 2 - u 2 du 
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= 4?r f u^/a 2 - u 2 du + Anb f Ja 2 - u 2 du 
J -a J -a 

7ld 2 -y -y 

= 0 + 47iib — = 2tc a D unidades al cubo 

La primera de las dos integrales del final es 0 porque el integrando es impar y el intervalo es simetrico 
alrededor del 0. La segunda integral es el area de un semicirculo de radio a. Notese que el volumen del tore 
es (na 2 )(2nb), es decir, el area del disco que se rota por la distancia que recorre el centra del disco que se 
rota alrededor del ejey. Este resultado se generalizara con el Teorema de Pappus en la Seccion 7.5. 


Ejemplo 7 


Calcule el volumen del cuenco que se obtiene mediante la revolucion del arco de parabola 
y = x 2 , 0 ^ x < 1 alrededor del eje y. 


Solucion El interior del cuenco corresponde a la revolucion de la region dada por x 2 ^ y sg 1, 0 < x < 1 
alrededor del ejey. La altura del elemento de area en la posicion x es 1 - x 2 y genera un tubo cilindrico de 
volumen dV = 27ix(l -x 2 )dx (vease la Figura 7.11). Por tanto, el volumen del cuenco es 

V = 2n j x(l - x 2 )dx 

1 n 

= - unidades al cubo 
o 2 




Hemos descrito dos metodos para determinar el volumen del solido de revolucion, mediante ro- 
dajas y mediante tubos cilindricos. El metodo a escoger para un sol ido concreto depende en ge¬ 
neral de la forma de las ecuaciones que definen la region que se rota y del eje de rotacion. El 
elemento de volumen dV siempre se puede determinar rotando un elemento de area adecuado dA 
alrededor del eje de rotacion. Si la region esta limitada por rectas verticales y por una o mas 
graficas de la forma y = f(x), el elemento de area apropiado es una cinta vertical de anchura dx. 
Si la rotacion es alrededor del eje x o de cualquier otra recta horizontal, esta cinta genera un 
disco o arandela de espesor dx. Si la rotacion es alrededor del eje y o de cualquier otra recta 
vertical, la cinta genera un tubo cilindrico de espesor dx. Por otra parte, si la region que se rota 
esta limitada por rectas horizontales y por una o mas graficas de la forma x = g(y), es mas facil 
utilizar una cinta horizontal de anchura dy como elemento de area, y entonces se genera una ro- 
daja si la rotacion es alrededor de una recta vertical y un tubo cilindrico si la rotacion es alrede¬ 
dor de una recta horizontal. En el caso de regiones muy simples, cualquier metodo funcionara 
facil men te. 








444 CALCULO 


Si la region R 


se rota alrededor de 

I 


Tabla 1. Volumenes de solidos de revolucion 



el eje x 


usar discos pianos 
V=n{ ((g(x)) 2 -(f(x)) 2 )dx 


usar cilindros 

V = 2n f y(k(y)~h(y))dy 


el ejey 


usar cilindros 

V = 2n { x(g(x) - f(x)) dx 


usar discos pianos 
V = n f ((k(y)) 2 -(h(y)) 2 )dy 


Nuestro ejemplo final presenta una rotacion alrededor del eje vertical distinto del ejey. 


Ejemplo 8 


La region triangular delimitada por y = x, y = 0 y x = a > 0 se rota alrededor de la recta 
x = b > a ( vease la Figura 7.12). Calcule el volumen del solido generado. 


Solucion En este ejemplo, el elemento vertical del area en x genera un tubo cilindrico de radio b - x, 
altura x y espesor dx. Su volumen es dV = 2n(b - x)xdx, y el volumen del solido es 


V = 2n 


(b - x)xdx = 2n 





unidades al cubo 



Figura 7.12 
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Ejercicios 7.1 


En los Ejercicios 1-4, calcule el volumen de cada solido S 
de dos formas, utilizando el metodo de las rodajas y el 
metodo de los tubos cilindricos. 

1. S se genera rotando alrededor del eje x la region 
limitada por y = x 2 , y = 0 y x = 1. 

2. S se genera rotando la region del Ejercicio 1 alrededor 
del eje y. 

3. S se genera rotando alrededor del eje x la region 
limitada por y = x 2 e y = Jx, entre x = 0 y x = 1. 

4. S se genera rotando la region del Ejercicio 3 alrededor 
del eje y. 

Calcule los volumenes de los solidos que se obtienen si las 
regiones planas R que se describen en los Ejercicios 5-10 se 
rotan alrededor de (a) el eje x y (b) el eje y. 

5. R esta limitada por y = x(2 - x) e y = 0, entre x = 0 y 
x = 2. 

6. R es la region finita limitada por y = x e y = x 2 . 

7. R es la region finita limitada por y = x y x = 4y - y 2 . 

8 . R esta limitada por y = 1 + senx ey = 1, desdex = 0 
hasta x = n. 

9. R esta limitada por y = 1/(1 + x 2 ), y = 2, x = 0 y 
x = 1. 

10. R es la region finita delimitada por y = 1/x y 
3x + 3y = 10. 

11. La region triangular cuyos vertices son (0, -1), (1, 0) 
y (0, 1) se rota alrededor de la recta x = 2. Calcule el 
volumen del solido que se genera. 

12. Calcule el volumen del solido que se genera rotando la 
region 0 ^ y ^ 1 - x 2 alrededor de la recta y = 1. 

13. iQue porcentaje del volumen de una bola de radio 2 se 
elimina si se forma un agujero de radio 1 en el centra 
de la bola? 

14. Se perfora un agujero cilindrico a traves del centra de 
una bola de radio R. Si la longitud del agujero es L, 
demuestre que el volumen de la parte restante de la 
bola depende solo de L y no de R. 

15. Se perfora un agujero cilindrico de radio a a traves de 
un cono circular recto solido de altura h y radio en la 
base b > a. Si el eje del agujero coincide con el del 
cono, calcule el volumen de la parte restante del cono. 

16. Calcule el volumen del solido que se obtiene rotando 
un disco circular alrededor de una de sus tangentes. 


17. Un piano divide una bola de radio a en dos trozos. Si 
el piano pasa a b unidades de distancia del centra de la 
bola (siendo b < a), calcule el volumen del trozo mas 
pequeno. 

18. Un cuenco hemisferico de radio 30 cm esta 
parcialmente lleno de agua, de forma que la maxima 
profundidad del agua es de 20 cm. iQue volumen de 
agua hay en el cuenco? 

19. Calcule el volumen del elipsoide de revolucion que se 
obtiene rotando la el ipse (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1 
alrededor del eje x. 

20. Vuelva a calcular el volumen del toro del Ejemplo 6 
utilizando rodajas perpendiculares al ejey en vez de 
tubos cilindricos. 

21. La region R limitada por y = e x e y = 0, a la derecha 
de x = 0, se rota (a) alrededor del eje x y (b) alrededor 
del ejey. Calcule el volumen del solido de revolucion 
generado en cada caso. 

22. La region R limitada por y = x k e y = 0, y a la 
derecha de x = 1, se rota alrededor del eje x. Calcule 
todos los valores reales de k para los que el solido 
generado tiene volumen finito, 

23. Repita el Ejercicio 22 con rotacion alrededor del ejey. 

24. Ediciones anteriores de este libra definian 
incorrectamente un prisma o cilindro como un solido 
en el que las secciones cruzadas paralelas a la base 
eran congruentes con la base. iSe define asi un 
conjunto de solidos mas grande o mas pequeno que el 
correspondiente a la definicion dada en esta seccion? 
iQue dice la definicion anterior respecto al volumen 
de un cilindro o prisma con area de la base A y 
altura hi 

25. Continuando con el Ejercicio 24, considere el solido S 
cuya seccion cruzada en el piano perpendicular al ejex 
en x es un triangulo rectangulo isosceles cuyos lados 
iguales tienen una longitud de a cm, con un extremo de 
la hipotenusa en el eje x y con la hipotenusa formando 
un angulo x con una direccion fija. iEs S un prisma de 
acuerdo con la definicion dada en ediciones anteriores? 
iEs un prisma de acuerdo con la definicion de esta 
edicion? Si la altura de S es de b cm, icual es el 
volumen de S? 

26. La region sombreada en la Figura 7.13 se rota e 

alrededor del eje x. Utilice la Regia de Simpson ill 

para calcular el volumen del solido resultante. 

27. La region sombreada en la Figura 7.13 se rota is 
alrededor del eje y. Utilice la Regia de Simpson ill 
para calcular el volumen del solido resultante. 
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28. La region sombreada en la Figura 7.13 se rota is 
alrededor de la recta x = -1. Utilice la Regia de ill 
Simpson para calcular el volumen del solido resultante. 



*29. Calcule el volumen del sol ido que se genera rotando 
alrededor de cada uno de los ejes de coordenadas la 
region finita del primer cuadrante limitada por los 
ejes de coordenadas y la curva x 2/3 + y 2/3 = 4 (ambos 
volumenes valen lo mismo; ipor que?). 

*30. Sabiendo que el area de la superficie de una esfera de 
radio r es kr 2 , siendo k una constante independiente 
de r, exprese el volumen de una bola de radio R como 
una integral de elementos de volumen 
correspondientes a los volumenes de cascaras 
esfericas de espesor dr y radios r variables. Calcule k. 


Los problemas que siguen son muy dificiles. Sera necesaria 
una dosis de ingenio y un trabajo arduo para resolverlos 
utilizando las tecnicas conocidas hasta el momento. 

*31. Una copa de vino con forma de cono circular recto 
de altura h y semiangulo en el vertice a. (vease 
la Figura 7.14) se Mena de vino. Se introduce 
lentamente una bola en la copa, que desplaza al vino 
y hace que desborde. Calcule el radio R de la bola 
que hace que desborde de la copa el maximo volumen 
de vino. 



*32. La region plana finita limitada por la curva xy = 1 y 
la recta 2x + 2y = 5 se rota alrededor de dicha recta 
para generar un solido de revolucion. Calcule el 
volumen de dicho solido. 


IHII Mas volumenes mediante rodajas 


El metodo de las rodajas presentado en la Seccion 7.1 se puede utilizar tambien para determinar 
volumenes de solidos que no sean de revolucion. Todo lo que necesitamos saber es el area de la 
seccion cruzada del solido en cualquier piano perpendicular a al gun eje fijo. Si ese eje es el eje 
x, y el solido esta comprendido entre los pianos en x = a y x = b > a, y si el area de la seccion 
cruzada en el piano situado en x se puede expresar como una funcion continua (o incluso conti- 
nua por tramos) A(x), entonces el volumen del solido es 


V = 

'b 

A (x) dx 

* 

a 


En esta seccion consideraremos algunos ejemplos que no son solidos de revolucion. 

Las piramidesy los conosson solidos formados por todos los puntos de segmentos de rectas 
que unen un punto fijo, denominado vertice, con todos los puntos de una region que esta en un 
piano que no contiene al vertice. Esa region se denomina base de la piramide o cono. La Figu¬ 
ra 7.15 muestra algunas pi rami des y conos. Si la base esta limitada por segmentos rectos, el soli- 
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Figura 7.15 

Algunas piramides y conos. 

El volumen de todas el las es 

V = - Ah, siendo A el area de 

la base y h la altura medida 
en direccion perpendicular 
al piano de la base. 


do se denomina piramide. Si la base tiene al gun limite curvo, el sol i do se denomlna cono. El 
volumen de todas las piramides y conos se puede expresar como 



siendo A el area de la region de la base y h la altura desde el vertice al piano de la base, medida 
en direccion perpendicular a dicho piano. En la Seccion 16.4 presentaremos una demostracion 
muy simple de esta formula. Por el momento, la verificaremos para el caso de base rectangular. 


Ejemplo 1 


Verifique la formula del volumen de una piramide con base rectangular de area A y altura h. 


Solucion Las secciones cruzadas de la piramide en pianos paralelos a la base son rectangulos similares. 
Si el origen esta en el vertice de la piramide y el eje x es perpendicular a la base, entonces la seccion cruza- 
da en la posicion x es un rectangulo cuyas dimensiones son x/h multiplicada por las correspondientes di- 
mensiones de la base. Por ejemplo, en la Figura 7.16(a), la longitud LM es x/h multiplicada por la longitud 
PQ, como se puede ver observando los triangulos similares OLM y OPQ. Por tanto, el area de la seccion 
cruzada rectangular en x es 




(a) 


(b) 


Figura 7.16 

(a) U na piramide rectangular. 

(b) Un cono generico. 
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Entonces, el volumen de la piramide es 

h 1 

= - Ah unidades al cubo 
o 3 



Un argumento similar produce la misma formula para el volumen de un cono, es decir, una pira¬ 
mide cuya base puede tener una forma mas general (con curvas), como la que se muestra en la 
Figura 7.16(b). Aunque no es tan obvio como en el caso de la piramide, la seccion cruzada en x 
tiene todavia un area que es (x/h) 2 multiplicada por el area de la base. 


Ejemplo 2 


Una tienda de campana tiene base circular de radio a metros y se sostiene mediante una 
estructura con una barra superior que se mantiene b metros por encima del diametro de la base mediante 
dos soportes verticales en cada extremo del diametro de la base. El material de la tienda se mantiene tenso 
de forma que cada seccion cruzada perpendicular a la barra superior tiene forma de un triangulo isosceles 
(vease la Figura 7.17). Calcule el volumen de la tienda. 


Solucion Sea el eje x el diametro de la base justo debajo de la barra superior. La longitud de la base de 
la seccion cruzada en la posicion x es 2ja 2 - x 2 , por lo que su area es 


A[x) 


= * (2^a 2 - x 2 )b = b^/a 2 - x 2 


Por tanto, el volumen del solido es 

l/ = J a bja T ^x 2 dx = b^ Ja T ^x 2 dx = b n ^ = *a 2 b m 3 
Notese que hemos calculado la ultima integral por simple inspeccion. Es el area de un semidisco de radio a. 



Ejemplo 3 


Dos cilindros circulares, cada uno de radio a, se cruzan de modo que sus ejes forman un 
angulo recto. Calcule el volumen de la region en el interior de ambos cilindros. 


Solucion Representaremos los cilindros en un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional, donde 
el piano que contiene a los ejes x ey es horizontal y el ejez es vertical. La Figura 7.18 muestra la octava 
parte del solido resultante, es decir, la parte correspond!ente a los puntos que tienen sus tres coordenadas 
positivas. Los ejes de los dos cilindros coinciden con el eje x y el eje y, respectivamente. El cilindro cuyo 
eje coincide con el eje x corta al piano formado por los ejes y y z formando un circulo de radio a. 

De forma similar, el otro cilindro corta al piano formado por los ejes x y z formando un circulo de radio 
a. Se deduce entonces que si la region que esta en el interior de ambos cilindros (y que tiene x ^ 0, y > 0 y 
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z > 0) se divide mediante rodajas horizontales, entonces la rodaja que esta a una altura z por encima del 
piano xy es un cuadrado de lado Ja 2 - z 2 , cuya area es A[z) = a 2 - z 2 . El volumen V de toda la region, 
que sera ocho veces el de la parte que muestra la figura, es 


V = 8 


(a 2 - z 2 )dz = 8 





unidades al cubo 


z 



1. Un solido tiene 2 m de altura. La seccion cruzada de 
dicho solido a la altura x por encima de su base tiene 
un area de 3x metros cuadrados. Calcule el volumen 
del solido. 

2. La seccion cruzada a la altura z de un solido de altura 
total h es un rectangulo de dimensiones z y h - z. 
Calcule el volumen del solido. 

3. Calcule el volumen del solido de altura 1 cuya seccion 
cruzada a la altura z es una elipse de semiejes z y 

4. Un solido se extiende desde x = 1 hasta x = 3. La 
seccion cruzada de dicho solido en el piano 
perpendicular al eje x en la posicion x es un cuadrado 
de lado x. Calcule el volumen del solido. 

5. La altura de un solido es de 6 pies. Su seccion cruzada 
horizontal a la altura de z pies por encima de su base es 
un rectangulo de longitud 2 +z pies y anchura 8-z pies. 
Calcule el volumen del solido. 

6 . Un solido se extiende por el eje x desde x = 1 hasta 
x = 4. Su seccion cruzada en la posicion x es un 
triangulo equilatero de lado ^ Jx . Calcule el volumen 
del solido. 


7. Calcule el volumen de un solido cuya altura es de h cm 
si su seccion cruzada horizontal a cualquier altura y por 
encima de su base es un sector circular de radio a cm y 
angulo 2^(1 - (y/h)) radianes. 

8 . Los extremos opuestos de un solido estan en x = 0 y 

x = 2. El area de la seccion cruzada de dicho solido en 
un piano perpendicular al eje x en la posicion x es kx 3 
unidades al cuadrado. El volumen del solido es de 4 
unidades al cubo. Calcule k. 

9. Calcule el area de la seccion cruzada de un solido en 
cualquier piano horizontal situado a altura z desde la 
base, si el volumen de la parte del solido que esta por 
debajo de dicho piano es de z 3 unidades al cubo. 

10. Todas las secciones cruzadas de un solido en pianos 
horizontales son cuadrados. El volumen de la parte del 
solido que esta por debajo de cualquier piano a la 
altura z es de 4z unidades al cubo, con 0 < z < h, la 
altura del solido. Calcule la longitud del lado del 
cuadrado de la seccion cruzada a la altura z para 

0 < z < h. 

11 . Un solido tiene una base circular de radio r. Todas las 
secciones del solido perpendiculares a un diametro 
particular de la base son cuadrados. Calcule el volumen 
del solido. 
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12. Repita el Ejercicio 11 pero con secciones que sean 
triangulos equilateros en vez de cuadrados. 

13. La base de un solido es un triangulo rectangulo 
isosceles cuyos catetos miden 12 cm. Todas las 
secciones cruzadas perpendiculares a uno de esos 
catetos tienen la forma de la mitad de un disco 
circular. Calculeel volumen del solido. 

14. (Principio deCavalieri) Dos solidos tienen secciones 
cruzadas iguales a las mismas alturas medidas desde 
sus bases. Si los dos solidos tienen la misma altura, 
demuestre que ambos tienen el mismo volumen. 

15. La parte superior de un cilindro circular de radio r es 
un piano inclinado un determinado angulo respecto a la 
horizontal (vease la Figura 7.19). Si los puntos mas 
bajo y mas alto de dicha parte superior tienen alturas 
respectivas a y b, medidas desde la base, calcule el 
volumen del cilindro (notese que existe una forma 
geometrica send I la de obtener la respuesta, pero debe 
intentar hacerlo mediante rodajas. Puede utilizar 
rodajas rectangulares o con forma de trapecio). 



*16. (Volumen de un elipsoide) Calcule el volumen 
encerrado por el elipsoide 



Sugerencia: No es un sol ido de revolucion. Como en 
el Ejemplo 3, el eje z es perpendicular al piano de los 
ejes x e y. Todos los pianos horizontales 
z = k(-c sS k ^ c) cortan al elipsoide formando una 
elipse (x/a) 2 + (y/b) 2 = 1 - [k/c) 2 . Por tanto, 
dV = dz x el area de esta elipse. El area de la elipse 
(x/a) 2 + (y/b) 2 = 1 es nab. 


*17. (Muesca en un tronco) Se corta una muesca de 45° 
hasta el centro de un tronco cilindrico de radio 20 cm, 
como se muestra en la Figura 7.20. La otra parte 
plana de la muesca es perpendicular al eje del tronco. 
iQue volumen de madera se ha eliminado del tronco 
al cortar la muesca? 



18. (Una muesca mas pequena) Repita el Ejercicio 17, 
pero suponga que la muesca penetra solo hasta la 
cuarta parte (10 cm) del tronco. 

19. iQue volumen de madera se elimina de una tabla de tres 
pulgadas de espesor si se realiza un agujero circular de 
dos pulgadas de radio a traves del tablero, y el eje del 
agujero forma un angulo de 45° con el tablero? 

*20. (Mas cilindros que se cortan) Los ejes de dos 
cilindros circulares se cortan formando un angulo 
recto. Si los radios de los cilindros son a y b 
(a > b > 0), demuestre que el volumen de la region 
que esta en el interior de ambos cilindros es 



Sugerencia: Revise el Ejemplo 3. Intente realizar un 
diagrama similar, mostrando solo la octava parte de 
la region. La integral resultante no es sencilla. 

21. Se perfora un agujero circular de 2 cm de radio p? 
en el centro de un tronco circular de radio 4 cm, HI 
con el eje del agujero perpendicular al eje del tronco. 
Calcule el volumen de madera eliminado de dicho 
tronco. Sugerencia: Este ejercicio es muy similar al 
Ejercicio 20. Sera necesario utilizar metodos numericos 
o una calculadora con funciones de integracion 
numerica para obtener la respuesta. 




Longitud de un arco y area de una superficie 


En esta seed on vamos a considerar la forma en que se pueden utilizar las integral es para calcu- 
lar las longitudes de curvas y las areas de superficies de solidos de revolucion. 
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Longitud de un arco 

Sean A y B dos puntos del piano, y sea \AB | la distancia entre A yB.es decir, la longitud del 
segmento recto AB. 

Dada una curva e que une los dos puntos A y B, deseamos definir lo que se entiende por 
longitud de la curva edesde4 hastafi. Supongamos que escogemos una serie de puntos A =P 0 , 

P h P 2 . P n - 1 y P n = B ordenados a lo largo de la curva, como se muestra en la Figura 7.21. 

La linea poligonal P 0 PiP 2 ---P n -iP n , construida uniendo parejas adyacentes de los puntos ante- 
riores con segmentos rectos, forma una aproximacion poligonal a la curva e, de longitud 

^-n = |P 0 P 11 + IP 1 P 21 + F | P n _ iP n | — Yj I P i - 1 P i I 

/ = ! 


Pn = B 



Pn -1 


Figura 7.21 Aproximacion poligonal 
a la curva e. 


La intuicion nos dice que la curva de minima longitud que une dos puntos es un segmento recto, 
por lo que la longitud L n de cualquier aproximacion poligonal a la curva e no puede ser superior 
a la longitud de e. Si aumentamos n anadiendo mas vertices a la linea poligonal entre los verti¬ 
ces adyacentes, L n no puede reducirse, sino solo incrementarse. Si existe un numero finito K tal 
que L n ^ K para toda aproximacion poligonal e, entonces debe existir un minimo de dichos nu- 
meros K (por la completitud de los numeros reales), y denominaremos a ese valor minimo de K, 
longitud de arco de e. 


DEFINICION 1 

La longitud dearco de la curva edesde/\ hasta B es el minimo numero real s tal que las 
longitudes L n de todas las aproximaciones poligonal es a e cumplen que L n s; s. 


Las curvas cuyas longitudes de arco son finitas se denominan rectificables. Su longitud de arco 
s es el limite de las longitudes L n de las aproximaciones poligonales cuando n -> oo de forma 
que la longitud maxima del segmento |P,| -> 0. 

Es posible construir curvas continuas que esten acotadas (es decir que no escapen hacia el 
infinite por ninguna parte), pero que no sean rectificables. Esas curvas tienen longitud infinita. 
Para evitar estos ejemplos patologicos, supondremos que nuestras curvas son suaves, es decir, 
que se pueden definir mediante funciones que tienen derivadas continuas. 

Longitud de arco de la grafica de una funcion 

Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado y finito [a, b], con derivada f continua en 
dicho intervalo. Si ees la grafica de f, es decir, la grafica de la ecuacion y = f(x), entonces cual- 
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quier particion del intervalo [a, b] permite construir una aproximacion poligonal ae. Para la par- 
ticion 

{a = x 0 < Xj < x 2 < ••• < x n = b} 

sea Pj el punto (x,, f(x,)), (0 < / < n). La longitud de la linea poligonal P 0 P 1 P 2 ■■■P n -i p n es 


L n = Z |P/-iP/l = I V(*/ _x /-i) 2 + ~ f ( x i- 1)) 2 


/=! 


f=i 


siendo Ax,- = x, - x, 
|x,_ 1( X/| tal que 


!■ 


= Z J1 + 
/ = ! 


f(X,) - fU,-!) 


Xf-X,-! 

Por el Teorema del Valor Medio, existe un 


Ax ; 

numero c, en el intervalo 


fix,) ~ f(x i - 1 ) 
X/ -X,-! 


f'(c,) 


n 

y, por tanto, tenemos que /.„ = £ ^/l + (f'(c,)) 2 Ax,-. 

i = i 

A si, L n es una suma de Riemann para la integral \ b a ^/l + ( f'(x)) 2 dx. Siendo el limite de 
esas sumas de Riemann cuando n -» 00 tal que max (Ax,) -> 0, esa integral corresponde a la lon¬ 
gitud de la curva e. 


La longitud de arco s de la curva y = f (x) desde x = a hasta x = b se expresa como 

f'b _ fb 


S = 


1 + (f'(x)Vdx = 


1 + 


dx 


La formula integral anterior puede verse como una forma de expresar longitud de arco s de la 
curva e como una «suma» de elementos de longitud de arco 


s = 


n = b 

ds, 


J x = a 


siendo ds = Jl + (f'(x)) 2 dx 


La Figura 7.22 nos muestra una forma adecuada para recordar esto y tambien sugiere como se 
pueden obtener formulas similares para elementos de longitud del arco de otros tipos de curvas. 
El triangulo diferencial de la figura sugiere que 

(ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 



dx 


Figura 7.22 U n triangulo diferencial. 
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Dividiendo esta ecuacion por (dx) 2 y tomando rafces cuadradas, se obtiene 

(S’-(I)’ 


s-Ml 


ds = ^1 + ^J dx = 7l + (f'(x)) 2 dx 

Un argumento similar permite demostrar que dada una curva especificada por una ecuacion de la 
forma x = g(y), (c y ^ d), el elemento de longitud de arco es 


ds = ^1 + f - \ dy = V 1 + (g'(y)) 2 dy 


Ejemplo 1 


Calcule la longitud de la curva y = x 2/3 desde x = 1 hasta x = 8. 


Solucion Como dy/dx = § x 1/3 es continua entre x = lyx = 8y ademas en ese intervalo x 1/3 > 0, la 
longitud de la curva se expresa como 

f 8 / 4 f 8 9x ; 1 • 4 

s - J 1 *) 1 *■ JlF* 


8 ,/9x 2/3 + 4 


Sea u = 9x 2/3 + 4 
du = 6x " 1/3 dx 


1 f i,9 1 40740-13713 

= — u 1/2 du = — u 3/2 =—^— — v unidades 

18 J i3 27 13 27 


Ejemplo 2 


Calcule la longitud de la curva y = x 4 + —^ desde x = 1 hasta x = 2. 


dy , 1 

Solucion En este caso — = 4x — —^ 
dx 16x 3 


7 ^ + 7-7 

dx \ 16x 3 


= 1 + (4x 3 ) 2 - - + 


2 \ 16x 


=(4x3|!+ 1 + (7T = 7 + 7T 


La expresion de los ultimos parentesis es positiva para 1 < x ^ 2, por lo que la longitud de la curva es 


s - j, ( 4 * 3+ 7V -1** 


32xV, 


1 / 1\ 3 

= 16 - —— - (1 - — ) = 15 + —— unidades 
128 \ 32/ 128 
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Los ejemplos anteriores son aparentemente simples; las curvas se han escogido de forma que las 
integrales de la longitud de arco se pudieran calcular facilmente. Por ejemplo, el numero 32 de 
la curva del Ejemplo 2 se escogio para que la expresion 1 + (dy/dx) 2 se transformara en un cua- 
drado perfecto y su rafz cuadrada no causara problemas. Debido a la rafz cuadrada en la formula, 
los problemas de longitud de arco producen, para la mayorfa de las curvas, integrales que son 
diffciles o imposibles de resolver sin utilizar tecnicas numericas. 


Ejemplo 3 


(Fabrication de paneles ondulados) Se van a transformar hojas planas rectangulares de 
metal de 2 m de anchura en paneles ondulados para tejados tambien de 2 m de anchura doblandolos para 
que tomen una forma sinusoidal, como se muestra en la Figura 7.23. El periodo del seno de la curva de la 
seccion cruzada es de 20 cm. Su amplitud es de 5 cm, por lo que el espesor del panel es de 10 cm. ^De que 
longitud debe cortarse la hoja plana de metal si los paneles resultantes deben tener 5 m de longitud? 



Solucion La Figura 7.24 muestra un periodo de la seccion cruzada sinusoidal. Todas las distancias estan 
en metros; la amplitud de 5 cm se muestra como 1/20 m, y el periodo de 20 cm se muestra como 2/10 m. 
La ecuacion de la curva es 

1 

y = — sen (IOttx) 


Notese que se requieren 25 periodos para producir un panel de 5 m de longitud. La longitud de la hoja 
plana requerida sera 25 veces la longitud de un periodo de la curva sinusoidal: 


s 


25 |' Jl + 0cos(lO7ix)J dx 


Sea t = 10nx 
dt = lOftdx 


5 

2 n 




71 10 

+ — cos 2 tdt = — 
4 71 




La integral se puede calcular numericamente empleando las tecnicas del capitulo anterior o bien utilizando 
la funcion de integral definida de una calculadora cientifica avanzada. Su valor es de s « 7.32. Por tanto, la 
hoja de metal plana debe tener aproximadamente 7.32 m de longitud para producir un panel ondulado final 
de 5 m de longitud. 



Figura 7.24 
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Si las integrales necesarias para resolver problemas estandar como los de longitudes de arco de 
curvas simples no se pueden calcular de forma exacta, se utilizan algunas veces para definir nue- 
vas funciones cuyos valores se tabulan o se incorporan a programas de computador. Un ejemplo 
de esto es la funcion integral eliptica completa que aparece el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 4 


el ipse 


(Longitud de circunferencia de una elipse) Calcule la longitud de circunferencia de la 



siendo a ^ b > 0. Vease la Figura 7.25. 



Figura 7.25 


, , / X b , 

Solucion La ecuacion de la mitad superior de la elipse es y = b 1 — j = _ v a - x ■ Por tanto, 

V 3 a 

dy b x 
dx a J a 2 - x 2 


con lo que 


i + m ! =i + t2 * ! 


dx 


a 2 a 2 - x 2 


2\„2 


_ a 4 - (a 2 - b z )x 
a 2 (a 2 - x 2 ) 

La longitud de la circunferencia de la elipse es cuatro veces la longitud del arco de la parte que esta en el 
primer cuadrante; por tanto, 


s = 4 


= 4 


/a 4 - (a 2 - b 2 )x 2 


a x /a 2 - x 2 


dx 


71/2 ,/a 4 - (a 2 - b 2 )a 2 sen 2 t 


a [a cost) 


Sea x = a sent 
dx = a cos tdt 

a cos tdt 


'nil 

= 4 Ja 2 - (a 2 - b 2 ) sen 2 tdt 

J o 


= 4a 


1 - 


a 2 - ib 2 


-sen 2 tdt 


= 4a ,/l - e 2 sen 2 tdt unidades 
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siendo e = (Ja 2 - b 2 )/a la excentricidad de la elipse (vease la Seccion 8.1, donde se presentan las elipses 
en profundidad). Notese que 0 < e < 1. La funcion E(e), definida como 



se denomina integral elfptica completa de segunda dase. Esta integral no se puede calcular mediante tec- 
nicas elementales para un valor general de e, aunque se pueden aplicar metodos numericos para obtener 
valores aproximados para un valor de e dado. En las recopilaciones de tablas matematicas se pueden encon- 
trar tablas con los valores de E(e) para diversos valores de s. Como se demuestra anteriormente, la longitud 
de circunferencia de la elipse es 4aE(s). Notese que para a = b tenemos e = 0, y la formula da como resul- 
tado la longitud de la circunferencia en el caso circular: s = 4a(7t/2) = 2na unidades. 


Areas de superficies de revolucion 

Cuando una curva plana rota (en tres dimensiones) alrededor de una recta en el piano de la cur- 
va, forma lo que se denomina una superficie de revolucion. Por ejemplo, una esfera de radio a 
se puede generar rotando una semicircunferencia de radio a alrededor de su diametro. El area de 
una superficie de revolucion se puede obtener integrando un elemento de area dS construido ro¬ 
tando el elemento de arco ds de la curva alrededor de la recta dada. Si el radio de rotacion del 
elemento ds es r, entonces genera, al rotar, una banda circular de anchura ds y longitud (circun¬ 
ferencia) 2nr. El area de esta banda es, por tanto, 

dS = 2nr ds 

como se muestra en la Figura 7.26. Las areas de superficies de revolucion alrededor de lineas se 
obtienen integrando dS eligiendo apropiadamente r. He aqui algunos casos especiales impor- 


Figura 7.26 Banda circular generada rotando el elemento de longitud de arco ds 
alrededor del eje. 


tantes. 



Area de una superficie de revolucion 

Si f'[x) es continue en el intervalo [a, b] y la curva y = f(x) se rota alrededor del eje x, el 
area de la superficie de revolucion que se genera es 

l'X = b i'a 


5 = 2n 


\y\ds = 2n 


\f(x)\Jl + (f'(x)) 2 dx 


Jx=a J b 

Si la rotacion es alrededor del ejey, el area de la superficie es 

fx=b rt> 


S = 2n 


|X|ds = 2n 


\x\Jl + (f'(x)) 2 dx 


J x=a 


a 
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Si g'(y) es continua en el intervalo [c, d] y la curva x = g(y) se rota alrededor del eje x, el 
area de la superficie de revolucion que se genera es 


S = 2 n 


r y = d 


y=c 


I'd 


Ids = 27 


lVl + (g'(y)) 2 dy 


Si la rotacion es alrededor del eje y, el area de la superficie es 


ry=d 


S = 2n 


r d 


Ix|ds = 2n 


y = c 


\g(y)\Jl + ig'(y)) 2 dy 


Observacion Algunas veces los estudiantes se preguntan por que son realmente necesarias 
formulas tan complicadas. iPor que no utilizar simplemente dS = 27i|y| dx para expresar el ele- 
mento de area cuando y = f(x) se rota alrededor del eje x en vez del elemento de area mas com- 
plicado dS = 27r|y| ds? Despues de todo, tanto dx como ds son infinitamente pequenos y, de he- 
cho, hemos utilizado dx para expresar la anchura del elemento de volumen con forma de disco 
bajo la curva y = f(x) alrededor del eje x para generar un solido de revolucion. La razon es algo 
sutil. Para espesores pequenos Ax, el volumen de una rodaja del sol ido de revolucion solo es 
ny 2 Ax de una forma aproximada, pero el error es pequeno comparado con el volumen de esta 
rodaja. Por otra parte, si se utilizara 27i|y|Ax como una aproximacion al area de una banda del- 
gada de la superficie de resolucion correspondiente a un Intervalo situado en x de anchura Ax, el 
error no serla pequeno comparado con el area de esa banda. Si, por ejemplo, la curva y = f(x) 
tiene pendiente 1 en x, entonces la anchura de la banda es realmente As = ^f2 Ax, por lo que el 
area de la banda es AS = 2n^2\y\Ax, no solo 27i|y|Ax. Cuando se rota una curva para obtener 
el area de una superficie de revolucion, siempre hay que utilizar el elemento de longitud de arco 
apropiado a lo largo de dicha curva. 


Ejemplo 5 


radio a. 


(Area de la superficie de una esfera) Calcule el area de la superficie de una esfera de 


Solucion La esfera se puede generar rotando la semicircunferencia de ecuacion y = Ja 2 -x 2 , 
(~a x ^ a), alrededor del eje x (vease la Figura 7.27). Como 


dy x x 

dx ~ Ja 2 - x 2 ~ y 



1 = y/cfi 


Figura 7.27 Un elemento de area en una esfera. 
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el area de la esfera se expresa como 


S = 2t 


y 1 + - cfx 


= 4tt Jy 2 + x 2 dx 


= 471 Ja dx = \nax 


= 47ia 2 unidades al cuadrado 


Ejemplo 6 


_ (Area de superficie de una antena parabolical Calcule el area de superficie de un reflec- 

tor parabolico cuya forma se obtiene rotando el arco de parabola y = x 2 , (0 sg x ^ 1), alrededor del eje y, 
como se muestra en la Figura 7.28. 


Solucion El elemento de longitud de arco de la parabola y = x 2 es ds = Jl + 4x 2 dx, por lo que el area 
de la superficie pedida es 

S = 27r f xjl + 4x 2 dx Sea u = 1 + 4x 2 
■'° du = 8x dx 


71 

4 


u 1/2 du 



n 

6 


(5 n /5 - 1) unidades al cuadrado 



Ejercicios 7.3 


En los Ejercicios 1-14, calcule las longitudes de las curvas 
dadas. 


1. y = 2x - 1 desde x = 1 hasta x = 3 

2. y = ax + b desde x = A hasta x = B 

2 „ 

3. y = - x J/ ^ desde x = 0 hasta x = 8 


4. y 2 = (x - l) 3 desde (1, 0) hasta (2, 1) 

5. y 3 = x 3 desde (-1, 1) hasta (1, 1) 

6 . 2(x + l) 3 = 3(y-l) 2 desde (-1, 1) hasta (0, l + ,/2/3) 


x 3 1 


7. y = — + - desde x = 1 hasta x = 4 
12 x 


x J 1 

8 . y = — + — desde x = 1 hasta x = 2 

3 4x 

9. 4y = 2 Inx - x 2 desde x = 1 hasta x = e 

, Inx 

10 . y = x - — desde x = 1 hasta x = 2 


e x + e x 

11 . y = —--(= cosh x) desde x = 0 hasta x = a 


12. y = In cosx desde x = n/6 hasta x = 7i/4 
*13. y = x 2 desde x = 0 hasta x = 2 
e x - 1 

*14. y = In —- desde x = 2 hasta x = 4 
e x + 1 
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15. Calcule la longitud de la circunferencia de la curva 
cerrada x 2/3 + y 2/3 = a 2/3 . Sugerencia: La curva es 
simetrica respecto a ambos ejes de coordenadas (ipor 
que?), de forma que una cuarta parte de ella esta en el 
primer cuadrante. 


Utilice metodos numericos (o una calculadora con funcion 
de integracion) para calcular las longitudes de las curvas de 
los Ejercicios 16-19 con una precision de cuatro cifras 
decimales. 


16. y = x 4 desde x = 0 hasta x = 1 [ 

17. y = x 1/3 desde x = 1 hasta x = 2 

18. La circunferencia de la elipse 3x 2 + y 2 = 3 

19. El arco mas corto de la elipse x 2 + 2y 2 = 2 
entre (0, 1) y (1, 1 /Jl). 


En los Ejercicios 20-27, calcule las areas de las superficies 
que se obtienen rotando las curvas dadas alrededor de las 
rectas que se indican. 

20. y = x 2 , (0 x ^ 2) alrededor del eje y. 

21 . y = x 3 , (0 ^ x ^ 1) alrededor del eje x. 

22 . y = x 3/2 , (0 ^ x ^ 1) alrededor del eje x. 

23. y = x 3/2 , (0 ^ x ^ 1) alrededor del eje y. 


24. y = e x , (0 ^ x ^ 1) alrededor del eje x. 


25. y = senx, (0 x n) alrededor del eje x. 

x 3 1 

26. y = — + -, (1 ^ x «; 4) alrededor del eje x. 


x 3 1 

27. y = — + -, (1 ^ x 4) alrededor del eje y. 


rotando la circunferencia (x - b) 2 + y 2 = a 2 alrededor 
del ejey. 

30. (Area de un esferoide prolado) Calcule el area de la 
superficie que se obtiene rotando la elipse 

x 2 + 4y 2 = 4 alrededor del eje x. 

31. (Area de un esferoide oblado) Calcule el area de la 
superficie que se obtiene rotando la elipse x 2 + 4y 2 = 4 
alrededor del eje y. 

*32. La elipse del Ejemplo 4 se rota alrededor de la recta 
y = c > b para generar un donut con seccion cruzada 
eliptica. Exprese el area de la superficie de este donut 
en funcion de la integral eliptica completa E(s) 
presentada en ese ejemplo. 

*33. Exprese la formula integral obtenida para la longitud 
de la hoja de metal del Ejemplo 3 en funcion de la 
integral eliptica completa E(s) presentada en el 
Ejemplo 4. 

34. (Una propiedad interesante de las esferas) Si dos 

pianos paralelos cortan a una esfera, demuestre que el 
area de la superficie de la parte de la esfera que esta 
entre los dos pianos depende solo del radio de la esfera 
y de la distancia entre los pianos, y no de su posicion. 

35. iPara que valores reales de k la superficie generada 
rotando la curva y = x k , (0 < x < 1), alrededor del eje 
y tiene una superficie de area finita? 

*36. La curva y = Inx, (0 < x ^ 1), se rota alrededor del 
ejey. Calcule el area de la superficie en forma de asta 
que se genera. 

37. Un recipiente hueco con forma de asta infinitamente 
larga se genera rotando la curva y = 1/x, (1 ^ x < oo), 
alrededor del eje x. 


28. (Area de la superficie de un cono) Calcule el area de 
la superficie curva de un cono circular recto con radio 
en la base r y altura h que se obtiene rotando el 
segmento recto que va desde (0, 0) hasta (r, h) 
alrededor del eje y. 

29. (^.Cuanto glaseado hay en un donut?) Calcule el 
area de la superficie del torn (donut) que se obtiene 


(a) Calcule el volumen del recipiente. 

(b) Demuestre que el area de la superficie del 
recipiente es infinita. 

(c) iComo se explica la «paradoja» de que el 
contenedor se puede llenar con un volumen finito 
de pintura pero requiere una cantidad infinita de 
pintura para cubrir su superficie? 


y| Masas, momentos y centros de masas 

M uchas magnitudes de interes en ffsica, mecanica, ecologfa, finanzas y otras disciplinas se pue- 
den expresar en funcion de densidades sobre regiones del espacio, del piano o incluso de la recta 
real. Para determinar el valor total de la magnitud hay que sumar (integrar) las contribuciones de 
los diversos lugares donde dicha magnitud esta distribuida. 

Masa y densidad 

Si un objeto solido esta hecho de un material homogeneo, diferentes partes del mismo que ten- 
gan identico volumen tendran tambien la misma masa. Expresaremos esta homogeneidad di- 
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ciendo que el objeto tiene densidad constante, siendo esa densidad su masa dividida por su volu- 
men, bien para todo el objeto o bien para cualquier parte del mismo. A si, por ejemplo, un ladri- 
llo rectangular de dimensiones 20 cm, 10 cm y 8 cm tendrfa un volumen 
1/ = 20 x io x 8 = 1600 cm 3 y si estuviera hecho de un material con densidad constante <5 = 3 
g/cm 3 , su masa seria m = 8V = 3 x 1600 = 4800 g (utilizaremos la letra griega delta minuscula 
(8) para representar la densidad). 

Si la densidad del material que forma un objeto solido no es constante sino que varfa de un 
punto a otro del objeto, no existe una relacion tan simple entre masa y volumen. Si la densidad 
8 = 8(P) es una funcion continua de la posicion P, se puede subdividir el sol ido en muchos pe- 
quenos elementos de volumen y, considerando que 8 es aproximadamente constante en cada uno 
de sus elementos, determinar las masas de todos esos elementos y sumarlas para calcular la masa 
del solido. La masa Am de un elemento de volumen AV que contiene al punto P debe cumplir 

Am « <5(F) AV 

de forma que la masa m del solido se puede aproximar asf: 

m = E AmxY J S(P)AV 


Por «densidad en un punto P» de un objeto solido queremos indicar el limite S(P) del cociente 
masa/volumen para una parte del solido que esta en una pequena region que contiene a P, por 
ejemplo, bolas centradas en P, cuando las dimensiones de las regiones tienden a cero. A si defini- 
da, la densidad 8 es continua en P si se puede asegurar que \8(Q) - 8(P) \ se hace tan pequena 
como queramos cuando Q se acerca suficientemente a P. 


Estas aproximaciones se hacen exactas al pasar al limite de las masas diferenciales y los elemen¬ 
tos de volumen, dm = 8(P)dV, de forma que podemos pensar en calcular las masas utilizando 
integrales, es decir, como limite de esas sumas: 


m = 



r 




8(P)dV 


Ejemplo 1 


La densidad de un cilindro vertical solido de altura H cm y area en la base A 
8 = <5 0 (1 + h) g/cm 3 , siendo h la altura en centimetres desde la base y (5 0 una constante. Calcule 
del cilindro. 


cm 2 es 
la masa 


Solucion Vtease la Figura 7.29(a). Una rodaja del solido a una altura h por encima de su base y con es- 
pesor dh tiene la forma de un disco circular de volumen dV = A dh. Como la densidad es constante en todo 
ese disco, la masa del elemento de volumen es 


dm = 8 dV = (5 0 (1 + h)A dh 


Por tanto, la masa del cilindro complete es 

m = f (5(y4(l + h)dh = cSqA ( H 



Ejemplo 2 


(Uso de capas esfericas) La densidad de cierto planeta esferico de radio R m varia con la 
distancia r a su centre de acuerdo con la formula 


8 = 


1 + r 


kg/m 3 


Calcule la masa del planeta. 
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Solucion Recuerdese que el area de la superficie de una esfera de radio r es 47ir 2 . El planeta puede con- 
siderarse compuesto por capas esfericas concentricas cuyo radio varia entre 0 y R. El volumen de una capa 
de radio r y espesor dr (vease la Figura 7.29(b)) es igual al area de superficie multiplicada por su espesor, y 
su masa es su volumen multiplicado por su densidad: 

, r 2 

dV = 47r 2 dr; dm = SdV = 47i<5 0 - 5 dr 

1 + r 2 


Sumando las masas de las capas se obtiene la masa de todo el planeta: 


m = 47i£>o 


■R j-2 

ITT 2 


dr = 47r5 0 i 1 


1 + r 


dr 


= 4nS 0 (r - tan x r) 


= 47r<5 0 (R - tan 1 R) kg 




(b) 


Figura 7.29 

(a) Un cilindro solido cuya densidad 
varia con la altura. 

(b) Corte de un planeta cuya densidad 
depende de la distancia a su centra. 


Se pueden aplicar tecnicas similares para obtener las masas de objetos unidimensionales y bidi- 
mensionales, tales como cables y discos finos, que tengan densidades variables de la forma ma- 
sa/unidad de longitud (densidad lineal) y masa/unidad de area (densidad de area). 


Ejemplo 3 


U n cable de composicion variable se estira siguiendo el eje x desde x = 0 hasta x = L cm. 
Calcule la masa del cable si la densidad lineal en la posicion x es <5(x) = kx g/cm, siendo k una constante 
positiva. 


Solucion La masa de un elemento de longitud dx del cable situado en la posicion x se expresa como 
dm = 5(x)dx = kxdx, Por tanto, la masa del cable es 



Ejemplo 4 


_ Calcule la masa de un disco de radio a cm cuyo centra esta en el origen del piano xy si la 

densidad de area en la posicion (x, y) es 5 = k(2a + x) g/cm 2 , siendo k una constante. 


Solucion La densidad depende solo de la coordenada horizontal x, por lo que es constante a lo largo de 
lineas verticales en el disco. Esto sugiere que se deben utilizar bandas verticales finas como elementos 
de area. Una banda vertical de espesor dx situada en x tiene un area de dA = 2 Ja 2 - x 2 dx (vease la Figu¬ 
ra 7.30). Por tanto, su masa es 


dm = SdA = 2k(2a + x)Ja 2 - x 2 dx 
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Y la masa del disco es 


m = 


*x = a pa 

dm = 2k | (2a 


x)Ja 


x 2 dx 


= 4a/c J Ja 2 -x 2 dx + 2k 

na 2 , 

= Aak — + 0 = 2nka 3 g 


xja 2 - x 2 dx 


Hemos utilizado el area de un semicirculo para calcular la primera integral. La segunda integral es cero 
porque el integrando es impar y la integral es simetrica respecto a x = 0. 



Las distribuciones de masa a lo largo de estructuras unidimensionales (lineas o curvas) conducen 
necesariamente a integrales de funciones de una variable, pero las distribuciones de masa sobre 
una superficie o en el espacio pueden conducir a integrales de funciones de mas de una variable. 
Esas integrales se estudian en calculo multivariable (vease, por ejemplo, la Seccion 14.7). En los 
ejemplos anteriores, las densidades dadas son funciones de solo una variable, por lo que estos 
problemas, aunque de naturaleza multidimensional, conducen a integrales de funciones de solo 
una variable, que se pueden resolver con los metodos conocidos hasta ahora. 

Momentos y centros de masas 

El momento con respecto al punto x = x 0 de una masa m situada en la posicion x sobre el eje x 
es el producto m(x - x 0 ) de la masa y su distancia (con signo) a x 0 . Si el eje x es un brazo hori¬ 
zontal con una bisagra en x 0 , el momento con respecto a x 0 mide la tendencia del peso de la 
masa m a hacer que el brazo rote. Si varias masas m 1 , m 2 , m 3 , m n estan situadas en los puntos 
x lf x 2 , x 3 , ..., x n , respectivamente, entonces el momento total del sistema de masas respecto al 
punto x = x 0 es la suma de los momentos individuales (vease la Figura 7.31): 

n 

M x=x „ = (x x - x 0 )m 1 + (x 2 - x 0 )m 2 + ■■■ + (x n - x 0 )m n = £ (x, - x 0 )m y 

l=i 


m2 

x 2 


m i m3 m5 m4 

-•-• - • - • 

X\ X3 X5 X4 


Figura 7.31 U n sistema de masas 
discretas sobre una recta. 


o 
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El centro de masas del si sterna de masas es el punto x con respecto al que el momenta total 
del sistema es cero. Entonces, 


n n 

0 = I (Xj - x)mj = I XjiVj 

j =i j =i 

A si, el centro de masas del sistema se expresa como 


x“ X m i 


i=i 


I xjmj 
j°i 

X "i 

i =1 


M 


x = 0 


m 


siendo m la masa total del sistema y M x=0 el momenta total respecto a x = 0. Si pensamos en el 
eje x como un cable sin peso que da soporte a las masas, entonces x es el punto de donde se 
podria colgar el cable quedando en perfecto equiIibrio, sin inclinarse a ningun lado. Incluso si el 
eje representa un soporte sin peso x = x, como un balancin, quedara en equilibrio despues de 
anadir las masas, suponiendo que estaba previamente el equilibrio. A muchos efectos, un sistema 
de masas se comporta como si su masa total estuviera concentrada en su centro de masas. 

Supongamos ahora que una distribucion unidimensional de masa con densidad lineal variable 
de forma continua <5(x) se situa en el intervalo [a, b] del eje x. Un elemento de longitud dx situa- 
do en la posicion x contiene una masa dm = S(x)dx, por lo que su momenta es 
dM x=0 = xdm = x5(x) dx con respecto a x = 0. El momenta total con respecto a x = 0 es la su- 
ma (integral) de esos elementos de momenta: 


M 


x = 0 ~ 


f xS(x) dx 




a 


Como la masa total es 


m = 


f <5(x) dx 




a 


se obtiene la siguiente formula para el centro de masas. 


El centro de masas de una distribucion de masas con densidad lineal <5(x) en el intervalo 
[a, b] es 


x = 


M x=o 

m 


-b 

x<5(x) dx 

9 

r*b 

<5(x) dx 
J a 


Ejemplo 5 


iDe que punto se puede suspender el cable del Ejemplo 3 para que este en equilibrio? 

Solucion En el Ejemplo 3 calculamos que la masa del cable era kL 2 /2 g. Su momenta respecto a x = 0 
es 


M 


x=0 


•L 

xS(x) dx 
o 

L ■> f k x 3 

kx 2 dx = { — 
o 


kL 3 

= —g-cm 
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Notese que las unidades apropiadas del momenta son unidades de masa por unidades de distancia, en este 
caso de gramos-centimetros. El centra de masas del cable es 

__kL 3 /3_2L 

X ~E 2 / 2 _ y 

el cable quedara en equilibrio si se cuelga de la posicion x = 2L/3 cm. 


Ejemplos en dos y tres dimensiones 

El sistema de masas considerado en el Ejemplo 5 es unidimensional y dispuesto en linea recta. 
Si la masa se distribuye en un piano o en el espacio, se aplican consideraciones similares. Dado 

un sistema de masas m 1 en (x 1( yj, m 2 en (x 2 , y 2 ). m n en (x n , y„), su momenta respecto a 

x = 0 es „ 

M x=0 = *i™i + x 2 m 2 + ■ ■ ■ + x n m n = £ *jmj 

i =i 


y su momenta respecto a y = 0 es 


M y =o = Yi/ni + y 2 m 2 + ••• +y n m n 
El centro de masas es el punto (x, y), siendo 


n 


1 Yj m i 
i = i 



En el caso de distribuciones continuas de masa, las sumas se convierten en las integrales apro¬ 
piadas. 


Calcule el centro de masas de una placa rectangular que ocupa la region Osjx^a, 
0 ^ y «; b, si la densidad de area del material de la placa en la posicion (x, y) es ky. 

Solucion Como la densidad es independiente de x y el rectangulo es simetrico respecto a la recta x=a/2, 
la coordenada x del centro de masas debe ser x = a/2. La masa de una banda horizontal fina de anchura dy 
situada a la altura y (cease la Figura 7.32) es dm = akydy. El momenta de esta banda respecto a y = 0 es 
dM y=0 = ydm = kay 2 dy. Por tanto, la masa y el momenta respecto a y = 0 de la placa valen 



Por tanto, y = M y=0 /m = 2b/3 y el centro de masas de la placa es (a/2, 2b/3). La placa quedara en equili¬ 
brio si se cuelga de este punto. 
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Para el caso de distribuciones de masa en el espacio tridimensional se definen, analogamente, los 
momentos M x=0 , M y=0 y M z=0 del sistema de masas respecto a los pianos x = 0, y = 0yz = 0, 
respectivamente. El centro de masas es (x, y, z), siendo 

m m m 

m es la masa total m = m 1 + m 2 + ■■■ + m n . En el caso de distribuciones continuas de masa, las 
sumas se convierten de nuevo en integrales. 


Ejemplo 7 


_ Calcule el centro de masas de una semiesfera solida de radio R pies si su densidad a 

altura de z pies por encima del piano de su base es de SqZ lb/pie 3 . 


la 


Solucion El solido es simetrico respecto al eje vertical (que denominaremos eje z), y la densidad es 
constante en pianos perpendiculares a dicho eje. Por tanto, el centro de masas debe estar en algun lugar de 
ese eje. Una rodaja del solido situada a una altura z por encima de su base y de espesor dz tiene la forma 
de un disco de radio ^R 2 - z 2 ( vease la Figura 7.33). Su volumen es dV = n(R 2 - z 2 ) dz y su masa es 
dm = S 0 zdV = S 0 n(R 2 z - z 3 ) dz, Su momenta respecto al piano de la base z = 0 es dM z=0 = zdm = 
= S 0 7i(R 2 z 2 - z*)dz. La masa del sol ido es 


m = 5 0 n 


(R 2 z - z 3 )dz = 5qtz 




n 

4 


<5 0 R 4 lb 


z 



Figura 7.33 Elemento de masa de una semiesfera solida cuya densidad depende de la altura. 


El momenta de las semiesfera con respecto al piano z = 0 es 


M z=0 = S 0 n I (R 2 z 2 - z q )dz = S 0 ji 


R 2 z 3 


n 2 n 

= — 5qR 5 lb-pie 
o J -- 3 


Por tanto, el centro de masas esta en el eje de simetria de la semiesfera a la altura z = M z=0 /m = 8R/15 ft 
por encima de su base. 


Ejemplo 8 


Calcule el centro de masas de una placa que ocupa la region a^x^b, f (x) si su 

densidad en el punto (x, y) es 5(x). 


Solucion La Figura 7.34 muestra el elemento de area adecuado. Su area es f(x)dx y su masa 


dm = S(x) f(x) dx 


Su momenta respecto a x = 0 es 

dM x=0 = xS(x) f(x) dx 

Como la densidad depende solo de x, el elemento de masa dm tiene densidad constante, por lo que la coor- 
denada y de su centro de masas esta en su punto medio: y dm = \ f(x). Por tanto, el momenta del elemento 
de masa dm respecto a y = 0 es 

1 

dM y= o = y dm dm = - <5(x)( f (x)) 2 dx 
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Las coordenadas del centra de masas de la placa son x = 


M x=o 
m 


ey = 


m 


, siendo 



m = j* S(x)f(x)dx 
M x= o = j* xS(x)f(x)dx 
M y=0 = ^ f S(x)(f(x)) 2 dx 


Figura 7.34 Elemento de masa de una placa. 


Observacion Se pueden obtener formulas similares si la densidad depende dey en vez de de- 
pender de x, suponiendo que la region admite un elemento de area horizontal adecuado (por 
ejemplo, si la region se especifica como c^y^d, 0«cx <g(y)). El calculo del centro de ma¬ 
sas de placas que ocupan regiones especificadas por funciones de x, pero en las que la densidad 
depende de y, requieren en general el uso de «integrales dobles». Por tanto, esos problemas se 
estudiaran en calculo multivariable (vease la Seccion 14.7). 


Ejercicios 7.4 


Calcule las masas y los centres de masas de los sistemas 
que se presentan en los Ejercicios 1-16. Tenga en cuenta 
las simetrias. 

1. Un cable recto de longitud L cm, en el que la densidad 
a la distancia de s cm desde uno de sus extremos es 
<5(s) = sen ns/L g/cm. 

2. Un cable recto sobre el eje x desde x = 0 hasta x = L, 
si su densidad es constante 5 0 , pero el radio de su 
seccion cruzada varia de forma que su valor en x es 

a + bx. 

3. Una placa con forma de un cuarto de circulo de radio 
a, densidad de area constante <5 0 y que ocupa la region 
x 2 + y 2 < a 2 , x $5 0 , y ^ 0 . 

4. Una placa con forma de un cuarto de circulo de radio a 
que ocupa la region x 2 + y 2 < a 2 , x > 0 , y ^ 0 y con 
densidad de area <5(x) = <5 0 x. 

5. U na placa que ocupa la region 0 < y < 4 - x 2 , si su 
densidad de area en (x, y) es ky. 


6 . Una placa con forma de triangulo rectangulo cuyos 
catetos miden 2 m y 3 m, si la densidad de area en 
cualquier punto P de la placa es 5h kg/m 2 , siendo h la 
distancia del punto P al cateto mas corto. 

7. Una placa cuadrada cuyo lado mide a cm, si su 
densidad de area en el punto P es de kx g/cm 2 , siendo 
x la distancia desde el punto P a un lado del cuadrado. 

8 . La placa del Ejercicio 7, pero ahora con densidad de 
area kr g/cm 2 , siendo r la distancia (en centimetres) 
desde el punto P a una de las diagonales del cuadrado. 

9. Una placa de densidad <5(x) que ocupa la region 
a < x < b, f(x) ^ y ^ g(x). 

10. U n ladrillo rectangular de dimensiones 20 cm, 10 cm y 
5 cm, si la densidad en el punto P es de kx g/cm 3 , 
siendo x la distancia desde P a una de sus caras de 
dimension 10 x 5. 

11 . Una bola solida de radio R m, si la densidad en el 
punto P es de z g/m 3 , siendo z la distancia desde el 
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punto P a un piano que esta a distancia 2 R m del 
centra de la bola. 

12 . Un cono circular recto con radio en la base de a cm y 
altura de b cm, si la densidad en el punto P es de 
kz g/cm 3 , siendo z la distancia desde el punto P a la 
base del cono. 

*13. El solido formado por la cuarta parte de una bola de 
radio a centrada en el origen que tiene como base la 
region x 2 + y 2 ^ a 2 , x s* 0 en el piano xy, si la 
densidad a una altura z desde la base es de <5 0 z- 

*14. El cono del Ejercicio 12, pero ahora con densidad en 
el punto P igual a kx g/cm 3 , siendo x la distancia 
desde el punto P al eje de simetria del cono. 
Sugerencia : Utilice una capa cilindrica centrada en el 
eje de simetria como elemento de volumen. Este 
elemento tiene densidad constante, por lo que su 
centra de masas es conocido y su momenta se puede 
determinar a partir de su masa. 


*15. Una placa semicircular que ocupa la region 

x 2 + y 2 ^ a 2 , y > 0, si la densidad a una distancia s 
del origen es ks g/cm 2 . 

*16. El cable del Ejercicio 1 si se dobla en forma de 
semicircunferencia. 

17. Se estima que la densidad de materia en las n=f 
proximidades de una estrella gigante se puede ill 
expresar como 8(r) = Ce~ kr \ siendo C y k constantes 
positivas y r la distancia al centra de la estrella. El 
radio de la estrella esta indeterminado, pero se puede 
suponer que es infinito ya que 5(r) decrece muy 
rapidamente para valores de r grandes. Calcule la masa 
aproximada de la estrella en funcion de C y k. 

18. Calcule la distancia media r de la materia de la rs 
estrella del Ejercicio 17 a su centra, r se expresa ill 
como Jo 0 rc/m/J§° dm, siendo dm el elemento de masa 
situado una distancia r del centra de la estrella. 




Centroides 


Si la materia de un si sterna esta distribuida uniformemente, de forma que la densidad 3 es cons¬ 
tante, entonces esa densidad se cancela del numerador y el denominador en las expresiones en 
forma de suma o integral de las coordenadas del centra de masas. En esos casos, el centra de 
masas depende solo de la forma del objeto, es decir, de propiedades geometricas de la region 
ocupada por el objeto, y se denomina centroide de la region. 

Los centroides se calculan utilizando las mismas formulas que se emplean en los centros de 
masas, con la salvedad de que la densidad (que es constante) toma el valor 1, por lo que la masa 
es simplemente la longitud, area o volumen de la region y los momentos se denominan memen¬ 
tos de la region, en vez de referirlos a la masa que ocupa la region. Si en las formulas que se 
obtuvieron en el Ejemplo 8 de la Seccion 7.4 hacemos 3(x) = 1, se Mega al siguiente resultado: 


Centroide de una region plana estandar 


El centroide de una region plana a ^x ^ b, 0 sc y ^ f(x), es (x, y), siendo x = 

- M y=0 

y = ^,Y 


M 


x = 0 


A ' 


r b 


A = 


rb 


1 


r b 


f(x) dx, M x=0 = xf(x)dx, M y=0 = - 


(f(x)) 2 dx 


A si, por ejemplo, x es el valor medio de la funcion x en la region. 

Los centroides de algunas regiones se pueden calcular facilmente por simetria. El centroide 
de un disco circular o de un disco elfptico esta en su centra. El centroide de un rectangulo tam- 
bi en esta su centra; el centra es el punto de interseccion de las di agonal es. El centroide de cual- 
quier region estara en los ejes de simetria de dicha region. 
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iCual es el valor medio de y en el semidisco -a^x^a, Ja 2 - x 2 ? Calcule el 

centroide del semidisco. 

Solucion Por simetria, el centroide estara en el eje y, por lo que su coordenada x sera x = 0 (vease la 
Figura 7.35). Como el area del semidisco es A = \ na 2 , el valor medio dey en el semidisco sera 



Ejemplo 


Calcule el centroide de la semicircunferencia y = Ja 2 - x 2 . 

Solucion Aqui, la «region» es una curva unidimensional que tiene longitud en vez de area. De nuevo 
x = 0 por simetria. El momenta de un pequeno arco de longitud ds situado a una altura y en el semicirculo, 
respecto a y = 0, es dM y=0 = yds (vease la Figura 7.36). Como 

/ /dyV / x^~ a dx 

ds = /l + (-r)dx= /l h —5 - idx = —== -- 


y como y = Ja 2 - x 2 en la semicircunferencia, tenemos que 


0 = 


r -3 adx 

/a ^ x n —2 = a 

Ja -x 2 


dx = 2a 2 


M v= o 2 a 

Como la longitud del semicirculo es 7ta, tenemos quey = —— = — y el centroide de la semicircunferen- 

na n 

( 2a \ - 

cia es 10, — I. Notese que el centroide de una semicircunferencia de radio a no es el mismo que el de un 

semidisco de radio a. Notese tambien que el centroide de la semicircunferencia no esta sobre la propia se¬ 
micircunferencia. 



TEOREMA^^ Centroide de un triangulo 

El centroide de un triangulo es el punto en el que se cruzan sus tres medianas. 

DEMOSTRACION Recuerdese que la mediana del triangulo es la recta que une uno de 
sus vertices con el punto medio del lado opuesto. Dada una mediana de un triangulo, de- 
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mostraremos que el centroide esta en dicha mediana. Por tanto, el centroide debera estar en 
las tres medianas. 

Adoptemos un si sterna de coordenadas donde la mediana en cuestion este en el eje y, y 
en el que el vertice del triangulo correspond!ente a dicha mediana sea el origen (vease la 
Figura 7.37). Sea (0, m ) el punto medio del lado opuesto. Entonces, los otros dos vertices 
del triangulo tendran coordenadas de la forma ( -a, m - c) y (a, m + c), ya que (0, m) de- 
be ser el punto medio entre el I os. Los dos elementos de area verticales que se muestran en 
la figura estan a la misma distancia, en lados opuestos del eje y, por lo que tienen las mis- 
mas alturas, h(-x) = h(x) (por triangulos similares), y la misma area. La suma de los mo- 
mentos respecto a x = 0 de esos elementos de area es 

dM x=0 = -xh{-x) dx + xh(x) dx = 0 
por lo que el momenta del triangulo complete respecto a x = 0 es 



por tanto, el centroide del triangulo esta en el ejey. 



Observacion Resolviendo simultaneamente las ecuaciones de dos medianas cualesquiera de 
un triangulo, se puede verificar la siguiente formula: 


Coordenadas del centroide de un triangulo 

Las coordenadas del centroide un triangulo son el promedio de las correspond!entes coor¬ 
denadas de los tres vertices del triangulo. El centroide de un triangulo de vertices (x 1( y^, 
(* 2 . Yt) Y Us- Yb) es 

(x, y) = ( 


Xi + X 2 + x 3 yi + y 2 + y 3 
3 ' 3 
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Si una region esta formada por la union sin solapamiento de subregiones, entonces el momenta 
de la region sera la suma de los correspondientes momentos de las subregiones. Esto hace posi- 
ble calcular el centroide de una region si se conocen los centroides y las areas de todas las subre¬ 
giones. 


Ejemplo 3 


Calcule el centroide del trapecio de vertices (0, 0), (1, 0) (1, 2) y (0, 1). 


Solucion El trapecio es la union (sin solapamiento) de un cuadrado y un triangulo, como se muestra en 
la Figura 7.38. Por simetria, el centroide del cuadrado es (x s , y s ) = (j, j) y su area es A s = 1. El area del 
triangulo es A T = \ y su centroide es (x T , y T ), siendo 


0 + 1+1 2 

*r = —,— = A V 


?t = 


1 + 1 + 2 
3 


4 

3 


Continuando con el uso de los subindices S y T para indicar el cuadrado y el triangulo, respectivamente, se 
calcula 


1 1 2 

M x = o ~ M 5 ; x—o + W r ; x=o - 4 s x s + A T x T -lx^+^x^ 

114 

M y—o — M 5 ; y—o + M7;y—o — ^sYs + ^tYt ~ ^ x 2 + 2 * 3 

Como el area del trapecio es A = A s + A T = su centroide es 

5/37/3 




6 / 2 ' 6 / 2 


9 9 


5 

6 
7 
6 



Ejemplo 4 


Calcule el centroide de la region solida que se obtiene rotando alrededor del eje y la re¬ 
gion del primer cuadrante que esta entre el eje x y la parabola y = 4 - x 2 . 


Solucion Por simetria, el centroide del solido parabolico estara en su eje de simetria, el eje y. El volu- 
men de una rodaja fina del solido con forma de disco, de espesor dy y situada a una altura y es (vease la 
Figura 7.39) 

dV = nx 2 dy = 7 r(4 - y) dy 


y su momenta con respecto al piano de la base 

dM y= o =ydV = 7 t( 4 y - y 2 )dy 

Por tanto, el volumen del solido es 

~ 4 

= 7i (16 — 8 ) = 877 
o 


V = n (4 — y) cfy = 7 i ( 4y — — 
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y su momenta con respecto a y = 0 es 


M y = 0 = n | (4y-y 2 )dy = n 2y 2 - y -)\ =n[ 32 - ^ ^ 


= 7* 


327i 1 4 

Por consiguiente, el centroide esta situado en y = — x — = - 

3 8te 3 


Teorema de Pappus 

El siguiente teorema relaciona volumenes o areas de superficies de revolucion con el centroide 
de la region o curva que se rota. 

TEOREMA Teorema de Pappus 

(a) Si una region plana R esta a un lado de una recta L perteneciente a dicha region plana, 
y la region se rota alrededor de L para generar un solido de revolucion, entonces el vo- 
lumen V del sol ido es el producto del area de R por la distancia recorrida por el cen¬ 
troide de R debido a la rotacion, es decir, 

V = 2 nr A 

siendo A el area de R y r la distancia medida perpendicularmente desde el centroide de 
R hasta L. 

(b) Si una curva plana e esta situada a un lado de una recta L perteneciente al mismo piano 
que la curva, y dicha curva se rota alrededor de la recta para generar una superficie de 
revolucion, entonces el area S de dicha superficie es la longitud de la curva e multi pii- 
cada por la distancia recorrida por el centroide de £: 

5 = 2nrs 

siendo s la longitud de la curva £y r la distancia medida perpendicularmente desde el 
centroide e a la recta L. 

DEMOSTRACION Demostraremos el apartado (a), La demostracion del apartado (b) es 
similar y se deja como ejercicio. 

Tomemos la recta L como eje y, y supongamos que la region R esta comprendida entre 
x = a y x = b, siendo 0 < a < b. Entonces r = x, la coordenada x del centroide de R. Sea 
dA el area de una banda fina de R situada en la posicion x con anchura dx ( vease la Figu- 




472 


CALCULO 


ra 7,40). Esta banda genera, al rotar alrededor de L, un tubo cilindrico de volumen 
dV = InxdA, por lo que el volumen del solido de revolucion es 

rx = b 


V — 2n 


xdA = 2nM x=0 = 2nxA = 2nrA 



J x = a 


Figura 7.40 




Como ilustran los ejemplos siguientes, el Teorema de Pappus se puede usar de dos formas: se 
puede determinar el centroide cuando se conoce el volumen o el area de la superficie, o se puede 
determinar el volumen o el area de la superficie si se conoce el centroide de la region que rota. 


Ejemplo 5 




Utilice el Teorema de Pappus para calcular el centroide de la semicircunferencia 


Solucion El centroide de la semicircunferencia esta en su eje de simetria, el eje y, por lo que estara si- 
tuado en un punto de coordenadas (0, y). Como la longitud de la semicircunferencia es de na unidades y 
genera, al rotar alrededor del eje x, una esfera de area 47ia 2 unidades al cuadrado, se obtiene, utilizando el 
apartado (b) del Teorema de Pappus, 

47ia 2 = 2n[na)y 


Por tanto, y = lain, como demostramos previamente en el Ejemplo 2. 


Ejemplo 6 


Utilice el Teorema de Pappus para calcular el volumen y el area de la superficie del torn 
(donut) que se obtiene rotando el disco (x - b) 2 + y 2 ^ a 2 alrededor del eje y. En este ejemplo, 0 < a < b 
(vease la Figura 7.10 en la Seccion 7.1). 


Solucion El centroide del disco esta en ( b , 0), a una distancia de r = b unidades del eje de rotacion. 
Como el area del disco es na 2 unidades al cuadrado, el volumen del toro es 

V = lnb(na 2 ) = ln 2 a 2 b unidades al cubo 


Para obtener el area 5 de la superficie del toro (en caso de que se quisiera glasear el donut), se rota alrede¬ 
dor del eje y la circunferencia exterior del disco, cuya longitud es 2na, con lo que se obtiene 

S = 2nb(2na) = 47r 2 aib unidades al cuadrado 


Ejercicios 7.5 


Calcule los centroides de las estructuras geometricas que se 
presentan en los Ejercicios 1-21. Tenga en cuenta las 
simetrias y las oportunidades de utilizar el Teorema de 
Pappus. 

1. El cuarto de disco x 2 + y 2 ^ r 2 , x ^ 0, y ^ 0. 

2. La region 0 ^y^9 - x 2 . 


1 

3. L a region 0<x<l, 0<y^ . 

VTTx 2 

4. El sector de disco circular x 2 + y 2 ^ r 2 , 0 ^ y ^ x. 

5. El segmento de disco circular 0 ^ y ^ Ja - x 2 - 1. 

6 . El disco semieliptico 0 ^ y ^ bj 1 - (x/a) 2 . 
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7. El cuadrilatero cuyos vertices son (en el sentido de las 
agujas del reloj) (0, 0), (3, 1), (4, 0) y (2, -2). 

8 . La region limitada por el semicirculo 

y = y/l - (x - l) 2 , el eje y y la recta y = x - 2. 

9. Una superficie semisferica de radio r. 

10. M edia bola solida de radio r. 

11 . Un cono solido de radio en su base r y altura h. 

12 . Una superficie conica de radio en su base r y altura h. 


23. El triangulo cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1) se 
rota alrededor de la recta x = 2 para generar un cierto 
sol ido. Calcule el volumen de dicho solido. 

24. Un triangulo equilatero cuyo lado valex cm se rota 
alrededor de uno de sus lados para generar un solido. 
Calcule el volumen y el area de la superficie de ese 
solido. 

25. Calcule con 5 cifras decimales de precision las e 

coordenadas del centroide de la region ill 

0 ^ x sg nfl, 0 < y ^ ^/xcosx. 


13. La region plana 0 ^ y ^ senx, 0 sg x ^ n. 

14. La region plana 0 ^ y ^ cosx, 0 x ^ nfl. 

15. El arco correspondiente a un cuarto de circunferencia 
x 2 + y 2 = r 2 , x > 0, y ^ 0. 

16. El solido que se obtiene rotando la region de la Figura 
7.41(a) alrededor del eje y. 




17. La region de la Figura 7.41(a). 

18. La region de la Figura 7.41(b). 

19. La region de la Figura 7.41(c). 

20. La region de la Figura 7.41(d). 

21 . El solido que se obtiene rotando la region plana 
0 ^ y ^ 2x - x 2 alrededor de la recta y = -2. 

22 . El segmento de recta que va desde (1, 0) hasta (0, 1) se 
rota alrededor de la recta x = 2 para generar parte de 
una superficie conica. Calcule el area de dicha 
superficie. 


26. Calcule con 5 cifras decimales de precision las 

coordenadas del centroide de la region HI 

0 < x ^ nfl, In (senx) < y ^ 0. 

27. Calcule el centroide de la region infinitamente larga 
que esta entre el eje x y la curva y = (x + l)” 3 , a la 
derecha del eje y. 

28. Demuestre que la curva y = e“* 2 ( - oo < x < <x>) 
genera una superficie de area finita cuando se rota 
alrededor del eje x. iQue implica esto respecto a la 
posicion del centroide de esta curva infinitamente 
larga? 

29. Obtenga formulas para las coordenadas del centroide 
de la region plana c ^ y ^ d, 0 < f(y) ^ x ^ glyl 

30. Demuestre el apartado (b) del Teorema de Pappus 
(Teorema 2). 

31. (Estabilidad de un objeto flotante) La O 

determinacion de la orientacion que tomara un ~ 
objeto flotante es un problema de importancia critica 
en el diseno de barcos. Los barcos se deben disenar de 
forma que floten establemente en posicion vertical. Si 
el barco se desplaza de su posicion vertical, las fuerzas 
que actuan sobre el deben devolverlo de nuevo a dicha 
posicion. Las dos fuerzas que actuan sobre un objeto 
flotante que necesitamos tener en cuenta son su peso 
W y el empuje ascendente B = -W. El peso W debe 
tratarse a efectos mecanicos como si se aplicara en el 
centra de masas (CM ) del objeto. La fuerza de empuje 
ascendente, sin embargo, actua en el centro de empuje 
(CB), que es el centro de masas del agua desplazada 
por el objeto, y por tanto es el centroide del «agujero 
en el agua» hecho por el objeto. 

Por ejemplo, considere una boya de marca de canal, 
formada por un casco semiesferico sobre el que se 
monta una torre conica que da soporte a una luz de 
navegacion. La boya tiene un eje de simetria vertical. 
Si se situa en posicion vertical, tanto CM como CB 
pasaran por este eje, como se muestra en la Figura 7.42 
(izquierda). 

iEs estable la flotacion vertical de la boya? Lo sera 
si CM esta por debajo del centro O del casco 
semiesferico, como se muestra en la figura. Para ver 
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por que, imagine que la boya se desplaza ligeramente 
de su posicion vertical, como se muestra la figura de la 
derecha. Observese que CM todavia esta en el eje de 
simetria de la boya, pero CB esta en la linea vertical 
que pasa por 0. Las fuerzas W y B ya no actuan en la 
misma recta, pero su par de torsion es tal que tiende a 
rotar la boya de nuevo a su posicion vertical. Si CM 
hubiera estado por encima de 0 en la figura de la 
izquierda, el par de torsion habria tendido a volcar la 
boya una vez que esta se desplazara incluso muy poco 
desde la posicion vertical. 

U na viga de madera tiene seccion cruzada con forma 
de cuadrado y gravedad especifica 0.5, por lo que 
flotara con la mitad de su volumen sumergido (vease la 
Figura 7.43). Suponiendo que flota horizontalmente en 


el agua, icual es la orientacion estable de la seccion 
cruzada cuadrada con respecto a la superficie del agua? 
En particular, ^flotara la viga con la parte plana hacia 
arriba o con la arista hacia arriba? Demuestre sus 
afirmaciones. Puede resultar de utilidad M aple o algun 
otro programa de matematicas por computador. 



Figura 7.43 




Otras aplicaciones en fi'sica 


En esta seccion presentaremos algunos ejemplos del uso de la integracion para calcular magnitu¬ 
des que aparecen en ffsica y mecanica. 


Presion hidrostatica 

La presion p a una profundidad h bajo la superficie de un liquido es la fuerza por unidad de area 
que se realiza sobre una superficie plana horizontal situada a esa profundidad, debido al peso del 
liquido que hay por encima de el la. Por tanto, p se expresa como 


p = Sgh 

siendo S la densidad del liquido y g la aceleracion de la gravedad donde esta situado el fluido 
(vease la Figura 7.44). Para el caso del agua en la superficie de la tierra tenemos, aproximada- 
mente, S = 1000 kg/m 3 y g = 9.8 m/s 2 , por lo que la presion a la profundidad de h m es 

p = 9800 h N/m 2 

La unidad de fuerza que se utiliza es el newton (N); 1 N = 1 kg ■ m/s 2 , y corresponde a la fuerza 
que, aplicada sobre una masa de 1 kg, produce sobre la misma una aceleracion de 1 m/s 2 . 

Las moleculas de un liquido interaction de tal manera que la presion a cualquier profundidad 
actua de igual forma en todas las direcciones. La presion contra una superficie vertical es la mis¬ 
ma que la presion contra una superficie horizontal. Este es el principio de Pascal. 
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Figura 7.44 El volumen de liquido que hay por encima del area A es V = Ah. El peso 
de este liquido es SVg = SghA, por lo que la presion (fuerza por unidad de area) 
a la profundidad h es p = dgh. 


La fuerza total que realiza un liquido sobre una superficie horizontal (por ejemplo, sobre el 
fondo del tanque que contiene un liquido) se calcula multiplicando el area de esa superficie por 
la presion existente a la profundidad a la que se encuentra la superficie. Sin embargo, para el 
caso de superficies que no sean horizontal es, la presion no es constante en toda la superficie y la 
fuerza total no se puede determinar de forma tan sencilla. En este caso se divide la superficie en 
elementos de area dA, cada uno de los cuales estara a una profundidad concreta h, y despues se 
suman (es decir, se integran) los correspondientes elementos de fuerza dF = dgh dA para obtener 
la fuerza total. 


Ejemplo 1 


Una pared vertical de un abrevadero tiene la forma de una placa semicircular de radio R m 
con su parte curva hacia abajo. Si el abrevadero esta lleno, de forma que el agua llega hasta la parte supe¬ 
rior de la placa, calcule la fuerza total que realiza el agua sobre la placa. 


Solucion La longitud de una banda horizontal en la superficie de la placa situada a profundidad limy 
de anchura dh m ( vease la Figura 7.45) es de 2^/r 2 - h 2 m. Por tanto, su area es dA = 2^/R 2 - h 2 dh m 2 . 
La fuerza que realiza el agua sobre esta banda es 


dF = Sgh dA = ISgh^/R 2 

Por tanto, la fuerza total que se realiza sobre la placa es 

I*h = R pR 

F = dF = 2Sg hjR 2 - h 2 dh 

J h = 0 J0 


h 2 dh 


Sea u = R 2 - h 2 
du = -2 hdh 



Ejemplo 2 


(Fuerza sobre una presa) Calcule la fuerza total sobre una seccion de 100 m de largo de 
una presa que tiene una altura vertical de 10 m, si la superficie que contiene al agua este inclinada un angu- 
lo de 30° con respecto a la vertical y el agua llega hasta la parte superior de la presa. 


Solucion El agua de una capa horizontal de espesor dh m a la profundidad de h m hace contacto con la 
presa formando una banda sesgada de anchura dh sec 30° = (2/^3) dh m (vease la Figura 7.46). El area de 
esta banda es dA = (200/^3) dh m 2 , y la fuerza que realiza el agua sobre dicha banda es 


dF = Sgh dA = 


200 

y/3 


x 1000 x 9.8 hdh 


1 131 600 h dh N 
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La fuerza total sobre la seccion de la presa es, por tanto, 


1131 600 


10 10 2 

hdh = 1 131 600 x — 
o 2 


5.658 x 10 7 N 



Figura 7.46 


Trabajo 

Cuando una fuerza actua sobre un objeto para mover dicho objeto, se dice que se ha realizado un 
trabajo sobre el objeto. La cantidad de trabajo que realiza una fuerza constante se mide median¬ 
te el producto de la fuerza por la distancia que recorre el objeto. Se supone que la fuerza actua 
en la direccion del movimiento. 


Trabajo = Fuerza x Distancia 

El trabajo esta siempre relacionado con una fuerza particular. Si otras fuerzas actuan sobre un 
objeto y hacen que se mueva en una direccion opuesta a la fuerza F, se dice que el trabajo se 
realiza contra la fuerza F. 

Supongamos que una fuerza en la direccion del eje x mueve un objeto desde x = a hasta 
x = b en la direccion de ese eje, y que la fuerza varia de forma continua con la posicion x del 
objeto. Es decir, F = F(x) es una funcion continua. El elemento de trabajo realizado por la fuer¬ 
za al mover el objeto una distancia muy pequena desde x hasta x + dx es dW = F(x) dx, por lo 
que el trabajo total realizado por la fuerza es 



»x = b 


1/1/ = 

dW = 

Fix) dx 

* 

x = a 

a 


Ejemplo 3 


(Compresion o descompresion de un muelle) Por la Ley de Hooke, la fuerza F(x) que se 
requiere para extender (o comprimir) un muelle elastico hasta que alcance un valor dex mas largo (o mas 
corto) que su longitud natural es proporcional a x: 

F{x) = kx 


siendo k la constante de elasticidad del muelle. Si se requiere una fuerza de 2000 N para extender un mue¬ 
lle 4 cm desde su longitud natural, icuanto trabajo debe realizarse en esa extension? 


Solucion Como F(x) = kx = 2000 N cuando x = 4 cm, debemos tener que k = 2000/4 = 500 N/cm. El 
trabajo realizado al extender el muelle 4 cm es 


1 / 1 / = 


x 2 4 N 4 2 cm 2 

kxdx = k— = 500 — x- = 4000 N ■ cm = 40 N ■ m 

2 o cm 2 


Es decir, se realiza un trabajo de 40 newtons-metro (julios) al alargar el muelle 4 cm. 
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(Trabajo realizado para vaciar un tanque) Un tanque en forma de cono circular recto 
invertido, con un radio de 3 m en su parte superior y una profundidad de 4 m, esta lleno de agua. iCuanto 
trabajo se debe realizar (contra la gravedad) para extraer con una bomba todo el agua del tanque por enci- 
ma de su borde superior? 

Solucion U na rodaja fina de agua situada a una altura h del vertice inferior del tanque tiene radio r (cea¬ 
se la Figura 7.47), siendo r = f h por triangulos similares. El volumen de esta rodaja es 

9 9 7 

dV = j xr 2 dh = — 7 zh 2 dh 

16 

y su peso (la fuerza de la gravedad sobre la masa de agua de la rodaja) es 

9 

dF = 8g dV = — 8gnh 2 dh 

La bomba debe subir el agua de este disco (en contra de la gravedad) una distancia de (4 - h) m. El trabajo 
requerido para ello es 

9 

dW = — Sgn(4 - h)h 2 dh 

El trabajo total que hay que realizar para vaciar el tanque es la suma (integral) de todos esos elementos de 
trabajo realizados para los discos que estan entre las profundidades de 0 y 4 m: 



(Trabajo necesario para poner material en orbita) La fuerza gravitatoria que realiza la 
tierra sobre una masa m situada a una altura de h m desde su superficie es 


F(h) = 


Km 

(R +h) 2 
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siendo R el radio de la tierra y K una constante independiente de m y h. Determine, en funcion de K y R, el 
trabajo que se debe realizar contra la gravedad para elevar un objeto desde la superficie de la tierra hasta: 

(a) una altura H sobre la superficie de la tierra 

(b) una altura infinita por encima de la superficie de la tierra. 

Solucion El trabajo necesario para elevar una masa m desde una altura h hasta una altura h + dh es 


dW 


Km 

(R +h ) 2 


dh 


(a) El trabajo total necesario para elevarla desde la altura h = 0 hasta la altura h = H es 


1 / 1 / = 


Km 


o (R + h) 


i dh = 


-Km 


R + h 


— Kml- — 


1 


R R + H 


Si R y H se miden en metros y F se mide en newtons, entonces 1/1/ se mide en newtons-metro, o julios. 
(b) El trabajo total necesario para elevar la masa m a una altura infinita es 


1 / 1 / = 


Km 


o (R + h) 


r dh = Iim Kml-- 


H —>oo 


l 


R R + H 


Km 


Energia potencial y energia cinetica 

Las unidades de energia son las mismas que las unidades de trabajo (fuerza x distancia). El tra¬ 
bajo realizado contra una fuerza se puede ver como una forma de almacenar energia para un uso 
futuro o para su conversion en otras formas de energia. Esta energia almacenada se denomina 
energia potencial (E.P.). Por ejemplo, al extender o comprimir un muelle elastico, estamos rea- 
lizando un trabajo contra la tension del muelle y, por tanto, estamos almacenando energia en el 
muelle. Cuando se realiza trabajo contra una fuerza (variable) F(x) para mover un objeto desde 
x = a hasta x = b, la energia almacenada es 




E.P. = - 

F (x) dx 

* 

a 


Como el trabajo se realiza contra la fuerza F, los signosdeF(x) y b - a son contrarios, de forma 
que la integral es negativa. Se incluye explicitamente el signo negativo de forma que la energia 
potencial calculada sea positiva. 

Una de las formas de energia en las que se puede transformar la energia potencial es la 
energia cinetica (E.C.), la energia del movimiento. Si un objeto de masa m se mueve con velo- 
cidad v, su energia cinetica es 

1 , 

E.C. = - mv 2 


Por ejemplo, si un objeto se eleva y despues se deja caer, acelerara hacia abajo por efecto de la 
gravedad a medida que mas y mas cantidad de la energia potencial que tenia almacenada cuando 
se elevo se convierte en energia cinetica. 

Consideremos el cambio en la energia potencial almacenada en una masa m a medida que se 
mueve por el eje x desde a hasta b bajo la influencia de la fuerza F(x), que depende solo de x: 

r b 

F(x) dx 


E.P.(b) - E.P.(a) = 


a 





CAPITULO 7. Aplicaciones de la integracion 479 


El cambio en la energia potencial es negativo si m se mueve en la direccion de F. De acuerdo 
con la segunda ley del movimiento de Newton, la fuerza F(x) hace que la masa m se acelere con 
una aceleracion dv/dtq ue es 

dv 

F(x) = m — (fuerza = masa x aceleracion) 

or 


Por la Regia de la Cadena se puede escribir dv/dten la forma 

dv _ dv dx _ dv 
dt dx dt 1 dx 


por lo 


que F(x) = mv 


dv 

dx' 


Entonces, 


E.P.(b) - E.P.(a) 


r b dv 

mv — dx 


-m 


rx = b 

vdv 



a 

x = 

X = 


b 


a 


= E.C.(a) - E.C.(b) 


Se deduce entonces que 

E.P.(b) + E.C.(b) = E.P.(a) + E.C.(a) 

Esto demuestra que la energia total (potencial + cinetica) permanece constante cuando la masa 
m se mueve bajo la influencia de una fuerza F, dependiendo solo de la posicion. Una fuerza de 
ese tipo se denomina conservativa y el resultado anterior se denomina ley de conservation de 
la energia. En la Seccion 15.2 consideraremos de nuevo las fuerzas conservativas. 


Ejemplo 6 


(Velocidad de escape) Utilizamos el resultado del Ejemplo 5, junto con los siguientes va- 


lores conocidos: 


(a) El radio R de la tierra vale aproximadamente 6400 km, o 6.4 x 10 6 m. 

(b) La aceleracion de la gravedad g en la superficie de la tierra vale aproximadamente 9.8 m/s 2 . 

Determine la constante K en la formula de la fuerza gravitatoria del Ejemplo 5, y utilice esta informa- 
cion para determinar la velocidad de escape de un proyectil disparado verticalmente desde la superficie de 
la tierra. La velocidad de escape es la velocidad (minima) que debe tener un proyectil en el momenta de su 
disparo para asegurar que se alejara siempre de la superficie de la tierra y nunca volvera a caer. 

Solucion De acuerdo con la formula del Ejemplo 5, la fuerza de la gravedad sobre una masa de m kg en 
la superficie de la tierra (h = 0) es 

Km Km 
F ~(R +0) 2 ~J T 


De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, esta fuerza esta relacionada con la aceleracion 
de la gravedad ( g) en la superficie de la tierra mediante la ecuacion F = mg. A si, 

Km , 

jr = m 3 y K=gR 2 


Aplicando la ley de conservacion de la energia, el proyectil debe tener en el momenta de su disparo sufi- 
ciente energia cinetica para realizar el trabajo necesario para elevar la masa m a una altura infinita. Utili- 
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zando el resultado del Ejemplo 5, la energia necesaria es Km/R. Si la velocidad inicial del proyectil es v, 
debe cumplirse entonces que 


1 

2 


mv 2 


> 


Km 


Por tanto, v debe satisfacer 


V ^ 



= j2gR»j2 x 9.8 x 6.4 x 10 6 


1.12 x 10 4 m/s 


Es decir, la velocidad de escape es aproximadamente 11.2 km/s, y es independiente de la masa m. En este 
calculo hemos despreciado la resistencia del aire cerca de la superficie de la tierra. Esa resistencia depende 
de la velocidad mas bien que de la posicion, por lo que no es una fuerza conservativa. El efecto de esta 
resistencia es utilizar (convertir en calor) una parte de la energia cinetica inicial y, por tanto, aumentar la 
velocidad de escape. 


Ejercicios 7.6 


1. Un tanque tiene una base cuadrada de 2 m de lado y 
lados verticales de 6 m de altura. Si el tanque se Mena 
de agua, calcule la fuerza total realizada por el agua 
(a) en el fondo del tanque y (b) sobre una de sus cuatro 
paredes verticales. 

2 . Una piscina de 20 m de largo y 8 m de ancho tiene un 
fondo en pendiente, de forma que la profundidad de la 
piscina es de 1 m en un extremo y de 3 m en el otro. 
Calcule la fuerza total realizada sobre el fondo si la 
piscina esta Mena de agua. 

3. Una presa de 200 m de longitud y 24 m de altura 
presenta una superficie inclinada de 26 m de altura al 
agua que contiene (vease la Figura 7.48). Si la 
superficie del agua esta al mismo nivel que la parte 
superior de la presa, icual es la fuerza total del agua 
sobre la presa? 



4. Una piramide con base cuadrada de 4 m de lado y 
cuyas caras forman cuatro triangulos equilateros se 
situa en el fondo de un I ago en un lugar donde este 
tiene 10 m de profundidad. Calcule la fuerza total del 
agua sobre cada una de las caras triangulares. 


5. El cierre de un canal tiene una compuerta en forma de 
rectangulo vertical de 5 m de anchura y 20 m de altura. 
Si el agua en uno de los lados de la compuerta Mega 
hasta la parte superior de dicha compuerta y en el otro 
lado solo hasta 6 m de altura, calcule la fuerza total 
que debe realizarse para mantener la compuerta en su 
lugar. 

6 . Si se deben realizar 100 N - cm de trabajo para 
comprimir un muelle elastico 3 cm desde su longitud 
natural, icuanto trabajo se debe realizar para 
comprimirlo 1 cm mas? 

7. Calcule el trabajo total que se debe realizar para 
extraer toda el agua del tanque del Ejercicio 1 por la 
parte superior de aquel. 

8 . Calcule el trabajo total que se debe realizar para 
extraer toda el agua de la piscina del Ejercicio 2 por el 
borde de aquella. 

9. Calcule el trabajo que se debe realizar para extraer toda 
el agua de un cuenco hemisferico lleno, de radio a m. 
La extraccion se realiza a una altura de h m por encima 
de la parte superior del cuenco. 

*10. Utilizando un cabrestante, se eleva verticalmente un 
cubo desde el nivel del suelo con una velocidad 
constante de 2 m/min. Si el cubo pesa 1 kg y contiene 
15 kg de agua cuando comienza a elevarse, pero 
pierde agua por una fuga con una velocidad de 
1 kg/min a partir ese momenta, icuanto trabajo debe 
realizar el cabrestante para elevar el cubo a una altura 
de 10 m? 
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Aplicaciones en negocios, finanzas y ecologia 


Si la velocidad de cambio f'(x) de una funcion f(x) es conocida, el cambio en el valor de dicha 
funcion en un intervalo que va desde x = a hasta x = b, se expresa como la integral de V en [a, b]: 


f(b) - f(a) 


f f'(x)dx 


Por ejemplo, si la velocidad de movimiento de un coche en el instante t es de v(t) km/h, entonces 
la distancia recorrida por dicho coche durante el intervalo temporal [0, T] (horas) es jj v(t)dt km. 

De forma natural, surgen situaciones similares en el campo de los negocios y la economia, 
donde las velocidades de cambio se denominan frecuentemente marginal es. 


Ejemplo 1 


(Calculo del beneficio total a partir del beneficio marginal) Un fabricante de calculado- 
ras obtiene un beneficio marginal de 15 - 5e~ x/50 € por calculadora cuando vende x calculadoras. iCual 
sera su beneficio total por la venta de 100 calculadoras? 


Solucion El beneficio marginal es la velocidad de cambio del beneficio con respecto al numero de cal¬ 
culadoras vendidas. Por tanto, el beneficio por la venta de dx calculadoras tras haber vendido ya x es 

dR = (15 - 5e x/50 ) dx 


euros. El beneficio total por la venta de las 100 primeras calculadoras es R €, siendo 


R = 


■x=100 


x = 0 


100 


dR = (15 — 5e x/50 ) dx 


= (15x + 250e“ x/50 ) 

0 

= 1500 + 250e 2 250 * 1 283.83 


100 


es decir, aproximadamente 1284 €. 


Valor actual de una serie de pagos futuros 


Suponga que tiene un negocio que genera constantemente ingresos con una velocidad variable de 
P(t ) € al ano en el instante t, y se espera que estos ingresos continuen durante los proximos T 
anos. iCuanto vale el negocio hoy? 

La respuesta depende seguramente de los tipos de interes. Un euro que se va a recibir t anos 
despues vale menos que un euro que se recibe hoy, que se podrfa invertir con interes para obte- 
ner mas de un euro dentro de t anos. Cuanto mayor sea el tipo de interes, menor sera el valor 
actual de un pago que no se realiza hasta un instante determinado en el futuro. 

Para analizar esta situacion, supongamos que el tipo de interes nominal es r% anual, pero se 
computa de forma continua. Sea 8 = r/100. Como se demuestra en la Seccion 3.4, una inversion 
de 1 € en este momento crecera hasta valer 


euros despues de t anos. Por tanto, un pago de 1 € despues de t anos solo valdra hoy e~ st €. 
Esto se denomina valor actual de un pago futuro. Cuando se ve de esta forma, la tasa de interes 
8 se denomina frecuentemente tasa de descuento; representa la cantidad en la que se descuentan 
los pagos futuros. 

Volviendo al problema de los ingresos del negocio, en el pequeno intervalo detiempo queva 
desde t hasta t + dt, el negocio produce unos ingresos de P(t)dt €, y su valor actual es 
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e~ dt P(t)dt€. Portanto, el valor actual 1/€ de la serie de ingresos durante el intervalo de tiempo 
[0, 7] es la «suma» de estas contribuciones: 



C T 

V = 

e~ st P(t) dt 

%> 

0 


Ejemplo 2 


iCual es el valor actual de una serie de pagos continua y constante con una velocidad de 
10 000 € al ano, y que continua para siempre empezando en este momento? Suponga que el tipo de interes 
es del 6% anual, y se computa de forma continua. 


Solucion El valor actual pedido es 


1 / = 


OO6f 10 OOOc/t = 10 000 lim 

R —► go 


-0.06t 


-0.06 


166 667 € 


Economia de recursos de explotacion renovables 


Como se indico en la Seccion 3.4, la velocidad de incremento de una poblacion biologica se 
puede expresar algunas veces mediante el modelo logistico 1 


dx 

dt 


= kx 


En este caso, x = x(t) es el tamano (o biomasa) de la poblacion en el instante t, k es la velocidad 
natural a la que la poblacion crecerfa si su suministro de recursos fuera ilimitado y L es el tama¬ 
no limite natural de la poblacion, es decir, la capacidad que tiene el entorno para albergar a la 
poblacion. Se ha pensado en aplicar estos modelos, por ejemplo, a las ballenas azules del Antar- 
tico y a varias especles de peces y de arboles. Si el recurso se cosecha o se recoge (es decir, por 
ejemplo, los peces se pescan) con una velocidad de h(t) unidades al ano en el instante t, entonces 
la poblacion crece con una velocidad menor: 

r‘fr)-‘ w 

En particular, si la poblacion se recoge o se cosecha con su velocidad actual de crecimiento, 


h{t)=kx(l-?J 

entonces dx/dt= 0, y la poblacion mantendra un tamano constante. Supongamos que cada uni- 
dad que se recoge produce un ingreso de p € a la empresa pesquera. Los ingresos totales anual es 
provenientes de la recogida del recurso con su velocidad actual de crecimiento seran 

T = ph(t) = pkx(l-^ 

Considerado como una funcion dex, este ingreso total anual es una f unci on cuadratica, y alcanza 
un valor maximo cuando x = L/2, el valor que asegura dT/dx = 0. La industria puede mantener 
un maximo anual de ingresos estable asegurando que el nivel de poblacion se estabiliza en la 
mitad del tamano maximo de la poblacion que habria si no se recogiera. 

Sin embargo, el analisis anterior no tiene en cuenta el valor de descuento de la recogidas fu- 
turas. Si la tasa de descuento es S y se computa de forma continua, entonces el valor actual del 


1 Este ejemplo ha sido sugerido por el profesor C. W. Clark, de la Universidad de British Columbia. 




CAPITULO 7. Aplicaciones de la integracion 483 


ingreso ph(t) dt € entre t y t + dt anos a partir de ahora es de e dt ph(t) dt. El valor actual total 
de todos los ingresos de la industria pesquera en anos futuros es 


7 = 


"•oo 

e~ st ph(t)dt 


iQue estrategia de pesca maximizara 7? Si se sustituye h(t ) en la ecuacion (*) que gobierna la 
velocidad de crecimiento de la poblacion, se obtiene 


T = 


*00 

0 

(*co 


pe 


-St 


kx 1 —- — 


x 


dx' 

dt 


kpe~ dt x 1 - jdt 

o \ L 


dt 


pe 


V‘ 


dx 


Si se integra por partes la integral anterior, tomando U = pe y dV = —dt, 


7 = 


x 


kpe~ dt x 1 - - jdt 
o V L 


" 

00 

♦00 

pe~ st x 

+ 

pSe~ st xdt 


o 

0 


= px(0) + 





dt 


Para hacer esta expresion tan grande como sea posible, hay que escoger el tamano de la pobla¬ 
cion x que maximice la expresion cuadratica 


Q(x) = kx 


- (5x 


en un t tan temprano como sea posible, y mantener el tamano de la poblacion constante en ese 
nivel de ahi en adelante. El maximo se produce cuando Q'(x) = k - (2kx/L) - S = 0, es decir, 
cuando 


x = 


L 

2 


SL 

2k 


(k 


S) 


L 

2k 


El maximo valor presente de la industria pesquera se alcanza si el nivel de la poblacion x se 
mantiene en ese valor. Notese que este nivel de la poblacion es menor que el nivel optimo, L/2, 
que se obtuvo ignorando la tasa de descuento. Cuanto mayor sea la tasa de descuento S, menor 
sera el nivel de la poblacion que maximiza los ingresos. Mas desafortunadamente, si S ^ k, el 
modelo predice unos ingresos maximos al pescar las especies hasta su extincion inmediata (vease 
la Figura 7.49). 



Figura 7.49 Cuanto mayor sea la tasa de descuento S, menor 
sera el tamano de la poblacion x que maximiza el valor actual 
de los ingresos futuros de la pesca. Si 5 ^ k, el modelo predice 
la pesca de las especies hasta su extincion. 
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Por supuesto, este modelo no tiene en cuenta otros factores que pueden afectar a la estrategia de 
pesca, como el incremento en el coste de faenar cuando el nivel de la poblacion es pequeno y el 
efecto de la competence entre las diversas empresas pesqueras. Sin embargo, si explica el hecho 
lamentable de que, en algunas circunstancias, una industria basada en un recurso renovable pue- 
de encontrar que su mejor interes es destruir el recurso. Esto es especialmente probable que su- 
ceda cuando la velocidad de crecimiento natural k del recurso es baja, como en el caso de las 
ballenas y la mayor parte de los arboles. Hay buenas razones para no permitir que sea solo la 
economia la que dicte la gestion del recurso. 

Ejercicios 7.7 


1. (Coste de production) El coste marginal de 
produccion en una mina de carbon es de 

6 - 2 x 10 3 x + 6 x 10 6 x 2 € por tonelada, tras 
haber producido x toneladas cada dia. Ademas, hay un 
coste fijo de 4000 € al dia por abrir la mina. Calcule 
el coste total de produccion por dia cuando se 
producen 1000 toneladas. 

2. (Ventas totales) Las ventas de un nuevo chip de 
computador se modelan mediante la ecuacion 

s(t) = te " t/10 , siendo s(t) el numero (en miles) de chips 
vendidos a la semana, t semanas despues de que el 
chip se introdujera en el mercado. iCuantos chips se 
vendieron en el primer ano? 

3. (Velocidades deconexion a Internet) Un proveedor 
de servicios de Internet cobra a sus clientes con una tasa 
marginal continuamente decreciente de 4/(1+ ^/t) € 
por hora, cuando el cliente ya ha empleado t horas en 
un mes. iCuanto se facturara a un cliente que emplea x 
horas al mes? (No es necesario que x sea entero). 

4. (Ingresos totales de ventas en disminucion) El precio 
por kilo de jarabe de arce en una tienda sube con una 
velocidad constante desde 10 € a principios de ano 
hasta 15 € a finales de ano. M ientras el precio sube, la 
cantidad que se vende disminuye; la velocidad de 
ventas es 400/(1 + O.lt) kg/ano cuando han 
transcurrido t anos, (0 < t ^ 1). iQue ingresos totales 
obtiene la tienda de las ventas del jarabe durante el 
ano? 

(Problemas de series de pagos) Calcule el valor actual de 
una serie de pagos continua de 1000 € al ano para los 
periodos y tasas de descuento dados en los Ejercicios 5-10. 
En todos los casos la tasa de descuento se computa de 
forma continua. 

5. Diez anos con una tasa de descuento del 2%. 

6 . Diez anos con una tasa de descuento del 5%. 

7. Diez anos empezando dos anos despues del actual con 
una tasa de descuento del 8%. 


8 . Veinticinco anos empezando 10 anos despues del 
actual con una tasa de descuento del 5%. 

9. Para todos los instantes futuros con una tasa de 
descuento del 2%. 

10. Empezando dentro de 10 anos y continuando para 
siempre con una tasa de descuento del 5%. 

11. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua 
sobre un periodo de 10 anos, con una velocidad de 
1000 € al ano en este momenta, y que crece de forma 
continua a razon de 100 € al ano. La tasa de descuento 
es del 5%. 

12. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua 
sobre un periodo de 10 anos, comenzando con una 
velocidad de 1000 € al ano en este instante, y 
aumentando de forma constante a razon del 10% anual. 
La tasa de descuento es del 5%. 

13. El dinero fluye constantemente a una cuenta con una 
velocidad de 5000 € al ano. Si la cuenta tiene un tipo 
de interes del 5%, computado de forma continua, 
iCuanto habra en la cuenta al cabo de 10 anos? 

14. El dinero fluye de forma continua en una cuenta, is 
comenzando con una velocidad de 5.000 € al ano HI 
e incrementandose a razon de un 10% anual. El interes 
hace que la cuenta crezca con una tasa real del 6% (de 
forma que 1 € crecera hasta valer 1.06 t € en t anos). 
iCuanto tiempo debera transcurrir para que el balance 
de la cuenta alcance 1 000 000 €? 

15. Si la tasa de descuento <5 varia con el tiempo, es decir, 
<5 = S(t), demuestre que el valor actual de un pago de 
P € pagadero a t anos desde ahora es Pe~ m €, siendo 

2(t) = J <5 (t) dr 

iCual es el valor de una serie de pagos recibidos a una 
velocidad de P(t) € en el instante t, desde t = 0 hasta 
t = T? 

16. (T asas de descuento y modelos de poblacion) 

Suponga que la velocidad de crecimiento de una 
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poblacion es funcion de su tamano: dx/dt = F(x) (para 
el modelo logistico, F(x) = for(l - (x/L))). Si la 
poblacion se recoge con una velocidad de h(t) en el 
instante t, entonces x(t) satisface 

dx 

- = F x - ht 
dt 

Demuestre que el valor de x que maximiza el valor 
actual de todas las recogidas futuras cumple F'(x) = S, 
siendo S la tasa de descuento (computada de forma 
continua). Sugerencia : I mite el argumento utilizado 
anteriormente para el caso logistico. 

17. (Gestion de una piscifactorfa) La capacidad de 
mantener peces de un cierto lago es de L = 80 000 
para ciertas especies de peces. La velocidad de 
crecimiento natural de estas especies es del 12% anual 
(k = 0.12). Cada pez vale 6 €. La tasa de descuento es 
del 5%. iQue poblacion de peces debe mantenerse en 
el lago para maximizar el valor actual de todos los 
ingresos futuros de la pesca en el lago? iCuales son 
los ingresos anuales resultantes de mantener este nivel 
de poblacion? 

18. (Ballenas azules) Se ha calculado que la velocidad de 
crecimiento natural de la ballena azul del Antartico es 


aproximadamente del 2% anual (k = 0.02) y que la 
capacidad de su habitat para mantener ballenas es de 
aproximadamente L = 150 000. El valor de una ballena 
azul es, en promedio, de 10 000 €. Suponiendo que la 
poblacion de ballenas azules sigue un modelo logistico, 
y utilizando los datos anteriores, calcule lo siguiente: 

(a) La maxima pesca anual sostenible de ballenas 
azules. 

(b) Los ingresos anuales resultantes de seguir la 
maxima pesca anual sostenible. 

(c) El interes anual generado si la poblacion de 
ballenas (que se supone esta en el nivel L/2 de su 
maximo nivel sostenible) se exterminara y se 
continuara invirtiendo al 2%. 

(d) AI 5%. 

(e) El valor actual total de todos los ingresos futuros si 
la poblacion se mantiene en el nivel L/2 y la tasa 
de descuento es del 5%. 

*19. El modelo desarrollado anteriormente no tiene en 
cuenta los costes de recogida. Intente encontrar una 
forma de modificar el modelo para tener esto en 
cuenta. En general, el coste de pescar un pez crece a 
medida que el numero de peces disminuye. 


Probabilidad 


La teoria de la probabilidad es un campo de aplicacion muy importante del calculo. Natural- 
mente, no se puede desarrollar aqui de forma extensa (una presentacion adecuada requeriria uno 
o mas cursos completos), pero si se puede dar una breve introduccion, para sugerir algunas de 
las formas en las que las sumas y las integrales se utilizan en teoria de la probabilidad. 

En el contexto de teoria de la probabilidad el termino experimento se utiliza para indicar un 
proceso que puede producir diferentes resultados. El conjunto de todos los resultados posibles 
se denomina espacio muestral del experimento. Por ejemplo, el proceso podria ser arrojar una 
moneda, y tendriamos tres posibles resultados: H (la moneda cae de cara), T (la moneda cae de 
cruz) y E (la moneda cae de canto). Desde luego, el resultado E es muy poco probable a menos 
que la moneda sea bastante espesa, pero puede suceder. Por tanto, nuestro espacio muestral es 
S = {H, T, E}. Supongamos que arrojamos la moneda un gran numero de veces y observamos 
que los resultados H yT aparecen cada uno el 49% de las veces y el resultado E ocurre solo el 
2% de las veces. Podemos decir que al arrojar una moneda los resultados H yT tienen una pro¬ 
babilidad de 0.49 y el resultado E tiene una probabilidad de 0.02. 

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral. La probabilidad de que ocurra un 
suceso es un numero real entre 0 y 1 y mide la proporcion de veces que se puede esperar que el 
resultado del experimento pertenezca a ese suceso si el experimento se repite muchas veces. Si 
el suceso es el espacio muestral completo, ocurre de forma cierta y su probabilidad es 1; si el 
suceso es el conjunto vacfo, 0 = {}, no puede ocurrir nunca y su probabilidad es 0. En el expe¬ 
rimento de arrojar la moneda hay ocho posibles sucesos. Sus probabilidades son como sigue: 


Pr(0) = 0 


Pr({7}) = 0.49 Pr({H, T}) = 0.98 Pr({7, E}) = 0.51 


Pr({H}) = 0.49 Pr({E}) = 0.02 Pr({H, £}) = 0.51 Pr(S) = 1 
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Dados dos sucesos A y B cualesquiera (subconjuntos del espacio muestral S), su intersection 
A nB esta formada por todos los resultados que pertenecen tanto a A como a B. La intersection 
se denomina a veces suceso «A y B». Dos sucesos son disjuntos si 4 nB = 0; ningun resultado 
puede pertenecer simultaneamente a dos sucesos disjuntos. Por ejemplo, un suceso A y su suceso 
complementation, formado por todos los resultados de S que no pertenecen a A, son disjuntos. 
La union de dos sucesos A y B (denominada a veces suceso «A o B») esta formada por todos los 
resultados que pertenecen al menos a uno de los dos sucesos A o B. Notese que A uA c = S. 

Resumiremos estas reglas basicas que gobiernan las probabilidades como sigue: si S es un 
espacio muestral, 0 es el subconjunto vatio de S, y A y B son dos sucesos entonces, 

(a) 0 < Pr(A) 1 

(b) Pr(0) = 0 y Pr(S) = 1 

(c) Pr (A c ) = 1 - Pr (A) 

(d) Pr (A uB) = Pr (A) + Pr (B) - Pr (A nB). 

Notese que al sumar simplemente Pr(A) + Pr(B) se contarian dos veces los resultados de A nB. 
Como ejemplo, en nuestro experimento detirar una moneda si A = {H, T} y B = {H, £}, enton¬ 
ces A c = {E}, A u B ={H,T,E}=SyAnB = {H}. Tenemos que 

Pr(A c ) = Pr({£}) = 0.02 = 1 - 0.98 = 1 - Pr({H, T}) = 1 - Pr(A) 

Pr(A uB) = Pr(S) = 1 = 0.51 + 0.51 - 0.02 = Pr(A) + Pr(B) - Pr(A nB) 

Variables aleatorias discretas 

Una variable aleatoria es una funcion definida sobre el espacio muestral. Denotaremos las va¬ 
riables aleatorias utilizando letras mayusculas como X e Y. Si el espacio muestral contiene solo 
resultados discretos (como el espacio muestral del experimento de tirar una moneda), una varia¬ 
ble aleatoria definida sobre el tomara solo valores discretos y se denominara variable aleatoria 
discreta. Si, por otra parte, el espacio muestral contiene todas las posibles medidas de, por ejem¬ 
plo, alturas de arboles, entonces una variable aleatoria que sea igual a la propia medida tomara 
valores en un continuo de valores reales y se denominara variable aleatoria continua. En esta 
section estudiaremos ambos tipos de variables aleatorias. 

La mayor parte de las variables aleatorias discretas presentan un numero finito de valores, 
pero algunas pueden tomar infinites valores si, por ejemplo, el espacio muestral esta formado 
por todos los enteros positivos {1, 2, 3, ...}. Una variable aleatoria discreta X tiene una funcion 
de probabilidad f definida sobre el rango de X como f(x) = Pr(X = x) para cada posible valor x 
deX. Generalmente, f se representa mediante un diagrama de barras; la suma de las alturas de 
todas las barras debe ser 1, 


X f(x) = X Pr(X = x) = 1 

X X 

ya que el experimento debe producir siempre un resultado, y por tanto un valor deX. 


Ejemplo 1 


Se tira un dado no trucado, de forma que cuando se detenga en su parte superior mostrara 
uno de los numeros 1 a 6. Si X indica el numero que muestra en su parte superior tras ser arrojado, enton¬ 
ces X es una variable aleatoria discreta con 6 posibles valores. Como el dado no esta trucado, ningun valor 
de X es mas probable que otro, por lo que la probabilidad de que el numero que saiga sea n debe ser 1/6 
para todos los posibles valores de n. Si f es la funcion de probabilidad de X, entonces 


1 

fin) = Pr(X = n) = - 
6 


para todo n en {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
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Por tanto, se dice que la variable aleatoria discreta X se distribuye uniformemente. Todas las barras de la 
grafica de su funcion de probabilidad f tienen la misma altura (vease la Figura 7.50). Notese que 

6 

£ Pr(X = n) = 1 

n = 1 

que refleja el hecho de que al tirar el dado se debe producir uno de los seis posibles resultados. La probabi¬ 
lidad de que al tirar el dado saiga un valor entre 1 y 4 es 

* 11112 
Pr(l<X<4)=£ i Pr(X = n) =- + - + - + - = - 



iCual es el espacio muestral de los numeros que salen cuando se arrojan dos dados no 
trucados? iCual es la probabilidad de que salgan un 4 y un 2? Calcule la funcion de probabilidad de la 
variable aleatoria X correspondiente a la suma de los valores que muestran los dados. iCual es la probabili¬ 
dad de que esa suma sea menor que 10? 

Solucion El espacio muestral esta formado por todas las parejas de enteros ( m, n) que cumplen 
l^m^6yl^fK6. Existen 36 parejas, por lo que la probabilidad de cualquiera de el I as es 1/36. Dos 
de las parejas, (4, 2) y (2, 4), corresponden a mostrar un 4 y un 2, por lo que la probabilidad del suceso es 
(1/36) + (1/36) = 1/18. La variable aleatoria X definida como X(m, n) = m + n tiene 11 posibles valores, 
los enteros desde el 2 hasta el 12, ambos inclusive. La siguiente tabla muestra las parejas que producen 
cada valor k de X y la probabilidad f(k) de que se produzca ese valor, es decir, el valor de la funcion de 
probabilidad en k. 


Tabla 2. Funcion de probabilidad de la suma de dos dados 


k = m + n 

Realizaciones en las que X = k 

f(k) = Pr(X = Jr) 

2 

(1, 1) 

1/36 

3 

(1, 2), (2, 1) 

2/36 = 1/18 

4 

(1, 3), (2, 2), (3, 1) 

3/36 = 1/12 

5 

(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1) 

4/36 = 1/9 

6 

(1, 5), (2,4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) 

5/36 

7 

(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) 

6/36 = 1/6 

8 

(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2) 

5/36 

9 

(3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) 

4/36 = 1/9 

10 

(4, 6), (5, 5), (6, 4) 

3/36 = 1/12 

11 

(5, 6), (6, 5) 

2/36 = 1/18 

12 

(6, 6) 

1/36 


El diagrama de barras de la funcion de probabilidad f se muestra en la Figura 7.51. Tenemos que 
Pr(X < 10. - 1 - Pr(X & 10) = 1 - (i + i + i) = | 
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f(k) = Pr(X = k) 


12 34 56 789 10 11 12 k 


Figura 7.51 Funcion de probabilidad de la suma de dos dados. 


Esperanza, media, varianza y desviacion tipica 

Consideremos un juego simple en el que el jugador paga a la banca C euros por tener el privile¬ 
ge de lanzar un dado, con el que gana X euros, siendo X el numero que sale al lanzar el dado. 
En cada juego, las posibles ganancias son 1, 2, 3, 4, 5 o 6 euros, cada una de el las con probabili¬ 
dad 1/6. AI realizar n juegos esperara ganar aproximadamente n /6 + 2n/6 + 3n/6 + 4n/6 + 5n/6 + 
+ 6 / 1/6 = 21n/6 = 7n/2 euros, por lo que sus ganancias medias esperadas por juego son de 7/2 
euros, es decir, 3.50 €. Si C > 3.5, el jugador debe esperar, en promedio, perder dinero. La can- 
tidad 3.5 se denomina esperanza o media de la variable aleatoria discreta X. La media se repre- 
senta en general por medio de p, la letra griega «mu». 


DEFINICION 2 M edia o esperanza 

Si X es una variable aleatoria discreta con rango de valores R y funcion de probabilidad f, 
entonces la media (representada por p), o esperanza deX (representada por E(X)), es 

P = E(X) = £ x f(x) 

xeR 

Ademas, la esperanza de cualquier funcion g(X) de la variable aleatoria X es 

E(g(X)) = X g(x) f[x) 

xeR 


Notese que en este uso E(X) no define una funcion deX, sino una constante (parametro) asocia- 
da con la variable aleatoria X. Notese tambien que si f(x) fuera una densidad de masa como las 
que se estudiaron en la Seccion 7.4, entonces p seria el momenta de la masa respecto a 0, y co¬ 
mo la masa total seria S xeR f(x) = 1 , p seria de hecho el centro de masas. 

Otro parametro utilizado para describir la forma en que se distribuye la probabilidad de una 
variable aleatoria es la desviacion tipica. 

DEFINICION 3 Varianza y desviacion tipica 

La varianza de una variable aleatoria X con rango R y funcion de probabilidad f es la 
esperanza del cuadrado de la distancia deX a su media p. La varianza se indica como a 2 o 
Var(X). 

a 2 = Var(X) = E((X - p) 2 ) = X (x - p) 2 f[x) 

xeR 

La desviacion tipica deX es la rafz cuadrada de la varianza y, por tanto, se indica como a. 
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El simbolo a es la letra griega minuscula «sigma» (el simbolo E que se usa en los sumatorios es 
la letra griega sigma mayuscula). La desviacion tipica es una medida de la dispersion que tiene 
la distribucion de probabilidad deX. Cuanto menor sea la desviacion tipica, mas concentrada es- 
tara la probabilidad en valores deX cercanos a su media, Las Figuras 7,52 y 7,53 muestran las 

funciones de probabilidad de dos variables aleatorias cuyo espacio muestral es {1, 2.9}. Una 

de el I as tiene un valor de a pequeno y la otra un valor de a grande. Notese como una fraccion 
significativa de la probabilidad total esta entre /i-cjy/z + cjen cada caso. Notese tambien que 
la distribucion de probabilidad de la Figura 7,52 es simetrica, por lo que /( = 5, el punto medio 
del espacio muestral; en cambio, la distribucion de la Figura 7.53 esta ligeramente desplazada a 
la derecha, por lo que /t > 5. 


.5 



Figura 7.52 Una funcion de probabilidad 
de media = 5 y desviacion tipica o = 1.86. 


-.5 

--.4 

".3 

■■.2 

"1 I 

1 £1 3 4 56 7 8T~ 9~n 

[x — o fJ- fi + a 

Figura 7.53 Una funcion de probabilidad 
de media n = 5.38 y desviacion tipica a = 3.05. 


Como Z xeR f(x) = 1, la expresion de la definicion de la varianza se puede escribir como 
sigue: 

a 2 = Var(X) = Y, (* 2 _ 2/tx + ju 2 )f(x) 

xeR 

= X x 2 f(x) - 2 n Y xf M + /i 2 Z 

xeR xeR xeR 

= Y - 2/i 2 + /i 2 = E(X 2 ) - /i 2 

xeR 


es decir, 

(j 2 = Var(X) = E(X 2 ) - /i 2 = E(X 2 ) - (E(X)) 2 
Por tanto, la desviacion tipica de X se puede expresar como 


a = JE(X 2 ) - n 


Ejemplo 3 


Calcule la media de la variable aleatoria X del Ejemplo 2. Calcule tambien la esperanza de 
X 1 y la desviacion tipica deX. 


Solucion Tenemosque 


t i = E (X) = 2 x 


36 


2 3 4 5 6 

3 x- h4 x- b 5 x- h6 x- h 7 x — 

36 36 36 36 36 


8 x I +9 4 + 10 4 + 11 4 +12>< ^- 7 
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un hecho que es bastante obvio a partir de la simetria de la grafica de la funcion de probabilidad que se 
muestra en la Figura 7,51. Ademas, 


£( x 2 ) ^ 2 x ^ + 32 x 4 + 42 x 4 + 52 4 +62x 


5 

36 


+ 72X 4 + 82X 4 + 92X 4 +1 ° 2X 


3 

36 


,2 ,1 1974 

ll 2 x — + 12 2 x — =- 

36 36 36 


54.8333 


La varianza de X es a 2 = E(X 2 ) - fj 2 x 54.8333 - 49 = 5.8333, por lo que su desviacion tipica es 
a * 2.4152. 


Variables aleatorias continuas 

Consideraremos ahora un ejemplo con un rango continuo de resultados posibles. 

Suponga que se lanza una aguja de forma aleatoria sobre una tabla plana donde se ha di- 
bujado una linea recta. SeaX el numero de grados del angulo (agudo) que forma la aguja con la recta cada 
vez que se lanza (vease la Figura 7.54(a)). Evidentemente, X puede tomar cualquier valor real en el interva- 
lo [0, 90]; por tanto, X sedenomina variable aleatoria continua. La probabilidad dequeX tome cualquier 
valor real en particular es 0 (hay infinitos numeros reales en el intervalo [0, 90] y ninguno es mas probable 
que otro). Sin embargo, la probabilidad de que X este en algun intervalo, por ejemplo [10, 20], es la misma 
que la de que este en cualquier otro intervalo de la misma longitud. Como la longitud del intervalo es 10 y 
la del intervalo de todos los posibles valores deX es 90, dicha probabilidad es 

10 1 

Pr(10^X ^20) = —= - 
90 9 

De forma mas general, si 0 ^ x x ^ x 2 ^ 90, entonces 

1 

Pr(xx ^X ^x 2 ) = — (x 2 - Xj) 

Esta situacion se puede representar convenientemente como sigue: sea f(x) una funcion definida en el 
intervalo [0, 90], que toma en cada punto el valor constante 1/90: 

1 

x = 90' 0s S x < 90 

El area encerrada por la grafica de f es 1, y Pr(x x ^X <x 2 ) es igual al area que hay bajo la parte de la 
grafica que esta en el intervalo [x 1( x 2 ] (vease la Figura 7.54(b)). La funcion f(x) se denomina funcion de 
densidad de probabilidad de la variable aleatoria X. Como f (x) es constante en su dominio, se dice que X 
tiene distribucion uniforme. 

y t 


90 


(a) 



linea 


X = /d) 



Figura 7.54 

(a) X es el numero de grados del 
angulo agudo que forma 

la aguja con la linea. 

(b) Funcion de densidad de 
probabilidad f de la variable 
aleatoria X. 
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DEFINICION 4 Funciones de densidad de probabilidad 


Una funcion definida en un intervalo [a, b] es una f unci on de densidad de probabilidad de 
una variable aleatoria continua X distribuida en el intervalo [a, b] si, siempre quex! y x 2 
cumplan que a < x : < x 2 < b, se satisface 


r x 2 


Pr(x! < X <x 2 ) = 


f (x) dx 


Para ser una funcion de densidad de probabilidad, f debe cumplir dos condiciones: 

(a) f(x) 0 en [a, b] (la probabilidad no puede ser negativa) y 

(b) ja f(x)dx = 1 (Pr(a < X < b) = 1) 


Estas ideas se pueden ampliar a variables aleatorias distribuidas en intervalos semiinfinitos o in¬ 
finites, pero en esos casos las integrates que aparecen seran impropias. En cualquier caso, el pa- 
pel que tenian las sumas en el analisis de variables aleatorias discretes es asumido ahora por las 
integrates en el caso de variables aleatorias continuas. 

En el ejemplo en que se lanzaba la aguja, la funcion de densidad de probabilidad tenia una 
grafica en forma de recta horizontal, y denominamos a esa probabilidad distribucion uniforme. 
La funcion de densidad de probabilidad uniforme en el intervalo [a, b] es 


1 


f(x) = <b - a 
10 


si a < x < b 
en el resto 


M uchas otras funciones aparecen normalmente como funciones de densidad de probabilidad de 
variables aleatorias conti nuas. 


Ejemplo 5 


(Distribucion exponencial) El intervalo de tiempo T que sobrevive un atomo cualquiera 
de una muestra radiactiva antes de desintegrarse es una variable aleatoria que toma valores en el intervalo 
[0, oo). Se ha observado que la proporcion de atomos que sobreviven hasta el instante t decrece exponen- 
cialmente cuando t crece. A si, 


Pr(T>t) = Ce~ kt 


Sea f la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria T. Entonces, 



f(x)dx 


Pr(T>t) = Ce~ kt 


Diferenciando esta ecuacion con respecto a t (utilizando el Teorema Fundamental del Calculo), se obtiene 
— f(t) = -Cke~ kt , por lo que f(t) = Cke ~ kt . C se determina por la condicion de que jo° f(t)dt = 1. Tene- 
mos que 

I* oo 

1 = C/c e ~ kt dt = lim Ck e~ kt dt = -C lim (e ~ kR - 1) = C 
Jo Jo 

Entonces C = 1 y f(t) = ke~ kt . Notese que Pr(T ^ (In2 )/k) = e _,t < ln2 >A = 1 / 2 , lo que refleja el hecho de 
que la semivida de una muestra radiactiva es (In 2)/k. 


i Para d u e valor de C es f(x) = C(1 - x 2 ) una funcion de densidad de probabilidad en el 
intervalo [ -1, 1]? Si X es una variable aleatoria con esta densidad, icual es la probabilidad de queX <1/2? 
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Solucion Observese que f(x) > 0 en [ -1, 1] si C > 0. Como 

j* f(x)dx = cj* (1 - x 2 )dx = 2C ^x - = 

f(x) sera una funcion de densidad de probabilidad si C = 3/4. En este caso, 

/ 1\ 3 f 1/2 , 3 / x 3 \ 1/2 

3/1 1 1\ _ 27 

“ 4 12 ~ 24 ~~ ( ~ 1 + "T j ~~ 32 


Por analogia con el caso discreto, formularemos definiciones de la media (o esperanza), va- 
rianza y desviacion tipica de una variable aleatoria continua como sigue: 

DEFINICION 5 

Si X es una variable aleatoria continua en el intervalo [a, b] con funcion de densidad de 
probabilidad f(x), su media n (o esperanza E(X)) es 

r b 

ju = E(X)= xf(x)dx 

J 3 

La esperanza de una funcion g de X es 


E(g(X)) = g(x)f(x)dx 


De forma similar, la varianza a 2 de X es la media de las desviaciones al cuadrado de X 
con respecto a su media: 

»b 

a 2 = Var(X) = E((X - ft) 2 ) = (x - /u) 2 f(x)dx 

J 3 

y la desviacion tfpica es la rafz cuadrada de la varianza. 

Como en el caso de variables aleatorias discretas, se puede demostrar facilmente que 
a 2 = E (X 2 ) - /i 2 , a = yjE (X 2 ) — /r 2 

De nuevo, la desviacion tipica proporciona una medida de la dispersion que tiene la distribucion 
de probabilidad deX. Cuanto menor sea la desviacion tipica, mas concentrada estara el area bajo 
la curva de densidad alrededor de la media, y por tanto, menor sera la probabilidad de que un 
valor de X este lejos de dicha media (vease la Figura 7.55). 


Calcule la media ft y la desviacion tipica a de una variable aleatoria X distribuida unifor- 
memente en el intervalo [a, b], Calcule Pr(/t - a <X ^ /< + a). 

Solucion La funcion de densidad de probabilidad es f(x) = l/(b - a) en [a, b], por lo que la media es 

r b X 1 x 2 \ b lb 2 -a 2 b + a 


ft = E (X) = 


a b - a b - a 2 L 2 b - a 


Por tanto, la media es, como podriamos haber anticipado, el punto medio del intervalo [a, b]. La esperanza 
de X 2 se expresa como 

, r b X 2 1 x 3b lb 3 - a 3 b 2 + ab + a 2 

E(X 2 ) = -- dx = - -- =---=--- 

L b - a b - a 3 a 3 b - a 3 
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y la desviacion tfpica es igual a la media 



Tenemos ahora que 

Pr(/( - o-ssXsc n + o) = Pr(0 ^ X ^ 2/k) 



= 1 -e 2 *0.86 


que es independiente del valor de k. La Figura 7.56 muestra dos densidades exponenciales para valores de k 
grande y pequeno. 



La distribucion normal 

Las distribuciones de probabilidad mas importantes son las que se denominan distribuciones 
normales o gaussianas. Estas distribuciones gobiernan el comportamiento de muchas variables 
aleatorias interesantes, en particular, las asociadas con I os errores aleatorios de las medidas. 
Existe una familia de distribuciones normales, todas el I as relacionadas con una distribucion nor¬ 
mal concreta denominada distribucion normal estandar, que tiene la siguiente funcion de den- 
sidad de probabilidad: 


DEFINICION 6 Densidad de probabilidad normal estandar 


f(z) = 


1 


- Z 2/2 


— 00 < Z < 00 


Es habitual utilizar z para indicar la variable aleatoria en la distribucion normal estandar; las 
otras distribuciones se pueden obtener a partir de esta mediante un cambio de variable. La Figu¬ 
ra 7.57 muestra la densidad normal estandar, que tiene una bonita forma de campana. 
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Como ya indicamos anteriormente, la funcion e z2 no tiene una primitiva elemental, por lo 
que la integral impropia 

'*00 

I = e~ z2,2 dz 

J — 00 

no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Calculo, aunque es una integral im¬ 
propia convergente. Dicha integral se puede calcular utilizando tecnicas de calculo multivariable, 
que emplean integrales dobles de funciones de dos variables (lo haremos en el Ejercicio 4 de la 
Seccion 14.4). Su valor es / = ^fln, lo que asegura que la densidad normal estandar definida 
anteriormente f(z) es realmente una funcion de densidad de probabilidad: 


*00 

f(z)dz 

— 00 



1 


Como ze z2/2 es una funcion impar de z y su integral en (-oo, oo) converge, la media de la 
distribucion normal estandar es 0: 


H = E(Z) = 


ze z2/2 dz = 0 


Calcularemos la varianza de la distribucion normal estandar utilizando de nuevo integracion por 
partes, como sigue: 


<r = E (Z 2 ) 

]_ r oo 

In 

lim 


z 2 e z2,2 dz 


r « 


2n R - 


z 2 e z2,2 dz Sea U =z, dV = ze z2/2 dz 
Siendo dU = dz, \/ = -e _z2/2 


R —* oo 


lim ( — ze z2/2 


R /'R 


+ 


- z2 ' 2 dz 


-R 


1 i /•«> 

lim (-2Re~ R2/2 ) + 


R —>oo 


= 0 + 1=1 


J2n 


- z2 ' 2 dz 


Por tanto, la desviacion tipica de la distribucion normal estandar es 1. 

A partir de la distribucion normal estandar se pueden obtener otras distribuciones normales 
mediante un cambio de variable. 
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DEFINICION 7 Distribucion normal general 

Se dice que una variable aleatoria X en el intervalo (-00, 00) tiene distribucion normal de 
media /t y desviacion tipica a (siendo n cualquier numero real y a > 0) si su funcion de 
densidad de probabilidad f /1(T se expresa en funcion de la densidad normal estandar f como 


M = ~f - 


-(x-/i)2/(2 a 2 ) 


\/ease la Figura 7.58. Utilizando el cambio de variable z = (x - /t)/m dz = dz/o, se puede verifi- 
car que 

*00 fco 

f (x)dx=\ f(z)dz= 1 


Figura 7.58 Una densidad normal general de media /«. 

de forma que f ft<r (x) es realmente una funcion de densidad de probabilidad. Utilizando el mismo 
cambio de variable se puede demostrar que 

E(X) = n y E ((X — /i) 2 ) = rz 2 

Entonces, la densidad f fl (r tiene realmente media /( y desviacion tipica < 7 . 

Como e~ z2/2 no tiene una primitiva sencilla, no se pueden determinar probabilidades (es 
decir, areas) en una distribucion normal utilizando el Teorema Fundamental del Calculo. Se pue¬ 
de utilizar integracion numerica, 0 bien consultar un libro de tablas estadisticas que contenga las 
areas calculadas bajo la curva normal estandar. Concretamente, estas tablas proporcionan en ge¬ 
neral los valores de lo que se denomina funcion de distribucion acumulada de una variable 
aleatoria con distribucion normal estandar. Setrata de la funcion 

F (z) = — e- xl/2 dx = Pr(Z ^z) 

■sJh.'K J — 00 

que representa el area bajo la funcion de densidad normal estandar desde -00 hasta z, como se 
muestra en la Figura 7.59. 





Figura 7.59 La funcion de 
distribucion acumulada F[z) de la 
distribucion normal estandar es el 
area que hay bajo la funcion de 
densidad normal estandar desde 
- 00 hasta 1 . 
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Incluimos a continuacion una version abreviada de esa tabla para utilizarla en los ejemplos y 
ejercicios posteriores. 

Tabla 3. Valores de la funcion de distribucion normal estandar F(z) (redondeados a tres cifras decimales) 



Ejemplo 9 


Si Z es una variable aleatoria normal estandar, calcule 


(a) Pr( —1.2 <Z < 2.0) 


(b) Pr(Z>1.5). 


Solucion Utilizando los valores de la tabla se obtiene 


Pr( -1.2 sc Z 2.0) = Pr(Z sc 2.0) - Pr(Z < -1.2) 

= F (2.0) - F (—1.2) « 0.977 - 0.115 
= 0.862 

Pr(Z > 1.5) = 1 - Pr(Z < 1.5) 

= 1 - F (1.5) « 1 - 0.933 = 0.067 


Una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media 2 y desviacion tipica 0.4. 

Calcule 

(a) Pr(1.8 <X <2.4) y (b) Pr(X > 2.4). 

Solucion Como X se distribuye normalmente con media 2 y desviacion tipica 0.4, Z = (X - 2)/0.4 se 
distribuye de acuerdo con una distribucion normal estandar (con media 0 y desviacion tipica 1). Por tanto, 

Pr(1.8 s= X ^ 2.4) = Pr( — 0.5 < Z < 1) 

= F(l) - F(— 0.5) * 0.841 - 0.309 = 0.532 

Pr(X > 2.4) = Pr(Z > 1) = 1 - Pr(Z ^ 1) 

= 1 — F(l) « 1 — 0.841 = 0.159 


Ejercicios 7.8 


1. iCuanto desearia pagar para jugar a un juego en el que 
se tira la moneda presentada al principio de esta 
seccion y se gana 1 € si sale cara, 2 € si sale cruz y 
50 € si cae de canto? Suponga que el juego se va jugar 
muchas veces y que su objetivo en el peor caso es 
quedarse como esta. 


2. Un dado esta cargado de forma que si X representa el 
numero que sale cuando se tira, entonces 
Pr(X = n) = Kn para n e {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

(a) Calcule el valor de la constante K. 

(b) Calcule la probabilidad de que X ^3 en cualquier 
tirada del dado. 
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3. Calcule la desviacion tipica de sus ganancias en el 
juego del Ejercicio 1. 

4. Calcule la media y desviacion tipica de la variable 
aleatoria X del Ejercicio 2. 

5. Un dado esta cargado de forma que la probabilidad de 
que salgan los numeros 2, 3, 4 y 5 sigue siendo todavia 
1/6, pero la probabilidad de que saiga 1 es 9/60 y la 
probabilidad de que saiga 6 es 11/60. iCuanto valen la 
media y la desviacion tipica del numero X que sale al 
tirar este dado? iCual es la probabilidad de queX ^ 3? 

6. Se tiran dos dados, ambos cargados de la forma is 

que se indica en el Ejercicio 5. Sea X la variable ill 

aleatoria correspond!ente a la suma de los numeros que 
salen al tirarlos. 

(a) Calcule la funcion de probabilidad deX. 

(b) Determine la media y la desviacion tipica deX. 
Comparers con las calculadas para el dado no 
trucado del Ejemplo 3. 

7. Una moneda fina pero cargada tiene una g= 

probabilidad de 0.55 de salir cara y 0.45 de salir ill 
cruz (esta moneda no puede caer de canto). Se tira la 
moneda tres veces (determine las respuestas numericas 
de las cuestiones siguientes con una precision de seis 
cifras decimales). 

(a) iCual es el espacio muestral de los posibles 
resultados de tirar la moneda tres veces? 

(b) iCual es la probabilidad de cada uno de esos 
posibles resultados? 

(c) Calcule la funcion de probabilidad del numero de 
veces X que sale cara en las tres tiradas. 

(d) iCual es la probabilidad de que el numero de caras 
sea al menos 1? 

(e) iCual es la esperanza deX? 

8 . Un saco contiene 20 bolas del mismo tamano; algunas 
son rojas y las restantes azules. Si se saca una bola de 
forma aleatoria, la probabilidad de que sea roja es 0.6. 

(a) Si se sacan dos bolas y se dejan fuera del saco, 
icual es la probabilidad de que ambas sean azules? 

(b) Suponga ahora que saca tres bolas y los deja fuera 
del saco. Describa el espacio muestral de los 
posibles resultados de este experimento. iCual es 
la esperanza del numero de bolas rojas que hay en 
las tres que se han extraido del saco? 

Para cada una de las funciones f(x) en los Ejercicios 9-15, 
calcule lo siguiente: 

(a) El valor de C para el que f es una funcion de densidad 
de probabilidad en el intervalo dado. 

(b) La media /(, la varianza g 2 y la desviacion tipica a de 
la densidad de probabilidad f, y 

(c) Pr(/i - g ^ X ^ [i + (j), es decir, la probabilidad de 
que la variable aleatoria X tenga un valor alejado de su 
media menos de una desviacion tipica. 

9. f (x) = Cx en [0, 3] 10. f(x) = Cx en [1, 2] 


11. f(x) = Cx 2 en [0, 1] 12. f(x) = C senx en [0, n] 

13. f (x) = C(x - x 2 ) en [0, 1] 

14. f(x) = Cxe en [0, oo), (k > 0) 

15. f(x) — Ce~* 2 en [0, oo). Sugerencia: Utilice las 
propiedades de la densidad normal estandar para 
demostrar que Jjj 0 e~ xl dx = Jn/2. 

16. iEs posible que una variable aleatoria este 
uniformemente distribuida en toda la recta real? 
Explique por que. 

17. Realice los calculos para demostrar que la densidad 
normal f, 1>ff (x) definida en el texto es una funcion de 
densidad de probabilidad y tiene media /( y desviacion 
tipica g. 

2 

*18. Demuestre que f(x) = —-es una densidad de 

k ( 1 + X ; 

probabilidad en el intervalo [0, oo). Calcule la 
esperanza deX para esta densidad. Si una maquina 
genera valores de una variable aleatoria X con 
distribucion f(x), icuanto legustaria pagar, por juego, 
para jugar de forma que usted maneja la maquina para 
producir un valor de X y gana X euros? J ustifique su 
respuesta. 

19. Calcule Pr(|X - /i| ^ 2 g) para: 

(a) La distri bucion uniforme en el intervalo [a, b]. 

(b) La distri bucion exponencial con densidad 
f(x) = ke~ kx en el intervalo [0, co). 

(c) La distri bucion normal con densidad f /1(J (x). 

20. El intervalo de tiempo T (medido en horas) entre 
averias de un computador es una variable aleatoria 
distribuida exponencialmente. Si la amplitud media del 
intervalo de tiempo entre averias sucesivas es de 20 
horas, calcule la probabilidad de que el computador, 
que acaba de ser reparado, funcione sin problemas al 
menos 12 horas. 

21. El numero X de metros de cable producidos al dia por 
una empresa es una variable aleatoria distribuida 
normalmente de media 5000 y desviacion estandar 200. 
iEn que fraccion de los dias que opera la compama el 
numero de metros de cable producido superara los 
5500? 

22 . Un instrumento de medida dispone de una escala de 0 
a 1. Con el paso del tiempo sufre desgaste y tiende a 
quedarse fijo en el numero 1/4. Suponga que eso 
ocurre la cuarta parte del tiempo y que el resto 
proporciona un valor uniformemente distribuido en el 
intervalo [0, 1], iCual es la media y la desviacion 
tipica de los valores de la medida? (Nota: la variable 
aleatoria correspondiente al valor de la medida tiene 
una distri bucion que es parcialmente discreta y 
parcialmente continua). 
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Ecuaciones diferenciales de primer orden 

Esta seccion final de aplicaciones de integracion se concentra en la aplicacion de las integrales 
indefinidas en vez de las integrales definidas. Podemos utilizar las tecnicas de integracion desa- 
rrolladas en I os Capftulos 5 y 6 para resolver ciertas clases de ecuaciones diferenciales de primer 
orden que aparecen al modelar diversas situaciones. En la Seccion 3.4 ya hemos visto aigunos 
ejemplos de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales para modelar los fenomenos de creci- 
miento y decaimiento. 


Ecuaciones separables 


Consideremos la ecuacion logistica presentada en la Seccion 3.4 que modela el crecimiento de 
una poblacion animal con suministro de alimentos limitado: 


dy 

dt 



0 


siendo y(t) el tamano de la poblacion en el instante t, k una constante positiva relacionada con la 
fertilidad de la poblacion y L el tamano de la poblacion en estado estacionario que se puede 
mantener con el suministro de alimentos disponible. Esta ecuacion es un ejemplo de una clase de 
ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas ecuaciones separables porque cuando se 
expresan en terminos de diferenciales, se pueden separar de forma que la variable dependiente 
esta en un miembro de la ecuacion y la variable independiente en el otro. La ecuacion logistica 
se puede expresar de la forma 


L dy 

y(L ~ y) 


= kdt 


que se puede resolver integrando ambos miembros. Descomponiendo el miembro izquierdo en 
fracciones simples e integrando, se obtiene 


1 1 

- + 


dy = kt + C 


O' 1 ~Yj 

Suponiendo que 0 < y < L , se obtiene entonces 

Iny - In (L - y) = kt + C 

y 


In 


L -y 


— kt + C 


Ahora se puede despejar y de la ecuacion tomando exponenciales en ambos miembros: 


— = e kt+c = 

L -y 


y = (L - y)C ie kt 
C iL e kt 

Y ~l + C 1 e kt 


siendo C : = e c . 
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En general, las ecuaciones separables son de la forma 


dy 


Y se resuelven expresandolas de la forma 

dy 

g(y ) 

e integrando ambos miembros. 


f(x) dx 


Ejemplo 1 


, dy x 

Resuelva la ecuacion — = 
dx y 


Solucion 

obtiene 


Expresamos la ecuacion de la forma ydy 


xdx e integramos ambos miembros, con lo que se 



1 


o y 2 -x 2 = C, siendo C = 2C 1 una constante arbitraria. Las curvas de la solucion son hiperbolas rectangu- 
lares (vease la Figura 7.60). Sus asintotas y = x e y = -x son tambien soluciones correspondientes a 


C = 0. 



Ejemplo 2 


Resuelva el problema de valor inicial 

(dy 


’dx = xY 

(yd) = 3 


dy , 

Solucion AI separar la ecuacion diferencial se obtiene = x^dx. Entonces, 

y 


dy , , _ 

-j= x^dx, de forma que - T = - + C 


Como y = 3 cuando x = 1, tenemos que 
anterior y despejando y se obtiene 


jy = 1 
18 


1 x J 
2/ 3 

_ _ 7 


3 1 C y C = Sustituyendo este valor en la solucion 


y(x) = 


s/l - 6x 3 

Esta solucion es valida para x < (g) 1/3 (vease la Figura 7.61). 






Resuelva la ecuacion integral y(x) = 3 + 2 ty(t) dt 


Ejemplo 


Solucion Diferenciando la ecuacion integral con respecto a x se obtiene 

dy dy 

— = 2 xy[x) o — = 2 xdx 
dx y 

por tanto, ln|y(x)| = x 2 + C y, despejando y, y(x) = C^ 2 . Sustituyendo x = 1 en la ecuacion integral se 
obtiene un valor inicial: y(l) = 3 + 0 = 3, por lo que C x = 3/e y 


y(x) = 3e x 


(Una solucion al problema dela concentracion) Un tanque contiene inicialmente 1000 I 
de salmuera con 50 kg de sal disuelta. AI tanque fluye salmuera que contiene 10 g de sal por litro con una 
velocidad constante de 10 l/min. Si el contenido del tanque se mantiene perfectamente mezclado todo el 
tiempo, y la solucion sale del tanque con una velocidad de 10 l/min, icuanta sal quedara en el tanque trans- 
curridos 40 minutos? 

Solucion Sea x(t) el numero de kilogramos de sal en solucion en el tanque despues de s minutos. Por 
tanto x(0) = 50. Se incorpora sal al tanque con una velocidad de 10 g/l x 10 l/min = 100 g/min = 
= 1/10 kg/min. El tanque contiene 1000 I de liquido en todo momento, por lo que la concentracion de sal 
en el tanque en el instante t es x/1000 kg/I. Como el contenido del tanque se vacia con una velocidad de 
10 l/min, la sal se elimina con una velocidad de 10x/1000 = x/100 kg/min. Por tanto, 

dx 1 x 10 - x 

— = velocidad de entrada - velocidad de salida = — - —— = ——— 
dt 10 100 100 

o bien 

dx _ dt 
10 -x ~~ 100 


Integrando los dos miembros de esta ecuacion se obtiene 


-ln|10 - x| = — + C 


Observese quex(t) # 10 para todo instante tfinito (ya que InO no esta definido). Como x(0) = 50 > 10, se 
deduce que x(t) > 10 para todo t > 0 (x(t) es necesariamente continua, por lo que no puede tomar valores 
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menores que 10 sin haber tornado el valor 10 por el Teorema del Valor M edio). Por lo tanto, podemos qui- 
tar el valor absoluto de la solucion anterior y obtener 


In (x — 10) 


t 

loo 


Como x(0) = 50, tenemos que -C = In40 y 

x = x(t) = 10 + 40e - t/10 ° 
Tras 40 minutos habra 10 + 40e -0 - 4 « 36.8 kg de sal en el tanque. 


Ejemplo 5 


(Un problema de velocidad de reaccion) En una reaccion quimica que se produce en una 
solucion, una molecula de cada uno de los dos reactivos A y B se combina para formar una molecula del 
producto C. De acuerdo con la ley de accion de masas, la reaccion precede con una velocidad proporcional 
al producto de las concentraciones deA y B en la solucion. Por tanto, si inicialmente hay a moleculas/cm 3 
del reactivo A y b moleculas/cm 3 del reactivo B, entonces el numero x(t) de moleculas/cm 3 de C presentes 
del instante t en adelante esta determinado por la ecuacion diferencial 

dx 

— = k(a -x)(b -x) 
dt 

Resolveremos esta ecuacion mediante la tecnica de descomposicion en fracciones simples partiendo del su- 
puesto de que b # a: 

dx 

= k dt = kt + C 


(a -x)(b -x) 


Como 


(a - x)(b - x) b - 
y como necesariamente x ^ a y x ^ b, tenemos que 

1 


a \a 


b - a 


(-In (a - x) + In (b - x)) = kt + C 


o bien 


In 


b-x 


a - x 


= (b - a)kt + C i, siendo Ci = (b - a)C 


Por hipotesis, x(0) = 0, por lo que C x = In ( b/a ) y 

a(b - x) 
b(a - x) 


In 


= (b - a)kt 


De la ecuacion anterior se puede despejar x resultando x = x(t) = 


ab(e w 


-a)kt _ 


i) 


be ib 


-a)kt 


Ejemplo 6 


Obtenga una familia de curvas de forma que cada una de ellas corte a cualquier parabola 
con ecuacion y = Cx 2 formando angulos rectos. 

Solucion La familia de parabolas y = Cx 2 cumple la ecuacion diferencial 


_d 

dx 



= -C =0 
dx 


x 


2 


dy 

dx 


- 2xy = 0 o 


dy = 2y 
dx x 


es decir, 
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Cualquier curva que corte a las parabolas y = Cx 2 formando angulos rectos debe tener en cualquier punto 
(x, y) una pendiente igual al inverso cambio de signo de la pendiente de la parabola particular que pasa por 
ese punto. Por tanto, esas curvas deberan cumplir 

dy x 
dx ~ 2y 

Separando las variables se Mega a 2ydy = -xcfx, e integrando ambos miembros resulta y 2 = -\x 2 + C 1 o 
x 2 + 2y 2 = C, siendo C =2C 1 . Esta ecuacion representa a una familia de elipses centradas en el origen. 
Las elipses y las parabolas se cortan formando angulos rectos, como se muestra en la Figura 7.62. Cuando 
las curvas de una familia cortan a las curvas de una segunda familia formando angulos rectos, se dice que 
una de el I as es la familia de trayectorias ortogonales de la otra familia. 



Ecuaciones lineales de primer orden 

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es de la forma 

dy 

— + p(x)y = q(x) 

siendo p(x) y q(x) funciones dadas, que se suponen continuas. Estas ecuaciones se pueden resol¬ 
ver (es decir, obtener y en funcion de x) mediante el procedimiento siguiente. 

Sea n(x) una primitiva de p(x): 


p(x) 


f pU) dx y 



Si y = 
ducto, 


y(x) cumple la ecuacion dada, entonces se puede calcular, utilizando la Regia del Pro- 


-f- ( e /' w y(x)) = e ,,(x) ^ + e /i(x) ^ y(x) 
dx dx dx 


= e" (x) + p(x)y^J 


e ,lM q(x) 
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r 


Por tanto, e l ‘ {x] y(x) = 

e fl{x] q(x) dx, 0 


y(x) = e m(x) 

e tAx) q(x) dx 


En los ejemplos que siguen volveremos a utilizar este metodo, en vez de la formula final. e /l(x) se 
denomina factor de integracion de la ecuacion diferencial dada porque, si se multiplica la ecua¬ 
cion por e /i(x) , el miembro izquierdo se convierte en la derivada de e /l(x) y(x). 


Ejemplo 7 


dy y 

Resuelva — + - = 1 para x > 0. 
dx x 


Solucion En este caso, p(x) = 1/x, por lo que /<(x) = J p(x)dx = Inx para x > 0 y e /,(x) = x. Calculamos 


dy 


dx 


(xy) = x — + y = x— + -=x 


dx 


dy ' y 


dx 


Finalmente, 


xy = | x dx = - x 2 + C 


1/1 , , .. _ 
y = -k x+c =^ + - 


x \2 


que es una solucion de la ecuacion dada para cualquier valor de la constante C. 


Ejemplo 8 


dy , 

Resuelva — + xy = x . 
dx 


Solucion En este caso, p(x) = x, por lo que /<(x) = x 2 /2 y e' ,(x) = e x2/2 . Calculamos 

-j- (e x2/2 y) = e x2/2 + e x2/2 xy = e x2/2 (^- + xy^j = x 3 e x2/2 

dx dx \dx J 

por tanto, 

e x2/2 y = f x 3 e x2/2 dx Sea U = x 2 , dV = xe x2/2 dx 
Siendo dU =2xdx, V = e x2/2 

= x 2 e x2/2 - 2 f xe x2/2 dx 


= x 2 e x2/2 - 2e x2/2 + C 

y, finalmente, y = x 2 -2 + Ce ' x2/2 . 


Ejemplo 9 


(Un circuito resistencia-inductancia) Un circuito electrico (Figura 7.63) contiene una 
fuente de tension continua de V voltios, un interrupter, una resistencia de valor R ohmios y una bobina de 
valor L henrios. El circuito no tiene capacitancia. El conmutador esta inicialmente abierto, de forma que no 
circula corriente, y se cierra en el instante t = 0 de forma que la corriente empieza a circular en ese instan- 
te. Si la inductancia L fuera cero, la corriente saltaria bruscamente desde 0 amperios cuando t < 0 hasta 
I = V/R amperios cuando t > 0. Sin embargo, si L > 0, la corriente no puede cambiar instantaneamente; 
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dependera del tiempo t. Sea l(t) (amperios) la corriente t segundos despues de cerrar el interruptor. Se sabe 
que /(t) satisface el problema de valor inicial 

(L y + R/ =V 
| dt /( 0 ) = 0 

Calcule l(t). iCuanto vale lim^*, /(f)? iCuanto tiempo debe transcurrir despues de que se cierra el 
interruptor para que la corriente alcance el 90% de su valor limite? 


Figura 7.63 Un circuito resistencia-inductancia. 


dl R 1/ 

Solucion La ecuacion diferencial se puede escribir en la forma — + - / = Es lineal y su factor de 


integracion es e' l(t) , siendo 


Por tanto, 


CR Rt 
/((t) = - dt = — 


d Df; , , Dt „ (dl R \ Btn V 

— / r/r j \ _ t/r I — _i_ — / j — r/r — 

dt' left L J L 


e Rt /L,=- e Rt/L dt = - e Rt/L + C 

L R 


l(t)=- + Ce Rt/L 

Como /(0) = 0, tenemos que 0 = (V/R) + C, por lo que C = -V/R. Por tanto, la intensidad de corriente en 
cualquier instante t > 0 es 


lit) = - (1 - e Rt/L ) 

A 

Observando esta solucion resulta claro que lim^^ l(t) = V/R; la corriente en estado estacionario es la co¬ 
rriente que circularia si la inductancia fuera cero. 

I(t) alcanzara el 90% de su valor limite cuando 

- (1 - = — - 

R 100 R 

Esta ecuacion implica que e~ Rt/L = 1/10, o t = (L In 10)/R. La intensidad de corriente alcanzara el 90% de 
su valor limite en (L In 10)/R segundos. 


Nuestro ejemplo final revisa un problema tfpico de serie de pagos considerado en la Seccion 7.7. 
Esta vez trataremos el problema como un problema de valor inicial utilizando la ecuacion dife¬ 
rencial. 

Se a ' 3re una cuen,:a d e ahorro con un deposito de A euros. En cualquier instante t poste¬ 
rior, el dinero se deposita en la cuenta de forma continua con una velocidad de (C + Dt) € al ano. Si la 
cuenta tiene un interes nominal de 100R % al ano, computado de forma continua, calcule el estado de la 
cuenta B(t) euros transcurridos t anos. I lustre la solucion con los datos A = 5000, C = 1000, D = 200, 
R = 0.13 y t = 5. 
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Solucion Como se indico en la Seccion 3.4, el computo continuo de interes con una tasa nominal de 
100R % hace que 1 € crezca hasta valer e Rt € en t anos. Si no hubiera depositos posteriores, el estado de la 
cuenta creceria de acuerdo con la ecuacion diferencial del crecimiento exponencial: 


AI permitir un crecimiento adicional debido a la aportacion de depositos, podemos observar que 8 debe 
cumplir la siguiente ecuacion diferencial: 

dB 

— = R8 + (C +Dt ) 
eft 

o, en otros terminos, dB/dt - RB = C + Dt. Se trata de una ecuacion lineal en B con p(t) = -R. Por tanto, 
podemos tomar p(t) = -Rt y = e~ Rt . Ahora calculamos 

(e Rt B(t)) = e~ Rt — Re Rt B(t) = (C +Dt)e" fit 
dt dt 


y 


e ~ Rt B(t) = I (C +Dt)e RC dt 


-Rt, 


Sea U = C + Dt, dV = e~ Rt dt 

Siendo dU = D dt, V = —e Rt /R 


c + Dt C -Rt 

R 

C + Dt _ Rt 
— 6 


-Rt 


-Rt 


dt 


K, 


(K = constante) 


Por tanto, 


Como A = 8(0) = — 


R 


D 

¥ 


B(t) = - 


C + Dt 


R 


D 

R} 


Ke‘ 


fit 


C D 

K, tenemos que /C = A + 77 + ^7 


, C D . 
e ( 0 = (A + - + ^)e fit 


R R" 

C + Dt 


R 


D 

R 1 


Para la ilustracion A = 5000, C = 1000, D = 200, R = 0.13 y t = 5 obtenemos, utilizando la calculadora, 
8(5) = 19 762.82. La cuenta contendra 19 762.82 € despues de cinco anos, en estas circunstancias. 


Ejercicios 7.9 


Resuelva las ecuaciones separables de los Ejercicios 1-10. 


1 d l = L 

1 dx 2x 


3 . 


dy x 2 
dx y 2 


dY 

dy , 
l. -j- = i - y 2 
dx 


2 ^ _ 3y - 1 
' dx x 

a d y 22 

4. — = xV 

dx 

dX y 

6 . — = e x sen t 
dt 

dy -> 

5. / = 1 + y 2 

dx 


dy 

2 +e ’ 


dy 7 

10 . / = y 2 (l - y) 
dx 


Resuelva las ecuaciones lineales de los Ejercicios 11-16. 

dy _ 2 y 
dx x 


11 . — - — = x 2 


dy 2 y 1 

i 2 . / + - = -2 

dx x x 


dy 

13. / + 2y = 3 
dx 

dy 

15. / + y = x 
dx 


dy y 
14. -/- + y = e 
dx 

16. ^ + 2 e x y = e x 
dx 
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Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios 
17-20. 


17. 


'dy 

dt 


lOy = 1 


y( 1/10) = 2/10 


18. 


dy 

dx 


+ 3x 2 y = x 2 


y(0) = 1 


en el instante t = 0, es decir, v(0) = 0, calcule la 
velocidad v(t) para cualquier instante t > 0 (hasta que 
el objeto Mega al suelo). Demuestre que v(t) tiende a un 
determinado limite cuando t-> oo. iEs necesaria la 
formula explicita de v(t) para determinar esta velocidad 
limite? 


fx 2 y' + y = x 2 e 1/x fy' + (cosx)y = 2xe senx 

1 y(l) = 3e { y(jr) = 0 

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 21-24. 
f x t f x (y( t)) 2 

21 . y w_ 2 + J o —dt a-yw-i + j^* 

r vit)dt r 

23. y(x) = l+ | ^ 24. y(x) = 3 + | q e 

25. Si a > b > 0 en el Ejemplo 5, calcule lim^^ x(t). 

26. Si b > a > 0 en el Ejemplo 5, calcule lim^^ x(t). 

27. iPor que no es valida la solucion dada en el Ejemplo 5 
para a = b? Calcule la solucion para el caso a = b. 

28. Un objeto de masa m que cae cerca de la superficie de 
la tierra es retrasado por la resistencia del aire 
proporcional a su velocidad de forma que, de acuerdo 
con la Segunda Ley del M ovimiento de Newton, 

dv 

m — = mg - ku 

siendo v = v(t) la velocidad del objeto en el instante t, 
y g la aceleracion de la gravedad cerca de la superficie 
de la tierra. Suponiendo que el objeto parte del reposo 


29. Repita el Ejercicio 28, con la unica diferencia de 
asumir que la resistencia del aire es proporcional al 
cuadrado de la velocidad, de forma que la ecuacion del 
movimiento es 

dv , 

m — = mg - kv 

30. Calcule el ahorro acumulado tras un ano si el estado 
inicial de la cuenta era de 1000 €, el interes se paga de 
forma continua en la cuenta con una tasa nominal del 
10% anual, computado de forma continua, y la cuenta 
disminuye de forma continua (por ejemplo, debido a 
los impuestos) con una velocidad de y 2 /l 000 000 de 
euros al ano, siendo y = y(t) el estado de la cuenta 
transcurridos t anos. iCuanto puede crecer la cuenta? 
iCuanto tiempo debera transcurrir para que la cuenta 
alcance la mitad del valor maximo? 

31. Calcule la familia de curvas que cortan a las hiperbolas 
xy = C formando angulos rectos. 

32. Repita la solucion al problema de concentracion del 
Ejemplo 4, cambiando la velocidad de entrada de 
salmuera en el tanque a 12 l/min y dejando todos los 
otros datos con el mismo valor del ejemplo. Notese 
que el volumen de liquido en el tanque ya no es 
constante con el tiempo. 


Repaso del capi'tulo 
Ideas clave 

• iQue significan las siguientes frases? 

O Solido de revolucion. 

O Elemento de volumen. 

O Longitud de arco de una curva. 

O M omento de un punto de masa m respecto a x = 0. 
O Centro de masas de una distribucion de masas. 

C> Centroide de una region plana. 

O Ecuacion diferencial separable de primer orden. 

O Ecuacion diferencial lineal de primer orden. 

• Sea D la region plana 0 y^ f(.x), a^x^b. 

Utilice integrales para representar lo siguiente: 

O El volumen generado al rotar D alrededor del ejex. 


O El volumen generado al rotar D alrededor del ejey. 

O El momenta de D respecto al ejey. 

O El momenta de D respecto al eje x. 

O El centroide de D. 

• Sea C la curva y= f(x), xsc b Utilice 
integrales para representar lo siguiente: 

O La longitud de C. 

O El area de la superficie generada al rotar C alrededor 
del eje x. 

O El area de la superficie generada al rotar C alrededor 
del ejey. 

Ejercicios de repaso 

1. La Figura 7.64 muestra la seccion cruzada a lo largo de 
los ejes de dos carretes circulares. El carrete de la 
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izquierda puede almacenar 1000 m de hilo si se enrol la 
complete perfectamente. iCuantos metros de hilo del 
mismo tamano puede almacenar el carrete de la 
derecha? 


h-3 cm-H 


1 1 



5 ' 

cm 

1 1 


—1 

■*- 1 cm 


<—3 cm-»| 



Figura 7.64 


2. El agua de un cuenco se evapora con una velocidad 
proporcional al area de su superficie. Demuestre que la 
profundidad de agua en el cuenco disminuye con una 
velocidad constante, independientemente de la forma 
del cuenco. 


3. Un barril mide 4 pies de altura y tiene un volumen 
de 16 pies cubicos. Su base y su tapa son discos 
circulares de radio 1 pie, y su pared lateral se obtiene 
rotando la parte de la parabola x = a - by 2 que esta 
entre y = -2 y y = 2 alrededor del eje y. Calcule, 
aproximadamente, los valores de las constantes 
positivas a y b. 


4. El solido de la Figura 7.65 se corta de un cilindro 
vertical de radio 10 cm mediante dos pianos que 
forman angulos de 60° con la horizontal. Calcule su 
volumen. 



5. Calcule con cuatro cifras decimates de precision 
el valor de la constante positiva a para la que la 
curva y = (1/a) cosh ax tenga una longitud de arco de 
dos unidades entre x = 0 y x = 1. 


6 . Calcule el area de la superficie que se obtiene rotando 
la curva y = Jx, (0 ^ x ^ 6) alrededor del eje x. 

7. Calcule el centroide de la region plana x ^ 0, y s* 0, 
x 2 + 4y 2 ^ 4. 


8 . Una placa plana con forma de disco circular tiene un 
radio de 3 pies y su densidad de area es constante. Se 


corta un agujero circular de radio 1 pie, centrado a una 
distancia de 1 pie desde el centre del disco. Calcule el 
centre de masas de la parte restante del disco. 

9. De acuerdo con la Ley de Boyle, si un gas se expande 
o se comprime isotermicamente el producto de su 
presion por su volumen permanece constante. El 
cilindro de la Figura 7.66 se Mena con un gas que 
realiza una fuerza de 1000 N sobre el piston cuando 
este esta a 20 cm por encima de la base del cilindro. 
iCuanto trabajo realiza el piston si comprime el gas 
isotermicamente, descendiendo hasta una altura de 
5 cm por encima de la base? 

| | piston | 


gas 


Figura 7.66 


10. Suponga dos funciones f y g que tienen la siguiente 
propiedad: para todo a > 0, el solido producido al rotar 
la region del piano xy limitada por y = f(x), y = g(x), 
x = 0 y x = a alrededor del eje x tiene el mismo 
volumen que el solido que se produce al rotar la misma 
region alrededor del ejey. iQue se puede decir sobre f 

y g? 

11. Calcule la ecuacion de la curva que pasa por el punto 
(2, 4) y tiene pendiente 3y/(x - 1) en cualquier punto 
(x, y) de la misma. 

12. Obtenga una familia de curvas que corte a las elipses 
de la forma 3x 2 + 4y 2 = C formando angulos rectos. 

13. Los ingresos y los gastos de un negocio estacional 
producen depositos y retiradas de una cuenta de un 
banco, que se pueden modelar en forma de una 
velocidad de flujo en la cuenta de P(t) € al ano en el 
instante t (anos), siendo P(t) = 10 000sen (2nt). Si el 
interes de la cuenta tiene una tasa instantanea del 4% 
anual y hay 8000 € en el instante t = 0, icuanto habra 
en la cuenta dos anos mas tarde? 

Problemas avanzados 

1. La curva y = e w senx (x ^ 0) se rota alrededor del eje 
x para generar una ristra de «gotas» cuyos volumenes 
disminuyen hacia la derecha si k > 0. 
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(a) Demuestre que la relacion entre el volumen de la 
gota (n +1) y la gota n depende de k, pero no de n. 

(b) iPara que valor de k es igual a 1/2 la relacion del 
apartado (a)? 

(c) Calcule el volumen total de todas las gotas en 
funcion de k > 0. 

2. (Conservacion detierra) Una paisajista desea crear a 
nivel del suelo un estanque con forma de aniNo, con un 
radio exterior de 10 m y una profundidad maxima de 
1 m rodeando una colina que se construira utilizando la 
tierra excavada para formar el estanque ( vease la Figura 
7.67). Decide utilizar un polinomio de cuarto grado para 
determinar la forma de la seccion cruzada de la colina y 
del fondo del estanque: a una distancia de r metros del 
centra de la composicion, la altura por encima o por 
debajo del nivel normal del suelo sera 

h(r ) = a(r 2 - 100)(r 2 - k 2 ) metros 

para algun valor a > 0, siendo k el radio interior del 
estanque. Calcule k y a de forma que se cumplan los 
requisites dados anteriormente. 

iCuanta tierra se debe mover del estanque para 
construir la colina? 


para 0 < x < h. Calcule la curva cubica concrete que 
maximiza el volumen del morro. Demuestre tambien 
que esta eleccion de la curva cubica hace la pendiente 
dy/dx en el origen lo mas grande posible y, por tanto, 
corresponde al morro mas puntiagudo. 


4. (Splines cuadraticos) Sean A = (x 1( y x ), B =(x 2 , y 2 ) 
y C = (x 3 , y 3 ) tres puntos que cumplen x 1 <x 2 <x 3 . 

Una funcion f(x) cuya grafica pasa por los tres puntos 
se denomina spline cuadratico si f(x) es una funcion 
cuadratica en el intervalo [x 1( x 2 ] y, posiblemente, una 
funcion cuadratica diferente en el intervalo [x 2 , x 3 ], y las 
dos funciones cuadraticas tienen la misma pendiente en 
x 2 . En este problema, tome A = (0, 1), B = (1, 2) y 
C = (3, 0). 


(a) Obtenga una familia f(x, m) de splines cuadraticos 
de un parametro que pasen por A, B y C, y que 
tengan pendiente m en B. 

(b) Calcule el valor de m para que la longitud de la 
grafica y = f(x, m) entre x = 0 y x = 3 sea minima. 
iCuanto vale dicha longitud minima? Comparela 
con la longitud de la linea poligonal ABC. 



3. (Diserio de un cohete) El morro de un cohete es c 
un solido de revolucion con radio en la base r ill 
y altura h. El morro se debe unir suavemente con el 
cuerpo cilindrico del cohete (vease la Figura 7.68). 
Tomando como origen la punta del morro del cohete y 
como eje x el eje central del cohete, se pueden obtener 
varias formas de morro rotando la curva cubica: 

y = f (x) = ax + bx 2 + cx 3 



alrededor del eje x. La curva cubica debe tener 
pendiente 0 en x = h, y su pendiente debe ser positiva 


5. Se debe construir un muro de cemento con forma 
de ani 11 o circular, con una altura maxima de 2 m, 
un radio interior de 15 m, y una anchura de 1 m a nivel 
de tierra, de forma que su radio exterior sea de 16 m 
(vease la Figura 7.69). La seccion cruzada transversal de 
la pared a una distancia de 15 + x m del centra del 
ani 11 o tiene la forma de la funcion cubica 


f(x) = x(l - x)(ax + b) m 

que no se debe anular en ningun punto del intervalo 
abierto (0, 1). Calcule los valores de a y b que 
minimizan el volumen total de cemento necesario para 
construir el muro. 



6. (Volumen de una bola n-dimensional) El espacio 
euclideo n-dimensional esta formado por los puntos 

(x lF x 2 . x n ) con n coordenadas reales. Por analogia 

con el caso tridimensional, denominaremos al conjunto 
de puntos que cumplen la desigualdad 
x\ + x 2 + + x„ ^ r 2 , bola n-dimensional centrada en 

el origen. Por ejemplo, la bola unidimensional es el 
intervalo -r <Xx < r, cuyo volumen (es decir, 
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longitud) es V^r) = 2 r. La bola bidimensional es el 
disco x\ + x\ ^ r 2 , cuyo volumen (es decir, area) es 



El volumen de la bola tridimensional x 2 + x\ + xj ^ r 2 
es 



Por analogia con estas formulas, el volumen V n (r) de 
una bola n-dimensional de radio r es la integral del 
volumen de la bola (n - l)-dimensional de radio 



Utilizando un programa de matematicas por computador, 
calcule V 4 (r), V 5 (r), .... V 10 (r) y plantee formulas para 
V 2n (r) (las bolas de dimension par) y V 2n+1 (r) (las bolas 
de dimension impar). Si su programa de matematicas 
por ordenador es lo suficientemente potente, podra 
verificar sus planteamientos por induccion. Si no es asi, 
utilicelos para predecir V u (r) y V 12 (r); despues 
compruebe su prevision empezando con V 10 (r). 


*7. (El problems de la aguja de Button) Una superficie 
plana horizontal esta marcada con lineas paralelas 
separadas 10 cm, como se muestra en la Figura 7.70. 
Se lanza una aguja de 5 cm de longitud de forma 
aleatoria en la superficie. Calcule la probabilidad de 
que la aguja corte a una de las lineas. Sugerencia: 
Consideremos como punto de referenda el extremo 
«inferior» de la aguja (es decir, el que apunta hacia 
abajo de la pagina en la figura). Si los dos extremos 



estan a la misma altura, se utilizara el extremo 
izquierdo. Sea y la distancia desde el punto de 
referenda a la linea mas cercana por encima de el, y 
sea 0 el angulo que forman la aguja y la recta que se 
extiende hacia la derecha desde el punto de referenda 
en la figura. iCuales son los posibles valores de y y de 
01 Dibuje en un piano con coordenadas cartesianas 0 e 
y, la region formada por todos los puntos (0, y) 
correspondientes a las posibles posiciones de la aguja. 
Dibuje tambien la region correspondiente a aquellas 
posiciones en las que la aguja cruza una de las lineas 
paralelas. La probabilidad pedida es el area de la 
segunda region dividida por el area de la primera. 

*8. (El camino de un remolque) Obtenga la ecuacion 
y = f[x) de una curva en el primer cuadrante del piano 
xy, empezando en el punto (L, 0) y con la propiedad de 
que si la tangente a la curva en P cruza al ejey en Q, 
entonces la longitud de PQ es la constante L (vease la 
Figura 7.71). Esta curva se denomina tractriz, del 
participio latino tractus, que significa arrastrado. 
Corresponde al camino del extremo trasero P de un 
remolque de longitud L, originalmente dispuesto a lo 
largo del ejex, cuando es remolcado (arrastrado) por 
un tractor Q que se mueve por el eje y, alejandose del 
origen. 





Figura 7.71 


*9. (Aproximacion al area de superficie de un elipsoide) 

Un geografo fisico que estudia el flujo de las corrientes 
que rodean piedras ovales necesita calcular las areas de 
superficie de muchas piedras que se modelan como 
elipsoides: 
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Desea obtener una formula simple de dicha area de 
superficie, de forma que la pueda incluir en una hoja 
de calculo que contenga las medidas a, b y c de las 
piedras. Desafortunadamente, no hay una formula 
exacta para calcular el area de un elipsoide general por 
medio de funciones elementales. Sin embargo, si 
existen formulas para elipsoides de revolucion, donde 
dos de los tres semiejes son iguales. Este tipo de 
elipsoides se denominan esferoides; un esferoide 
oblado (como la tierra) tiene sus dos semiejes mas 
largos iguales; un esferoide prolado (como un balon de 
rugby) tiene sus dos semiejes mas cortos iguales. Una 
aproximacion razonable para calcular el area de un 
elipsoide general se puede obtener mediante 
interpolacion lineal de esos dos casos. 


Para concretar, supongamos que los semiejes se 
disponen en orden decreciente a ^ b ^ c, y sea el area 
de la superficie S(a, b, c). 

(a) Calcule S(a, a, c), el area de un esferoide oblado. 

(b) Calcule S(a, c, c), el area de un esferoide prolado. 

(c) Construya una aproximacion a S(a, b, c) que divida 
el intervalo desde S(a, a, c) hasta S(a, c, c) en la 
misma proporcion que b divide el intervalo desde a 
hasta c. 

(d) Aproximeel area del elipsoide 



utilizando el metodo anterior. 





CAPl'TULO 8 

Conicas, curvas 
parametricas 
y curvas en polares 


Todo el mundo sabe lo que es una curva, hasta que estu- 
dia suficientes matematicas y queda confundido por el 
gran numero de posibles excepciones... Una curva es la 
totalidad de puntos cuyas coordenadas son funciones de 
un parametro que se puede diferenciar tantas veces como 
se requiera. 

Felix Klein (1849-1925) 


Intmduccion Hasta el momenta, la mayor parte de las curvas que hemos encon- 
trado han sido graficas de funciones, y nos han proporcionado informacion visual de 
utilidad sobre el comportamiento de dichas funciones. En este capitulo vamos a 
considerar las curvas planas como objetos de interes por su propio derecho. Prime- 
ro, examinaremos las secciones conicas, que son curvas con ecuaciones cuadraticas 
que se obtienen como interseccion de un piano con un cono circular recto. Seguida- 
mente, consideraremos curvas descritas por dos ecuaciones parametricas que pro- 
porcionan las coordenadas de sus puntos como funciones de un parametro. Si este 
parametro es el tiempo, entonces las curvas describen el movimiento de un punto en 
el piano. Finalmente, consideraremos curvas descritas por ecuaciones en un nuevo 
si sterna de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares, en el que cada 
punto se localiza mediante su distancia y su direccion desde el origen. En el Capftu- 
io 11 ampliaremos nuestro estudio a las curvas en tres dimensiones. 
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Conicas 


Los cfrculos, las elipses, las parabolas y las hiperbolas se denominan secciones conicas (o, mas 
sencillamente, conicas) porque son curvas resultantes de la interseccion de pianos con conos cir- 
culares rectos. 

Para concretar, supongamos una recta A fija en el espacio, y sea 1/ un punto fijo de A. El 
cono circular recto de eje/4, vertice 1/ y semiangulo vertical a es la superficie formada por 
todos los puntos de las rectas que pasan por 1/ y que forman un angulo a con la recta A (vease la 
Figura 8.1). El cono tiene dos mitades en lados opuestos de vertice I/. Todo piano P que no pase 
por 1/ cortara al cono (a una de sus mitades o a las dos), formando una curva e (vease la Figu¬ 
ra 8.2). Si una recta normal (es decir, perpendicular) a P forma un angulo 0 con el eje A del 
cono, siendo 0^0=% n/2, entonces 


e es una circunferencia si 

0 = 0 

ees una elipse si 

n 

0 < 0 < - — a 

ees una parabola si 

1 

K 1 CM 

II 

as 

ees una hiperbola si 

n n 

- - a < 0 ^ - 

2 2 



vertice V, eje A y semiangulo 
vertical a. 




elipse parabola hiperbola 

Figura 8.2 Pianos que cortan a un cono formando una elipse, una parabola 
y una hiperbola. 


En las Secciones 10.4 y 10.5 se demuestra que los pianos se representan mediante ecuaciones de 
primer grado y los conos mediante ecuaciones de segundo grado. Por tanto, todas las conicas se 
pueden representar analfticamente (respecto a un sistema de coordenadas cartesianas x ey en el 
piano de la conica) mediante una ecuacion de segundo grado cuya forma general es 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F =0 

siendo A, B ,.,,, F constantes. Sin embargo, una ecuacion como esa puede representar tambien el 
conjunto vacfo, un solo punto, o una o dos rectas si los factores del miembro izquierdo son fac- 
tores lineales: 


(4]X + B iy + C 1 )(4 2 x + 6 2 y + C 2 ) — 0 
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Despues de las lineas rectas, las secciones conicas son las curvas planas mas simples. Poseen 
muchas propiedades que las hacen utiles en aplicaciones de matematicas, y por ello las inclui- 
mos aquf. Una buena parte de este material es opcional desde el punto de vista de un curso de 
calculo, pero el tener familiaridad con las propiedades de las conicas puede ser muy importante 
en algunas aplicaciones. La mayoria de las propiedades de las conicas fueron descubiertas por el 
geometra griego Apolonio de Perga, sobre el ano 200 a. C. Resulta notable que fuera capaz de 
obtener estas propiedades utilizando solo las tecnicas de la geometria euclidea clasica. Actual- 
mente, estas propiedades se expresan de forma mas conveniente utilizando geometria analitica y 
sistemas de coordenadas especffi cos. 


Parabolas 

DEFINICION 1 Parabolas 

Una parabola esta formada por todos los puntos del piano equidistantes de un punto dado 
(denominado foco de la parabola) y de una recta (denominada directriz de la parabola). La 
recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se denomina eje principal (o sim- 
plemente eje) de la parabola. El vertice de la parabola es el punto donde la parabola corta 
a su eje principal. Se encuentra en dicho eje a medio camino entre el foco y la directriz. 


Calcule la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto F = (a, 0) y cuya directriz es la 
recta L de ecuacion x = -a. 

Solucion El eje de la parabola esta en el eje x y su vertice es el origen (vease la Figura 8.3). Si 
P = (x, y) representa a un punto de la parabola, entonces la distancia de P a F es igual a la distancia desde 
P al punto mas cercano de Q en L. Por tanto, 


o 

o, tras simplificar, y 2 = 4ax. 


/(x - a) 2 + y 2 = x + a 


x 2 - 2ax + a 2 + y 2 = x 2 + 2ax + a 2 



De forma similar, se pueden obtener ecuaciones estandar de parabolas con vertices en el origen y 
focos en (-a, 0), (0, a) y (0, -a): 
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Tabla 1 . Ecuaciones estandar de parabolas 


Foco 

Directriz 

E cuacion 

(a, 0) 

x = -a 

y 2 = 4ax 

(-a, 0) 

x = a 

y 2 = - 4ax 

(0, a) 

y = -a 

x 2 = 4ay 

(0, -a) 

y = a 

x 2 = - 4ay 


Propiedad focal de la parabola 

Todas las seed ones conicas tienen propiedades focal es interesantes y utiles, relacionadas con la 
forma en la que las superficies de revolucion que las generan reflejan la luz si dichas superficies 
fueran espejos. Por ejemplo, una circunferencia reflejara claramente de vuelta y por el mismo 
camino cualquier rayo de luz emitida por una linea que pase por su centro. Las propiedades focales 
de las parabolas, elipses e hiperbolas se pueden obtener a partir de las propiedades de reflexion de 
una linea recta (es decir, un espejo piano) mediante argumentos geometricos elementales. 

En medios con densidad optica constante (es decir, medios donde la velocidad de la luz es 
constante) la luz viaja en linea recta. Esto es una consecuencia del Principio del Camino M mi- 
mo, que dice que al viajar entre dos puntos, la luz toma el camino que requiere el minimo tiem- 
po de viaje. Dada una linea recta L en un piano y dos puntos A y B en el mismo piano y al 
mismo lado de L, el punto P de la recta L para el que la suma de las distancias AP + PB es 
minima, cumple que AP y PB forman angulos iguales con L o, de forma equivalente, con la nor¬ 
mal a L en P (vease la Figura 8.4). Si 8' es un punto tal que L corta al segmento BB' en dos 
mitades iguales, entonces P es la interseccion de L y AB'. Como la longitud de todo lado de un 
triangulo debe ser menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados, 

AP +PB = AP + PB' = AB' ^AQ +QB' = AQ +QB 



Figura 8.4 Reflexion en una linea recta. 


Reflexion en una linea recta 

El punto P de la recta L en el que un rayo procedente de A se refleja pasando por B es el 
punto que minimiza la suma de las distancias AP + PB. 


Consideremos ahora una parabola de foco F y directriz D. Sea P un punto de la parabola y sea T 
la recta tangente a la parabola en P ( vease la Figura 8.5). Sea Q un punto cualquiera de la recta 
T. Entonces FQ cruza a la parabola en el punto X entre F y Q. Sean M y N dos puntos de D tales 
que MX y NP son perpendiculares a D, y sea A un punto de la recta que pasa por N y P que esta 
al mismo lado de la parabola que F. Tenemos que 

FP + PA = NP + PA = NA s; MX + XA = FX + XA 
^FX +XQ + QA = FQ + QA 
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ii ATENCION !! 


Considere las ecuaciones e inecuaciones de esta cadena de una en 
una. iPor que es cada una de el las cierta? 


Por tanto, entre todos los puntos Q de la recta T, Q = P es el unico que minimiza la suma de 
distancias FQ +04. Por la observacion hecha sobre las rectas anteriores, FP y PA forman angu- 
los iguales con T y, por tanto, tambien con la normal a la parabola en P (la parabola y la tangen- 
te tienen la misma normal en P). 


Reflexion en una parabola 

Cualquier rayo que saiga del foco sera reflejado formando una paralela con el eje de la 
parabola. En otras palabras, cualquier rayo incidente paralelo al eje de la parabola se refle- 
jara pasando por su foco. 


Elipses 

DEFINICION 2 Elipses 

Una elipse esta formada por todos los puntos del piano tales que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos (los focos) es constante. 


Ejemplo 2 


Obtenga la elipse cuyos focos estan en los puntos (— c, 0) y (c, 0) si la suma de las distan¬ 


cias a los dos focos de cualquier punto P de la elipse es 2a. 


Solucion La elipse pasa por los cuatro puntos (a, 0), (-a, 0), (0, b) y (0, -b), siendo b 2 = a 2 - c 2 
(vease la Figura 8.6). Ademas, si P = (x, y) es un punto de la elipse, entonces 


V(x - c) 2 + y 2 + VU + c) 2 + y 2 = 2a 

Pasando un termino del miembro izquierdo al derecho y elevando al cuadrado se obtiene 


(x - c) 2 + y 2 = 4a 2 - 4 aj(x + c) 2 + y 2 + (x + c) 2 + y 2 
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Figura 8.6 Unaelipse. 

Desarrollando ahora los cuadrados, simplificando terminos, ordenando y elevando al cuadrado de 
nuevo: 

aj[x + c) 2 + y 2 = a 2 + cx 
a 2 (x 2 + lex + c 2 + y 2 ) = a 4 + 2 a 2 cx + c 2 x 2 
(a 2 - c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ) 


Finalmente, se sustituye a 2 - c 2 por b 2 y se divide por a 2 b 2 para obtener la ecuacion estandar de 
la el ipse: 



Las siguientes cantidades describen a la elipse: 


a es el semieje mayor 
b es el semieje menor 
c = J a 2 - b 2 es la semidistancia focal 

El punto que esta en la mitad de los focos se denomina centro de la elipse. En el ejemplo ante¬ 
rior es el origen. Notese que a > b en este ejemplo. Si a < b, entonces la elipse tiene sus focos 
en (0, c) y (0, -c), siendo c = ^/b 2 - a 2 . La recta que pasa por los focos (el eje mayor) y la 
recta que pasa por el centro perpendicular a la anterior (el eje menor) se denominan ejes princi- 
pales de la elipse. 

La excentricidad de una elipse es la razon entre la semidistancia focal y el semieje mayor. 

x 2 y 2 

Expresaremos la excentricidad como e. En el caso de la elipse = 1 con a > b: 

d U 

C 

8 = ~ 

a a 

Notese que s < 1 para cualquier elipse; cuanto mayor es el valor des, mas elongada (menos cir¬ 
cular) es la elipse. Si s = 0, de forma que a = b y c = 0, los dos focos coinciden y la elipse se 
convierte en una circunferencia. 
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La propiedad focal de la elipse 

Sea P un punto de una elipse cuyos focos son F 1 y F 2 . La normal a la elipse en P es la bisectriz 
del angulo que forman las rectas F 2 P y F 2 P. 

Reflexion en una elipse 

Cualquier rayo procedente de un foco de la elipse se reflejara hacia el otro foco. 

Para ver que esto es asf, observese que si Q es un punto cualquiera de la recta T tangente a la 
elipse en el punto P, entonces FjQ cruza a la elipse en un punto X entre F 1 y Q (vease la Figu- 
ra 8.7), de forma que 

FiP +PF 2 = F 1 X + XF 2 ^F 1 X + XQ +QF 2 = F 1 Q +QF 2 

Entre todos los puntos de T, P es el que minimiza la suma de las distancias a F 1 y F 2 . Esto im- 
plica que la normal a la elipse en P es la bisectriz del angulo F 1 PF 2 . 



Directrices de una elipse 

Si a > b > 0, las dos rectas x = a/e y x = -a/£ se denominan directrices de la elipse 
x 2 y 2 

~2 + Ti = 1. Si P es un punto de la elipse, entonces la razon de la distancia desde P a un foco de 

d u 

la elipse y la correspondiente directriz es igual a la excentricidad s. Si P = (x, y), F es el foco 
(c, 0), Q es la correspondiente directriz x = a/e y PQ es perpendicular a la directriz, entonces 
(vease la Figura 8.8) 



c) 2 + y 2 
2cx + c 2 + b 2 




2cx + a 2 - b 2 + b 2 


= s 2 x 2 - 2fiax + a 2 (ya que c = sa) 
= (a - ex) 2 


A si, PF = a - ex. Ademas, QP = (a/e) - x = (a - ex)/e. Por tanto, se cumple PF/QP = s. 
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Figura 8.8 Un foco y la correspondiente directriz de una elipse. 


Una parabola puede considerarse como el caso limite de una elipse cuya excentricidad crece 
hasta 1. La distancia entre los focos es infinita, por lo que el centro, un foco y su correspondien¬ 
te directriz se han desplazado hasta el infinite dejando unicamente en el piano finite un foco y su 
directriz. 


Hiperbolas 

DEFINICION 3 Hiperbolas 

Una hiperbola esta formada por todos los puntos del piano tales que la diferencia de sus 
distancias a dos puntos fijos (los focos) es constante. 


Ejemplo 3 


Si los focos de una hiperbola son = (c, 0) y F 2 = {— c, 0), y la diferencia de las distan¬ 
cias de un punto P = (x, y) de la hiperbola a dichos focos es 2a (siendo a < c), entonces 


PF 2 -PF 1 = J(x + c ) 2 + y 2 - J[x - c ) 2 + y 2 


[2a (rama derecha) 

|-2a (rama izquierda) 


Vease la Figura 8.9. Simplificando esta ecuacion elevando al cuadrado y ordenando terminos, tal como se 
hizo en el caso de la elipse en el Ejemplo 2, se obtiene la ecuacion estandar de la hiperbola: 










CAP ITU LO 8. Conicas, curvas parametricas y curvas en polares 521 


Los puntos (a, 0) y (-a, 0) (denominados vertices) pertenecen a la hiperbola, cada uno a una 
rama. Las dos ramas corresponden a las intersecciones del piano de la hi perbola con las dos par¬ 
tes del cono. Algunos parametros que se utilizan para describir la hiperbola son 


a es el semieje transversal 
b es el semieje conjugado 
c = Ja 2 + b 2 es la semidistancia focal 


El punto medio del segmento F 1 F 2 (en este caso el origen) se denomina centro de la hi perbol a. 
La linea que pasa por el centro, los vertices y los focos se denomina eje transversal. La linea 
que pasa por el centro y es perpendicular al eje transversal se denomina eje conjugado. El eje 
conjugado no corta a la hiperbola. Si se dibuja un rectangulo de lados 2a y 2b, centrado en el 
centro de la hiperbola y con dos de sus lados tangentes a dicha hiperbola en sus vertices, en¬ 
hances las dos diagonales del rectangulo son asfntotas de la hiperbola. Sus ecuaciones son 
( x/a) ± (y/b) = 0; es decir, son soluciones de la ecuacion degenerada 



0 


La hiperbola se aproxima tanto como deseemos a esas rectas a medida que nos alejamos del ori¬ 
gen (vease la Figura 8.10). Una hiperbola rectangular es aquella cuyas asfntotas son rectas per- 
pendiculares (esto se cumple si b = a). 



La excentricidad de la hiperbola es 


£ 




a 


Notese que £ > 1. Las rectas x = ±(a/s) reciben el nombre de directrices de la hiperbola 
(x 2 /a 2 ) - (y 2 /b 2 ) = 1 (vease la Figura 8.11). De forma similar al caso de la elipse, se puede de- 
mostrar que si P es un punto de la hiperbola, entonces 

distancia de P a un foco 

- = 8 

distancia de P a la correspondiente directriz 

La excentricidad de una hiperbola rectangular es 
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Figura 8.11 Directrices de una hiperbola. 


Una hiperbola con las mismas asintotas quex 2 /a 2 - y 2 /b 2 = 1, pero cuyo eje transversal es el 
ejey, sus vertices son (0, b) y (0, -b), y sus focos son (0, c) y (0, -c), se representa mediante 
la ecuacion 

2 2 2 2 

x y , . y x 

- to = -1, en otros terminos, rj —? = 1 
a 2 b l b z a 2 


Se dice que las dos hiperbolas son conjugadas entre si (cease la Figura 8.12). El eje conjugado 
de una hiperbola es el eje transversal de su hiperbola conjugada. El eje transversal y el eje con¬ 
jugado de una hiperbola se denominan en conjunto ejes principales. 



Figura 8.12 Dos hiperbolas conjugadas 
y sus asintotas comunes. 


Propiedad focal de una hiperbola 

Sea un punto P cualquiera de una hiperbola cuyos focos son F 1 y F 2 . Entonces la tangente a la 
hiperbola en el punto P es la bisectriz del angulo que forman las rectas F X P y F 2 P. 


Reflexion en una hiperbola 

Un rayo procedente de uno de los focos de una hiperbola se refleja en dicha hiperbola de 
modo que parece provenir del otro foco. 


Para ver que esto es as(, sea P un punto de la rama derecha, sea T la recta tangente a la hiperbola 
en el punto P, y sea C una circunferencia de radio grande centrada en F 2 (vease la Figura 8.13). 
Sea D el punto donde la recta F 2 P corta esta circunferencia. Sea Q un punto cualquiera de T. 
Entonces QF 1 corta a la hiperbola en un punto X situado entre Q y F 2 , y F 2 X corta a C en E. 
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Como X esta en la recta radial F 2 E, esta mas cerca de E que de cualquier otro punto de C. Es 
decir, XE ^ XD. Por tanto, 

FjP + PD = FiP + F 2 D - F 2 P 
= F 2 D - (F 2 P ~ F 1 P) 

= F 2 E - (F 2 X -FiX) 

= F : X + F 2 E -F 2 X 
= F x X +XE 
^ F 1 X +XD 

^ F 1 X +XQ +QD =Fi0 + QD 

P es el punto de T que minimiza la suma de las distancias F 1 y D. Por lo tanto, la normal a la 
hiperbola en P es la bisectriz del angulo F 1 PD. Por consiguiente, T es la bisectriz del angulo 
F\PF 2 . 


■■ ATENCION u Compruebe las ecuaciones e inecuaciones de la cadena anterior de 
11 ° u " una en una, asegurandose de que entiende por que son verdaderas. 


Clasificacion de conicas generales 

Una ecuacion de segundo grado en dos variables, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F= 0, [A 2 + B 2 + C 2 > 0) 

representa en general una curva conica, pero en ciertos casos degenerados puede representar dos 
lineas rectas (x 2 - y 2 = 0 representa las rectas x = y y x = -y), una linea recta (x 2 = 0 represen¬ 
ta la recta x = 0), un unico punto (x 2 + y 2 = 0 representa el origen), o ningun punto en absoluto 
(x 2 + y 2 = -1 no se cumple para ningun punto del piano). 
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La naturaleza del conjunto de puntos representados por una ecuacion de segundo grado se pue- 
de determinar escribiendo la ecuacion de forma que se pueda reconocer como uno de los tipos es- 
tandar. Si B = 0, esto se puede hacer completando los cuadrados en los terminos en x y en y. 


Ejemplo 


Describa la curva cuya ecuacion es x 2 + 2y 2 + 6x - 4y + 7 = 0. 

Solucion Se completan los cuadrados en los terminos en x y en y, escribiendo la ecuacion en la forma 

x 2 + 6x + 9 + 2 (y 2 -2y + l) = 9 + 2- 7 = 4 
(x + 3) 2 (y-1) 2 „ 


Por tanto, representa una elipse cone centra en (-3, 1), semieje mayor a = 2 y semieje menor b = *J2. 
Como c = Ja 2 - b 2 = J2, los focos son (-3 ± 1). Vease la Figura 8.14. 



Si B / 0, la ecuacion tiene un termino xy, y no puede representar una circunferencia. Para ver lo 
que representa, se pueden rotar los ejes coordenados para producir una ecuacion sin termino xy. 
Sea un nuevo sistema de coordenadas (con ejes u y v), con el mismo origen pero rotado un angu- 
lo 6 con respecto a los ejes x e y anteriores (vease la Figura 8.15). Si las coordenadas de un 

punto P en los ejes antiguos son (x, y) y con respecto a los ejes nuevos son (u, v), entonces un 

analisis de triangulos en la figura permite demostrar que 

x = OA - XA = 0 U cos 9 - 0 V sen 9 = u cos 9 - v sen 9 

y = XB + BP = OU sen 9 + OVcosB = u sen 0 + ncos 9 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (A 2 + B 2 + C 2 > 0) 
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ATciMf'inn ii Aqui es necesario un calculo largo y tedioso. Los detalles se han omi- 

ii ATENCION !! ^ 


se Mega a la nueva ecuacion, 

A'u 2 + B 'uv + C'v 2 + D'u + E'v + F = 0 

siendo 

A' = ^(A( 1 + cos 20) + B sen 20 + C(1 -cos2 0)) 

B ' = (C - A ) sen 26 + B cos 20 

C = * (4(1 - cos20) - B sen 20 + C(1 + cos2 0)) 

D ' = D cos 0 + E sen 0 
E' = -D sen0 + E cosO 

Notese que F no cambia. Si se escoge 0 de forma que 


tan 20 = 


A-C - 9 “4 SU_C ' B#0 

entonces B' = 0, y la nueva ecuacion se puede analizar como se ha descrito anteriormente. 


Ejemplo 


Identifique la curva cuya ecuacion esxy = 1. 

Solucion Es bastante probable que el lector ya sepa que la ecuacion dada representa una hiperbola rec¬ 
tangular cuyas asintotas son los ejes coordenados. Como la ecuacion dada tiene A=C=D=E = 0 y 
6 = 1, es apropiado rotar los ejes un angulo de n/4, de forma que 

1 1 

x = —=(u-v), y = — (u + v) 

La ecuacion transformada es u 2 - v 2 = 2, que es, como sospechabamos, una hi perbola rectangular con ver¬ 
tices en u = ±72, v = 0, focos en u = ±2, v = 0 y asintotas u = +v. Por consiguiente, xy = 1 representa 
una hi perbola rectangular cuyas asintotas son los ejes coordenados, sus vertices estan en (1, 1) y (-1, -1) 
y sus focos estan en (^/2, y/2) y (->/2, -Jl). 


Demuestre que la curva 2x 2 + xy + y 2 = 2 es una elipse y calcule las longitudes de sus 
semiejes mayor y menor, 

Solucion En este ejemplo, A =2, S = C = 1, D = E = 0 y F = -2, Rotamos los ejes un angulo 0, 
siendo tan 20 = B/(A - C) = 1. Por tanto, B' = 0, 20 = n/4 y sen 20 = cos 20 = 1/72. Tenemos que 

La ecuacion transformada es (3 + ^/2)u 2 + (3 - ^/2)v 2 = 4, que representa una elipse cuyo semieje 

mayor tiene una longitud de 2/^3 - J2 y cuyo semieje menor tiene una longitud de 2/^3 + J2 (en la 
Seccion 13.3 descubriremos otra forma de preguntar esto). 
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Ejercicios 8.1 


Calcule las ecuaciones de las conicas que se especifican en 
los Ejercicios 1-6. 

1. Elipse con focos en (0, ±2) y semieje mayor de 
longitud 3. 

2. Elipse con focos en (0, 1) y (4, 1) y excentricidad 1/2. 

3. Parabola con foco en (2, 3) y vertice en (2, 4). 

4. Parabola que pasa por el origen, su foco esta en 
(0, -1) y su eje esta en la recta y = -1. 


23. La definicion foco-directriz de una conica define esta 
como un conjunto de puntos P del piano que satisface 
la condicion 

distancia de P a F 
distancia de P a D 

siendo F un punto fijo, D una recta fija y e un numero 
positivo fijo. La conica es una elipse, una parabola o 
una hiperbola dependiendo de si e < 1 , e = 1 o e > 1 . 
Calcule la ecuacion de la conica si F es el origen y D 
es la recta x = -p. 


5. Hiperbola con focos en (0, ±2) y semieje transversal 
de longitud 1. 

6 . Hiperbola con focos en (±5, 1) y asintotas 
x = ±(y - 1). 

En los Ejercicios 7-15, identifique y dibuje el conjunto de 
puntos del piano que satisfacen las ecuaciones dadas. 
Especifique las asintotas de las posibles hiperbolas. 

7. x 2 + y 2 + 2x = 1 8. x 2 + 4y 2 - 4y = 0 

9. 4x 2 + y 2 - 4y = 0 10. 4x 2 - y 2 - 4y = 0 

11. x 2 + 2x - y = 3 12. x + 2y + 2y 2 = 1 

13. x 2 - 2y 2 + 3x + 4y = 2 

14. 9x 2 + 4y 2 - 18x + 8y = -13 

15. 9x 2 + 4y 2 - 18x + 8y = 23 

16. Identifique y dibuje la curva que es la grafica de la 
ecuacion (x - y) 2 - (x + y) 2 = 1. 

*17. Los rayos de luz en el piano xy procedentes del punto 
(3, 4) se reflejan en una parabola de manera que 
forman un rayo paralelo al ejex. La parabola pasa por 
el origen. Obtenga su ecuacion (existen dos respuestas 
posibles). 

18. Los rayos de luz en el piano xy procedentes del origen 
se reflejan en una elipse de forma que convergen en el 
punto (3, 0). Calcule todas las posibles ecuaciones de 
dicha elipse. 

En los Ejercicios 19-22, identifique la conica y calcule su 
centra, ejes principales, focos y excentricidad. Especifique 
las asintotas de las posibles hiperbolas. 

19. xy + x - y = 2 

* 20. x 2 + 2xy + y 2 = 4x - 4y + 4 

* 21 . 8x 2 + 12xy + 17y 2 = 20 

* 22. x 2 - 4xy + 4y 2 + 2x + y = 0 


Otro parametro asociado con las conicas es el semi-latus 
rectum, que se denota generalmente como €. En el caso de 
una circunferencia es igual a su radio. Para otras conicas, es 
la mitad de la longitud de la cuerda que pasa por un foco y 
es perpendicular al eje (para una parabola), al eje mayor 
(para una elipse) o al eje transversal (para una hiperbola). 
Dicha cuerda se denomina latus rectum de la conica. 

24. Demuestre que el semi-latus rectum de la parabola es 
el doble de la distancia de su vertice a su foco. 

25. Demuestre que el semi-latus rectum de una elipse con 
semieje mayor a y semieje menor b es € = b 2 /a. 

26. Demuestre que la formula del ejercicio anterior 
coincide con la del semi-latus rectum de una hiperbola 
con semieje transversal a y semieje conjugado b. 

*27. Suponga que un piano corta a un cono circular recto 
formando una elipse, y que dos esferas (una en cada 
lado del piano), se inscriben entre el cono y el piano 
de forma que cada una de el I as es tangente al cono en 
una circunferencia y es tambien tangente al piano en 
un punto. Demuestre que los puntos donde esas dos 
esferas tocan al piano son los focos de la elipse. 
Sugerencia: Todas las rectas tangentes a una esfera 
desde un punto dado en el exterior de dicha esfera 
tienen la misma longitud. La distancia entre las dos 
circunferencias en las que las esferas cortan al cono, 
medidas sobre generatrices del cono (es decir, rectas 
en el cono), es la misma para todas las generatrices. 

*28. Formule y demuestre un resultado analogo al del 
Ejercicio 27 pero con una hiperbola. 

*29. Suponga que un piano corta a un cono circular recto 
formando una parabola con vertice en I/. Suponga que 
se inscribe una esfera entre el cono y el piano, como 
en los ejercicios anteriores, que es tangente al piano 
de la parabola en el punto F. Demuestre que la cuerda 
a la parabola que pasa por F y que es perpendicular a 
la recta FV tiene una longitud igual a la del latus 
rectum de la parabola. Por tanto, F es el foco de la 
parabola. 
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Curvas parametricas 

Supongamos que un objeto se mueve por el piano xy de forma que las coordenadas de su posi- 
cion en cualquier instante t son funciones continuas de la variable t: 

x = f(t), y = g(t) 

El camino seguido por el objeto es una curva een el piano, especificada por las dos ecuaciones 
anteriores, que denominaremos ecuaciones parametricas de d Una curva especificada por una 
pareja concreta de ecuaciones parametricas se denomina curva parametrica. 


DEFINICION 4 Curvas parametricas 

Una curva parametrica e en el piano esta formada por un par ordenado if, g) de funcio¬ 
nes continuas, ambas definidas en el mismo intervalo /. Las ecuaciones 

x = fit), y = g(t), para ten/ 

se denominan ecuaciones parametricas de la curva e. La variable independiente t se deno¬ 
mina parametro. 


Notese que la curva parametrica eno se define como un conjunto de puntos del piano, sino como 
un par ordenado de funciones cuyo rango es ese conjunto de puntos. Diferentes pares de funcio¬ 
nes pueden producir el mismo conjunto de puntos del piano, pero puede ser conveniente conside- 
rarlas como curvas parametricas diferentes. No obstante, denominaremos a menudo curva e al 
conjunto de puntos seguido por (x, y) cuando t se mueve por /. El eje (recta real) del parametro t 
es diferente de los ejes coordenados del piano de la curva ivease la Figura 8.16). Generalmente, 
denominaremos t al parametro. En muchas aplicaciones el parametro representa tiempo, pero no 
es necesario que sea asf. Como f y g se suponen funciones continuas, la curva x = fit), y = git) 
no presenta saltos. Una curva parametrica tiene una direccion (indicada, por ejemplo, mediante 
flechas), que es la direccion correspond!ente a los valores crecientes del parametro t, como se 
muestra en la Figura 8.16. 



Figura 8.16 U na curva parametrica. 


Ejemplo 1 


Dibuje e identifique la curva parametrica 

x = t 2 — 1, y = t+l (— oo < t < oo) 


Solucion Podriamos construir una tabla con valores de x e y en funcion de valores de t, con lo que se 
obtendrian las coordenadas de algunos puntos de la curva. Sin embargo, en este ejemplo es mas facil elimi- 
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nar el parametro de la pareja de ecuaciones parametricas y obtener asi una unica ecuacion en x e y cuya 
grafica es la curva deseada: 

t = y — 1, x = t 2 - 1 = (y - l) 2 - 1 = y 2 - 2y 

Todos los puntos de la curva estan en la parabola x = y 2 - 2y. Como y -> ± oo cuando t -> ± oo, la curva 
parametrica es la parabola completa (vease la Figura 8.17). 



Aunque la curva del Ejemplo 1 se identifica mas facilmente cuando se elimina el parametro, al 
pasar a la forma no parametrica se produce una perdida de informacion. Concretamente, se pier- 
de el sentido de la curva como el camino que sigue un punto que se mueve y, por tanto, tambien 
la direccion de la curva. Si la variable t en la forma parametrica indica el tiempo en el que un 
objeto esta en el punto (x, y), la ecuacion no parametrica x = y 2 - 2y ya no indica en que punto 
esta el objeto en el instante concrete t. 


Ejemplo 2 


(Ecuaciones parametricas de una recta) Las ecuaciones parametricas de la recta que 
pasa por los puntos P 0 = (x 0 , y 0 ) y P : = (x 1( y x ) (vease la Figura 8.18) son: 


fX = X 0 + t(Xj - x 0 ) 

|y = y 0 + t(yi-y 0 ) 


( — OO < t < oo) 


Para ver que estas ecuaciones representan una linea recta, notese que 


y - yo yi -y 0 

-=-= constante (suponiendo Xi # x 0 ) 

x - x 0 x x — x 0 

El punto P = (x, y) esta en la posicion P 0 cuando t = 0, y en la posicion Pi cuando t = 1. Si t = 1/2, enton- 
ces P esta en el punto medio entre P 0 y Pi- Notese que el segmento que va de P 0 a P 1 corresponde a valo- 
res de t entre 0 y 1. 



Ejemplo 3 


(0 t 3 tt/2). 


(Arco de una circunferencia) Dibuje e identifique la curva x = 3cost, y = 3sent, 


Solucion Como x 2 + y 2 = 9cos 2 t + 9sen 2 t = 9, todos los puntos de la curva estan en la circunferencia 
x 2 + y 2 = 9. Cuando t aumenta desde 0, pasando por nfl y n hasta 3n/2, el punto (x, y) se mueve desde (3, 
0), pasando por (0, 3) y (-3, 0), hasta (0, -3). La curva parametrica corresponde a las tres cuartas partes 
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de una circunferencia (vease la Figura 8.19). El parametro t tiene en este ejemplo un significado geometrico. 
Si P t es el punto de la curva que corresponde a un valor del parametro t, entonces t es el angulo medido desde 
el centra de la circunferencia correspondiente al arco recorrido desde el punto inicial hasta P t . 



Figura 8.19 


Ejemplo 4 


(Ecuaciones parametricas de una elipse) Dibuje e identifique la curva x = acost, 
y = b sen t, (0 ^ t ^ 2n), siendo a > b > 0. 


Solucion Observeseque 


x 2 y 2 

~2 + Z 5 = cos 2 1 + sen 2 1 = 1 
a 2 b z 


Por tanto, la curva es una elipse parcial o completa, cuyo eje mayor va desde (-a, 0) hasta (a, 0), y cuyo 
eje menor va desde (0, -b) hasta (0, b). Cuando t aumenta desde 0 hasta 2n, el punto (x, y) se mueve por 
la elipse en sentido contrario al de las agujas del reloj, empezando en (a, 0) y volviendo al mismo punto. 
Por tanto, la curva es la elipse completa. 

La Figura 8.20(a) muestra como se puede interpretar el parametro t como un angulo, y como se pueden 
obtener los puntos de la elipse utilizando circunferencias de radios ay b. Como la curva empieza y termina 
en el mismo punto, se denomina curva cerrada. 




(a) (b) 


Figura 8.20 Elipse 
parametrizada en funcion de un 
angulo y construida con la ayuda 
de dos circunferencias. 

(b) Una curva parametrica que se 
cruza consigo misma. 


Ejemplo 5 


Dibuje la curva parametrica 


= t 3 - 31, y = t 2 , 


2 ^ t sg 2) 
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Solucion Eliminando el parametro se obtiene 

x 2 = t 2 (t 2 - 3) 2 = y(y - 3) 2 

pero esto no resulta de mucha ayuda ya que no podemos reconocer esta curva a partir de su ecuacion en 
coordenados cartesianas. Lo que haremos sera calcular las coordenadas de algunos puntos: 

Tabla 2. Coordenadas de algunos puntos de la curva del Ejemplo 5 


t 


x 

y 


-2 

-2 

4 


3 
2 

9 

8 

9 

4 


-1 

2 

1 


1 

2 

11 

¥ 

1 

4 


0 

0 

0 


1 

2 

11 

¥ 

1 

4 


1 

-2 

1 


3 
2 

9 

8 

9 

4 


2 

2 

4 


Notese que la curva es simetrica respecto al eje y ya que x es una funcion impar de t ey es una 
funcion par de t (en t y -t, x tiene valores de signo contrario, e y tiene el mismo valor). 

La curva secruza consigo misma en el ejey (vease la Figura 8.20(b)). Para encontrar el pun- 
to de interseccion, se hace x = 0: 

0 = x = t 3 - 3t = t(t - ^3)[t + ^3) 

Para t = 0, la curva esta en (0, 0), pero para t = ±^/3, la curva esta en (0, 3). El punto de inter¬ 
seccion consigo misma se produce porque la curva pasa por el mismo punto para dos valores 
diferentes del parametro. 


D Observacion He aquf como conseguir que M aple dibuje la curva parametrica del ejemplo an- 
^ terior. Notense I os corchetes que rodean a las dos f unci ones t 3 - 3t y t 2 , y el interval o de valor 
del parametro, seguido por los rangos de x e y en la grafica. 

> pi ot([t'3-3*t, t~2, t=-2. .2], x=-3. . 3, y=-l. .5); 

Curvas planas generales y parametrizaciones 

De acuerdo con la Definicion 4, una curva parametrica siempre esta definida mediante un con- 
junto particular de ecuaciones parametricas; no es solo un conjunto de puntos del piano. Cuando 
estamos interesados en considerar una curva unicamente como un conjunto de puntos (un objeto 
geometrico), no es necesario preocuparse por la pareja de ecuaciones en concreto que representa 
a la curva. En este caso la curva es simplemente una curva plana. 


DEFINICION 5 Curvas planas 

Una curva plana es un conjunto de puntos (x, y) del piano tales que x = f(t) ey = g(t) 
para algun valor de t en el intervalo I, siendo f y g funciones continuas definidas en /. A 
dicho intervalo / y al par de funciones (f, g) que generan los puntos de e se los denomina 

parametrizacion de 6 


Como una curva plana no esta ligada a una parametrizacion especifica, tampoco tiene una direc- 
cion especifica. 
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Ejemplo 6 


La circunferencia x 2 + y 2 = 1 es una curva plana. A continuacion se presentan algunas 


posibles parametrizaciones de dicha circunferencia: 


(i) x = cost, y = sen t, (0^t^2n) 

(ii) x = sens 2 , y = coss 2 , (0 ^ s ^ ^/2n) 

(iii) x = cos(nu + 1), y = sen (nu + 1), (-l^usjl) 

(iv) x = 1 - t 2 , y = tj2 - t 2 , (—y/2 < t < yft) 

Para verificar que cualquiera de el I as representa a la circunferencia se pueden sustituir las funciones de x e 
y en la expresion x 2 +y 2 y demostrar que el resultado se simplifica al valor de 1. Esto demuestra que la 
curva parametrica es una circunferencia. Despues se pueden examinar los rangos de x e y a medida que el 
parametro varia en su dominio. Por ejemplo, en el caso (iv) tenemos 

x 2 + y 2 = (1 - t 2 ) 2 + (tj2 - t 2 ) 2 = 1 - 2f 2 + f 4 + 2P - f 4 = 1 

y (x, y) va desde (-1, 0) pasando por (0, -1) hasta (1, 0) cuando t se incrementa desde -J 2, pasando 
por -1, hasta 0, y despues continua por (0, 1) y vuelve a (-1, 0) cuando t va desde 0, pasando por 1, 
hasta 72 . 

Existen, por supuesto, otras infinitas posibles parametrizaciones de esta curva. 


Ejemplo 7 


Si f es una funcion continua en un intervalo /, entonces la grafica de f es una curva pla¬ 
na. Una posible parametrizacion obvia de esta curva es 

x = t, y = f(t), (ten I) 


Algunas curvas planas de interes 

Completaremos esta seccion parametrizando dos curvas que aparecen en el mundo ffsico. 


Ejemplo 8 


(Cicloide) Si una circunferencia rueda sin deslizamiento por una linea recta, calcule el 
camino que sigue un punto fijo del circulo. Ese camino se denomina cicloide. 


Solucion Supongamos que la recta sobre la que rueda la circunferencia es el eje x, que la circunferencia 
tiene radio a y esta sobre dicha recta y que el punto cuyo movimiento vamos a seguir esta inicialmente en 
el origen O (vease la Figura 8.21). Despues de que el circulo haya rodado un angulo t, es tangente a la recta 
en T, y el punto cuya trayectoria estamos siguiendo se habra movido hasta la posicion P, como muestra la 
citada figura. Como no hay deslizamiento, 

segmento 07 = arco PT = at 



Figura 8.21 El punto P 
traza los arcos de 
la cicloide a medida que la 
rueda realiza una revolucion 
completa. 
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Sea PQ perpendicular a TC, como se muestra la figura. Si las coordenadas de P son (x, y), en¬ 
hances 


x = 07 - PQ = at - a sen [n - t) = at - a sen t 
y = 7C + CQ = a + a cos- t) = a - a cost 
Por tanto, las ecuaciones parametricas de la cicloide son 

x = a(t — sen t), y = a(l-cost) 

Observese que la cicloide presenta un vertice en los puntos donde vuelve al eje x, es decir, en los 
puntos correspondientes a t = 2nn, siendo n un entero. Aunque las funciones x ey son funciones 
diferenciables en t, la curva no es suave en todas partes. En la seccion siguiente consideraremos 
estos aspectos. 


Los problemas de la braquistocrona y de la tautocrona 

Suponga que se dobla un alambre desde un punto A hasta un punto mas bajo 8 y que una peque- 
na cuenta puede deslizarse sin rozamiento por dicho alambre. Si la cuenta se suelta en el punto 
A, se deslizara hasta el punto B. iQue curva se deberia utilizar para minimizar el tiempo que 
tarda en ir desde A hasta 8? Este problema, denominado de la braquistocrona (del griego «tiem- 
po mmimo»). Tiene como solucion parte de un arco de cicloide puesto boca abajo. Es mas, la 
cuenta emplea la misma cantidad de tiempo en deslizarse desde cualquier punto de la curva al 
punto mas bajo B, por lo que la cicloide es tambien la solucion del problema de la tautocrona 
(«mismo tiempo»). Examinaremos estos aspectos postedormente, en los Problemas Avanzados 
del final del Capitulo 11. 


Ejemplo 9 


(Involucion de una circunferencia) Se enrol I a una cuerda alrededor de una circunferen- 
cia fija. Uno de sus extremos se desenrrolla de forma que la parte de la cuerda que no esta en la circunfe¬ 
rencia se extiende en forma de linea recta. La curva que sigue este extremo libre de la curva se denomina 
involucion de la circunferencia (la involucion de cualquier curva es el camino que sigue un extremo de 
dicha curva cuando se desenrolla empezando por ese extremo). 

Suponga que la ecuacion de la circunferencia es x 2 + y 2 = a 2 , y que el extremo de la cuerda que se 
desenrolla empieza en el punto A = (a, 0). En algun instante posterior mientras se desenrolla, denominare- 
mos P a la posicion del extremo de la cuerda, y T al punto donde la cuerda deja a la circunferencia. La 
recta PT debe ser tangente a la circunferencia en T. 

Parametrizaremos a continuacion el camino que sigue P en funcion del angulo AOT, que denominare- 
mos t. Sean los puntos R en OA y S en TR, como se muestra en la Figura 8.22. TR es perpendicular a OA y 
a PS. Notese que 


OR = 07 cost = a cost, RT = OT sen t = a sen t 

Como el angulo OTP es de 90°, el angulo STP = t. Como PT = arcAT = at (ya que la cuerda no se enrol la 
ni se desliza en la circunferencia), tenemos que 

SP = TP sen t = atsen t, ST = 7P cost = atcost 

Si P tiene coordenadas a (x, y), entonces x = OR + SP e y = RT - ST: 

x = a cost + at sent, y = a sen t - atcost, (t > 0) 

que son las ecuaciones parametricas de la involucion. 
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Ejercicios 8.2 


En los Ejercicios 1-10, dibuje las curvas parametricas 
dadas, mostrando su direccion con una flecha. Elimine el 
parametro para obtener una ecuacion cartesiana en x ey 
cuya grafica sea la curva parametrica. 

1. x = 1 + 2t, y = t 2 , (- oo < t < oo) 

2. x = 2 - t, y = t + 1, (0 < t < oo) 

1 

3. x = y = t - 1, (0 < t < 4) 

1 t 

4. x = 1 + f2 , y = (- oo < t < 00 ) 

5. x = 3 sen 2t, y = 3 cos 2 1, ^0 ^ t < ^ 

/ n n\ 

6. x = a sec t, y = b tan t, I - - < t < - 1 

7. x = 3 sen nt, y = 4 cos nt, (-1 < t < 1) 

8. x = cos sens, y = sen sens, (-oo <s < oo) 

9. x = cos 3 1, y = sen 3 1, (0 < t < 2n) 

10. x = 1 - 74 ■- t 2 , y = 2 + t, (-2 < t < 2) 

11. Describa la curva parametrica x = cosht, y calcule su 
ecuacion en cartesianas. 

12. Describa la curva parametrica x = 2 - 3cosht, 
y = -1 + 2 senh t. 

13. Describa la curva x = tcost, y = tsent, (0 < t < 47i). 


14. Demuestre que cada uno de los siguientes conjuntos de 
ecuaciones parametricas representa un arco diferente de 
la parabola cuya ecuacion es 2(x + y) = 1 + (x - y) 2 . 

(a) x = cos 4 1, y = sen 4 t 

(b) x = sec 4 t, y = tan 4 1 

(c) x = tan 4 1, y = sec 4 t 

15. Calcule una parametrizacion de la parabola y = x 2 , 
utilizando como parametro la pendiente de la recta 
tangente en un punto cualquiera. 

16. Calcule una parametrizacion de la circunferencia 

x 2 + y 2 = R 2 , utilizando como parametro la pendiente 
m de la recta que une un punto cualquiera con el punto 
(R, 0). iFalla la parametrizacion en la obtencion de 
algun punto de la circunferencia? 

17. Una circunferencia de radio a esta centrada en el 
origen O.T es un punto de la circunferencia tal que OT 
forma un angulo t con el eje x positivo. La tangente a 
la circunferencia en T cruza al eje x en el punto X. El 
punto P = (x, y) es la interseccion de la recta vertical 
que pasa por X y de la recta horizontal que pasa por T. 
Calcule, en funcion del parametro t, ecuaciones 
parametricas de la curva Sque describe el punto P a 
medida que el punto T se mueve por la circunferencia. 
Elimine ty calcule una ecuacion deeen funcion dex e 
y. DibujeG 

18. Repita el Ejercicio 17 con la siguiente modificacion: 
OT cruza una segunda circunferencia de radio b 
centrada en 0 en el punto Y. P = (x, y) es la 
interseccion de la recta vertical que pasa por X y la 
recta horizontal que pasa por Y. 
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*19. (El folium de Descartes) Elimine el parametro de las 
ecuaciones parametricas 


3t 3 1 2 

X = IT?' y = lT? 




y obtenga una ecuacion ordinaria en x e y de esta 
curva. El parametro t se puede interpretar como la 
pendiente de la recta que une el punto general (x, y) 
con el origen. Dibuje la curva y demuestre que la 
recta x + y = -1 es una asintota. 

*20. (Una cidoide prolada) Una rueda de ferrocarril tiene 
una pestana que se extiende por debajo del nivel de la 
via sobre la que se mueve la rueda. Si el radio de la 
rueda es a y el de la pestana es b > a, calcule las 
ecuaciones parametricas del camino que sigue un 
punto P en la circunferencia de la pestana a medida 
que la rueda se mueve por la via (notese que, durante 
una parte de cada revolucion de la rueda, P se mueve 
hacia atras). Intente dibujar la grafica de esta cicloide 
prolada. 


*21. (Hipocidoides) Si una circunferencia de radio b 
rueda, sin deslizarse, por el interior de una 
circunferencia fija de radio a > b, un punto de la 
circunferencia que rueda traza una curva denominada 
hipocicloide. Si la circunferencia fija esta centrada en 
el origen y el punto que traza la curva empieza en 
(a, 0), demuestre que las ecuaciones parametricas de 
la hipocicloide son 


x = (a - b)cost + b cos 



y = (a - b)sent 


b sen 


siendo t el angulo entre el eje x positivo y la linea 
que va del origen al punto en el cual la circunferencia 
que rueda toca a la circunferencia fija. 

Si a = 2 y ib = 1, demuestre que la hipocicloide se 
convierte en un segmento de recta. 

Si a = 4 y ib = 1, demuestre que las ecuaciones 
parametricas de la hipocicloide se simplifican en la 
forma a x = 4cos 3 t, y = 4sen 3 t. Esta curva se 
denomina hipocicloide de cuatro vertices o astroide 
(vease la Figura 8.23). Su ecuacion en cartesianas es 

x 2/3 + y2/3 = 4 2/3 

Las hipocidoides recuerdan a las curvas producidas 
por unosjuguetes de ninos muy populares 
denominados espirografos, pero las curvas de los 
espirografos resultan de seguir un punto en el interior 
del circulo que gira en lugar de en la circunferencia, 
y por tanto no tienen vertices agudos. 



Figura 8.23 El astroide x 2/3 + y 2/3 = 4 2/3 . 


*22. (La bruja de Agnesi) 

(a) Demuestre que la curva que traza un punto P 
obtenido a partir de una circunferencia, como se 
muestra en la Figura 8.24, tiene como ecuaciones 
parametricas x = tant, y = cos 2 t en funcion del 
angulo t que se muestra en dicha figura 

(. Sugerencia : Sera necesario hacer un uso 
intensivo de la similitud de triangulos). 

(b) Utilice una igualdad trigonometrica para eliminar 
t de las ecuaciones parametricas y obtenga una 
ecuacion ordinaria en cartesianas de dicha curva. 

Esta curva toma su nombre de la matematica italiana 
M aria Agnesi (1718-1799), una de las mujeres mas 
brillantes de su siglo y autora de un importante libro 
de calculo. El termino bruja se debe a una traduccion 
erronea de la palabra italiana versiera («curva que 
gira»), utilizada para describir la curva. Dicha palabra 
es similar a avversiera («esposa del diablo» o 
«bruja»). 



Figura 8.24 La bruja de Agnesi. 


En los Ejercicios 23-26, obtenga las graficas de las curvas 
x = sen (mt), y = sen (nt) para los valores dados demyn. 
Estas curvas se denominan figuras de Lissajous. Aparecen 
cuando se analizan senales electricas utilizando un 
osciloscopio. Una serial de frecuencia fija, pero desconocida, 
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se aplica a la entrada vertical, y una serial de control se 
aplica a la entrada horizontal. La frecuencia horizontal se 
modifica hasta que se observa una figura de Lissajous 
estable. La frecuencia (conocida) de la serial de control y la 
forma de la figura permiten determinar la frecuencia 
desconocida. 

23. m - 1, n = 2 24. m = 1, n = 3 

25. m = 2, n = 3 26. m = 2, n = 5 

27. (Epicicloides) Utilizando una calculadora 

grafica o un programa de graficos por ordenador, 
investigue el comportamiento de las curvas cuyas 
ecuaciones son de la forma 


para varios valores enteros y fraccionarios de n > 3. 
iSe pueden formular principios que gobiernan el com¬ 
portamiento de estas curvas? 

28. (Mashipocicloides) Utilice una calculadora 
grafica o un programa de graficos por ordenador 
para investigar el comportamiento de las curvas cuyas 
ecuaciones son de la forma 


x = 



cost + 


1 

n 


cos ((n - l)t) 


y = 



1 

n 


sen ((n - l)t) 


x = 



1 

- cos (nt) 
n 


y = 



1 

- sen (nt) 
n 


para varios valores enteros y fraccionarios de n > 3. 
iSe pueden formular principios que gobiernan el com¬ 
portamiento de estas curvas? 


Curvas parametricas suaves y sus pendientes 


Se dice que una curva plana es suave si existe tangente en todo punto P de dicha curva, y dicha 
tangente evoluciona de una forma continua a medida que P recorre la curva (es decir, el angulo 
que forman la tangente en P y otra recta fija, por ejemplo el eje x, es una funcion continua de la 
posicion de P). 

Si la curva e es la grafica de una funcion f, entonces e sera suave en cualquier intervalo don- 
de exista la derivada f'(x) y esta sea una funcion continua de x. Puede ser tambien suave en 
intervalos que contengan puntos singulares aislados; por ejemplo, la curva y = x 1/3 es suave en 
todas partes, aunque dy/dx no exista en x = 0. 

En el caso de curvas parametricas x = f(t), y = g(t), la situacion es mas complicada. Aunque 
f y g tengan derivadas continuas en todas partes, esas curvas pueden no ser suaves en ciertos 
puntos, concretamente I os puntos donde f'(t) = g'(t) = 0. 


Ejemplo 1 


Considere la curva parametrica x = f(t) = t 2 , y = g(t) = t 3 . Eliminando t se Mega a la cur- 
que no es suave en el origen, incluso aunque f'(t) = 2t y g'(t) = 3t 2 
sean continuas para todo t (vease la Figura 8.25). Observese que tanto f como g' se anulan en t= 0: 
f'(0) = g'(0) = 0. Si vemos las ecuaciones parametricas como una forma de especificar la posicion de un 


va en cartesianas y 2 = x 3 o x = y 2/3 



Figura 8.25 Esta curva no es suave en el origen y presenta alii un vertice. 
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punto movil P en el instante t, entonces la velocidad horizontal es f'(t ) y la velocidad vertical es 
g'(t). Ambas velocidades son 0 en t = 0, por lo que P se detiene en ese instante. Cuando empie- 
za a moverse de nuevo, no necesita hacerlo en la misma direccion en la que iba cuando se detu- 
vo. La cicloide del Ejemplo 8 de la Seccion 8.2 es otro ejemplo en el que una curva parametrica 
no es suave en puntos donde dx/dt y dy/dtse anulan. 


Pendiente de una curva parametrica 

El teorema que sigue confirma que una curva parametrica es suave en los puntos donde las deri- 
vadas de las funciones de sus coordenadas son continuas y no se anulan simultaneamente. 


TEOREMA Sea e la curva parametrica x = f(t), y = g(t), donde f'(t) y g’(t) son continuas en un inter¬ 
val /. Si f'(t ) / 0 en /, entonces e es suave y tiene en cada valor de t una tangente cuya 
pendiente es 

dy = g'(t ) 
dx f'(t) 

Si g'(t ) # 0 en /, entonces e es suave y tiene en cada valor de t una normal cuya pendiente 
es 

dx _ f(t) 
dy ~ g’(t) 

Por tanto, e es suave excepto, posiblemente, en aquellos puntos donde f'(t) y g'(t) sean si¬ 
multaneamente 0. 


DEMOSTRACION Si f'(t ) j=- 0 en /, entonces f es o bien creciente o bien decreciente 
en I, y por tanto es uno a uno e invertible. La parte de e correspondiente a los valores de t 
en / tiene como ecuacion ordinaria y = g( f~ 1 (x)), y por tanto su pendiente es 


dy 

dx 


g’(rHx)) 


d 

dx 


rHx) 


g'(rHx)) _g'(t) 
f'lf-Hx)) f'(t ) 


Donde hemos utilizado la formula 


dx 


f~Hx) 


l 

f'[f \x)) 


para expresar la derivada de una funcion inversa, que se obtuvo en la Seccion 3.1. Esta 
pendiente es una funcion continua de t, por lo que la tangente a e evoluciona de forma con- 
tinua con t en /, La demostracion para g'(t) / 0 es similar. En este caso, la pendiente de la 
normal es una funcion continua de t, por lo que la normal evoluciona de forma continua, y 
asf lo hace tambien la tangente. 


Si f' y g' son continuas, y ambas se anulan en algun punto t 0 , entonces la curva x= f(t), 
y = g(t), puede ser o no ser continua alrededor de t 0 . En el Ejemplo 1 se ha presentado un ejem¬ 
plo de una curva que no es suave en un punto de ese tipo. 


Ejemplo 2 


La curva cuya parametrizacion es x = r, y = f corresponde a la parabola y = x 2 , por lo 


que es suave en todas partes, aunque dx/dt = 3r y dy/dt = 6r se anulen simultaneamente en t = 0. 
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Tangentes y normales a curvas parametricas 

Si f y g' son continuas y no se anulan simultaneamente en t 0 , entonces las ecuaciones pa¬ 
rametricas 

fx = f(t 0 ) + f%)(t-to) , 

[y = g(t 0 ) + g%)(t - t 0 ) °° < < °° 

representan la tangente a la curva parametrica x = f(t), y = g(t) en el punto ( f(t 0 ), g(t 0 )). 
Las ecuaciones parametricas a la normal en ese punto son 


|x = f(t 0 ) + g%)(t- t 0 ) 

1 y = g(to) ~ f'(t 0 ) (t — t 0 ) 

Ambas rectas pasan por (f(t 0 ), g(t 0 )) cuando t = t 0 . 


( — 00 < t < 00 ) 


Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva parametrica x = t 2 - t, 
y = t 2 + t en el punto donde t = 2. 

Solucion En t = 2 tenemos que x = 2, y = 6 y 

dx dy 

s- 2 '-!' 3 ' i = 2t+1 = 5 

Por tanto, las ecuaciones parametricas de las rectas tangente y normal son 


T angente: 


Normal: 


x = 2 + 3(t — 2) = 3t - 4 
y = 6 + 5(t- 2) = 5t — 4 

x = 2 + 5(t — 2) = 5t- 8 
y = 6 — 3(t — 2) = -3t + 12 


La concavidad de una curva parametrica se puede determinar utilizando las segundas derivadas 
de las ecuaciones parametricas. El procedimiento consiste en calcular d 2 y/dx 2 utilizando la Regia 
de la Cadena: 

d 2 y _ d dy _ d g'(t) _ d / g'(t)\ dt 
dx 2 ~ Tx dx ~ dx T 7 ^) ~ Jt [TW) dx 

f'(t)g"(t) - g’(t)f"(t) 1 

( fW 2 f'(t) 

Concavidad de una curva parametrica 

En un intervalo donde f'(t) =£ 0, la concavidad de la curva parametrica x = f(t), y = g(t) 
esta determinada por 

d 2 y f'(t)g"(t) - g'(t)f"(t) 
dx 2 (f'(t)) 3 


Dibujo de curvas parametricas 

Como en el caso del dibujo de graficas de funciones, las derivadas proporcionan informacion de 
utilidad sobre la forma de una curva parametrica. En los puntos donde dy/dt= 0 pero dx/dt/ 0 , 
la tangente es horizontal; en los puntos donde dx/dt = 0 pero dy/dt^ 0 , la tangente es vertical. 
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En los puntos donde dx/dt= dy/dt= 0 puede ocurrir cualquier cosa; es conveniente calcular los 
1 1 mites por la derecha y por la izquierda de la pendiente dy/dx cuando el parametro t se aproxima 
a uno de esos puntos. La concavidad se puede determinar utilizando la formula obtenida ante- 
riormente. Ilustraremos estas ideas reconsiderando una curva parametrica que encontramos en la 
seed on anterior. 


Ejemplo 4 


metric a 


Utilice informacion de pendiente y de concavidad para dibujar la grafica de la curva para- 

x — f(t) = t 3 ~ 3t, y = g[t) = t 2 , (-2<t<2) 

que encontramos previamente en el Ejemplo 5 de la Seccion 8.2. 

Solucion Tenemosque 


f'(t) = 3(t 2 - 1) = 3(t — 1)(t + 1), g'(t) = 2t 

La curva tiene tangente horizontal en t = 0, es decir, en (0, 0), y tangentes verticales en t = ±1, es decir, 
en (2, 1) y (-2, 1). La tabla que sigue resume la informacion direccional de la curva entre esos puntos. 


t 

-2 


-1 


0 


1 


2 

f'(t ) 


+ 

0 

- 

- 

- 

0 

+ 


g'(t) 


- 

- 

- 

0 

+ 

+ 

+ 


X 


— > 


<— 

<— 

- 


- 


y 


i 

1 

1 


t 

t 

t 


curva 


\ 

1 


<— 

\ 

t 




Para estudiar la concavidad se calcula la segunda derivada d 2 y/dx 2 mediante la formula obtenida 
anteriormente. Como f"(t) = 6ty g"(t) = 2, tenemos que 


d 2 y _ f'(t)g"(t)-g'(t)f"(t) 
dx 2 (f'(t)) 3 

3(t 2 - 1) (2) - 2t(6t) 2 t 2 + l 

“ [3(t 2 - l)] 3 __ 9 ( t 2 - l) 3 

que nunca se anula pero que no esta definida en t = +1. Evidentemente la curva es convexa 
para -1 < t < 1 y concava en el resto. La Figura 8.26 muestra la curva. 



Figura 8.26 
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Ejercicios 8.3 


En los Ejercicios 1-8, calcule las coordenadas de los puntos 
en los que las curvas parametricas dadas tienen (a) una 
tangente horizontal y (b) una tangente vertical. 

1. x = t 2 + 1, y = 2t - 4 2. x = t 2 - 2t, y = t 2 + 2t 

3. x = t 2 - 2t, y = t 3 - 12t 

4. x = t 3 — 3t, y = 2t 3 + 3t 2 

5. x = te ' f2/2 , y = e t2 

6. x = sent, y = sent - tcost 

3t 3t 2 

7. x = sen 2t, y = sen t 8 ' x = IT?’ y = IT? 

Calcule las pendientes de las curvas de los Ejercicios 9-12 
en los puntos que se indican. 

9. x = t 3 + t, y = 1 - t 3 , en t = 1 

10. x = t 4 - t 2 , y = t 3 + 2t, en t = -1 

11. x = cos 21, y = sen t, en t = n/6 

12. x = e 2t , y = te 2t , en t = - 2 

Calcule las ecuaciones parametricas de las tangentes a las 
curvas de los Ejercicios 13 y 14 en los puntos indicados. 

13. x = t 3 - 21, y = t + t 3 , en t = 1 

14. x = t - cos t, y = 1 - sen t, en t = 7r/4 


15. Demuestre que la curva x = t 3 - t, y = t 2 tiene dos 
tangentes diferentes en el punto (0, 1) y calcule sus 
pendientes. 

16. Calcule las pendientes de dos rectas que sean tangentes 
a x = sen t, y = sen 21 en el origen. 

iDonde dejan de ser suaves las curvas de los Ejercicios 17- 

20, si es que lo hacen? 

17. x = t 3 , y = t 2 

18. x = (t- l) 4 , y = (t- l) 3 

19. x = tsen t, y = t 3 20. x = t 3 , y = t - sen t 

En los Ejercicios 21-25, dibuje las graficas de las curvas 
parametricas dadas, haciendo uso de la informacion de las 
dos primeras derivadas. A menos que se indique lo contra- 
rio, el intervalo del parametro en cada curva es toda la rec¬ 
ta real. 

21. x = t 2 - 2t, y = t 2 - 4t 22. x = t 3 , y = 3t 2 — 1 

23. x = t 3 - 3t, y = 

24. x = t 3 — 3t — 2, y = t 2 — t — 2 

25. x = cost + tsen t, y = sen t - tcost, (t ^ 0) (vease el 
Ejemplo 9 de la Seccion 8.2). 


Longitudes de arco y areas de curvas parametricas 


Esta seccion esta dedicada a los problemas del calculo de longitudes de curvas definidas parame- 
tricamente, de areas de superficies de revolucion obtenidas rotando curvas parametricas y de 
areas de regiones planas limitadas por curvas parametricas. 


Longitudes de arco y areas de superficie 

Sea e una curva parametrica suave con ecuaciones 

x = f(t), y = g(t), (a^t^b) 

Se supone que f'(t) y g'(t ) son continuas en el intervalo [a, b] y que nunca valen cero simulta- 
neamente. A partir del triangulo diferencial con catetos dx y dy e hipotenusa ds (vease la Figu- 
ra 8.27) se obtiene (ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 , por lo que tenemos 
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E lemento de longitud de arco de una curva parametrica 



La longitud de la curva ese expresa como 


rt=b 


S = 


r b 


ds = 


t=a 




eft 


dt 


Ejemplo 1 


Calcule la longitud de la curva parametrica 

x = e f cos t, y = e t ser\t, (0<t<2) 

Solucion Tenemosque 

dx dy 

— = e' (cost-sent), — = e [ (sent + cost) 

dt dt 

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores, sumando y simplificando, se obtiene 

ds\^ 

— = e 2t (cos t - sen t) 2 + e 2t (sen t + cost) 2 

dt) 

= e 2t (cos 2 1 - 2 cos t sen t + sen 2 1 + sen 2 1 + 2 sen t cos t + cos 2 1) 
= 2e 2t 

Por tanto, la longitud de la curva es 

s = j* s f2e rt dt = Jl f e l dt = Jl (e 2 - 1) unidades 


Las curvas parametricas se pueden rotar alrededor de diversos ejes para generar superficies de 
revolucion. Las areas de estas superficies se pueden calcular mediante el mismo procedimiento 
utilizado para graficas de funciones, con la version apropiada de ds. Si la curva 

x = f(t), y = git), (a < t < b) 

se rota alrededor del eje x, el area S de la superficie generada se expresa como 



S = 2n 

-s=b 

|y| ds = 2n 

t=a 

rb 

\glt)\y/lf'lt)) 2 + lg'lt)) 2 dt 

a 

Si la rotacion es respecto al ejey, entonces el area es 


S = 2n 

J 

fs=b , 

|x|ds = 27i 

t=a * 

\f(t)\J(f'(t)) 2 + (g'(t)) 2 dt 

a 


Ejemplo 2 


Calcule el area de la superficie de revolucion que se obtiene rotando la curva astroide 
x = a cos 3 1, y = a sen 3 1 


con a > 0, alrededor del eje x. 
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Solucion La curva es simetrica con respecto a ambos ejes coordenados (vease la Figura 8.28). La super- 
ficie completa se generara rotando la mitad superior de la curva; de hecho, solo es necesario rotar la parte 
del primer cuadrante y multiplicar despues por 2. La parte del primer cuadrante de la curva corresponde a 
0 < t < 7t/2. Tenemos entonces 



U A - 

— = -3a cos't sen t, 
dt 


Figura 8.28 


— = 3a sen 2 t cost 
dt 


De acuerdo con esto, la longitud del elemento de arco es 

ds = ./9a 2 cos 4 1 sen 2 1 + 9a 2 sen 4 1 cos 2 1 dt 
= 3a cos t sen t ^/cos 2 1 + sen 2 1 dt 
= 3a cost sen tdt 

Por tanto, el area de la superficie pedida es 

M 2 

S = 2 x 2n a sen 3 1 3a cost sent eft 


= 127ia 2 


= 127ia 2 


7l/2 


sen 4 tcostcft 



Sea u = sen t, 
du = cos tdt 

unidades al cuadrado 


Areas limitadas por curvas parametricas 


Considere la curva parametrica e con ecuaciones x = f(t), y = g(t), (a < t < b), siendo f dife- 
renciable y g continua en el intervalo [a, b], Por el momenta, supongamos tambien que f'(t) ^ 0 
y g(t) ^ 0 en [a, b ], por lo que e no tiene puntos por debajo del eje x y se recorre de izquierda a 
derecha cuando t va desde a hasta b. 

El elemento de area de la region bajo la curva e y por encima del eje x es dA =ydx = 
= g(t) f'(t) dt, por lo que su area (vease la Figura 8.29) es 


A = 


f g(t)f'(t)dt 


a 
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En los otros tres casos se pueden dar argumentos similares: 

Si f'(t) ^ 0 y g(t) 0 en [a, b], entonces A 

Si f'(t ) s? 0 y g(t) ^ 0 en [a, b ], entonces A 

Si f'(t )0 y g(t) ^ 0 en [a, b], entonces A 



siendo A el area (positiva) limitada por e, el eje x y las rectas verticales x = f(a) y x = f(b). 
Combinando estos resultados podemos ver que 


•b 

g(t)f'(t) dt = A 1 -A 2 


siendo A 1 el area dispuesta verticalmente entre ey la parte del eje x formada por los puntos 
x = f(t) tales que g(t)f'(t)^ 0, y A 2 un area similar correspond!ente a los puntos donde 
g(t)f'(t) < 0. Esta formula es valida para funciones arbitrarias g continuas y f diferenciables. 
Vease la Figura 8.30 donde se presentan ejemplos genericos. En particular, si e es una curva 
cerrada que no se cruza consigo misma, entonces el area de la region limitada por ese expresa 
como 

*b 

A = g(t)f'(t) dt si e se recorre en el sentido de las agujas del reloj cuando t crece 

Ja 




Figura 8.30 Areas definidas por 
curvas parametricas. 
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A 




si e se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj 


Ambos casos se ilustran en la Figura 8.31. 


t=b 



A = 


f 

J a 


g(t)f'(t)dt 



Figura 8.31 Areas limitadas por 
curvas parametricas 
cerradas. 


Ejemplo 3 


Calcule el area limitada por la elipse x = a coss, y = b sens. 


Solucion Esta elipse se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj (vease el Ejemplo 4 de la 
Seccion 8.2). El area encerrada es 


A 


2n 


Jb sens)-a sen s) ds 


ab 

T 


2n 


(1 - cos 2s) ds 


ab 

= — s 


2n ab 
—- sen 2s 


2n 


= nab unidades al cuadrado 


Ejemplo 4 


Calcule el area comprendida por encima del eje x y por debajo de un arco de la cicloide 


x = at - a sen t, y = a - a cos t. 


Solucion Parte de la cicloide se muestra en la Figura 8.21 en la Seccion 8.2. Un arco corresponde al 
intervalo de valores del parametro 0 ^ 2n. Como y = a(l - cost) ^ 0 y dx/dt = a(l - cost) > 0, el 

area bajo un arco es 


A = 



p2n 

cos t) 2 dt = a 2 


- 2 cost + 


1 + cos2t\ 

2 ) 


dt 



t - 2 sen t + 


t 

2 


sen 2t\ 

4 ) 


2n 

= 3na 2 unidades cuadradas 


o 


Argumentos similares a los usados anteriormente permiten demostrar que si f es continua y g es 
diferenciable, entonces tambien podemos interpretar 




pt=b 


f(t)g'(t) dt = 

X 

y 

H 

it 

NJ 

* 

a 

' t=a 






544 CALCULO 


siendo A 1 el area de la region dispuesta horizontalmente entre la curva parametrica x = f(t), 
y = g(t), (a t b) y la parte del eje y formada por los puntos y = g(t) tales que f(t)g'(t) ^ 0, 
y A 2 el area de una region similar correspond!ente a f(t)g'(t) < 0. Por ejemplo, el area de la re¬ 
gion sombreada en la Figura 8.32 es f(t)g'(t)dt. El Teorema de Green de la Seccion 16.3 pro- 
porcionara un enfoque mas coherente para el calculo de estas areas. 



Ejercicios 8.4 


Calcule las longitudes de las curvas en los Ejercicios 1-8. 

1. x = 3t 2 , y = 2t 3 , (0 < t< 1) 

2 . x = l + t 3 , y = 1 — t 2 , («l^t<2) 

3 . x = a cos 3 1, y = a sen 3 t, (0 < t < 2k) 

4 . x = In (1 + t 2 ), y = 2 tan -1 1, (0 ^ t < 1) 

5 . x = t 2 sen t, y = t 2 cos t, (0 < t < 2k) 

6. x = cost + tsent, y = sen t - t cost, (0 < t s$ 2k) 

7 . x = t + sen t, y = cos t, (0 < t < k) 

8 . x = sen 2 1, y = 2 cos t, (0 ^ t ^ k/2) 

9. Calcule la longitud de un arco de la cicloide 

x = at - a sen t, y = a - a cost (un arco corresponde 
aO^t^ 2k). 

10 . Calcule el area de la superficie que se obtiene al rotar 
un arco de la cicloide del Ejercicio 9 alrededor de 

(a) el eje x, (b) el eje y. 

11 . Calcule el area de la superficie generada al rotar la 
curva x = e f cost, y = e f sen t, (0 < t < k/2) alrededor 
del eje x. 

12 . Calcule el area de la superficie generada al rotar la 
curva del Ejercicio 11 alrededor del ejey. 

13 . Calcule el area de la superficie generada al rotar la 
curva x = 3t 2 , y = 21 3 , (0 ^ t ^ 1) alrededor del eje y. 

14 . Calcule el area de la superficie generada al rotar la 
curva x = 3t 2 , y = 21 3 , (0 ^ t < 1) alrededor del eje x. 


En los Ejercicios 15-20, dibuje y calcule el area de la 

region R descrita en funcion de las curvas parametricas 

dadas. 

15 . R es la region cerrada limitada por x = t 3 - 4t, y = t 2 , 
(-2<t<2). 

16 . R esta limitada por la astroide x = a cos 3 1, y = a sen 3 t, 
(0 s$ t ^ 2k). 

17 . R esta limitada por los ejes coordenados y el arco 
parabolico x = sen 4 t, y = cos 4 t. 

18 . R esta limitada porx = cosssens, y = sen 2 s 
(0 ^ s k/2), y el eje y. 

19 . R esta limitada por el ovalo x = (2 + sen t) cost, 
y = (2 + sen t) sen t. 

* 20 . R esta limtada por el eje x, la hiperbola x = sec t, 
y = tan t, y el rayo que une el origen con el punto 
(sect 0 , tan t 0 ). 

21 . Demuestre que la region limitada por el ejex, la 
hi perbola x = cosh t, y = senh t (siendo t > 0) y el 
rayo que une el origen con el punto (cosh t 0 , senht 0 ) 
tiene un area de t 0 /2 unidades al cuadrado. Esto ilustra 
la afirmacion hecha al principio de la Seccion 3.6. 

22 . Calcule el volumen del solido obtenido al rotar 
alrededor del eje x la region limitada por dicho eje y 
un arco de la cicloide x = at - a sen t, y = a - a cost 
(vease el Ejemplo 8 de la Seccion 8.2). 

23 . Calcule el volumen generado al rotar alrededor del eje 
x la region bajo la astroide x = a cos 3 1, y = a sen 3 1 y 
por encima del eje x. 
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Coordenadas polares y curvas en polares 

El sistema de coordenadas polares es una alternativa al sistema de coordenadas rectangulares 
(cartesianas) para indicar la posicion de puntos en el piano. Algunas veces es mas importante 
conocer la distancia y la direccion de un punto respecto al origen que conocer sus coordenadas 
cartesianas. En el sistema de coordenadas polares hay un origen (o polo), 0 , y un eje polar, que 
es un rayo (es decir, una semirrecta) cuyo origen es 0 y que se extiende horizontalmente hacia la 
derecha. La posicion de un punto cualquiera P en el piano queda determinada por sus coordena¬ 
das polares [r, 0], siendo 

(i) r la distancia de 0 a P, y 

(ii) 6 el angulo que forma el rayo OP con el eje polar (los angulos positivos se miden en 
sentido contrario al de las agujas del reloj). 

Representaremos entre corchetes las coordenadas polares de un punto para distinguirlas de sus 
coordenadas rectangulares (cartesianas). La Figura 8.33 muestra algunos puntos y sus coordena¬ 
das polares. En una grafica en polares se suelen mostrar tambien los ejes de coordenadas rectan¬ 
gulares x e y. El eje polar coincide con el eje x positivo. 



Figura 8.33 Coordenadas polares de algunos puntos 
en el piano xy. 


A diferencia de las coordenadas rectangulares, las coordenadas polares de un punto no son 
unicas. Las coordenadas polares [ r , 0J y [r, 0 2 ] representan el mismo punto siempre que 0j y 0 2 
se diferencien en un multiplo entero de 2n\ 

d 2 = 0i + 2nn, donde n = 0, +1, +2, ... 

Por ejemplo, las coordenadas polares 


n~\ 

N l 3 ' 


representan el mismo punto en coordenadas cartesianas: ( J_, J_j. Analogamente, [4, n] y 

[4, -n\ representan el mismo punto de coordenadas cartesianas (-4, 0), y [1, 0] y [1, 2n] repre¬ 
sentan el punto de coordenadas cartesianas (1, 0). Ademas, las coordenadas polares del origen 0 
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son [0, 9] para cualquier valor de 9 (si nos desplazamos una distancia cero desde el origen, no 
importa en que direccion lo hagamos). 

Algunas veces es necesario interpretar las coordenadas polares [r, 9] cuando r < 0. La inter¬ 
pretation adecuada de esta «distancia negativa» r es que representa una distancia positiva -r 
medida en la direccion opuesta (es decir, en la direccion 9 + n): 

[r, 9] = [ — r, 9 + n] 

Por ejemplo, [ -1, n/A] = [l,57t/4]. Si se permite que r < 0, aumenta el numero de conjuntos de 
coordenadas polares diferentes que representan al mismo punto. 

Si se desea considerar sistemas de coordenadas polares y rectangulares en el mismo piano, y 
se escoge como eje polar la direccion positiva del ejex, entonces las relaciones entre las coorde¬ 
nadas rectangulares de un punto y sus correspondientes coordenadas polares se muestran en la 
Figura 8.34. 


Zl! 


x Figura 8.34 Relacion entre las coordenadas cartesianas y polares de un punto. 


Conversion polar-rectangular 

x = rcos0 

x 2 + y 2 = r 2 

y = r sen 9 

y 

tan 9 = - 


X 


Una ecuacion en x ey representa en general una curva en el piano respecto a un si sterna de coor¬ 
denadas cartesianas. De forma similar, una ecuacion en r y 9 representa en general una curva 
con respecto a un sistema de coordenadas polares. Las formulas de conversion anteriores se pue- 
den emplear para transformar una representacion de una curva en la otra. 


Ejemplo 1 


La ecuacion en polares de la recta 2x - 3y = 5 es r(2cos0 - 3sen0) = 5 o 

5 


r = 


2 cos 0 - 3 sen 0 


Ejemplo 2 


Calcule la ecuacion en cartesianas de la curva cuya ecuacion en polares es r = 2acos0, 
e identifique dicha curva. 


Solucion La ecuacion en polares se puede transformar a coordenadas cartesianas multiplicando primero 
por r: 

r 2 = 2arcos0 
x 2 + y 2 = 2 ax 
(x - a) 2 + y 2 = a 2 


La ecuacion en polares dada r = 2acos0 representa, por tanto, una circunferencia con centra en (a, 0) y 
radio a, como se muestra en la Figura 8.35. Observese en la ecuacion quer^O cuando 0-> ±n/2. En la 
figura, esto corresponde al hecho de que la circunferencia se aproxima al origen en la direccion vertical. 
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Algunas curvas en polares 

La Figura 8.36 muestra las graficas de las ecuaciones en polares r = a y 6 = /?, siendo a y /? (la 
letra griega «beta») constantes. Son, respect!vamente, una circunferencia de radio |a| centrada en 
el origen, y una recta que pasa por el origen y forma un angulo fi con el eje polar. Notese que la 
recta y la circunferencia se cruzan en dos puntos, cuyas coordenadas en polares son [a, [1] y 
[-a, /?]. Las «curvas coordenadas» en coordenadas polares, es decir, las curvas cuyas ecuacio¬ 
nes son r = constante y 6 = constante son, respectivamente, circunferencias centradas en el ori¬ 
gen y rectas que pasan por el origen. Las «curvas coordenadas» en coordenadas cartesianas, 
x = constante e y = constante son rectas verticales y horizontal es. El papel para dibujar graficas 
en cartesianas se encuentra regulado mediante divisiones horizontales y verticales, y el papel pa¬ 
ra dibujar graficas en polares se encuentra regulado con circunferencias concentricas y rectas ra- 
diales que salen del origen, como se muestra en las Figuras 8.33 y 8.38. 



Figura 8.36 Curvas coordenadas del sistema de coordenadas polares. 


La grafica de una ecuacion de la forma r = f(6) se denomina grafica en polares de la fun- 
cion f. Algunas graficas en polares se pueden reconocer facilmente si la ecuacion en polares se 
transforma en su forma rectangular. En otros casos, esta transformacion no sirve de ayuda; la 
ecuacion en coordenadas rectangulares puede ser demasiado complicada como para ser recono- 
cible. En estos casos hay que utilizar el recurso de construir una tabla de valores y dibujar los 
puntos. 
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Ejemplo 3 


Dibuje e identifique la curva r = 2a cos(0 - 
Solucion Procedemos como en el Ejemplo 2. 

r 2 = 2arcos(0 - 0 0 ) = 2ar cos9 0 cos9 


2ar sen 0 n sen 0 


x + y = 2a cos 0 o x + 2a sen 0 o y 


x 2 - 2a cos0 o * + a cos 2 0 o + y 2 - 2a sen 9 0 y + a 2 sen 2 0 o = a 

(X - a COS0 O ) 2 + (y - a :>eiit7 0 ; 


a sen0 n ) 2 = a 2 


Se trata de una circunferencia de radio a que pasa por el origen en la direccion 9 = 0 o ±j, que hace r = 0 
(vease la Figura 8.37). Las coordenadas cartesianas de su centra son (acos0 o , asen0 o ), que en polares son 
[a, 0 O ]. Para 0o = n/2 tenemos que r = 2a sen 9 corresponde a la ecuacion de una circunferencia de radio a 
centrada en el eje y. 



Comparando los Ejemplos 2 y 3, podemos formular el siguiente principio: 


Rotacion de una grafica en polares 

La grafica en polares de ecuacion r = f(0 - B 0 ) corresponde a la grafica en polares de 
ecuacion r = f(0) rotada un angulo 6 0 alrededor del origen. 


Ejemplo 4 


Dibuje la curva en polares r = a(l - cost)) siendo a > 0. 


Solucion La transformacion a coordenadas rectangulares no sirve aqui de mucha ayuda. La ecuacion re- 
sultante es (x 2 + y 2 + ax) 2 = a 2 (x 2 + y 2 ) (verifiquese), que no podemos reconocer. Por tanto, construiremos 
una tabla de valores y dibujaremos algunos puntos. 


Tabla 3. 


9 

0 

71 

71 

71 

71 

2n 

3ti 

571 


±6 

± 4 

±3 

±2 

± Y 

± J 


71 

r 

0 

0.13a 

0.29a 

0.5a 

a 

1.5a 

1.71a 

1.87a 

2 a 


Como tiene forma de corazon, esta curva se denomina cardioide. Observese en la Figura 8.38 el 
vertice en el origen. Como en el ejemplo anterior, la curva Mega al origen en las direcciones 6 
que hacen r = f(d) = 0. En este caso, la unica direccion que lo cumple es 6 = 0. Es importante, 
al dibujar graficas en polares, mostrar claramente en que direccion se aproximan al origen. 
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Direccion de una grafica en polares en el origen 

Una grafica en polares r = f(B) se aproxima al origen siguiendo la direccion 6 para la que 

f(6)= 0. 


La ecuacion r = a( 1 - cos(0 - 6 0 )) representa una cardioide del mismo tamano y forma que la 
de la Figura 8.38, pero rotada un angulo 6 0 en sentido contrario al de las agujas del reloj. Su 
vertice esta en la direccion 6 = 0 O . En particular, r = a(l - sen 0 ) tiene un vertice vertical, como 
se muestra en la Figura 8.39. 

En general, no es necesario construir una tabla detallada de valores a la hora de dibujar una 
curva en polares de una ecuacion simple de la forma r = f(6). Es esencial determinar aquellos 
valores de 6 para los que r = 0, e indicarlos en la grafica mediante rayos. Tambien es de utilidad 
determinar los puntos en los que la grafica se encuentra mas alejada del origen (iseran donde 
f(9) sea maxima o minima?). Con la posibilidad de una excepcion en el origen, las curvas en 
polares seran suaves siempre que f(6) sea diferenciable con respecto a 6. 



Figura 8.39 La cardioide r = a(l - sent)). 
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Ejemplo 5 


Dibuje la grafica en polares (a) r 


cos (20), (b) r = sen (30) y (c) r 2 


cos (2 0). 


Solucion Las graficas se muestran en las Figuras 8.40-8.42. Observese como las curvas (a) y (c) se acer- 
can al origen en las direcciones 0 = ± \ y 0 = y como la curva (b) se acerca al origen en las direccio- 
nes 8 = 0, n, ± f y ± La curva se traza dos veces cuando 8 pasa de -n a n. Tambien lo hace la curva 
(c) si admitimos los dos valores de la raiz cuadrada r = ± ^/cos(2 8). Notese que la curva (c) no tiene pun- 
tos entre 8 = ±| y 8 = ya que r 2 no puede ser negativo. 

La curva (c) se denomina lemniscata. Las lemniscatas son curvas formadas por puntos P tales que el 
producto de las distancias de dichos puntos a ciertos puntos fijos es constante. En el caso de la curva (c), 





Figura 8.40 Curva (a): la curva 
en polares r = cos(20). 


Figura 8.41 Curva (b): la curva 
en polares r = sen (30). 


Figura 8.42 Curva (c): la 
lemniscata r 2 = cos(20). 


En todos los ejemplos anteriores, las funciones f(6) son periodicas de periodo 2n, de forma que 
cualquier recta que pasa por el origen puede cortar a la grafica en polares como maximo dos 
veces (6 y 6 + n determinan la misma recta). Si f(6) no es de periodo 2n, entonces la curva 
puede enrollarse muchas veces alrededor del origen. La Figura 8.43 muestra dos espirales de es- 
te tipo, la espiral equiangular r = 6 y la espiral exponential r = e~ 0/3 , las dos dibujadas para 
valores positivos de 6 . 

Observation M aple incorpora la rutina pol arpl ot como parte desu paquete «plots», quese 
debe cargar antes de utilizar dicha rutina. He aqui la forma en la que M aple dibuja en la misma 
grafica las curvas en polares r = 1 y r = 2 sen (30) para 0 ^ 6 < 2n: 

> wi th ( pi ots): 

> pol arpl ot ([ 1, 2*si n( 3*t) ], t=0, . 2*Pi , seal i ng=constrai ned) 


X' 

f r 

X' 

■> t 

( C 

J J' ^ 

) 

Figura 8.43 

(a) La espiral equiangular r = 0. 


(a) (b) (b) La espiral exponencial r = e e/3 . 
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La opcion seal i ng=constrai ned es necesaria en curvas en polares para que Maple utilice las 
mismas unidades de distancia en los dos ejes (de forma que una circunferencia tenga forma 
circular). 


Intersecciones de curvas en polares 

Como las coordenadas polares de los puntos no son unicas, el calculo de los puntos de intersec- 
cion de dos puntos en polares puede ser mas complicado que el mismo problema en coordenadas 
cartesianas. Por supuesto, las curvas en polares r = f(0) y r = g(0 ) se cortaran en los puntos 
[r 0 , 0 O ] para los que 

f(0o) = g(6 0 ) Y r o = f(0 o) 

pero pueden existir muchas otras intersecciones. En particular, si ambas curvas pasan por el ori- 
gen, entonces el origen sera un punto de interseccion, que puede no aparecer al resolver la ecua¬ 
cion f(0) = g(6), ya que las curvas pueden pasar por el origen con diferentes valores de 0. Por 
ejemplo, las circunferencias r = cos0 y r = sen 0 se cortan en el origen y tambien en el punto 

[1/^/2, 7r/4]. Pero solo se obtiene este ultimo punto al resolver la ecuacion cos0 = sen 0 (vease 
la Figura 8.44). 


y ■ 

X- 

L r _ on Q 


_r = sen 6 9 = 5tt/ 6 f 

VO 

"S' 

II 

c 

4 

| , [r = 1 — sen 9 

V V- r 

\ X 




Fin lira 8 4-4- 

—»**** x ^ Finnra 8 4R 


■ IUUI a U.*T*T 

—1 IUUI Cl U.'tJ 


Ejemplo 6 


Calcule la interseccion de las curvas r = sen 9 y r = 1 - sent). 


Solucion Como las dos funciones de 0 son periodicas de periodo 2k, solo es necesario buscar las solu- 
ciones que cumplan 0 ^ 6 < 2k. Resolviendo la ecuacion 


sen 0 = 1 - sen 0 


se obtiene sen 9 = 1/2, por lo que 0 = k/6 o 0 = 57t/6. Ambas curvas tienen r = 1/2 en esos puntos, por lo 
que las dos curvas se cruzan en [1/2, tt/6] y [1/2, 5tt/6]. Ademas, el origen pertenece a la curva r = senfl 
(para 9 = 0 y 9 = 2k) y tambien a la curva r = 1 - senfl (para 9 = k/2). Por consiguiente, el origen es 
tambien un punto de interseccion de las curvas ( vease la Figura 8.45). 


Finalmente, si se admiten valores de r negativos, entonces las curvas r = f(6) ey = g(0) se cor¬ 
taran tambien en [r lf 0J = [r 2 , 0 2 1 si- P ara algun entero k, 

0i = 0 2 + (2k + l)n y r 1 = f (0j_) = -g(0 2 ) = -r 2 


El Ejercicio 28 plantea un ejemplo. 
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Conicas en polares 

Sea D la recta vertical x = -p, y sea s un numero real positivo. El conjunto de puntos P del 
piano que cumplen la ecuacion 


distancia de P al origen 
distancia perpendicular de P a D £ 

es una seccion conica de excentricidad s, foco en el origen y directriz D, como se vio en la Sec- 
cion 8.1 (sera una elipse si £ < 1, una parabola si e = 1 y una hiperbola si e > 1). Si las coordena- 
das polares de P son [r, 0], entonces la condicion anterior se convierte en (vease la Figura 8.46) 


o, despejando r, 


r 

p + r cos 0 


r 


ep 

1 - £ COS 6 



Las Figuras 8.47-8.49 muestran un ejemplo de las tres posibilidades (elipse, parabola e hiperbo- 
la). Notese que, en el caso de la hiperbola, las direcciones de las asintotas son los angulos que 
hacen que el denominador sea 1 - £cos0 = 0. En la Seccion 11.6 tendremos mas cosas que 
decir sobre las ecuaciones en polares de las conicas, especialmente de las elipses. 
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Ejercicios 8.5 


En los Ejercicios 1-12, transforme las ecuaciones dadas en 
polares a coordenadas rectangulares, e identifique la curva 
representada. 


1. r = 3 sec 0 


3 . r = 


3 sen 0 - 4 cos 0 


5 . r 2 = esc 20 

7 . r = sec 0(1 + tan 0) 


2 . r = -2csc6) 

4 . r = sen 0 + cos 0 

6 . r = sec 0 tan 0 
2 

8 . r = , . = 


'COS' 6 + 4sen 0 


9 . r = 

11 . r = 


1 

1 - cost) 

2 

1 - 2 sen 0 


10 . r 

12 . r 


2 

2 - cos 0 
2 

1 + sen 0 


En los Ejercicios 13-24, dibuje las graficas en polares de 
las ecuaciones dadas. 


30 . iCuantas hojas tiene la curva r = cosn0? £Y la curva 
r 2 = cos n6? Distinga los casos de n par e impar. 

31 . Demuestre que la grafica en polares r = f(8) (siendo f 
continual se puede expresar como una curva 
parametrica con parametro 0. 

En los Ejercicios 32-37, utilice un programa de graficos por 
computador o una calculadora grafica para dibujar algunos 
miembros de las familias dadas de curvas en polares, e 
intente descubrir pautas que le permitan adivinar el 
comportamiento de otras curvas que sean miembros de la 


misma familia. 

32. r = cos0cos(m0), m = 1, 2, 3, ... 

33. r = 1 + cos0cos(m0), m = 1, 2, 3, ... 

34. r = sen (20) sen (md), m = 2,3, 4, 5, ... 

35. r = 1 + sen (20) sen ( m6), m = 2,3, 4, 5, ... 


13 . r = 1 + sen 0 
15 . r = 1 + 2 cos 0 
17 . r = 2 + cos 0 
19 . r = cos 30 
21 . r 2 = 4 sen 20 
23 . r 2 = sen 30 


14 . r = 1 — cos (0 + 5 ) 
16 . r = 1 - 2 sen 0 
18 . r = 2 sen 20 
20 . r = 2 cos 40 
22 . r 2 = 4 cos 30 
24 . r = In0 


Calcule todas las intersecciones de las parejas de curvas de 
los Ejercicios 25-28. 


25 . r = y3cos 0, r = sen 0 

26 . r 2 = 2 cos (20), r = 1 

27 . r = l + cos0, r = 3cos0 


* 28 . r = 0, r = 0 + 7i 

29 . Dibuje la grafica de la ecuacion r = 1/0, 0 > 0. 
Demuestre que dicha curva tiene una asintota 
horizontal. iTiene r = 1/(0 - a) una asintota? 


36. r = C + cos 0 cos (20) para C = 0, C = 1, 
valores de C entre 0 y 1, y valores de C mayores 
que 1. 

37. r = C + cos 0 sen (30) para C = 0, C = 1, 
valores de C entre 0 y 1, valores de C menores 
que 0 y valores de C mayores que 1. 

38. Dibuje la curva r = In 0 para 0 < 0 ^ 27i. Esta 
grafica se cruza consigo misma en el punto P. Por 
tanto, existen dos valores 8 1 y 0 2 entre 0 y In para los 
que [f(0i), 0J = [f(0 2 ), 0 2 j. iQue ecuaciones deben 
cumplir 8 l y 0 2 ? Calcule 0j y 0 2 , y obtenga las 
coordenadas cartesianas de P con una precision de 

6 cifras decimales. 

39. Dibuje simultaneamente las dos curvas r = In0 y 

r = 1/0 para 0 < 0 ^ In. Las curvas se cortan en dos 
puntos. iQue ecuaciones deben cumplir los valores de 
0 de esos puntos? iQue valor tienen sus coordenadas 
cartesianas con una precision de 6 cifras decimales? 
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Pendientes, areas y longitudes de arco de curvas en polares 


Existe una formula simple que se puede utilizar para calcular la direccion de la tangente a una 
curva en polares r = f(9) en un punto P = [r, 9] distinto del origen. Sea Q un punto de la curva 
cercano a P y cuyo angulo en polares es 9 + h. Sea 5 un punto en OQ y sea PS perpendicular a 
OQ . Observese que PS = f(0)senh y SQ = OQ - OS = f(9 + h) - f (9) cosh. Si la tangente a 
r = f(9) en P forma un angulo i j/ (letra griega «psi») con la recta radial OP, como se muestra en 
la Figura 8.50, entonces i j/ es el limite del angulo SQP cuando h ->0. Entonces, 


tan ijj 


PS _ f(9)senh 

h™ SO = h™ f(9 + h) -f (9) cosh 


0 

0 


= lim 

f )->0 


f(9) cosh 

f'[9 + h) + f(9)senh 


(por la Regia de I'Hopital) 


f(9) _ r 
f'(9) dr/69 



Figura 8.50 El angulo i// es el limite del angulo SQP cuando h -► 0. 


Direccion tangente a una curva en polares 

En cualquier punto P de una curva en polares r = f(9) distinto del origen, el angulo x// en- 
tre la recta radial desde el origen a P y la tangente a la curva se expresa como 


tan t/c 


m 

m 


En particular, <// = n/l si f'(9) = 0. 

Si f(6 0 ) = 0 y la curva tiene una tangente en 9 0 , entonces la ecuacion de dicha tangen¬ 
te es 9 = B 0 . 


La formula anterior se puede utilizar para calcular los puntos donde una grafica en polares tiene 
tangente horizontal o vertical: 

\]/ + 9 = n, por Io que tan t/^ =-tan 9 para una tangente horizontal 

71 

•A + 9 = -, 


por lo que tan i// = cot0 


para una tangente vertical 
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Observacion Como en las curvas parametricas las tangentes horizontales y verticales corres- 
ponden a dy/dt = 0 y ds/dt = 0, respectivamente, en general es mas facil obtener I os puntos crfti- 
cos de y = f(6) sen 0 para el caso de tangentes horizontales y x = f(6) para el caso de tangentes 
verticales. 


Ejemplo 1 


verticales. 


Calcule los puntos de la cardioide r 


1 + cos 0 donde sus tangentes son horizontales o 


Solucion T enemos que y = (1 + cos 0) sen 0 y x = (1 + cos 0) cos 0. Para el caso de tangentes horizon- 
tales 

dy , i 

0 = — = - sen 2 0 + cos 2 0 + cos 0 
dO 


= 2cos 2 0 + cos0 - 1 
= (2cos0 - 1)(cos0 + 1) 

Las soluciones son cos0 = \ y cos0 = -1, es decir, 0 = ±n/3 y 6 = n. Existen tangentes horizontales en 
[|, ±f], En 0 = re tenemos r = 0. La curva no tiene tangente en el origen (sino un vertice). Vease la Figu¬ 
re 8.51. 

Para el caso de tangentes verticales 
dx 

0 = — = - sen 0 - 2 cos 0 sen 0 = - sen 0 (1 + 2 cos 0) 
dO 

las soluciones son sen0 = 0 y cos0 = - es decir, 0 = 0, n, ±2n/3. Existen tangentes verticales en [2, 0] 

y ill- 



Areas limitadas por curvas en polares 

El problema basico del area en coordenadas polares es el de calcular el area A de la region R 
limitada por la grafica en polares r = f(6) y por los dos rayos 9 = a y 9 = p. Se supone que 
f{ > a y que f es continua para a s? 0 /?. I/ease la Figura 8.52. 

Un elemento de area adecuado en este caso es un sector angular de anchura dO, como se 
muestra en la citada figura. Para dO infinitesimal, es un sector de una circunferencia de radio 

f=f(0): 

d9 , 1 , 1 

dA = — nr 2 = -r 2 d9 = -(f(9)) 2 d9 
In l l 
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Figura 8.52 Un elemento de area en coordenadas polares. 

Area en coordenadas polares 

El area de la region limitada por r = f(6) y I os rayos 6 = a y 6 = /?, (a < /?) es 

4 = \ f (f(0)) 2 d0 

^ J a 

Calcule el area encerrada por la cardioide r = a(l + cos0), como se muestra en la Figu¬ 
ra 8.53. 

Solucion Por simetria, el area total sera el doble del area de la mitad superior: 

1 C n 

A = 2 x - | a 2 ( 1 + cos O) 2 d0 


= a 2 (1 + 2 cosfl + cos 2 0)d0 



^1 + 2cos0 + 


1 + cos20\ 



d6 



Ejemplo 


Calcule el area de la region que pertenece simultaneamente al interior de la circunferencia 
r = ,/2sen0 y de la lemniscata r 2 = sen 20. 


Solucion La region se muestra sombreada en la Figura 8.54. Ademas de en el origen, las curvas se cor- 
tan en el punto del primer cuadrante que cumple 

2 sen 2 0 = sen 20 = 2 sen 0 cos 0 
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Figura 8.54 


Por tanto, sen0 = cosfl y 0 = n/A. El area pedida es 


1 

A= 2 


r /4 , 11 

*n/2 


2sen 2 0d0 + - 

sen 20 do 

Jo 2 J 

n/4 


' n/A 1 - cos 20 1 


7l/2 

-^- do- - 

cos 20 


o 2 4 


n/A 

1 l^ 4 1 

n 1 

l 


= — — 7 sen 20 
8 4 


+ t = + t = ^ unidades al cuadrado 

o 4 8 4 4 8 


Longitudes de arco de curvas en polares 


El elemento de arco de la curva en polares r = f(9) se puede determinar a partir del triangulo 
diferencial que se muestra en la Figura 8.55. El cateto rdO se calcula como la longitud de arco 
de un arco circular de radio r que abarca un angulo d9 en el origen. Tenemos que 


( ds ) 2 = (dr) 2 + r 2 (dO) 2 




m 2 



Figura 8.55 Elemento de longitud de arco de una curva en polares. 


por lo que se obtiene la siguiente formula: 


Longitud de un elemento de arco de una curva en polares 

El elemento de longitud de arco de la curva en polares r = f(6) es 

ds = J(^j + r 2 de = J(f'm 2 + (f(O)) 2 d0 
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La expresion del elemento de arco se puede obtener tambien a partir del de una curva parametri- 
ca. 1/ease el Ejercicio 26 al final de esta seccion. 


Ejemplo 4 


Calcule la longitud total de la cardioide r = a(l + cos0). 


Solucion La longitud total sera dos veces la longitud desde 0 = 0 hasta 0 = n (vease la Figura 8.53). 
Como para la cardioide dr/dO = -a sen 6, la longitud de arco es 


s = 2 


/a sen 0 + a (1 + cos 6) dO 


= 2 


2 a 2 + 2a 2 cos 0 dO (pero 1 + cos0 = 2 cos 2 (0/2)) 


= 2^23 


,0 

2 cos 2 - dO 


0 0 
= 4a cos - dO = 8a sen - 

Jo 2 2 


= 8a unidades 


Ejercicios 8.6 


En los Ejercicios 1-11, dibuje las regiones R dadas en 
polares y calcule sus areas. 

1. R esta entre el origen y la espiral r = 0 ^0 ^2n. 

2. R esta entre el origen y la espiral r = a 2 cos20. 

3 . R esta limitada por la curva r 2 = a 2 cos20. 

4 . R es una hoja de la curva r = sen 30. 

5. R esta limitada por la curva r = cos40. 

6 . R esta en el interior de las circunferencias r = a y 
r = 2a cos 0. 

7. R esta dentro de la cardioide r = 1 - cos0 y fuera de 
la circunferencia r = 1. 

8. R esta dentro de la cardioide r = a(l - sen0) y dentro 
de la circunferencia r = a. 

9. R esta dentro de la cardioide r = 1 + cos0 y fuera de 
la circunferencia r = 3cos0. 

10 . R esta limitada por la lemniscata r 2 = 2cos20 y esta 
fuera de la circunferencia r = 1. 

11 . R esta limitada por el lazo mas pequeno de la curva 
r = 1 + 2 cos 0. 

Calcule las longitudes de las curvas en polares de los 
Ejercicios 12-14. 

12 . r = 0 2 , 0 ^ 0 n 13 . r = e a ", -n^O^n 

14 . r = aO, 0^0^ 2n 


15. Demuestre que la longitud de arco total de la 

1 * 71/4 

lemniscata r 2 = cos 20 es 4 ^sec 20 dO. 

16. Una hoja de la lemniscata r 2 = cos 20 se rota 
(a) alrededor del eje x y (b) alrededor del eje y. 
Calcule el area de la superficie generada en cada caso. 

*17. Determine los angulos a los que la recta 0 = n/4 corta 
a la cardioide r = 1 + sen 0 . 

*18. iEn que puntos se cortan las curvas r 2 = 2 sen 20 y 
r = 2cos0? iCon que angulos se cortan las curvas en 
cada uno de esos puntos? 

*19. iEn que puntos se cortan las curvas r = 1 - cos0 y 
r = 1 - sen 0 ? iCon que angulos se cortan las curvas 
en cada uno de esos puntos? 

En los Ejercicios 20-25, calcule todos los puntos de las 
curvas dadas donde la tangente es horizontal, vertical o no 
existe. 

* 20 . r = cos 0 + sen 0 * 21 . r = 2 cos 0 

*22. r 2 = cos20 *23. r = sen 20 

*24 .r = e° *25. r = 2(1 - sen0) 

26. La curva en polares r = f( 0 ), (a ^ 0 ^ /?) se puede 

parametrizar: 

x = rcosO = f (0) cos 0, y = rsen0 = f (0)sen0 

Obtenga la formula del elemento de longitud de arco 
de la curva en polares a partir del de la curva 
parametrica. 
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Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• (Que significa lo siguiente? 

o Seccion conica > Elipse 

o Parabola o Hiperbola 

O Curva parametrica o Parametrizacion de una curva 

O Curva suave o Curva en polares 

• iCual es la definicion foco-directriz de una conica? 

• iComo se puede calcular la pendiente de una curva 
parametrica? 

• iComo se puede calcular la longitud de una curva 
parametrica? 

• iComo se puede calcular la longitud de una curva en 
polares? 

• {Como se puede calcular el area encerrada por una 
curva en polares? 

Ejercicios de repaso 

En los Ejercicios 1-4, describa las conicas que tienen las 
ecuaciones dadas. Calcule sus focos y ejes principales y, si 
son hiperbolas, sus asintotas. 

1. x 2 + 2y 2 = 2 2. 9x 2 - 4y 2 = 36 

3. x + y 2 = 2y + 3 4. 2x 2 + 8y 2 = 4x - 48y 

Identifique las curvas parametricas de los Ejercicios 5-10. 

5. x = t, y = 2 - t, (0 < t < 2) 

6. x = 2 sen 3t, y = 2 cos 3 1, (0 < t < 1/2) 

7. x = cosh t, y = senh 2 t 

8. x = e f , y = e _2t , (-1 < t < 1) 

9. x = cos (t/2), y = 4 sen (t/2), (0 sg t < n) 

10. x = cost + sen t, y = cost - sen t, (0 ^ t ^ 2-k) 

En los Ejercicios 11-14, determine los puntos donde las 
curvas parametricas dadas tienen tangentes horizontales y 
verticales, y dibuje dichas curvas. 


12 . x = t 3 - 3t, y = t 3 + 3t 

13 . x = t 3 - 3t, y = t 3 

14 . x = t 3 - 3t, y = t 3 - 12t 

15 . Calcule el area limitada por la parte de la curva 
x = t 3 - t, y = |t 3 | que forma un lazo cerrado. 


16 Calcule el volumen del solido generado rotando el lazo 
cerrado del Ejercicio 15 alrededor del ejey. 

17. Calcule la longitud de la curva x = e ( - t, y = 4e t/2 
desde t = 0 hasta t = 2. 

18. Calcule el area de la superficie que se obtiene rotando 
el arco del Ejercicio 17 alrededor del ejex. 

Dibuje las graficas en polares de las ecuaciones de los 

Ejercicios 19-24. 

19. r = 6, 20. r = |0|, (-2n^0^2n) 

21 . r = 1 + cos2 6 22 . r = 2 + cos2 6 

23. r = 1 + 2cos20 24. r = l-sen30 

25. Calcule el area de uno de los dos lazos mayores de la 
curva del Ejercicio 23. 

26. Calcule el area de uno de los dos lazos menores de la 
curva del Ejercicio 23. 

27. Calcule el area del mas pequeno de los dos lazos 
encerrados por la curva r = 1 + y2sen 0. 

28. Calcule el area de la region que esta dentro de la 
cardioide r = 1 + cost) y a la izquierda de la recta 
x = 1/4. 

Problemas avanzados 

1. Un vaso con forma de cilindro circular de radio 4 cm se 
rellenan mas de la mitad con agua. Si el vaso se inclina 
a un angulo 0 de la vertical, siendo 0 lo suficientemente 
pequeno para que no se derrame el agua, calcule el area 
de la superficie del agua. 

2. Demuestre que un piano que no es paralelo al eje de un 
cilindro circular corta al cilindro formando una elipse. 
Sugerencia: Se puede utilizar el mismo metodo 
empleado en el Ejercicio 27 de la Seccion 8.1. 

3. Dados dos puntos F 1 y F 2 que son los focos de una 
elipse, y un tercer punto P en dicha elipse, describa un 
metodo geometrico (utilizando una regia y un compas) 
para construir la tangente a la elipse en P. Sugerencia: 
Piense en la propiedad de reflexion de las elipses. 

4. Sea C una parabola de vertice V, y sea P un punto 
cualquiera de dicha parabola. Sea R el punto donde la 
tangente a la parabola en P corta a su eje (por tanto, 
dicho eje es la recta RV). Sea Q el punto de RV tal que 
PQ es perpendicular a RV. Demuestre que V divide en 
dos mitades iguales el segmento RQ. iComo puede 
sugerir este resultado un metodo geometrico para 
construir una tangente a una parabola en un punto de 
esta, sabiendo el eje y el vertice de la parabola? 
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5. Un barril tiene la forma de un solido de revolucion 
obtenido rotando alrededor de su eje mayor la parte de 
una el ipse que esta entre dos rectas que cruzan a sus 
focos, y son perpendiculares a dicho eje mayor. El barril 
tiene 4 pies de altura y 2 pies de radio en su parte 
central. iCuanto vale su volumen? 

6 . (a) Demuestre que cualquier recta que no pasa por el 

origen se puede expresar en forma polar como 

a 

r cos (0 — Oq) 

siendo a y 6 0 constantes. iCual es el significado 
geometrico de estas constantes? 

(b) Sea r = g(0) la ecuacion en polares de una recta que 
no pasa por el origen. Demuestre que 

g 2 + 2(gf - gg" = 0 

(c) Sea r = f(8) la ecuacion en polares de una curva, 
siendo f" continua y r # 0 en algun intervalo de 
valores de 0. Sea 

F = f 2 + 2( f ') 2 — ff" 

Demuestre que la curva se dirige hacia el origen si 
F > 0 y se aleja del origen si F < 0. Sugerencia: 
Sea r = g(0) la ecuacion en polares de una recta 
tangente a la curva; utilice el apartado (b). iComo 
se relacionan f, f y f" con g, g' y g" en el punto de 
tangencia? 

7. (Un viaje rapido, pero un poco caluroso) Si se supone 
que la densidad de la tierra es uniforme en su interior, 
entonces se puede suponer que la aceleracion de la 
gravedad a una distancia r ^ R de su centra esta dirigida 
hacia dicho centra, y tiene un valor de a(r) = rg/R, 
siendo g la aceleracion normal de la gravedad en la 
superficie de la tierra (g « 32 pies/s 2 ) y R el radio de la 
tierra (R ss 3960 mi). Suponga que se excava un tunel 
AB directo a traves de la tierra entre los puntos A y B de 
superficie, por ejemplo Atlanta y Bagdad (vease la 
Figura 8.56). 

Suponga que se construye un vehiculo que se puede 
deslizar sin rozamiento ni resistencia del aire a traves de 
este tunel. Demuestre que ese vehiculo, si se liberara en 
un extremo del tunel, oscilaria entre A y B, ejecutando 
un movimiento armonico simple de periodo 2iijR^/g. 
iCuantos minutos duraria cada vuelta? Lo que es 
sorprendente en este caso es que este periodo no 
depende de donde estan A y B ni de la distancia entre 
ellos. Sugerencia: Suponga el ejex a lo largo del tunel, 
con el origen en el punto mas cercano al centra de la 
tierra. Cuando el vehiculo esta en la posicion de 
coordenada x x(t) su aceleracion a lo largo del tunel es 
la componente de la aceleracion gravitatoria a lo largo 
de dicho tunel, es decir, -a(r) cos 9, siendo 0 el 



Figura 8.56 

angulo entre la linea del tunel y la recta que va del 
vehiculo al centra de la tierra. 

*8. (Busqueda y rescate) Dos estaciones de la Guardia 
Costera reciben una serial de desastre de un barco y 
utilizan radiolocalizacion para situarla. La estacion 0 
observa que la serial de desastre proviene del noreste 
(45° noreste) y la estacion P, que esta 100 millas al 
norte de la estacion 0, observa que la serial proviene 
del este. La precision en la radiolocalizacion de cada 
estacion es de ±3°. 

(a) iCual es la amplitud del area de oceano donde 
deberan buscar las aeronaves de rescate para 
asegurarse que encuentran al barco con problemas? 

(b) Si la precision de la radiolocalizacion es ±e, ique 
sensibilidad tiene el area de busqueda con cambios 
en e cuando e = 3°? Exprese su respuesta en millas 
al cuadrado por grado. 

9 . La Figura 8.57 muestra las graficas de la curva 

parametrica x = sen t, y = |sen(2t), 0 ^ t ^ 2n y de la 
curva en polares r 2 = cos(2 0). Ambas tienen la forma 
de un «oo». iCual es cada curva? Calcule el area 
encerrada entre la curva externa y el exterior de la 
curva interna. 



Figura 8.57 








CAPl'TULO 9 

Secuencias, series 
y series de potencias 


— Entonces dices lo que piensas — siguio la Liebre de 
M arzo. 

— Si — dijo Alicia apresuradamente—, al menos... al 
menos pienso lo que digo... que es lo mismo, como sabes. 

— jDe ninguna manera es lo mismo! —dijo el Som- 
brerero—. jEntonces, podrias tambien decir que "yo veo 
lo que como" es lo mismo que decir "yo como lo que 
veo"! 


Lewis Carrol (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898) 

d e Alicia en el Pais de las Maravillas 


Introduccion Una serie infinite es una suma en la que intervienen infinites ter- 
minos. Como las sumas se realizan de dos en dos numeros, el calculo de la suma de 
una serie infinite requiere necesariamente el calculo de un limite. Las funciones 
complicadas f(x) se pueden expresar frecuentemente como series de funciones mas 
simples. Por ejemplo, una buena parte de las funciones trascendentes que ya hemos 
estudiado, se pueden expresar como series de potencias de x que se parecen a poli- 
nomios de grado infinite. Estas series se pueden diferenciar e integrar termino a ter- 
mino y tienen un papel muy importante en el estudio del calculo. 
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Secuencias y convergencia 


Por secuencia (o secuencia infinita) queremos decir una lista ordenada que tiene un primer ele- 
mento, pero no un ultimo elemento. A nuestros efectos, los elementos (denominados terminos) 
de una secuencia seran siempre numeros reales, aunque una buena parte de nuestra presentacion 
se puede aplicar tambien a numeros complejos. Unos ejemplos de secuencias pueden ser: 


{1, 2, 3, 4, 5, ...}, la secuencia de los enteros positivos. 

la secuencia de enteros positivos que son potencias de - 

Los terminos de la secuencia generalmente se encierran entre Haves, tal como se indica. Los 
puntos suspensivos (...) quieren decir «y asi sucesivamente». 

Una secuencia infinita es una clase especial de fund on, cuyo dominio es una serie de enteros 
que van desde algun entero inicial hasta el infinito. El entero inicial es generalmente 1, por lo 
que el dominio es el conjunto de los enteros positivos. La secuencia {a 1( a 2 , a 3 , a 4 ,...} es la fun- 
cion f que toma el valor f(n) = a n en cada entero positivo n. Una secuencia se puede especifi- 
car de tres formas: 


f 1 1 11 

[ 2' 4' “ 8' 16' 


(i) Se pueden indicar unos cuantos terminos del principio seguidos por ... si el patron de la 
secuencia es obvio. 

(ii) Se puede dar la formula del termino general a n en fund on de n. 

(iii) Se puede dar la formula para calcular el termino a n en funcion de terminos anteriores a 1( a 2 , 
..., a n _ 1( y especificar los suficientes terminos al comienzo de la secuencia para poder co- 
menzar el calculo de los terminos posteriores. 

En todos los casos, debe ser posible determinar cualquier termino de la secuencia, aunque puede 
ser necesario calcular primero todos los terminos anteriores. 


Ejemplo 1 


(Algunos ejemplos de secuencias) 

(a) {n} = {1, 2, 3, 4, 5, ...} 


(b) 


(0 


1 
2 

n - 1 
n 


= o, 


ii ii 
2' 4' 8 ' 16' 

12 3 4 
2' 3' 4' 5' 


(d) {(-I)"" 1 } = {cos((n - l)n)} = { 1 , - 1 , 1 , - 1 , 1 , ...} 
n 2 l fl 9 25 36 49 


(e) 3 W iv 1 ' s' l ' 32' 64' 128' 


(f) 


(g) 


1 + - > = 
n 


2 , 1 ? 


cos (r/7E/2) 


, 11 11 
= 20 , 0 , -, 0 , 0 , -, 0 , 
^ 2 4 6 8 


(h) a x = 1, a n+1 = ,/6 + a n , (n = 1, 2, 3, .. .) 

En este caso {a„} = {1, Ji, Jb + ...} Notese que no hay una formula obvia para a„ como fun¬ 

cion explicita de n, pero todavia se puede calcular a„ para cualquier valor deseado de n calculando pri¬ 
mero todos los valores anteriores a 2 , a 3 . a n _ 1 . 

(i) a! = 1, a 2 = 1, a n+2 = a„ + a n + 1 , ( n = 1, 2, 3, ...) 

En este caso {aj = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}. Esta secuencia se denomina secuencia de Fibonacci. 
Cada uno de sus terminos, despues del segundo, es la suma de los dos terminos anteriores. 
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En los apartados (a)-(g) del Ejemplo 1, las formulas de los miembros izquierdos definen el ter- 
mino general de cada secuencia {a n } como una funcion explfcita de n. En los apartados (h) e (i) 
se dice que la secuencia {a n } se define recursivamente o inductivamente; cada termino se debe 
calcular a partir de los anteriores en vez de calculate como una funcion directa de n. 

Presentamos a continuacion la terminologfa utilizada para describir diversas propiedades de 
las secuencias. 


DEFIIMICIOINI 1 Terminos utilizados para describir las secuencias 

(a) La secuencia {a n } esta acotada inferiormente por L, y L es una cota inferior de {a n }, 
si a„ L para todo n = 1, 2, 3, ... La secuencia esta acotada superiormente por M, y 
M es una cota superior, si a„ M para todo n entero positivo. 

La secuencia {a n } esta acotada si esta acotada inferiormente y superiormente. En este 
caso, existe una constante K tal que I a„|<K para todo n = 1,2, 3, ... (podemos tomar 
K como el mayor de los enteros -L y M). 

(b) La secuencia {a n } es positiva si esta acotada inferiormente por cero, es decir, si 
a n ^ 0 para todo n = 1,2, 3, ...; es negativa si a n sc 0 para todo n. 

(c) La secuencia |a„} es creciente si a n+1 a n para todo n = 1, 2, 3, ...; es decreciente si 
a n +i < a n para todo n entero positivo. Se dice que una secuencia es monotona si no es 
creciente ni decreciente (la terminologfa en este caso es algo mas relajada que la utili¬ 
zada para funciones, donde utilizabamos las expresiones no decreciente y no creciente 
para describir este comportamiento. La distincion entre a n+1 > a r y a n+1 a n no es 
tan importante en el caso de secuencias como lo es en el caso de funciones definidas 
en interval os). 

(d) La secuencia {a n } es alternante si a„a„ +1 < 0 para todo n = 1, 2.es decir, si dos 

terminos consecutivos cualesquiera tienen signo opuesto. Notese que esta definicion 
requiere a r 0 para todo n. 


Ejemplo 2 


(Description de algunas secuencias) 


(a) La secuencia {n} = {1, 2, 3, ...} es positiva, creciente y acotada inferiormente. Un limite inferior de 
esta secuencia es 1 o cualquier numero mas pequeno. La secuencia no esta acotada superiormente. 


(b) 


(0 


n - 1 


n 


,12 3 

- 3.4' 


es positiva, acotada y creciente. En este caso 0 es una cota inferior y 1 es 


una cota superior. 

l\n 


11 11 

-, -, - -, —, ...} es acotada y alternante. En este caso -1/2 es una cota inferior y 


1/4 es una cota superior. 

(d) {(— l) n n} = {-1, 2, -3, 4, -5, ...} es alternante pero no esta acotada ni superiormente ni inferior¬ 
mente. 


Cuando se desea demostrar que una secuencia es creciente, se puede intentar demostrar que se 
cumple la inecuacion a n+1 - a n 0 para n 1. Pero una forma alternativa, si a n = f(n) para 
una funcion diferenciable f(x), es demostrar que f es una funcion no decreciente en [1, 00), de- 
mostrando que f'(x) ^ 0 en dicho intervalo. Se puede utilizar un metodo similar para demostrar 
que una secuencia es decreciente. 
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Ejemplo 3 


Si a„ = 


-, demuestre que la secuencia {a n } es decreciente. 


Solucion Como a„ = f(n), siendo f(x) = 


1 


(x 2 + l)(l) -x(2x) _ 1-x 2 
(X) (x 2 + l) 2 (x 2 + l) 2 


1 - X" 

2 i < 0 para x ^ 1 


La funcion f(x) es decreciente en [1, oo); por tanto, {a n } es una secuencia decreciente. 


. /r 1 9 25 36 49 .. , . f . 

La secuencia 1, -, 1, —, —, —, ...> es positiva y, por tanto, acotada inferior- 

mente. Parece claro que a partir del cuarto termino en adelante, todos los terminos se van ha- 
ciendo mas pequenos. Sin embargo, a 2 > a 1 y a 3 > a 2 . Como a n+1 sc a n , solo si n ^ 3 se dice 
que la secuencia es definitivamente decreciente. El adverbio definitivamente se utiliza para des¬ 
cribe cualquier propiedad de los terminos de la secuencia desde algun punto en adelante, pero 
no necesariamente al principio de la secuencia. Por tanto, la secuencia 

{n - 100} = {-99, -98. -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} 


es definitivamente positiva, incluso aunque los 99 primeros terminos sean negativos y la se¬ 
cuencia 


-!)" + - = 3, 3, -, 2, 


1 5 
5' 3' 


3 3 
7' 2' 


es definitivamente alternante, aun cuando algunos terminos iniciales no alternen. 


Convergencia de secuencias 

La nocion de convergencia es fundamental en el estudio de secuencias. El concepto de limite de 
una secuencia es un caso especial del concepto de limite de una funcion f(x) cuando x -> oo. Se 
dice que la secuencia {a n } converge al IfmiteL, y se expresa como lim^^ a n = L, siempre que 
la distancia desde a n a L sobre la recta real tienda a cero cuando n tiende a oo. Expresaremos 
esta definicion de manera mas formal: 


DEFINICION 2 L imite de una secuencia 

Se dice que la secuencia {a n } converge al limite L, y se expresa como lim^^ a n = L, si 
para todo numero real positivo e existe un entero N (que puede depender de e) tal que si 
n ^ N, entonces |a„ — L | < & 


Esta definicion se ilustra en la Figura 9.1. 


Ejemplo 4 


Demuestre que lim„^ a; — = 0 para todo numero real c y cualquier p > 0. 


Solucion Sea e > 0. Entonces 


< e si rr > 


Es decir, si n ^ N, el minimo entero mayor que (|c|/e) 1/p . Por tanto, por la Definicion 2, lim,,^ — = 0. 
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1 2 3 4 N n 


Figura 9.1 U na secuencia 
convergente. 


Toda secuencia {a n } debe converger a un limite finito L o divergir. Es decir, o lim n _ 00 a n = L 
existe (es un numero real) o a n no existe. Si a n = oo, se puede decir que la se¬ 
cuencia diverge a infinite; si a„ = - oo, se puede decir que diverge a - oo. Si lim^^ 

a n simplemente no existe (pero no es oo ni -oo), solo se puede decir que la secuencia diverge. 


Ejemplo 5 


(Ejemplos de secuencias convergentes y divergentes) 


(a) {(n - l)/n} converge a 1; lim n _«* (n - l)/n = lim^^ (1 - (1/n)) = 1. 

(b) {n} = {1, 2, 3, 4, ...} diverge a oo. 

(c) {— n} = {-1, -2, -3, -4, ...} diverge a -oo. 

(d) {(-1)"} = {-1, 1, -1, 1, -1, ...} simplemente diverge. 

(e) {(— l) n n} = { 1, 2, -3, 4, -5, ...} diverge (pero no a oo ni a -oo, aun cuando lim,,^ |a„| = oo). 


El limite de una secuencia es equivalente al limite de una funcion cuando su argumento tiende 
infinite: 

Si lim f(x)=L y a n = f(n), entonces lim a n = L 

x —>oo n— >oo 

Debido a esto, las reglas estandar de los I (mites de funciones (T eoremas 2 y 4 de la Seccion 1.2) 
se pueden aplicar tambien para I (mites de secuencias, con los cambios apropiados de notacion. 
Es decir, si {a„} y {b„} convergen, entonces 

lim (a n + b n ) = lim a n ± lim b n 

n— >oo n— >oo n— >oo 

lim ca n = c lim a n 

n— >oo n— >oo 

lim a n b n = (lim a n )( lim b n ) 

n— >oo n-> oo n— >oo 

lim a n 

lim TT = "r J suponiendo lim b n / 0 

n— >oo U n lim D n n— >00 

n-> oo 

Si a n sj b n definitivamente, entonces lim a n ^ lim b n 

n— >oo n— >oo 

Si a n sj b n ^ c n definitivamente, y lim a„ = L = lim c„, entonces lim b n = L 

n— >oo n— >oo n—> oo 
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Los limites de muchas secuencias definidas explicitamente se pueden calcular utilizando estas 
propiedades, de modo similar a los metodos utilizados para limites de la forma linv^ f(x) en 
la Seccion 1.3. 


Ejemplo 6 


Calcule los limites de las secuencias 


(a) 


2 n 2 — n — I'J 
5 n 2 + n~ 3j 



y (c) {Jn 2 + 2n-n} 


Solucion 


(a) Se divide el numerador y el denominador de la expresion de a n por la maxima potencia de n en el de- 
nominador, es decir, por n 2 : 

i: ^ 2n 2 - n - 1 _ 2 - (1/n) - (1/n 2 ) 2 0 0 2 

n 5n 2 + n - 3 ~ A® 5 + (1/n) - (3/n 2 ) “ 5 + 0-0 ~~ 5 

ya que lim,,^ 1/n = 0 y lim,,^ 1/n 2 = 0. La secuencia converge y su limite es 2/5. 

(b) Como |cosn| 1 para todo n, tenemos que 

1 cos n 1 

— ^^ - para n Ss 1 
n n n 


En este caso, lim^^ - 1/n = 0 y lim^^ 1/n = 0. Por tanto, por la version para secuencias del Teore- 
ma del Sandwich, lim,,^ (cosn)/n = 0. La secuencia dada converge a 0. 

(c) En esta secuencia multiplicamos el numerador y el denominador (que es 1) por el conjugado de la ex¬ 
presion del numerador: 

- n)(Jn 2 + 2n + n) 
n 2 + 2n + n 

2 

= lim -^=^=-= lim - -=1 

n ^°° Jn 2 + 2n + n n ^ co + (2/n) + 1 

La secuencia converge a 1. 


lim [Jn 2 + 2n 


n) = lim 

n-*oc 


(> 2 + 2n 


Ejemplo 7 


Calcule lim ntan 1 

n-> oo 



Solucion En este ejemplo, es mejor sustituir el termino n-esimo de la secuencia por la correspondiente 
funcion de una variable real x y tomar el limite cuando x ^ oo. Utilizaremos la Regia del I'Hopital: 
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TEOREMA^^ Si {a„} converge, entonces {a n } esta acotada. 

DEMOSTRACION Supongamos que a n = L. De acuerdo con la Definicion 2, 

para e= 1 existe un numero N tal que si n > N, entonces |a„ - L \ < 1; por lo tanto, 

|a n | < 1 + \L | para ese n (ipor que es esto cierto?). Si K indica el maximo de los numeros 
|ai|, |a 2 |, |a N | y 1 + \L |, entonces |a„| para todo n = 1, 2, 3, ... Por lo tanto, {a„} 
esta acotada. 

^• 


Lo contrario del Teorema 1 es falso; la secuencia {(-1)"} esta acotada pero no converge. 

La propiedad de completitud del sistema de los numeros reales (vease la Seccion P.l) se pue- 
de reformular en terminos de secuencias como sigue: 


L as secuencias monotonas acotadas convergen 

Si la secuencia {a„} esta acotada superiormente y es (definitivamente) creciente, entonces 
converge. La misma conclusion se mantiene si {a n } esta acotada inferiormente y es (defi¬ 
nitivamente) decreciente. 


Por tanto, una secuencia acotada y definitivamente monotona es convergente (vease la Figu- 
ra 9.2). 


y* 


M 




L 


• • • 




• • • 










Figura 9.2 Una secuencia 
x definitivamente creciente que 
esta acotada superiormente. 


Ejemplo 8 


Sea a„ una secuencia definida recursivamente como 

aj = 1, a n+1 = J6 + a n (n = 1,2,3,...) 
Demuestre que lim^^ a„ existe y calcule su valor. 


Solucion Observese que a 2 = J6 + 1 = Jl > a v Si a k+1 >a k , entonces a k+2 = Jb + a k+1 > 
> ^6 + a k = a k+v por lo que {aj es creciente, por induccion. Observese ahora que a k = 1 < 3. Si 
a k < 3, entonces a k+1 = Jb + a k < ^6 + 3 = 3, por lo que a n < 3 para todo n por induccion. Como {a„} 
es creciente y acotada superiormente, lim n ^ ro a n = a existe, por completitud. Como ^6 + x es una funcion 
continua de x, tenemos que 


a = lim a n + 1 = lim ^6 + a„ = ^6 + lim a n = ^6 + , 
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Entonces a 2 = 6 + aoa 2 -a-6 = 0, o (a — 3 )(a + 2) = 0. Las raices de esta ecuacion de segundo gra- 
do son a = 3 y a= -2. Como a n > 1 para todo n, debemos tener a$sl. Por tanto, a = 3 y lim^^ a n = 3. 


Hay que notar un punto sutil en esta solucion. Demostrar que {a„} es creciente es bastante ob- 
vio, pero icomo hemos sabido que habia que probar con 3 (en vez de cualquier otro numero) 
para demostrar que era una cota superior? La respuesta es que realmente hicimos primero la ulti¬ 
ma parte y demostramos que si lim a n = a existe, entonces a = 3. Por tanto, tiene sentido probar 
con 3 y demostrar que a n < 3 para todo n. 


Ejemplo 9 


iConverge o diverge la secuencia 



Solucion Podriamos hacer un esfuerzo para demostrar que la secuencia dada es, de hecho, creciente y 
acotada superiormente (vease el Ejercicio 32 al final de esta seccion). Sin embargo, ya conocemos la res¬ 
puesta, La secuencia converge por el Teorema 6 de la Seccion 3.4: 


lim fl +-) 

n->co \ nj 


= e = e 


TEOREMA Si {a n } es (definitivamente) creciente, entonces, o esta acotada superiormente, y por tanto 
es convergente, o no esta acotada superiormente y diverge a infinito. 




La demostracion de este teorema se deja como ejercicio. Se puede plantear un resultado equiva- 
lente para secuencias (definitivamente) decrecientes. 

El siguiente teorema calcula dos limites importantes de frecuente aplicacion en el estudio de 
series. 


TEOREMA Q (a) 


Si |x| < 1, entonces lim x" = 0. 

n-> oo 


(b) Si x es un numero real cualquiera, entonces lim 

n—> go 


x" 

n! 


= 0. 


DEMOSTRACION Para el apartado (a), observese que 

lim In |x| n = lim n In |x| = - oo 

n-> oo n-> oo 


ya que In |x| < 0 cuando |x| < 1. De acuerdo con esto, como e x es continua, 

lim |x| n = lim e ln|x| " = e lim ""“ ln|x| ” = 0 

n —>oo n—► oo 


Como — |x| n ^x n ^ |x| n , tenemos que limn^^ x n = 0 por el Teorema del Sandwich. 

Para el apartado (b), escojase cualquier x y sea N un entero tal que N > |x|. Si n > N 
tenemos que 

x n 

n! 

ixr - 1 jx| |X| |x| |x| 

< (N - 1)! N N N N 


WWW _w_ w _w_ w 

1 2 3 N - IN N + 1 n 


(l N - 1)! 
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donde K = 

mos que en 
guiente, lim 


ixr 1 (\x\v 

(IN ~ D! \N ) 
lim n _ 00 (|x|/N) 

n-oo*>! = 0 . 


n 


N 


es una constante independiente de n. Como \x\/N < 1, tene- 
0 por el apartado (a). A si, lim^^ |x n /n!| = 0 y, por consi- 




Ejemplo 10 


Calcule lim„ 


3n + 4" + 5" 

00 5 n 


3" + 4" + 5" 

Solucion lim -—- 

n-*oo> 5 




= 0 + 0 + 1 = 1, por el Teorema 3(a). 


Ejercicios 9.1 


En los Ejercicios 1-13, determine si la secuencia dada 
es (a) acotada (superiormente o inferiormente), 

(b) (definitivamente) positiva o negativa, (c) creciente, 
decreciente o alternante, y (d) convergente, divergente o 
divergente a oo o - oo. 


1 . 


2 n 2 


2 . 


2 n 



7. 




22 . a„ = 


In (n + 1) 


24. a n = n - n - 4 n 

25. a n = ,/n 2 + n - Jn 2 - 1 


26. a n = 


n - l\ n 

n + 1 


23. a n = Jn + 1- Jn 


,, _ (nlY 

n (2n)\ 


n 2 2 n 

28. a n = - 


29. a n = 


1 + 2 


2 n 


30. Sea a 1 = 1 y a n + 1 = ^/l + 2a„ (n = 1, 2, 3, ...) 
Demuestre que {aj es creciente y acotada 
superiormente. Sugerencia: Demuestre que 3 es una 
cota superior. A partir de aqui, concluya que la 
secuencia converge y obtenga su limite. 


9. 



11 . 





13. {1, 1, -2, 3, 3, -4, 5, 5, -6, ...} 


En los Ejercicios 14-29 calcule, siempre que sea posible, 
los limites de las secuencias {a„}. 


14. a„ 


5 - 2 n 
3 n - 7 


15. a n 


n 2 -A 


n + 5 


*31. Repita el Ejercicio 30 para la secuencia definida por 
a 1 = 3, a n + 1 = ^/15 + 2a n , n = 1, 2, 3, ... Esta vez 
tendra que buscar una cota superior. 


*32. 


Sea a„ = ^l + , de forma que In a„ = n In |^1 + -J. 

Utilice las propiedades de la funcion logaritmo para 
demostrar que (a) {a„} es creciente y (b) e es una cota 
superior de {aj. 


*33. Demuestre el Teorema 2. Formule ademas un teorema 
analogo correspondiente a secuencias definitivamente 
decrecientes. 


16. a„ 
18. a n 
20. a n 


n 3 + 1 

n 2 - 2 Jn + 1 
1 - n - 3n 2 
1 

n sen- 
n 


17. a„ 


(- 1 )" 


n 

n 3 + 1 


19. a„ 
21. a n 


e -n 




34. Si {|a n |} esta acotada, demuestre que {aj esta 
acotada. 

35. Si lim^^ |a n | = 0, demuestre que lim,,^ a n = 0. 

*36. iCuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas 
y cuales son falsas? Justifique sus respuestas. 

(a) Si a n = go y lim^^ b n = L > 0, 

entonces lim,,^ a n b n = oo. 
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(b) Si lirrin^ a„ = oo y lirrv,*, b n = -oo, 

entonces (a„ + b n ) = 0. 

(c) Si lirrin^oo a„ = oo y lim,,^ b n = - oo, entonces 

lim n -,oo — °0. 


(d) Si no convergen {a n } ni {b n }, entonces {a n b n } no 
converge. 

(e) Si {|a„|} converge, entonces {a„} converge. 


Series infinites 


Una serie infinita, denominada tambien simplemente serie, es una suma formal de infinites ter- 
minos; por ejemplo, a 3 + a 2 + a 3 + a 4 + es una serie formada sumando los terminos de la 
secuencia {a„}. Esta serie se puede expresar tambien como Z^=i a n : 


00 


Z a n - a 3 + a 2 + a 3 + a 4 + ••• 

n = l 


Por ejemplo, 


“ 1 111 

„?,r 1 + 2 + 3 + 4 + 


” ( ~ I)" 1 1111 

„tfi 2 n ~ l 2 4 8 16 


Algunas veces es necesario o util empezar la suma con un indice distinto de 1: 


Z a" = 1 + a + a 2 + a 3 + 

n = 0 

“ 1 _ 1 1 1 
„= 2 1 n n I n 2 I n 3 I n 4 

Notese que la ultima serie no tendrfa sentido si hubieramos empezado la suma desde n = 1, ya 
que entonces el primer termino habria quedado indefinido. 

Cuando sea necesario, se puede cambiar el indice de la suma para que empiece en un valor 
diferente. Esto se hace realizando un cambio como se ilustra en el Ejemplo 3 de la Seccion 5.1. 
Por ejemplo, utilizando el cambio n = m - 2, se puede reformular Z*=i a n en l a forma 
Zm= 3 a m- 2 ' Ambas sumas se desarrolIan de la misma forma: 


Z a n - a l + a 2 + a 3 + - Z a m-2 

n =1 m=3 

La suma es una operacion que se realiza con dos numeros cada vez. Si se desea calcular la suma 
finite a 3 + a 2 + a 3 , se puede proceder sumando a 3 + a 2 y despues sumando a 3 al resultado; o 
bien se puede sumar primero a 2 + a 3 y despues sumar a 3 al resultado. Por supuesto, la propiedad 
asociativa de la suma nos asegura que obtendremos el mismo resultado de las dos formas. Esta 
es la razon de que la expresion simbolica a 3 + a 2 + a 3 tenga sentido; si no, habria que haber 
escrito (a 3 + a 2 ) + a 3 o a 3 + (a 2 + a 3 ). Este razonamiento se puede ampliar a cualquier suma 
a 3 + a 2 + ••• + a n de un numero finite de terminos, pero no es obvio que queremos decir en una 
suma con infinites terminos: 


a 3 + a 2 + a 3 + a 4 + 

No podemos asegurar que los terminos que no se sumen en el mismo orden produciran el mismo 
resultado. De hecho, veremos en la Seccion 9.4 que, en ciertas circunstancias, cambiar el orden 
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de los terminos en una serie puede cambiar realmente la suma de la serie. La interpreted on que 
haremos de la suma infinita es la de sumar de izquierda a derecha, como sugiere el agrupamiento 

••• ((((fli + a 2 ) + £3) + 94) +95) + 

Realizaremos esto definiendo una nueva secuencia {sj, denominada secuencia de sumas par- 
ciales de la serie £® =1 a n , de forma que s n es la suma de los n primeros terminos de la serie: 

Si = 9! 

s 2 ~ Si -p a 2 = a x “t - a 2 
S 3 = s 2 + 33 = ai + a 2 + a 3 


$n 9 n _i + a n 3 i + a 2 + 83 + ••• + a n ^ 3j 

i =1 


Definiremos entonces la suma de una serie infinita como el limite de esta secuencia de sumas 
parciales. 

DEFINICION 3 Convergence de una serie 

Se dice que la serie a n converge a la suma s, y se escribe como 

00 

I a n = s 

n = 1 

si lim,,^ s n = s, siendo s n la suma parcial n-esima de Xn°=i a n' 

n 

s n = ^1 + 9 2 + a 3 + ••• + a„ = ^ aj 

i =1 


Por tanto, una serie converge si y solo si la secuencia de sus sumas parciales converge. 

De forma similar, se dice que una serie diverge a infinite, diverge a menos infinite 0 simple- 
mente diverge si su secuencia de sumas parciales lo hace. Hay que hacer hincapie en que la con¬ 
vergence de la serie a n depende de la convergence de la secuencia {sj = {£" = i 9 ,}, no 
de la secuencia {a„}. 

Serie geometrica 

DEFINICION 4 Serie geometrica 

Una serie de la forma £® =i ar n_1 = a + ar + ar 2 + ar 3 + •••, cuyo termino n-esimo es 
a n = ar n_1 se denomina serie geometrica. El numero a es su primer termino. En numero r 
se denomina razon comun de la serie, ya que es el valor de la razon entre el termino 
(n + 1 ) y el termino n para todo n 1 : 
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La suma parcial n-esima s„ de una serie geometrica se calcula como sigue: 

s n = a + ar + ar 2 + ar 3 + ••• + ar" -1 
rs n = ar + ar 2 + ar 3 + ••• + ar" -1 + ar n 

La segunda ecuacion se obtiene multiplicando la primera por r. Restando esas dos ecuaciones 
(notense las cancelaciones), se obtiene (1 - r)s n = a - ar n . Si r ¥= 1 se puede dividir por 1 - r y 
obtener una formula para s n . 


Sumas parciales de una serie geometrica 

Si r = 1, entonces la n-esima suma parcial de una serie geometrica ar" -1 es 
s n = a + a + ••• + a = na. Si r ¥= 1, entonces 

2 n — 1 3(1-r n ) 

s n = a + ar + ar 2 + ••• + ar n 1 = —- 


Si a = 0, entonces s n = 0 para todo n, y lim^^s,, = 0. Supongamos ahora que a ^ 0. Si |r| < 1, 
entonces lim^^r" = 0, por lo que lim^^s,, = a/( 1 - r). Si r > 1, entonces lim n _ 00 r n = oo y 
Iim n _,.oo s n = oo si a > 0, o lim^^ s n = - oo si a < 0. Se mantiene la misma conclusion si 
r = 1, ya que en este caso s„ = na. Si r < -1, lim^^r" no existe, y tampoco existe lim^^ s n . 
Por tanto, se concluye que 



/converge a 0 

si 

a = 0 


a 



00 

converge a -—- 

si 

\r \< 1 

I ar"- 1 / 

diverge a oo 

si 

r^ly a>0 

n = 1 

diverge a -oo 

si 

r^ly a<0 


.diverge 

si 

rsc-lya/O 


La representacion de la f unci on 1/(1 - x) como suma de una serie geometrica, 


^ 00 


-— y x" = i + x + x 2 + x 3 + ■ ■ • 

1 - * n = 0 

para - 1 < x < 1 


sera importante en la presentacion de las series de potencias posteriormente en este capitulo. 


Ejemplo 1 


1 1 

(3) ! + 2 + 4 + 


(Ejemplos de series geometricas y sus sumas) 


■= I 


1 

1 ~ 2 


= 2. En este caso a = 1 y r = 


1 

2 ' 


Como |r| < 1, la serie converge. 

(b) it e a-- 2 + = E 71 1 —) ■ En este caso a 

u n n = 1 \ n ) 


71 


71 


2 



7i + e 


7r y r 


La serie converge ya que 


e 

71 


< 1. 


e 

7T 
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(c) 1 + 2 1/2 + 2 + 2 3/2 + = Yj (V2)" Esta serie diverge a oo ya que a = 1 > 0 y r = ^/2 > 1. 


(d) 1 — 1 + 11 + 1— -• = Y ( - l) n Esta serie diverge ya que r = -1. 

n = 1 

(e) Sea x = 0.32 32 32 ••• = 0.32; entonces, 


32 32 32 


32 / 1 


X 100 + 100 2 + 100 3 + „?! 100 (lOOJ 100 _ 99' 


32 1 32 


Esta es una alternativa al metodo del Ejemplo 1 de la Seccion P.l para representar decimales repetidos 
como cocientes de enteros. 


S ' e ' dinero produce un interes con una tasa efectiva constante del 5% anual, icuanto ha- 
bria que poner ahora en una anualidad que produjera (a) 1000 € al final de cada uno de los 10 anos si- 
guientes y (b) 1000 € al final de cada ano de aqui en adelante? 

Solucion Un pago de 1000 € que se va a recibir n anos desde ahora tiene un valor en este momento de 
1000 x € (ya que A € creceria hasta valer A(1.05) n € en n anos). Por tanto, los pagos de 1000 € 

al final de cada uno de los n anos siguientes valen s„ € en este momento, siendo 


S '- 1000 L05 + L05 


+ + 


1 + 1^5 + (l^s) + 


1000 1 ( 1 . 05 ) 1000 


■&)1 


(a) El valor actual de los 10 pagos futures es s 10 € = 7721.73 €. 

(b) El valor actual de los pagos futures continuando para siempre es 

1000 € 

Iim s„ € = - = 20 000 € 

n->oo 0.05 


Series telescopicas y series armonicas 


Ejemplo 


Demuestre que la serie 

00 ^ 


„+! n(n + 1) 1 x 2 2 x 3 3 x 4 4 x5 

converge y calcule su suma. 

Ill 

Solucion Como —-— =-se puede escribir la suma parcial s n en la forma 

n(n + 1) n n + 1 


111 

s " “ 1 X 2 + 2 X 3 + 3 X 4 + 


(n - 1 )n n(n + 1) 
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n - 1 nj \n n + ij 
1111 11 1 
2~ l "2 3 + 3 ~n + n~n + l 

1 


Por tanto, lim,,^ s„ = 1 y la serie converge a 1: 

00 1 

y-= i 

n =i n(n + 1 ) 

Esto es un ejemplo de serie telescopica, denominada asi porque las sumas parciales se convierten en una 
forma simple cuando los terminos se descomponen en fracciones simples. En los ejercicios al final de esta 
seccion se pueden encontrar otros ejemplos. Como muestran estos ejemplos, el metodo de descomposicion 
en fracciones simples puede ser una herramienta de utilidad para series ademas de para integrales. 


Ejemplo 4 


Demuestre que la serie armonica 


1 1 
Sn-i + 2 + 3 


* 1 111 

,?,r 1 + 2 + 3 + 4 + ^ 

diverge a infinito. 

Solucion Si s„ es la suma parcial n-esima de la serie armonica, entonces 

1 
n 

= suma de areas de los rectangulos sombreados en la Figura 9.3 
1 

> area bajo y = - desde x = 1 hasta x = n + 1 
n + 1 dx 

— = In n + 1 
i x 

A hora lim,,.,^ In (n + 1) = oo. Por tanto, lim,,^ s„ = oo y 

diverge a infinito 

Como la serie geometrica, la serie armonica aparecera a menudo en las secciones siguientes. 


“ 1 11 

„?."~ 1 + 2 + 3 



Figura 9.3 Suma parcial de la serie armonica. 
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Algunos teoremas sobre series 

TEOREMA Si £“ =1 a n converge, entonces lim n _>,* a n = 0. 

DEMOSTRACION Si s„ = a : + a 2 + + a n , entonces s n - s n _ 1 = a n . Si £” =1 a n 

converge, entonces lim^^ s n = s existe, y s n - 1 =s. Entonces lim^^ a n = s-s = 0. 

Observacion El Teorema 4 es muy importante para la comprension de las series infinitas. 
Los estudiantes muchas veces se equivocan u olvidan que una serie no puede converger si sus 
terminos no tienden a cero o confunden este resultado con su inverso, que es falso. El inverso 
diria que, si lim^^ a n = 0, entonces £® =1 a n debe converger. La serie armonica es un contra- 
ejemplo que muestra la falsedad de esta afirmacion: 

1 00 1 

lim - = 0 pero y - diverge a infinite 

n-Moo n n = 1 n 

AI considerar si una serie dada converge, la primera cuestion a plantearse es la siguiente: 
«iTiende el termino n-esimo a 0 cuando n tiende a oo?». Si la respuesta es no, entonces la serie 
no converge. Si la respuesta es si, entonces la serie puede converger o no converger. Si la se- 
cuencia de terminos {a n } tiende a un limite L distinto de cero, entonces £” =1 a n diverge a infi¬ 
nite si L > 0 y diverge a menos infinite si L < 0. 


Ejemplo 5 


(a) y - -- diverge a infinite ya que limn ^.0 --- = 1/2 > 0. 

n = i 1 2n 1 

(b) (— l)”nsen(1/n) un diverge, ya que 

lim 


l)"n sen : 


sen(1/n) 

= lim ——— = lim 

n->cc 1/n x-»0 + 


senx 


= 1/0 


El siguiente teorema afirma que es solo el comportamiento definitivo de {aj lo que determine si 
a n converge. Se puede eliminar cualquier numero de terminos desde el comienzo de la se¬ 
rie sin afectar a su convergencia; esta depende solo de la cola de la serie. Por supuesto, la suma 
real de la serie depende de todos sus terminos. 

TEOREMA Xn=i a n converge si y solo si a n converge para cualquier entero N ^ 1. 

Si {a„} es definitivamente positiva, entonces la serie £“ =1 a n debe, o bien converger (si 
sus sumas parciales estan acotadas superiormente), o bien divergir a infinite (si sus sumas 
parciales no estan acotadas superiormente). 

• 

Las demostraciones de estos dos teoremas se dejan como ejercicios al final de esta seccion. El 
teorema siguiente es simplemente una reformulacion de las leyes estandares de los I (mites. 


TEOREMA Q 
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TEOREMA^^ Si X"=i a„ y X!n°=i b n convergen a A y B, respectivamente, entonces 

(a) X“=i ca n converge a cA (siendo c una constante cualquiera); 

(b) Xn°°=i (a„ ± b n ) converge a 4 + B; 

(c) Si a„ b n para todo n = 1, 2, 3.entonces A B. 


Ejemplo 6 


Calcule la suma de la serie £ 

n = 1 


1 + 2 


n + l 


3 n 


Solucion La serie dada es la suma de dos series geometricas, 

1/3 1 


00 1 ro i /i\ n_1 

Iy=l3 3 

n = l J n = l- 5 


1 - (1/3) 2 


■>n +1 


X 


4 (2 


-^3 3 


n-1 


4/3 


1 - (2/3) 


= 4 


1 9 

Por tanto, su suma es - + 4 = -, por el Teorema 7(b). 


Ejercicios 9.2 


En los Ejercicios 1-18, calcule las sumas de las series 
dadas, o demuestre que divergen (posiblemente a infinito o 
a menos infinito). Los Ejercicios 11-14 son series 
telescopicas y, por tanto, deben resolverse mediante 
descomposicion en fracciones simples, como sugiere el 
Ejemplo 3 de esta seccion. 


Ill “1 

L 3 + n + 33 + ••• = I 37 


3 9 27 

3 3 3 

2 - 3_ 4 + l6 _ 64 


3- I 


1 


„e 5 (2 + n) 2n 

5) n 

L-i q2 

n = 2 o 


X q2 n 


oo 2 k + 3 

7- X IF! 

k = 0 e 

9 y ^ 

Lt on + 2 
n = l ^ 

00 1 

11- X 


n-1 


-i 3" 

00 5 

4 - Z TQ3n 
n = 0 1U 


«• E 5 

n = 0 e 

00 

8. £ n i/2 C0S(jn) 

i=i 

“ 3 + 2" 

10 . X 

1 1 

+ 


„=! n(n + 2) 1 x 3 2 x 4 3 x5 

® 1 1 1 1 
12 ‘ (2n - l)(2n + 1) Ix3 + 3x5 + 5x7 + 


13. X 


i (3 n - 2)(3n + 1) 1x4 4x7 7x 10 


*14. ^ 


n =i n(n + l)(n + 2) 

1 1 

+ 


1 


1x2x3 2x3x4 3x4x5 


15. 


00 1 

y - 

n=i 2 n - 1 


00 


16. X 

n — 1 


n 

n + 2 


17. X n 1/2 

n = l 


00 

18. X 


n = 1 


2 

n + l 


19. Obtenga una expresion simple para las sumas parciales 
s„ de la serie £” =1 (-1)", y utilicela para demostrar 
que la serie diverge. 


20. Calcule la suma de la serie 


1 , 1 , 1 , 1 

l + l + 2 + l + 2 + 3 + l + 2 + 3 + 4 + 

21. Cuando se deja caer, una pelota elastica se eleva hasta 
una altura tres cuartos de la altura inicial. Si dicha 
altura inicial es de 2 m y se permite que la pelota 
rebote indefinidamente, icual es la distancia total que 
viaja antes de pararse? 

22. Si un banco paga en una cuenta un 10% de interes 
simple anual, icual es el estado de la cuenta tras ocho 
anos, si se depositan 1000 € al comienzo de cada uno 
de esos ocho anos? Suponga que inicialmente la cuenta 
esta vac i a. 


*23. Demuestre el Teorema 5. 
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* 24 . Demuestre el Teorema 6. 

* 25 . Plantee un teorema analogo al Teorema 6, pero para 
una secuencia negativa. 

En los Ejercicios 26-31, decida si las afirmaciones dadas 
son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, demuestrelas. Si 
son falsas, de un contraejemplo para demostrar su falsedad. 

* 26 . Si a n = 0 para todo n, entonces Y a„ converge. 

* 27 . Si Y, a n converge, entonces £(l/a„) diverge a 
infinite. 


* 28 . Si tanto Y a„ como Y b n divergen, entonces tambien 
diverge £(a n + b n ). 

* 29 . Si a„ ^ c > 0 para todo n, entonces Y a n diverge a 
infinite. 

* 30 . Si X a n diverge y {b n } esta acotada, entonces Y a A 
diverge. 

* 31 . Si tanto a„ > 0 como Y a n convergen, entonces 
Y (a n ) 2 converge. 


Tests de convergencia para series positivas 


En la seccion anterior hemos visto algunos ejemplos de series convergentes (geometricas y teles- 
copicas) cuyas sumas se pueden determinar de forma exacta, ya que las sumas parciales s n se 
pueden expresar en forma cerrada como funciones explfcitas de n cuyos limites cuando n -» oo 
se pueden calcular. En general, no es posible hacer siempre esto para una serie dada y por tanto, 
en general, no es posible determinar de forma exacta la suma de una serie. Sin embargo existen 
muchas tecnicas para determinar si una serie dada converge y, si lo hace, para aproximar su su¬ 
ma con cualquier grado deseado de precision. 

En esta seccion consideraremos exclusivamente series positivas, es decir, series de la forma 


Y a n - a 1 + a 2 + a 3 + ••• 

n = l 

siendo a n ^ 0 para todo n ^ 1. Como se indico en el Teorema 6, una serie converges si su su¬ 
ma parcial esta acotada superiormente y divergira a infinite en otro caso. Todos nuestros resulta- 
dos se aplican tambien a series definitivamente positivas, ya que la convergencia o divergencia 
depende solo de las colas de las series. 


El test de la integral 

El test de la integral proporciona una forma de determinar si una serie definitivamente positiva 
converge o diverge, comparandola con una integral impropia de comportamiento similar. 

El Ejemplo 4 de la Seccion 9.2 es un ejemplo del uso de esta tecnica. Formalizaremos el 
metodo con el si guiente teorema. 


TEOREMA Q EI test de la integral 

Supongamos que a n = f(n), siendo f positiva, continua y no decreciente en un intervalo 
[N, oo) para algun entero positivo N. Entonces, 


I a n 


n = l 


ambas convergen o divergen a infinite. 


y 


/•oo 

f(t)dt 


DEMOSTRACION Sea s n = a 1 + a 2 + ••• + a n . Si n > N, tenemos que 

S n = S N + a A/ + l + a N+2 + + a n 

= Sfj + f (N + 1) + f(N + 2) + ■•• + f(n) 

= s N + suma de las areas de los rectangulos sombreadas en la Figura 9.4(a) 

/•go 


^ + 


N 


f(t)dt 
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Si la integral impropia J^° f(t)dt converge, entonces la secuencia {s n } esta acotada su- 
periormente y £® =1 a n converge. 

A la inversa, supongamos que £“ =1 a n converge a la suma s. Entonces, 

[*CO 

f(t) dt = area bajo y = f(t), por encima de y = 0 y desde t = N hasta t = oo 
J N 

sc suma de las areas de los rectangulos sombreados en la Figura 9.4(b) 

~ a N + a fl/ + l + a A/+2 + 

= S Sf\j _ ]_ < GO 

por Io que la integral impropia representa un area finita y, por tanto, es convergente (omiti- 
remos los detalles restantes para demostrar que JfJ f(t) dt existe; como en el caso de 

las series, el argumento se basa en la completitud de los numeros reales). 



Observacion Si a n = f(n), siendo f una funcion positiva, continua y no decreciente en el 
intervalo [1, oo), entonces el Teorema 8 nos asegura que Xn=i a n Y J” f(x)dx convergen ambas 
o divergen ambas a infinite. No nos dice que la suma de las series sea igual al valor de la inte¬ 
gral. Probablemente no tendran el mismo valor en el caso de convergencia. Sin embargo, como 
veremos posteriormente, las integrates pueden ayudarnos a aproximar la suma de una serie. 

El principal uso del test de la integral es establecer el resultado del siguiente ejemplo, refe- 
rente a la serie £”=i n~ p , denominada seriep Este resultado debe memorizarse; en esta seccion 
y en secciones posteriores compararemos frecuentemente el comportamiento de otras series con 
la serie p. 


Ejemplo 1 


(Serie p Demuestre que 


00 


E n- p 


00 2 

£ 

n = 1 11 


(converge si p > 1 
[diverge a infinite si p ^ 1 


Soiucion Observese que si p > 0, entonces f(x) = x " p es positiva, continua y decreciente en el interva¬ 
lo [1, oo). Por el test de la integral, la serie p converge para p > 1 y diverge para 0 < p ^ 1, por compara- 
cion con Jfx ' p dx (vease el Teorema 2(a) de la Seccion 6.5). Si p ^0, entonces lim,,^ (l/n p ) / 0, por 
lo que en este caso la serie no puede converger. AI ser una serie positiva, debe divergir a infinite. 


Observacion La serie armonica £” = i rr 1 (el caso p = 1 de serie p) esta en la frontera entre 
la convergencia y la divergencia, aunque de hecho diverge. Si bien sus terminos tienden a 0 
cuando n crece, no decrecen lo suficientemente rapido para permitir que la suma de la serie sea 
finita. Si p > 1, los terminos de X”=i n~ p tienden a cero lo suficientemente rapido para que su 
suma sea finita. Podemos refinar la distincion entre convergencia y divergencia en p = 1 utili- 
zando terminos que disminuyan mas rapido que 1/n, pero no tan rapido como l/n q para todo 
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q > 1. Si p > 0, los terminos l/(n(lnn) p ) tienen esta propiedad, ya que Inn crecen mas lenta- 
mente que cualquier potencia positiva de n cuando n crece. La pregunta que surge ahora es si 
£“ =2 l/(n(lnn) p ) converge. Lo hace, suponiendo de nuevo que p > 1; para comprobarlo se pue- 
de utilizar el cambio u = Inx 

’°° dx _ f 00 du 

J 2 x(lnx) p J, n 2 u p 

que converge si p > 1 y diverge si 0 < p ^ 1. Este proceso de ajuste fino se puede llevar mas 
alia (vease el Ejercicio 36 posterior). 


Uso de cotas de integrales para estimar la suma de una serie 

Supongamos que a k = f(k) para k = n + 1, n + 2, n + 3, ..., siendo f una funcion positiva, con- 
tinua y decreciente al menos en el intervalo [n, oo). Tenemos que: 


s - s n = X 

k = n +1 


= suma de las areas de los rectangulos sombreados en la Figura 9.5(a) 
f(x) dx 


< 


De forma similar, 

s - s n = suma de las areas de los rectangulos de la Figura 9.5(b) 




f(x) dx 


n + l 



(a) (b) Figura 9.5 


Si definimos 


A n = 


f(x) dx 


entonces podemos combinar las inecuaciones anteriores para obtener 

A n+1 ^s-s n ^A r 

o, en otros terminos, 


s n + A n + 1 ^ S SC S n + A n 

El error en la aproximacion s xs n cumple 0 «cs - s n ^A n . Sin embargo, como s debe pertene- 
cer al intervalo [s„ +/A n +i- s„ + 4 n ], podemos mejorar la estimacion utilizando el punto medio 
s* de este intervalo como aproximacion de s. El error sera entonces menor que la mitad de la 
longitud A r - A n+1 del intervalo: 
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Una aproximacion integral mejorada 


El error |s - sj? | en la aproximacion 


A n . i + A n 

'•00 

s«s^=s n +---, siendo A n = 

f(x) dx 

n 

A n A n i i 

cumple |s — s* | <---. 



Siempre que se sabe que una cantidad pertenece un cierto intervalo, el punto medio dicho inter- 
valo se puede utilizar para aproximar dicha cantidad, y el valor absolute del error no sera nunca 
superior a la semiamplitud del intervalo. 


Ejemplo 2 


Calcule la mejor aproximacion s% a la suma s de la serie £/° =1 1/n 2 , haciendo uso de la 
suma parcial s„ de los n primeros terminos. iCuanto tendria que valer n para asegurar que la aproximacion 
s « tiene un error menor que 0.001 en valor absolute? iCuanto tendria que valer n para asegurar que la 
aproximacion s « s„ tiene un error menor que 0.001 en valor absolute? 

Solucion Como f(x) = 1/x 2 es positiva, continua y decreciente en el intervalo [1, oo) para todo 
n = 1, 2, 3.tenemos que 


Sn + A r 


< c < c + A 


siendo 


A n = 


dx 

~2 — 1 1 m — 

X L R^c 


La mejor aproximacion a s utilizando s n es 


C* = C 

D n 


i/ i 


i 


2 \n + 1 n 


= s n 


1 1 
“ 1 + 4 + g 


El error en esta aproximacion cumple 


1 A 

l s ^ s *l«A 7 


2 \n n + 1 


2 n + 1 
2n(n + 1) 

1 2n + 1 
n 2 + 2 n(n + 1) 

< 0.001 


2 n(n + 1) 


suponiendo que 2 n(n + 1) > 1/0.001 = 1000. Se puede comprobar facilmente que esta condicion se cumple 
si n ^ 22; la aproximacion 

11 1 45 

S ~Sf 2 - 1 + - + -+•••+—j 


4 9 22 2 


44 x 23 


tendra un error cuyo valor absolute no superara 0.001. Si hubieramos utilizado la aproximacion s « s n , solo 
podriamos haber concluido que 


0<s-s n <4 n = -< 0.001 
n 


suponiendo que n > 1000; se necesitarian 1000 terminos de la serie para obtener la precision deseada. 


Tests de comparacion 

El siguiente test que vamos a considerar para series positivas es analogo al teorema de compara¬ 
cion de integrates impropias (vease el Teorema 3 de la Seccion 6.5). Hace posible determinar la 
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convergencia o divergencia de una serie comparandola con otra serie de convergencia o diver¬ 
gence conocida. 


TEOREMA Un test de comparacion 

Sean {a n } y {b n } secuencias para las que existe una constante positiva K tal que, definitiva- 
mente, 0 a n ^ Kb n . 

(a) Si la serie Zn x =i converge, entonces tambien lo hace la serie £“ =1 a n . 

(b) Si la serie £”=i a n diverge a infinite, entonces tambien lo hace la serie b n . 

DEMOSTRACION Como una serie converge si y solo si su cola converge (Teorema 5), 
podemos asumir, sin perdida de generalidad, que la condicion 0 ^ a n sc Kb n se cumple para 
todo n ^ 1. Sean s n = a : + a 2 + ••• + a n y 5 n = b 1 + b 2 + ••• + b n . Entonces s n ^ KS n . Si 
Z b n converge, entonces {S n } es convergente y, por tanto, acotada por el Teorema 1. Por 
tanto, {s n } esta acotada superiormente. Por el Teorema 6, Z a n converge. Como la conver¬ 
gencia de Z b n garantiza la de Z a n , si la ultima serie diverge a infinite, entonces la prime- 
ra no puede converger, por lo que debe divergir tambien a infinite. 


ii ATENCION !! 


El Teorema 9 no dice que si Z a„ converge, entonces Z b n converge. 
Es posible que la suma mas pequena sea finita y que la suma mas 
grande sea infinita (no debe confundirse un teorema con su inverso). 


Ejemplo 3 


iCuales de las siguientes series convergen? Justifique sus respuestas. 


00 


(a) Z 

n = 1 


i 

2 " + 1 ' 


(b) £ 


3 n + 1 
\ n 3 + 1' 


00 


(c) Z 

n = 2 


1 

Inn' 


Solucion Para cada caso hay que encontrar una serie de comparacion adecuada, que ya sepamos que 
converge o diverge. 


11 ^ 1 

(a) Como 0 < ^ para n = 1, 2, 3.y como Z“=i ^ es una ser ' e g eornetr ica convergente, la 

serie Z“=i j n \ \ tam ^ n conver 9 e P or comparacion. 

3n + 1 3 

(b) Observese que — - se comporta como ^ para n grande, por lo que podemos comparar esta serie con 
la serie p convergente Z“=i n 2 . Tenemos, para n ^ 1, 


3n + 1 


3n 


1 


3n 1 


1 


n 3 + 1 n 3 + l n 3 + l < n 3 n 3< n 2 n 2 n 2 


Por tanto, la serie dada converge por el Teorema 9. 

11 „ 1 

(c) Para n = 2, 3, 4.tenemos que 0 < Inn < n. Por tanto, ; — > -. Como Y” 2 _ diverge a infinito (es 

Inn n n 

una serie armonica), tambien lo hace Zn °=2 por comparacion. 


El teorema siguiente proporciona una version del test de comparacion que no es tan general co¬ 
mo el Teorema 9, pero que muchas veces es mas facil de aplicar en casos especfficos. 
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TEOREMA 0 Un test de comparacion en el li'mite 

Supongamos que {aj y {b n } son secuencias positivas y que 

|im ir = L 

n —► co U ii 

Siendo L un numero finito no negativo o +oo. 

(a) Si L < oo y Z*=i b r converge, entonces Zn°=i a n tambien converge. 

(b) Si L > 0 y Z*=i b n diverge a infinite, entonces tambien lo hace £“=i a n . 

DEMOSTRACION Si L <c go, entonces pere n suficientemente Qrende, tenemos pue 
bn > 0 y 

0 + l 

bn 

por lo que 0 s; a„ ^ (L + 1 )b n . Entonces, £"=1 a n converge si £“=i b n converge, por el 
Teorema 9(a). 

Sit. >0, entonces, para n suficientemente grande, 



por tanto, 0 < b n ^ (2/L)a n y Zn T =i a n y diverge a infinite si lo hace £“ =1 b n , por el Teo¬ 
rema 9(b). 


Ejemplo 4 


iCuales de las siguientes series convergen? J ustifique sus respuestas. 
n + 5 


(b) Z ^3“ 


(^) Z /—' j 

n=i 1 + Jn n=i n ~2n + 3 

Solucion De nuevo debemos escoger apropiadamente las series de comparacion. 

(a) Los terminos de esta serie disminuyen como l/Jb. Observese que 

1 


L = lim 


1 + Jn 


= lim 


m 


= lim 


1 


n_>G0 _Z n ^°° 1 + Jn n ^°° (1/y/n) + 1 
/n 


= 1 


Como la serie p Z“=i — 7 = diverge a infinite (p = 1/2), tambien lo hace la serie Z“=i — —j=> P or la 
V n 1 + n 

prueba de comparacion en el limite. 

(b) Para n grande, los terminos se comportan como n/r 3 , por lo que podemos comparar la serie con la serie 
p Zn°=i l/ n2 ' que sabemos que converge. 

n + 5 


n 3 - In + 3 n 3 + 5 n 2 

L = lim ---= lim ,—-—— = 1 

n-*- 00 1 n—»co 


n 3 - 2n + 3 


n 


Como L < 00, la serie Z 


n + 5 


n =! n - 2n + 3 


tambien converge por la prueba de comparacion en el limite. 
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Para aplicar con exito la version original del test de comparacion (Teorema 9), es importante in- 
tuir si la serie dada converge o diverge. La forma de la comparacion dependera de si estamos 
intentando demostrar la convergencia o la divergencia. Por ejemplo, si no intuimos que 

00 2 

„?! lOOn + 20 000 


diverge a infinite, podriamos intentar demostrar que 


1 _ 1 
lOOn + 20 000 < n 


para n = 1,2, 3, 


Aunque eso es cierto, no sirve de nada. £“ =1 1/n diverge a infinite; por tanto, el Teorema 9 no 
nos da informacion para esta comparacion. Por supuesto, podriamos demostrar que 

1 ^ 1 

lOOnT^OOOO ^ 20 lOOn Sl n ^ 1 


y concluir por el Teorema 9 que £® =1 (l/(100n + 20 000)) diverge a infinite por comparacion 
con la serie divergente £” =1 1/n. Una forma mas facil es utilizar el Teorema 10 y el hecho de 
que 


1 

lOOn + 20 000 n 

- n -= lim ——-———— 

1 n->oo lOOn + 20 000 


1 

100 


>0 


n 

Sin embargo, el test de comparacion en el limite del Teorema 10 tiene una desventaja cuando se 
compara con el test de comparacion ordinaria del Teorema 9. Puede fallar en ciertos casos por- 
que el limite L puede no existir. En tales casos es posible que el test de comparacion ordinario 
sirva todavia. 


Ejemplo 5 


” 1 + sen n 

Compruebe la convergencia de la serie £ - 2 —■ 

n = l n 


Solucion Como 


1 + sen n 


rr 

lim -— 

n-»oo 1 

P 


= lim (1 + senn) 

n->oo 


no existe, el test de comparacion en el limite no nos da informacion. Sin embargo, como n ^ 1, tenemos 
que 

1 + sen n 2 


0 <■ 


^ para n = 1,2, 3, 
n L 

’CO 1 /n2 


La serie dada converge, de hecho, por comparacion con £“= 1 1/n 2 , utilizando el test de comparacion ordi¬ 
nario. 


Tests de la razon y de la raiz 

TEOREMA (p Test la razon 

Supongamos que a„ > 0 (definitivamente) y que p = lim existe 0 es +00. 


n 
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(a) Si 0 p < 1, entonces £j® =1 a n converge. 

(b) Si 1 < p ^ oo, entonces a n = oo y £j® =1 a n diverge a infinite. 

(c) Si p = 1, no se tiene informacion; la serie puede converger o divergir a infinite. 

DEMOSTRACION Aquf, p es la letra griega «rho» minuscula (que se pronuncia «ro»). 

(a) Supongamos que p < 1. Seleccionese un numero r tal que p < r < 1. Como sabemos 
que Iim n _^ 00 a n+1 /a n = p, tenemos que a n+1 /a n ^ r para n suficientemente grande; es 
decir, a n+1 ^ ra n para, por ejemplo, n ^ N. En particular, 

a N+i ^ ra N 
a N+2 ^ ra N + l ^ 
a N + 3 ^ ra N+2 ^ 


a N+k ^r k a N (k = 0, 1, 2, 3, ...) 

Entonces, £* =w a„ converge por comparacion con la serie geometrica convergente 
Y,k=o r k - Se deduce entonces que £“ =1 a n = Xn = i a n + £*=« a n debe tambien con¬ 
verger. 

(b) En este caso, supongamos que p > 1. Seleccionese un numero r tal que 1 < r < p. 

Como a n+1 /a n = p, tenemos que a n+1 /a n r para n suficientemente grande, 

por ejemplo, n ^ N. Se supone que N se escoge lo suficientemente grande para que 
a N >0. Utilizando un argumento similar al del apartado (a), se deduce que a N+k ^ 

r k a N para k = 0, 1, 2.y como r > 1, lim^^ a n = oo. Por tanto, £j® =1 a n diverge a 

infinite. 

(c) Si p se calcula para la serie £j“ =1 1/n y £j“ =1 1/n 2 , se obtiene en ambos casos p = 1. 
Como la primera serie diverge a infinite y la segunda converge, la prueba de la razon 
no puede distinguir entre convergencia y divergencia si p = 1. 

• 

Todas las series p caen en la categorfa indefinida de p = 1, como tambien £j“ =1 a„, siendo a n 
cualquier funcion racional de n. El test de la razon es de mayor utilidad en el caso de series 
cuyos terminos decrezcan como minimo exponencialmente rapido. La presencia de factoriales en 
algun termino sugiere tambien que el test de la razon puede ser de utilidad. 


Ejemplo 6 


99" 


Compruebe la convergencia de las siguientes series: 


n\ 


(a) £ ^ (b) £ ^ (c) £ > (d) £ 

n = 1 


(2n)l 


^ n | ' L-t on' n n> L-t / n |\2 

n = 1 n ■ n = 1 z n = 1 n n = 1 \ n 'l 


Solucion En cada una de el I as utilizaremos el test de la razon. 


99" 


99 


gg n + 1 

(a) P= lim 7— l~T = lim , i 

n->oo (n + 1)! / n! n->oo n + 1 


Por tanto, £“=i (99"/n!) converge. 
(n + l) 5 /n 5 


(b) p = lim 


on +1 



1 

lim — 


/ 2 

n-> oo 2 

l n y 


= o < 1. 


5 l 
^2 <L 


Por tanto, (r? 5 /2 n ) converge. 
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(c) p = lim 


(n + 1)! In'. 


—z = lim 


(n + l) n+1 n n (n + l) n + i n! n'^'i \n + 1 


(n + 1)1 n n 

\n + 1. 


= lim 


= lim 

n —>oo 


i i 

^ = e <L 


1 


n 


Por tanto, (n\/n n ) converge. 


(d) p = lim 


(2(n + 1))! /(2n)I 


= lim 


oo ((n + D'.y (n'Y n 


(2 n + 2)(2n + 1) 
(n + l) 2 


= 4 > 1. 


Por tanto, (2n)!/(n!) 2 diverge a infinite. 


El teorema siguiente es muy similar al test de la razon, pero se utiliza menos frecuentemente. Su 
demostracion se deja como ejercicio (vease el Ejercicio 37). Los Ejercicios 38 y 39 presentan 
ejemplos de series donde se puede aplicar. 

TEOREMA © Test de la rafz 

Supongamos que a n > 0 (definitivamente) y que a = Iim n _^ 0O (a n ) 1/n existe o es +oo. 

(a) Si 0 a < 1, entonces £” =1 a„ converge. 

(b) Si 1 < a ^ oo, entonces lim,,^ a n = oo y a n diverge a infinite. 

(c) Si o = 1, esta prueba no da informacion; la serie puede converger o divergir a infinite. 


Uso de cotas de la serie geometrica para estimar la suma 
de una serie 

Supongamos que una inecuacion de la forma 

0 a k Kr k 

se cumple para k = n + 1, n + 2, n + 3, siendo K y r constantes y r < 1. Entonces podemos 
utilizar una serie geometrica para acotar la cola de £® =1 a n . 

00 00 

Os$s-s„= X a k< I Kr k 

k = n +1 /; = n + l 

= Kr n+1 ( 1 + r + r 2 + ■■•) 

_Kr n+1 
~ 1 - r 

Como r < 1, la serie converge y el error tiende a 0 con una velocidad exponencial cuando n crece. 


Ejemplo 7 


En la Seccion 9.6 demostraremos que 


e = 


1 

0! 


+ 


1 

ii 


l l 
2! + 3! 


= Z 

n = 0 


i 

n\ 


Recuerdese que 0! = 1. Estime el error si la suma s„ de los n primeros terminos de la serie se utiliza para 
aproximar el numero e. Calcule el valor de e con una precision de tres cifras decimates utilizando esta 
serie. 
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Solucion Tenemosque 


_ i | i i i | i | 1 

Sn_ 0! + l! + 2! + 3! + "' + (n - 1)! 

Ill 1 

= 1 + 1 + 2 + 6 + 24 + - + (^TjT 

Como la serie comienza con el termino correspondiente a n = 0, el termino n-esimo es 1 /(n - 1)1. El error 
de la aproximacion s » s„ se puede estimar como sigue: 


1 


= - 1 + 


< 


n! 

1 

n\ 


1 


1 1 

+ i 

1 


1 


° <S S " n\ + \n + 1)1 ' (n + 2)1 ' (n + 3)1 


1 


n + 1 (n + 1 )(n + 2) (n + 1 )(n + 2 )(n + 3) 
1 1 i 1 
1 + n + 1 + (n + l) 2 + (n + l) 3 + ' 


ya que n + 2 > n + 1, n + 3 > n + 1, yasi sucesivamente. La ultima serie es geometrica, por lo que 

1 1 n +1 

0 < s - s„ < 


n + 1 


n! n 


Si se desea estimar e con una precision de tres cifras decimales, entonces hay que asegurar que el error es 
menor que 5 en la cuarta cifra decimal, es decir, el error es menor que 0.0005. Entonces deseamos que 

ii + ll 1 

-- < 0.0005 = — 

n n! 2000 

Como 7! = 5040 pero 6! = 720, se puede utilizar n = 7, pero no mas pequeno. Tenemos que 
... 1 1 1 1 1 

7 2! 3! 4! 5! 6! 


= 2 + 


111 


1 


1 


2 6 24 120 720 


2.718 con 3 cifras decimales de precision 


Es apropiado utilizar series geometricas para acotar las colas de series positivas cuya convergen- 
cia se podria demostrar por el test de la razon. Esas series convergeran definitivamente mas rapi- 
do que cualquier serie p £^° =1 rr p , para la que la razon limite es p = 1. 


Ejercicios 9.3 


En los Ejercicios 1-26, determine si las series dadas 
convergen o divergen utilizando el test apropiado. Las 
series p y las series geometricas se pueden utilizar para 
tests de comparacion. Tenga cuidado con las series cuyos 
terminos no tienden a cero. 


00 


1- £ 


00 


3- Z 


1 

n 2 + 1 
n 2 + 1 
n 3 + 1 


5- I 

n = l 


1 

sen^r 

n 


00 


2- Z 



00 


4- Z 



n 2 + n + 1 


00 

6- Z 


n = 8 


i 

Ti n + 5 


->■ z 


n =2 (Inn) 


9. V - 

L-i JC\ _ n 7Z 

n = 1 71 ri 


11- z 


1 + n 


4/3 


13. Z 


,£i 2 + n 5 / 3 
1 


n= 3 n I n n^/l n I n n 

oo 1-(_!)" 

15 ' % 

n = 1 n 


8- Z 


1 


n = i In(3n) 
® 1 + n 

10 - Z 3- 

n =o 2 + n 


12. Z 


n 


14- Z 


n=i 1 + n^/n 

1 


n ^ 2 n Inn (In Inn) 2 

oo i + ( _ 1)" 

16- Z -\ 

n = 1 .n 
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00 

1 


co n 4 

17 . 

£ 

n = l 

2 n (n + 1) 

18 . 

IjT 

n = 1 "• 


00 

n\ 


® (2n)!6 n 

19 . 

£ 

n = 1 

n 2 e " 

20 . 

h m\ 


00 



00 

21 . 

£ 

n = 2 

3" In n 

22 . 

n? 0 JF. 


00 

(2n)\ 


® 1 + n! 

23 . 

£ 

n = 1 

(n!) 3 

24 . 

n = 1 (1 + n)l 


00 

2 " 


® n n 

25 . 

£ 

n = 4 

3 n -n 3 

26 . 

n ?i n n n! 

En 

los Ejercicios 27-30, 

utilice s n y 

cotas integrales para 


calcular el minimo intervalo que pueda asegurar que 
contiene a la suma s de las series. Si se usa el punto medio 
de este intervalo s% para aproximar s, icual deberia ser el 
valor de n para asegurar que el error es menor que 0.001? 


27 ' 1 ¥ 

k = 1 K 


29, £ k 3/2 

k = 1 K 


00 


28. X 

k=l 


1 

F 


00 


30 . E 

k — 1 


1 

k 2 + 4 


Para cada una de las series positivas de los Ejercicios 
31-34, calcule la mejor cota superior que pueda para el 
error s - s„, producido si la suma parcial s n se utiliza para 
aproximar la suma s de las series. iCuantos terminos de 
cada serie serian necesarios para asegurar que la 
aproximacion tiene un error menor que 0.001? 


00 2 

00 

32 . £ 7T- 

n=i (2 n 

oo 2 n 

co l 


Jl £ j 

n = 1 n 


1)1 


00 2 

35. Utilice el test de la integral para demostrar que E ,— 

n =i 1 + 

converge. Demuestre que la suma s de la serie es 
menor que nfl. 


*36. Demuestre que En °=3 (l/(nlnn (Inlnn) p ) converge si 
y solo si p > 1. Generalice este resultado a series de 
la forma 

00 1 

y - 

„=n n (Inn)(ln Inn) (ln i n)(ln /+1 n) p 
siendo In.n = Inin In In Inn. 

J y_. > 

Y 

j In's 


*37. Demuestre el test de la raiz. Sugerencia : Siga los 
pasos de la demostracion del test de la razon. 


00 

38. Utilice el test de la raiz para demostrar que £ 

n = i 


2?? ■+■ i 

IF 


*39. Utilice el test de la raiz para com probar la 
convergencia de la siguiente serie: 


00 


I 

n = l 



40. Repita el Ejercicio 38, pero utilice el test de la razon 
en vez del test de la raiz. 


*41. Intente utilizar el test de la razon para determinar si 
* 2 2n (n!) 2 

y — - converge. ;Que sucede? Observe ahora 
n =i (2n)l 

que 

2 2 "(n!) 2 [2n(2n - 2)(2 n - 4) ••• 6 x 4 x 2] 2 

(2nji _ 2n(2n - l)(2n -2)-4 x 3 x 2 x 1 

2 n In-2 4 2 

=- x -x ... x - x - 


^Converge la serie dada? ^Por que o por que no? 
” (2n)! 

*42. Determines! la serie E - 2 n/ n 2 converge. 

n = i 2 (n!) 

Sugerencia: Proceda como en el Ejercicio 41. 
Demuestre que a„ ^ l/(2n). 


*43. (a) Demuestre que si k > 0 y n es un entero positivo, 

entonces n < - (1 + k) n . 
k 

(b) Utilice el resultado de (a) con 0 < k < 1 para 
obtener una cota superior de la suma de la serie 
Er=o n /2"- i Para due valor de k es minima esta 
cota? 

(c) Si se usa la suma s n de los n primeros terminos 
para aproximar la suma s de la serie del apartado 
(b), obtenga una cota superior del error s - s n 
utilizando la inecuacion de apartado (a). Para un n 
dado, calcule el valor de k que minimiza esta cota 
superior. 


*44. (Mejora de la convergencia de una serie) Sabemos 
que En°°=i 1 /(n(n + 1)) = 1 (vease el Ejemplo 3 de la 
Seccion 9.2). Como 


1 1 
n 2 n(n + 1) 


siendo 


1 

n = n 2 [n + 1) 


tenemos que E ~2 = 1 + £ c n- 

n= 1 n n =1 


La serie E“=i c n converge mas rapidamente que 
E“-i l//r porque sus terminos disminuyen como 
1/n 3 . Por tanto, se necesitaran menos terminos de esa 
serie para calcular E“=i 1/n 2 con cualquier grado 
deseado de precision, que los que serian necesarios si 
se calculara con E”=i V n2 directamente. Utilizando 
cotas integrales superior e inferior, determine un valor 
de n para el que la suma parcial modificada de la 


converge. 
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serie c„ se aproxima a la suma de esa serie con 
error menor que 0.001 en valor absolute. A partir de 
aqui, determine 1/n 2 con una precision de 0.001 
respecto a su verdadero valor. 

La tecnica presentada en este ejercicio se conoce 
con el nombre de mejora de la convergencia de una 
serie. Se puede aplicar para estimar la suma de £ a„ 
si se conoce la suma de £ b n y si a n - b n = c n , 
cuando |c„| decrece mas rapido que |a„| cuando n 
tiende a infinite. 

45. Considere la serie s = 1/(2” + 1), y la 

suma parcial s„ de sus primeros n terminos. 


(a) iCuanto tendria que valer n para asegurar que el 
error de la aproximacion s»s„es menor que 0.001 
en valor absolute? 

(b) La serie geometrica £” =1 1/2" converge a 1. Si 

( _ 1 1 

b "~ 2 " ~ 2 " + 1 

para n = 1, 2, 3.icuantos terminos de la serie 

b n son necesarios para calcular su suma con 
una precision de 0.001? 

(c) Utilice el resultado del apartado (b) para calcular 

1 /(2” + 1) con una precision de 0.001. 


Convergencia absoluta y condicional 

Todas las series £” =1 a n consideradas en la seccion anterior eran definitivamente positivas; es 
decir, a n ^ 0 para n suficientemente grande. Ahora eliminaremos esta restriccion y permitiremos 
que los terminos a n tomen valores reales arbitrarios. Sin embargo, siempre podemos obtener una 
serie positiva a partir de cualquier serie dada sustituyendo todos los terminos por sus valores ab¬ 
solutes. 


DEFINICION 5 Convergencia absoluta 

Se dice que la serie £“ =1 a n es absolutamente convergente si |a n | converge. 


La serie 


s= I 

n = 1 


-D" 


l l l 
+ 4 _ 9 + 16 


converge absolutamente ya que 

00 

S= I 

n = l 


-D n 


“ 1 111 

— i — i - ~ h—— + 

n =i n 2 4 9 16 


converge. Parece razonable pensar que la primera serie debe converger, y su suma s deberia 
cumplir -S <S. En general, la cancelacion que se produce cuando algunos terminos son 
negativos y otros positivos hace mas facil que una serie converja que en el caso de que todos los 
terminos sean del mismo signo. El siguiente teorema permite verificar esta afirmacion. 


TEOREMA © Si una serie converge absolutamente, entonces converge. 

DEMOSTRACION Sea £“ =1 a n absolutamente convergente, y sea b n = a n + |a„| para 
todo n. Como — |a n | sca n < |a n |, tenemos que 0 < b r ^2|a n | para todo n. Por lo tanto, 
£® =1 b n converge por el test de comparacion. Entonces, ^/° =1 a„ = b n - £” =1 |a n | 
tambien converge. 


ii ATENCION !! 


Aunque la convergencia absoluta implica convergencia, la convergen¬ 
cia no implica convergencia absoluta. 
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De nuevo hay que tener cuidado con no confundir la afirmacion del Teorema 13 con la afirma- 
cion inversa, que es falsa. Pronto demostraremos en esta seccion que la serie armonica alter¬ 
nate 


® ( 

|ir 

- 1 1 1 

1 

1 

y - 

— — 1 IT 

-1-... 

L—i 

n = 1 

n 

2 3 

4 

5 


converge, aunque no converge absolutamente. Si sustituimos todos los terminos por sus valores 
absolutos, se obtiene la serie armonica divergente 


oo 


I 


1 

n 


1 1 1 

1+ 2 + 3 + 4 + 


= 00 


DEFINICION 6 Convergence condicional 

Si Xn°=i a n es convergente, pero no absolutamente convergente, se dice que es condicio- 
nalmente convergente o que converge condicionalmente. 


La serie armonica alternante es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente. 

Los tests de comparacion, el test de la integral y el test de la razon se pueden utilizar para 
comprobar la convergencia absoluta. Se deben aplicar a la serie £® =1 |a„|. Para el caso del test 
de la razon se calcula p = lim^^ |a n+1 /a n |. Si p < 1, entonces £“ =1 a„ converge absoluta¬ 
mente. Si p > 1, entonces lim n _ 00 |a n | = oo, por lo que tanto £® =1 |a n | como ErT= i a n deben 
divergir. Si p = 1, no tenemos informacion; la serie E” =1 a n puede converger absolutamente, 
puede converger condicionalmente o puede divergir. 


Ejemplo 1 


1 ) 


Compruebe la convergencia absoluta de las series siguientes: 


n- 1 


(a) £ 2 n 

n = l t- r 

Solucion 


(a) lim 

n-> oo 


(b) E 

n = 1 


ncos(nn) 


1) 


n — 1 


2 n - 1 


1 n 1 ^ 

= lim --- = - > 0. Como la serie armonica ) ”, (1/n) diverge a infinito, el 

n->oo 2 n — 1 2 


n 


test de comparacion nos asegura que En°=i ((-1)" 7(2 n - 1)) no converge absolutamente. 

n 


(b) p = lim 

n-> oo 


(n + 1) cos ((n + 1)7 z) 

/ n cos (mz) 

2 n + 1 / 

2 " 


= lim 

n-> oo 


i i 

- = ^ < i. 

2 n 2 


Observese que cos(rin) no es mas que otra forma de escribir (-1)". Por consiguiente (test de la razon), 
E”=i ((ncos(n7i))/2 n ) converge absolutamente. 


El testde la serie alternante 

No podemos utilizar ninguno de los tests desarrollados anteriormente para demostrar que la serie 
armonica alternante converge; todos esos tests se aplican solo a series (definitivamente) positi- 
vas, por lo que solamente se puede comprobar la convergencia absoluta. Demostrar la conver¬ 
gencia que no es absoluta es en general mas diffcil. Presentaremos solo un test que puede servir 
para comprobar esa convergencia; este test solo se puede usar en una clase muy especial de series. 

TEOREMA Q Test de series alternantes 

Supongamos que {a n } es una secuencia cuyos terminos satisfacen, para algun entero posi- 
tivo N, 
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(i) a n a n+1 < 0 para n ^ N 

(ii) |a„+il < \a„\ para n^N, y 

(iii) lim^op a n = 0 

es decir, los terminos son definitivamente alternantes en signo y de tamano decreciente, y 
la secuencia tiene como If mite cero. Entonces la serie £® =1 a n converge. 

DEMOSTRACION Podemos asumir sin perdida de generalidad N = 1, ya que la con¬ 
vergence solo depende de la cola de la serie. Asumimos tambien a 3 > 0, ya que la de¬ 
mostracion si a 3 < 0 es similar. Si s n = a 2 + a 2 + ••• + a„ es la suma parcial n-esima 
de la serie, a partir de la alternancia de {a n } se deduce que a 2n+1 > 0 y a 2 „ < 0 para 
todo n. Como los terminos disminuyen de tamano, a 2n+1 ^ - a 2n+2 . Por tanto, 
s 2n+2 = s 2 n + a 2 n+i + a 2 n +2 > S 2 n P ara n = 1. 2, 3, ... Las sumas parciales pares {s 2n } 
forman una secuencia creciente. De forma similar, s 2n+ i = s 2n _ 1 + a 2n + a 2n+1 ^ s 2n _ lf 
por lo que las sumas parciales impares {s 2n _ 1 } forman una secuencia decreciente. Como 
s 2n = s 2n _i + a 2r s 2n _ 1( se puede decir, para todo n, que 

s 2 ^ s 4 ^ s 6 ^ ^ s 2n ^ s 2n _! ^ s 2n _ 3 ^ ^ s 5 ^ s 3 ^ Si 

Por tanto, s 2 es una cota inferior de la secuencia decreciente y s 3 es una cota su¬ 

perior de la secuencia creciente {s 2n }. Por tanto, ambas secuencias convergen por la com- 
pletitud de los numeros reales: 

lim s 2n _! — Sj m p ar , lim s 2r — Sp ar 

n-> oo n-> oo 

A bora a 2n — s 2n -i — s 2n , por lo que 0 —lim,,^,^ a 2n — lim,,-^ (s 2n -\ — s 2r ) — Sj m p ar Sp ar . Por 
tanto, s impar = s par = s, por ejemplo. Todas las sumas parciales s n son de la forma s 2n ~i o 
de la forma s 2n . Por tanto, lim^^ s n = s existe y la serie ^(-l) n_1 a n converge a esta 
suma s. 


ii ATENCION !! 


Lea despacio esta demostracion y piense por que cada afirmacion es 
cierta. 


Observacion La demostracion del Teorema 14 prueba que la suma s de la serie siempre esta 
entre dos sumas parciales consecutivas de la serie: 

o bien s„ < s <s n+1 o bien s n+1 <s<s n 

Esto demuestra el siguiente teorema. 

TEOREMA ^ E stimacion del error en series alternantes 

Si la secuencia {a n } cumple las condiciones del test de las series alternantes (Teorema 
14), de forma que la serie £“ =1 a n converge a la suma s, entonces el error en la aproxi- 
macion s«s n (siendo n^N) tiene el mismo signo que el primer termino omitido 
a n+1 = s n+1 - s n , y su tamano no es mayor que el de dicho termino: 
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Ejemplo 2 


iCuantos terminos de la serie 


error menor que 0.001? 


00 


I 


(- 1 )" 
1 + 2 " 


son necesarios para calcular su suma con un 


Solucion Esta serie cumple las hipotesis del Teorema 15. Si utilizamos la suma parcial de los n primeros 
terminos para aproximar la suma de la serie, el error cumplira 


1 

|error| |primer termino emitido| = - + ^ n + 1 


Este error sera menor que 0.001 si 1 + 2 n + 1 > 1000. Como 2 10 = 1024, n + 1 = 10 servira. Seran necesa¬ 
rios 9 terminos de la serie para calcular la suma con un margen de 0.001 respecto a su valor real. 


Cuando se determina la convergencia de una serie dada, es mejor considerar primero si la serie 
converge absolutamente. Si no lo hace, entonces queda todavfa la posibilidad de convergencia 
condicional. 


Ejemplo 3 


(a) 


E 

n = 1 


Compruebe la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series: 
-lr 1 ... * cos(nn) , , » (-1)"" 1 


(b) E 

n = 2 


Inn 


(c) E 

n = 1 


Solucion Los valores absolutos de los terminos de las series (a) y (b) son, respectivamente, 1/n y 1/ 
(Inn). Como l/(lnn) > 1/n y £“ =1 1 /n diverge a infinito, ninguna de las series (a) o (b) converge absoluta¬ 
mente. Sin embargo, ambas series cumplen los requisitos del Teorema 14 y, por tanto, ambas convergen. 
Cada una de esas dos series es condicionalmente convergente. 

La serie (c) es absolutamente convergente porque |(— l) n_ Vn 4 | = 1/n 4 , y £n°=i 1/n 4 es una serie p con¬ 
vergente (p = 4 > 1). Podriamos establecer su convergencia utilizando el Teorema 14, pero no hay necesi- 
dad de hacerlo ya que toda serie absolutamente convergente es convergente (Teorema 13). 


Ejemplo 4 


iPara que valores de x converge absolutamente la serie 


converge condicionalmente? iPara que valores diverge? 


00 


E 


(X 


-5) n 
n 2" 


? iPara que valores 


Solucion En las series en cuyos terminos aparecen funciones de una variable x es mejor, en general, em- 
pezar probando la convergencia absoluta con el test de la razon. Tenemos que 


(x - 5) n + 1 / (x - 5)" 

n 

— lim 

LO 

>< 


LO 

1 

>< 

(n + l)2 n+1 / n 2” 

n->oo n + 1 

2 


2 


La serie converge absolutamente si |(x - 5)/2| < 1. Esta inecuacion es equivalente a |x - 5| < 2 (la distan¬ 
ce de x a 5 es menor que 2), es decir, 3<x<7. Six<3ox>7, entonces |(x - 5)/2| > 1. La serie di¬ 
verge; sus terminos no tienden a cero. 

Si x = 3, la serie es ((-1 ) n /n), que converge condicionalmente (es una serie armonica alternante); 
si x = 7, la serie es la serie armonica E“=i V n < q ue diverge a infinito. Por tanto, la serie dada converge 
absolutamente en el intervalo abierto (3, 7), converge condicionalmente en x = 3 y diverge en el resto. 


Ejemplo 5 


iPara que valores de x converge absolutamente la serie de £ (n + l) 2 

n = 0 

que valores converge condicionalmente? iPara que valores diverge? 


Solucion Empezaremos de nuevo con el test de la razon. 


p = lim 

n—>oo 


= lim 


(.n + 2) 2 
n + 2 


(n + iy 


n—>oo V n + 1 , 



X 


X 

|x| 

) 

x + 2 


x + 2 

|x + 2| 


1 ;Para 
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La serie converge absolutamente si |x|/|x + 2| < 1. Esta condicion dice que la distancia desde x hasta 0 es 
menor que la distancia desde x hasta -2. Entonces x > -1. La serie diverge si |x|/|x + 2| > 1, es decir, si 
x< — 1. Si x = -1, la serie es (-1)" (n + l) 2 , que diverge. Concluimos que la serie converge abso¬ 
lutamente para x > -1, no converge condicionalmente en ninguna parte y diverge para x < -1. 


Cuando se utiliza el test de las series alternantes, es importante verificar (al menos mentalmente) 
que se cumplen las tres condiciones (i)-(iii). 


Ejemplo 6 


00 

(a) X (-I)"" 

n = 1 


Compruebe la convergencia de las siguientes series: 
j n + 1 
n 


1111 
lb|1 -i + 3-16 + 5 


= £ a ni siendo 

n = 1 


fl/n si n es impar 

j-l/n 2 si n es par 


Solucion 


(a) En este caso, los terminos a n son alternantes y disminuyen de tamano cuando n crece. Sin embargo, 
li m n^oo a n = 1/0. Por tanto, no se puede aplicar el test de las series alternantes. De hecho, la serie 
diverge porque sus terminos no tienden a 0. 

(b) Estas series alternantes y sus terminos tienen como limite cero. Sin embargo, los terminos no dismi¬ 
nuyen de tamano (ni siquiera definitivamente). No se puede aplicar tampoco el test de las series alter¬ 
nantes. De hecho, como 


1 

4 


1 + 


1 

_ 16 ~ 

1 1 

- + - + 



2 n - 1 




converge, y 


diverge a infinito 


se puede ver rapidamente que la serie dada diverge a infinito. 


Reordenacion de los terminos de una serie 

La diferencia basica entre la convergencia absoluta y la condicional es que cuando una serie 
Y,n=i 3 n converge absolutamente, lo hace porque sus terminos {a„} disminuyen de tamano lo 
suficientemente rapido para que su suma sea finita aun cuando no se produzca cancelacion de 
terminos de signo opuesto. Si se requiere esta cancelacion para que la serie converja (porque sus 
terminos decrecen mas lentamente), entonces la serie solo puede converger condicionalmente. 
Considere la serie armonica alternante 

11111 

1 -- + --T+ - -T+ ••• 


Esta serie converge, pero solo condicionalmente. Si tomamos la subserie que contiene solo los 
terminos positivos, se obtiene la serie 


que diverge a infinito. De forma similar, la subserie de los terminos negativos 

1111 
~2 ~4 _ 6 “ 8~ 


diverge a menos infinito. 
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Si una serie converge absolutamente, la subserie formada por los terminos positivos y la sub- 
serie formada por los terminos negativos deben converger a una suma finita. Si una serie conver¬ 
ge condi cionalmente, las subseries positiva y negativa pueden divergir, respectivamente, aooya 
— 00 . 

Utilizando estos hechos, se puede responder a una pregunta que surgi6 al principio de la Sec- 
cion 9.2. Si reordenamos los terminos de una serie convergente, de forma que se sumen en orden 
diferente, /debe converger la serie reordenada, y si lo hace, converges a la misma suma que la 
serie original? La respuesta depende de si la serie original era absolutamente convergente o solo 
condicionalmente convergente. 


TEOREMA Convergence de la reordenacion de una serie 

(a) Si los terminos de una serie absolutamente convergente se reordenan de forma que su 
suma se realice en un orden diferente, la serie reordenada converges a la misma suma 
que la serie original. 

(b) Si una serie es condicionalmente convergente, y L es un numero real cualquiera, en¬ 
hances los terminos de la serie se pueden reordenar de forma que la serie converja 
(condicionalmente) a la suma L. Tambien se pueden reordenar de forma que diverja a 
oo, a - oo o que simplemente diverja. 

> 

El apartado (b) demuestra que la convergencia condicional es un tipo sospechoso de convergen¬ 
ce, ya que depende del orden en que se suman los terminos. No presentaremos una demostra- 
cion formal del teorema, pero daremos un ejemplo que sugiere lo que significa (vease tambien el 
Ejercicio 30 posterior). 


Ejemplo 7 


En la Seccion 9.5 demostraremos que la serie armonica alternante 


oo 

y —— = i 

n = 1 n 


111111 

2 + 3~4 + 5~6 + 7 


converge (condicionalmente) a la suma In2. Explique como se pueden reordenar sus terminos para que 
converja a 8. 

Solucion Empezaremos por sumar los terminos de la subserie positiva 

1 1 

!+- + -+••• 


continuando hasta que la suma parcial supere 8 (lo que ocurrira en algun momenta ya que la subserie posi¬ 
tiva diverge a infinito). Sumamos entonces el primer termino -1/2 de la subserie negativa 

111 
2 4 6 


Esto reducira la suma parcial por debajo de 8 de nuevo. Volvemos ahora a sumar terminos de la subserie 
positiva, hasta que la suma parcial vuelva a valer mas de 8. Sumamos ahora el segundo termino de la sub¬ 
serie negativa y la suma parcial volvera a estar por debajo de 8. Se repite este procedimiento, alternando la 
suma de terminos de la subserie positiva para forzar a que la suma supere 8 y, despues, terminos de la sub¬ 
serie negativa para forzar a que la suma sea inferior a 8. Como ambas subseries tienen un numero infinito 
de terminos y divergen a oo y a - oo, respectivamente, al final se incluiran todos los terminos de las series 
originales, y las sumas parciales de las nuevas series oscilaran por encima y por debajo de 8, convergiendo 
a ese numero. Por supuesto, se puede usar cualquier otro numero en vez de 8. 
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Ejercicios 9.4 


Determine si las series de los Ejercicios 1-12 convergen 
absolutamente, convergen condicionalmente o divergen. 

00 l _ — 1 


1- z 

n = 1 

00 

3- Z 


n 

cos(nn) 


2 - Z „2 


D n 

n= \ n z + Inn 

oo ( — ]_) 


n=i (n + 1) In (n + 1) 

, ” (-i)V-i) 

4 - ^ + i 

CO (_ 1) n 

7. y -—- 

L r _n 
n = 1 ^ 

” „ 20 n 2 - n - 1 


U ' „?1 (-100)" 


4 - Z , 

n = l ^ 

00 (— 2) n 

6 . z 

n= i n! 

oo _ n 

8 '.?o?TT 


10- I 

n = l 

00 

12. Z 

n = 10 


100cos(n7i) 

2n + 3 

sen (n + 1/2)71 
In Inn 


En las series de los Ejercicios 13-16, calcule el minimo 
entero n que asegura que la suma parcial s„ se aproxima a 
la suma s de la serie con un error menor que 0.001 en valor 
absoluto. 


13 . Z (-D 


n -1 


n = 1 


14- Z 


n = 0 


(- 1 )" 

(2n)! 


15- Z 


n = 1 


00 3 n 

16. X {-!)" — 
n=o n! 


Determine los valores de x para los que las series de los 
Ejercicios 17-24 convergen absolutamente, convergen 
condicionalmente o divergen. 


17- Z 


n = 0 /n + 1 


oo (x - 2) n 

18. Z 


n = 1 n 2 


2-)2n 


19. Z (-D' 

n = 0 

00 1 

20. X 


(x - l) n 
2n + 3 
3x + 2\ n 


n=i 2 n - 1 

00 x n 


» I 4 x + D" 
‘ h i n 3 


23. 


” (2x + 3) n 
nt 4 ! n 1/3 4" 


24. Y 

n = l n 



*25. iSe puede aplicar directamente el test de las series 
alternantes a la serie Z"=i (1/n)sen (nn/2)? 
Determine si la serie converge. 


*26. Demuestre que la serie y® =1 a„ converge 
absolutamente a a n = 10/n 2 para n par y a 
a„ = -l/10n 3 para n impar. 


*27. iCuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas 
y cuales son falsas? J ustifique su respuesta en el caso 
de verdaderas o de un contraejemplo en el caso de 
falsas. 


(a) Si a n converge, entonces y„°° =1 (-l)"a n 
converge. 

(b) Si y/Li a n converge y y„°° =1 (-l)"a n converge, 
entonces Z“=i a n converge absolutamente. 

(c) Si a n converge absolutamente, entonces 

(-l) n a„ converge absolutamente. 

*28. (a) Utilice un argumento basado en la suma de 
Riemann para demostrar que 

Inn! ^ j lntdt = nlnn -n + 1 

(b) iPara que valores de x converge absolutamente la 

” nix” 

serie y —i Para ci ue valores converge 

n — 1 Cl 

condicionalmente? iPara que valores diverge? 

(.Sugerencia : Utilice primero el test de la razon. 
Para probar los casos donde p = 1, puede resultar 
de utilidad la inecuacion del apartado (a)). 


*29. iPara que valores de x converge absolutamente la 
_ (2n)!x" 

serie y n °° =1 22 „ (n , )2 ? ?Para que valores converge 

condicionalmente? iPara que valores diverge? 
Sugerencia: Vease el Ejercicio 42 de la Seccion 9.3. 


*30. Desarrolle procedimientos para reordenar los terminos 
de la serie armonica alternante de forma que la serie 
reordenada (a) diverja a oo, (b) converja a -2. 


Series de potencias 


Esta seccion trata de un tipo especial de series infinitas denominadas series de potencias, que 
pueden verse como un polinomio de grado infinito. 
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DEFINICION 7 Series de potencias 

Una serie de la forma 

00 

x a n (x - c) n = a 0 + ai(x - c) + a 2 (x - c) 2 + a 3 (x - c ) 3 + ••• 

n = 0 

se denomina serie de potencias en potencias dex= co serie de potencias alrededor de c. 

Las constantes a 0 , a 1( a 2 , ... se denominan coeficientes de la serie de potencias. 


Como los terminos de una serie de potencias son funciones de una variable x, la serie puede con¬ 
verger o no converger para cada valor de x. En aquellos valores de x donde la serie converge, la 
suma define una funcion de x. Por ejemplo, si -1 < x < 1, entonces 

l+x+x 2 +x 3 + -- - =- 

1 - X 

La serie geometrica del miembro izquierdo es una representacion en serie de potencias de la 
funcion 1/(1 - x) en potencias dex (o alrededor de 0). Notese que la representacion solo es vali- 
da en el intervalo abierto (-1,1), incluso aunque 1/(1 - x) este definida para todos los numeros 
reales x excepto x = 1. Para x = — 1 y |x| > 1 la serie no converge, por lo que no puede repre- 
sentar a 1/(1 - x) en estos puntos. 

El punto c es el centro de convergencia de la serie de potencias £/° =0 ajx - c) n . La serie 
converge seguro (a a 0 ) en x = c (todos los terminos excepto posiblemente el primero son 0). El 
Teorema 17, que veremos posteriormente, demuestra que si la serie converge en algun otro lu- 
gar, entonces converge en un intervalo (posiblemente infinite) centrado en x = c, y converge ab- 
solutamente en todos los puntos de ese intervalo excepto posiblemente en uno de sus extremos o 
ambos si el intervalo es finite. La serie geometrica 

1 + x + x 2 + x 3 + • • • 


es un ejemplo de este comportamiento. Su centro de convergencia es c = 0, y converge solo en 
el intervalo (-1, 1), centrado en 0. La convergencia es absoluta en todos los puntos del interva¬ 
lo. Otro ejemplo es la serie 


oo 

X n jn 
n = l n 1 


(X 


5) n 


x - 5 (x - 5) 2 (x - 5) 3 
2 + 2 x 2 2 + 3 x 2 3 + 


que se estudio en el Ejemplo 4 de la Seccion 9.4. AIK demostramos que esta serie converge en el 
intervalo [3, 7), un intervalo de centro x = 5, y que la convergencia es absoluta en el intervalo 
abierto (3, 7), pero solo es condicional en el extremo x = 3. 


TEOREMA 0 Para cualquier serie de potencias a n (x - c) n se debe cumplir una de las siguientes 
alternativas: 

(i) La serie puede converger solo en x = c. 

(ii) La serie puede converger en cualquier numero real x. 

(iii) Puede existir un numero real positivo R tal que la serie converge en todo valor de x 
que cumple |x - c| < R y diverge en todo valor de x que cumple |x - c| > R. En es¬ 
te caso, la serie puede converger o no converger en cada uno de los dos extremos 
x = c - R y x = c + R. 

En cada uno de estos casos la convergencia es absoluta excepto, posiblemente, en los ex¬ 
tremos x = c- Ryx = c + Renel caso (iii). 
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DEMOSTRACION Observamos anteriormente que toda serie de potencias converge en 
su centro de convergencia; solo el primer termino puede ser distinto de cero, por lo que la 
convergencia es absoluta. Para demostrar el resto de este teorema, es suficiente demostrar 
que si la serie converge en cualquier numero x 0 # c, entonces converge absolutamente en 
todo numero x mas cercano a c que x 0 , es decir, en todo valor de x que cumpla 
|x — c| < |x 0 - c|. Esto significa que la convergencia en cualquier valor x 0 ^ c implica 
convergencia absoluta en (c - x 0 , c + x 0 ), por lo que el conjunto de puntos x donde la se¬ 
rie es convergente debe ser un intervalo centrado en c. 

Supongamos, por tanto, que a n (x 0 - c) n converge. Entonces lima n (x 0 - c) n = 0, 
por lo que |a n (x 0 - c) n | sc K para todo n, siendo K alguna constante (Teorema 1 de la Sec- 
cion 9.1). Si r = |x - c|/|x 0 — c| < 1, entonces 

co co ^ _ I 

x |a„(x - c)"| = X |a n (x 0 — c) n | 

n = 0 n = 0 ''0 

Entonces a n (x - c) n converge absolutamente. 

a 




I r n = v 

i = n J- 


n = 0 


- r 


< 00 


Por el Teorema 17, el conjunto de valores x para los que la serie de potencias a n (x - c) n 
converge es un intervalo centrado en x = c. Denominaremos a este intervalo el intervalo de 
convergencia de la serie de potencias. Debe tener una de las siguientes formas: 

(i) Un punto aislado x = c (es decir, un intervalo cerrado degenerado [c, c]). 

(ii) La recta completa (-oo, oo). 

(iii) Un intervalo finito centrado en c: 


[c - R, c + R], o [c - R, c + R), o (c - R, c + R], o (c - R, c + R) 


El numero R en (iii) se denomina radio de convergencia de la serie de potencias. En el caso (i) 
se dice que el radio de convergencia es R = 0; en el caso (ii) es R = oo. 

El radio de convergencia, R, se puede obtener frecuentemente aplicando el test de la razon a 
la serie de potencias: si 


P = 


lim 

n—>oo 


a n+ i(* ~ c ) n+1 

a n (x - c) n 



|x-c| 


existe, entonces la serie a n (x - c) n converge absolutamente donde sea pel, es decir, 
donde 


\x 


c| < R = 1 


/ lim 

a n + l 

/ n->oo 

a n 


La serie diverge si |x - c| > R. 


Radio de convergencia 

Supongamos que L = Iim n 


■ 7 n +1 


existe o es oo. En ese caso, la serie de potencias 


a„(x - c) n tiene como radio de convergencia R = 1/L (si L = 0, entonces R = oo; si 
L = oo, entonces R = 0). 


Ejemplo 1 


Determine el centro, el radio y el intervalo de convergencia de 

” (2x + 5) n 
„e 0 ( n 2 + 1)3" 
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Solucion La serie se puede expresar como 


® /2V 1 / 5N n 

„?oW n r +l( X + 2, 


El centra de convergencia es x = -5/2. El radio de convergencia, R, esta dado por 

/ 2 Y+i 1 




(n + l) 2 + 1 


2 \" 1 


3 n +1 


2 n 2 +1 
= I i m — 


3 (n + IV + 1 3 


Por tanto, R = 3/2. La serie converge absolutamente en (-5/2 - 3/2, -5/2 + 3/2) = (-4, -1) y diverge 
en (-oo, -4) y en (-1, oo). En x = -1, la serie es £/°=o l/(n 2 + 1); en x = -4, es 
£” =0 (-l)"/(n 2 + 1). Ambas series convergen (absolutamente). El intervalo de convergencia de la serie de 
potencias dada es, por tanto, [-4, -1], 


Ejemplo 2 


Determine los radios de convergencia de las series 


(a) £ - y (b) £ nix" 

n =0 n ■ n =0 

Solucion 


(a) L = 


lim 


(n + 1)! / n\ 


n\ 1 

= lim --— = lim- = 0. Por tanto, R = oo. 

(n + 1)! n + 1 


Esta serie converge (absolutamente) para todo x. La suma es e x , como demostraremos en el Ejemplo 1 
de la siguiente seccion. 


(b) L = 


(n + 1)! 

lim 


n\ 


= lim (n + 1) = oo. Por tanto, R = 0. 


Esta serie converge solo en su centra de convergencia x = 0. 


Operaciones algebraicas en series de potencias 

Para simplificar la presentacion que sigue, consideraremos solo series de potencias con centra de 
convergencia 0, es decir, series de la forma 

oo 

X a n x n = a 0 + aix + a 2 x 2 + a 3 x 3 + ■■• 

n = 0 

Todas las propiedades que demostraremos para estas series se extienden automaticamente a se¬ 
ries de potencias de la forma a„(y - c) n , mediante el cambio de variable x = y - c. 

Observemos primero que las series que tienen el mismo centra de convergencia se pueden 
sumar o restar en cualquier intervalo que sea comun a sus intervalos de convergencia. El si¬ 
guiente teorema es una consecuencia simple del Teorema 7 de la Seccion 9.2, y no requiere de- 
mostracion. 
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TEOREMA Sean £® =0 a n x n y £ n x =0 b n x n dos series de potencias con radios de convergencia R a y R b , 
respectivamente, y sea c una constante. Entonces, 

(i) £“ =0 (ca n )x n tiene radio de convergencia R a , y 

00 00 

X ( ca n )x n = c X a n* n 

n = 0 n = 0 

siempre que la serie de la derecha converja. 

(ii) (a n + b n )x n tiene radio de convergencia R al menos tan grande como el minimo 
de R a y R b (R > min {R a , R b }), y 

oo oo oo 

X (a n + b n )x n = X a n x n + X M n 

n = 0 n = 0 n = 0 

siempre que las dos series de la derecha converjan. 

———• 

La situacion respecto a la multiplicacion y division de series de potencias es mas complicada. 
Solo mencionaremos los resultados, sin demostrarlos. Se pueden encontrar mas detalles en cual- 
quier libro de texto sobre analisis matematico. 

La multiplicacion de la forma 

(a 0 + a : x + a 2 x 2 + ■■•)(b 0 + M + b 2 x 2 + ■■■) 

= a 0 b 0 + (a 0 ^i + a 1 b 0 )x + ( a 0 b 2 + a^ + a 2 b 0 )x 2 + ••• 

nos Neva a conjeturar la formula 


( 00 \ / 00 \ 00 

x a n x n )( X b n x n ) = X c„x" 

n = 0 / \n = 0 / n = 0 

siendo 

n 

c n = a 0 b n + aA,_! + ••• + a n b 0 = X a jb n -j 

i = o 

La serie £® =0 c n x n se denomina producto de Cauchy de las series £* =0 a n x n y £/° =0 b n x n . 
Como la suma, el producto de Cauchy tiene tambien un radio de convergencia como minimo 
igual al menor de los de las series que se multiplican. 


Ejemplo 3 


1 00 

— = i + x + x 2 + x 3 + -- -= y x n 

1 - X „% 

se cumple para -1 < x < 1, podemos determinar una representacion en serie de potencias de 1/(1 - x) 2 
tomando el producto de Cauchy de esta serie consigo misma. Como a n = b n = 1 para n = 0, 1, 2, ... tene- 
mos que 

c„ = y 1 = n + 1 y 

j=o 

2 oo 

-- ~2 = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + = y (n + l)x" 

(1 X) n = 0 
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que debe cumplirse tambien para -1 < x < 1. La misma serie se puede obtener por multiplicacion directa 
de las series: 

1 + x + x 2 + x 3 + •■• 

X 1 + X + x 2 + x 3 + • ■ • 

1 + X + X 2 + X 3 + •■• 

X + X 2 + X 3 + •■• 

X 2 + X 3 + •■• 

v3 , ... 


1 + 2x + 3x 2 


+ 4x 3 + 


Las series de potencias tambien se pueden dividir, pero no existe ninguna regia simple para de- 
terminar los coeficientes de la serie cociente. El radio de convergencia de la serie cociente sera 
como minimo el menor de los tres numeros R 1( R 2 y R 3 , siendo R 1 y R 2 los radios de convergen¬ 
cia de las series numerador y denominador y R 3 la distancia desde el centro de convergencia al 
numero complejo mas cercano donde la serie denominador tenga una suma igual a 0. Para ilus- 
trar este punto, observese que 1 y 1 - x son dos series de potencias con radio de convergencia 
infinito: 

1 = 1 + Ox + Ox 2 + Ox 3 + ••• para todo x 

1 - x = 1 - x + Ox 2 + Ox 3 + ••• para todo x 

Su cociente, 1/(1 - x), sin embargo, tiene un radio de convergencia de 1, la distancia del centro 
de convergencia x = 0 al punto x = 1 donde el denominador se hace cero: 

--= l + x + x 2 + x 3 + --- para Ixl < 1 

1 - x 


Diferenciacion e integracion de series de potencias 

Si una serie de potencias tiene radio de convergencia positivo, se puede diferenciar o integrar 
termino a termino. La serie resultante converged a la derivada o integral apropiada de la suma 
de la serie original en todas partes excepto, posiblemente, en los extremos del intervalo de con¬ 
vergencia de la serie original. Este hecho muy importante asegura que, a efectos de calculo, las 
series de potencias se comportan como si fueran polinomios, que son las funciones mas send 11 as 
de diferenciar e integrar. Formalizaremos las propiedades de la diferenciacion y la integracion de 
series de potencias en el siguiente teorema. 

TEOREMA 0 Diferenciacion e integracion termino a termino de series de potencias 

Si la serie £/°=o a n x n converge a la suma f(x) en un intervalo (-R, R), siendo R > 0, es 
decir, 

oo 

f(x) = £ a n x" = a 0 + a 3 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 + •••, (-R < x < R) 

n = 0 

entonces f es diferenciable en el intervalo (-R, R) y 

oo 

f'(x) = £ na n x n_1 = a 3 + 2a 2 x + 3a 3 x 2 + •••, (-R < x < R) 

n = 1 

Ademas, f es integrable en cualquier subintervalo cerrado de (— ft, R), y si |x| <R, en¬ 
tonces 

°0 3 r) r) 

f(t)dt= I -f-x" +1 = a 0 x + ^x 2 + ^x 3 + - 


0 
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Aunque comprender lo que dice este teorema es muy importante para lo que sigue, entender la 
demostracion no lo es. El lector puede saltar la demostracion y continuar a las aplicaciones. 


DEMOSTRACION Sea x un numero que satisface -R <x < R y escojase H > 0 tal 
que |x| + H < R. Por el Teorema 17 tenemos entonces que 1 

00 

x |a„|(|x| + H) n = K < oo 

n = 1 

El Teorema Binomial (vease la Seccion 9.9) demuestra que si n ^ 1, entonces 

„n-kuk 


(x + h) n = x n + nx"~ 1 h + £ ^ x n - k h k 


Por tanto, si \h\ s; H, tenemos que 

\(x + h) n -x n -nx n ~ 1 h\ = 


k = 2 


I ( k I 


S |i \kj H‘ 

= ^(|x| + H) n 


x 


\n-k 


H 


Ademas, 


Por tanto, 


nx 1 




„ . n|x| n-1 H 1 
n - 1| = ^—^-(|x|+H) n 


1 


K 


L I na n x r - X l a nl(|x| + H) n = — < oo 
n=l n n=l H 

con lo que la serie £“ =1 na n x n_1 converge (absolutamente), por ejemplo, a g(x). Ahora 


f(x + h)~ f(x) 


~g(x) 


a n (x + h) n - a n x n - na n x n m 


n = 1 

1 00 

I I a„ 11 (x + /?) n — x n — nx n ~ 1 /i| 

l n l n = 1 

/Cl 


^ 772 I l a nl(|x| + H) n ^ —J 
n n = l n 


Haciendo que h tienda a cero, se obtiene |f'(x) - g(x)| s; 0, por lo que f'[x) = g(x), como 
queriamos demostrar. 

Observese ahora que, como |a„/(n + 1)| < |a„|, la serie 






1 Esta demostracion se debe a R. Vyborny, American Mathematical Monthly, abril 1987. 
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converge (absolutamente) al menos en el intervalo (-R, R). Utilizando el resultado de la 
diferenciacion demostrado anteriormente, se obtiene 

oo 

h'[x) = £ a n x n = fix) 

n = 0 


Como h(0) = 0, tenemos que 

r x 


r x 


f(t)dt = 


h'(t) dt = h(t) 


= h(x) 


como querfamos demostrar. 


En conjunto, estos resultados implican que una serie diferenciada o integrada termino a termino 
tendra el mismo radio de convergencia que la serie original. De hecho, como ilustran los si- 
guientes ejemplos, el intervalo de convergencia de la serie diferenciada es el mismo que el de la 
serie original, excepto por la posible perdida de uno de los extremos o de ambos si la serie origi¬ 
nal converge en los extremos de su intervalo de convergencia. De forma similar, la serie integra¬ 
da converges en todo el intervalo de convergencia de la serie original y, posiblemente, en uno 
de los extremos del intervalo o en ambos, incluso si la serie original no convergia en los extremos. 

Al ser diferenciable en el intervalo ( -R, R), siendo R el radio de convergencia, la suma f(x) 
de una serie de potencias es necesariamente continua en dicho intervalo abierto. Si la serie con¬ 
verge en uno de los extremos o en ambos, -R y R, entonces f es tambien continua (por un la- 
do) hasta estos extremos. Este resultado se establece formalmente en el teorema que sigue. No lo 
demostraremos aquf; el lector interesado en una demostracion puede consultar libros de texto de 
analisis matematico. 


TEOREMA ^ Teorema de Abel 

La suma de una serie de potencias es una fund on continua en todo el intervalo de conver¬ 
gencia de la serie. En particular, si £* =0 a n R n converge para algun R > 0, entonces 

00 00 

lim X a nX n = I a n R n 

n = 0 n = 0 

Y si Zn°=o a n (-R) n converge, entonces 

oo oo 

lim X a n* n = I a n (-R) n 

x-»R+ n = g n = 0 


Los siguientes ejemplos muestran la forma en la que se aplican los teoremas anteriores para ob- 
tener una representacion en serie de potencias de fund ones. 


Ejemplo 4 


1 


Obtenga las representaciones en series de potencias de las funciones 
1 


la| (T^P lb| iT^P y + 

empezando con la serie geometrica 


1 x 

- -= £ x n = l + x + x 2 + x 3 + --- (— 1 <X < 1) 

1 — ^ n = 0 

y utilizando diferenciacion, integracion y sustitucion. iDonde es valida cada serie? 
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Solucion 


(a) Diferenciando la serie geometrica termino a termino se obtiene 

2 00 

— -rj = E nx" -1 = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + ■•■ (— 1 < x < 1) 

(1 — x) „ = i 

Este resultado es el mismo obtenido mediante multiplicacion de series en el Ejemplo 3 anterior. 

(b) Diferenciando otra vez se obtiene, para -1 <x < 1, 

2 00 

- -T 3 = X n(n - l)x”~ 2 = (1 X 2) + (2 X 3)x + (3 x 4)x 2 + ... 

(1 x l n = 2 


Dividiendo ahora por 2: 

1 “ n(n -1) „ , , , 

7 -= y -x”~ 2 = 1 + 3x + 6x 2 + 10x 3 + ••• ( 1 < x < 1) 

(1 X) 3 ~ 2 2 

(c) Sustituyendo x por -t en la serie geometrica original: 

1 x 

--= E (-l)T = 1 - t + t 2 - t 3 + t 4 - (— 1 < t < 1) 

1 + t n = 0 


Integrando desde 0 hasta x, siendo |x| < 1, se obtiene 


In (1 + x) = 


dt 

ITt 


= E (-D n 


n = 0 
v n +1 


= E 

n = 0 


-D" 


= x 


X 

2 


tPdt 

’ x 3 

3 


x’ 

4 


(-1 <x < 1) 


Notese que la ultima serie converge (condicionalmente) en el extremo x = 1, asi como en el intervalo 
-1 < x < 1. Como In(1 + x) es continua en x = 1, el Teorema 20 nos asegura que la serie debe converger 
a esa funcion tambien en x = 1. Por tanto, en particular, la serie armonica alternante converge a In 2: 


1111 °° 
ln2 “ 1_ 5 + 3"4 + 5 “ 


(- 1 )" 
n + 1 


Sin embargo, esta no seria una formula muy util para calcular el valor de In 2 (ipor que no?). 


Ejemplo 5 


_ Utilice la serie geometrica del ejemplo anterior para obtener una representacion en serie de 

potencias de tan _1 x. 

Solucion Sustituimos x por -t 2 en la serie geometrica. Como 0 ^ t 2 < 1 siempre que -1 < t < 1, se 
obtiene 


1 

1 + t 2 


= 1 - t 2 + t 4 - t 6 + t 8 


-1 < t< 1) 


Integrando ahora desde 0 hasta x, con |x| < 1: 

tan “ 1 x = 


1 + t 2 


= J (1 - t 2 + t 4 - t 6 + t 8 - •••)dt 

4 s 7 Q 
X X X X 

_x 3~ + T y + _ 9 


„2n +1 


= y (-i) n - 

2n + 1 


:—i < x < i) 
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Notese, sin embargo, que la serie tambien converge (condicionalmente) en x = -1 y 1. Como tan 1 es 
continua en +1, la representacion en serie anterior de tan _1 x tambien vale para esos valores, por el Teore- 
ma 20. Haciendo x = 1 se obtiene otro interesante resultado: 

n 1111 

4 1 3 _l_ 5 7 + 9 

De nuevo, esta no seria una buena formula para calcular un valor numerico de n (ipor que no?). 


Ejemplo 6 


“ n 2 

Calcule la suma de la serie 2_ calculando primero la suma de la serie de potencias 

n = 1 2 


z 


n = 1 


n 2 x" = x + 4x 2 + 9x 3 + 16x 4 + • ■ • 


Solucion Observese en el Ejemplo 4(a) como el proceso de diferenciar la serie geometrica produce una 
serie con coeficientes 1, 2, 3, ... Partiendo de la serie obtenida para 1/(1 -x) 2 y multiplicandola por x se 
obtiene 

00 X 

V nx n = x + 2x 2 + 3x 3 + 4x 4 + ••■ = 7 -^ 

n = 1 (1 - X) 2 

Diferenciando ahora de nuevo para obtener una serie con coeficientes l 2 , 2 2 , 3 2 , ...: 


00 


^ nV- 1 

n = 1 


= 1 + 4x + 9x 2 + 16x 3 + 


d x 1 + x 
dx (x- l) 2 " (1 -x) 3 


M ultiplicando de nuevo por x se obtiene la serie de potencias deseada: 

T n 2 x n = x + 4x 2 + 9x 3 + 16x 4 + • • • = ^ 

n = l (1 - X) 3 


La diferenciacion y la multiplicacion por x no cambian el radio de convergencia, por lo que esta serie con¬ 
verge a la funcion indicada para -1 <x < 1. Haciendo x = 1/2 obtenemos 


00 


z 


2" 


1 3 

- x - 

2 2 


1 

8 


= 6 


El siguiente ejemplo ilustra como se puede utilizar sustitucion para obtener representaciones en 
series de potencias de funciones con centros de convergencia diferentes de 0. 


Ejemplo 7 


^ m Calcule una representacion u, 
iCual es el intervalo de convergencia de esta serie? 


Solucion Sea t = x - 1, de forma que x = t + 1. Tenemos que 


1/(2 + x), en potencias de x - 1. 


1 1 _ 1 1 

ZTx - Y+l - 3 ^ t 
l + - 



00 

= Z (-1)" 

n = 0 


e 

3 2 

t n 

30 + 1 



= Z (-D n 


n = 0 


(x - l) n 

3/1 + 1 


(— 1 < t/3 < 1) 
(— 3 < t < 3) 


(-2 < x < 4) 
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Notese que el radio de convergence de esta serie es 3, que es la distancia del centro de convergence, 1, al 
punto -2 donde el denominador es 0. Esto lo podnamos haber predicho con anterioridad. 


Calculos con Maple 


M aple puede calcular las sumas de muchos tipos de series, incluyendo las series numericas abso- 
lutamente y condicionalmente convergentes, y muchas series de potencias. Incluso cuando no 
puede obtener la suma formal de una serie (convergente), M aple puede proporcionar una aproxi- 
macion decimal con la precision indicada por el valor actual de su variable Di g i t s , que por de- 
fecto es 10. He aqui algunos ejemplos. 

> s u m( n "4 / 2 ~n, n = 1. . i n f i n i t y) ; 

150 


> sum(l/rT2, n = 1. . infinity) 



> sum(exp(-n~2), n = 0. . infinity) 


Z e '-"’ 1 

n = 0 


> e v a I f ( %) 


1.386 318 602 


> 


f : = x - >sum(x~(n-l)/n, n = 1. . infinity) 


f := x 


n = 1 



> f(l) ; f(-l) ; f(1/2) 


00 

In (2) 
2 In (2) 


Ejercicios 9.5 


Determine el centro, radio e intervalo de convergencia de 
las series de potencias de los Ejercicios 1-8. 

oo x/2n oo 


!■ I ~j== 

n — o yjn + 1 
oo 1 /x + 2 xn 

3. Y - 

n = l n 


2. X 3n(x + l) n 

n = 0 


4 - Z 


-l) n 


n = 1 n z 


4*)2 n 


5. Z n 3 (2x-3) n 

n = 0 

7. E^x* 
n = 0 n\ 


6 . Z 13 (4 - x) n 

n = 1 n 

CO ( 4x _ I)n 

8 - z —^ 

n = 1 n 


9. Utilice multiplicacion de series para obtener una 
representacion en serie de potencias de 1/(1 - x) 3 
valida en el intervalo (-1, 1). 

10. Determine el producto de Cauchy de las series 

l + x + x 2 + x 3 + ---yl-x + x 2 -x 3 + •••. iEn 
que intervalo y a que funcion converge la serie 
producto? 

11. Determine el desarrollo en serie de potencias de 
1/(1 - x) 2 dividiendo formalmente 1 por 1 - 2x + x 2 . 

Partiendo de la representacion en serie de potencias, 

1 7 7 

--= l + x + x 2 + x 3 + 

1 - X 


{ —1 <x < 1) 
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determine representaciones en serie de potencias de las 
funciones que se indican en los Ejercicios 12-20. iEn que 
intervalo es valida cada representacion? 


12 . 


13. 


14. 


1 

-—- en potencias de x 
1 

—— en potencias de x 
1 

-—— en potencias de x 
1 + 2x 


15. In (2 - x) en potencias de x 
1 

16. - en potencias de x - 1 
x 

1 

17. -j en potencias de x + 2 


18. --en potencias de x 

1 + x 


19. -—^2 en potencias de x 

20. Inx en potencias de x - 4 

Determine el intervalo de convergencia y la suma de las 
series de los Ejercicios 21-26. 


21. 1 - 4x + 16x 2 - 64x 3 + ^ (-l)"(4x) n 


n = 0 


*22. 3 + 4x + 5x 2 + 6x 3 + ••• = E (n + 3)x" 

n = 0 

1 X X 2 X^ 00 

* 23 -3 + 4 + y + 6‘ 


= e 


n = 0 n + 3 

*24. 1 x 3 - 2 x 4x + 3 x 5x 2 - 4 x 6x 3 + • ■ • 


= E (-l) n (n + l)(n + 3)x n 

n = 0 

00 

*25. 2 + 4x 2 + 6x 4 + 8x 6 + 10x 8 + ••■ = £ 2(n + l)x 2n 

n = 0 


*26. 1 


x 

4 


x 

T 


= E 

n = 0 


~l) n X 2n 

n + 1 


Utilice la tecnica (o el resultado) del Ejemplo 6 para 
calcular las sumas de las series numericas de los Ejercicios 


27-32. 


” n 

27- E y 

n = l J 

00 

28. E 

n = 0 

*29. 1 

n = 0 n 

00 

*30. E 

n = 1 

CO 

3i. y 

h \ nr 

00 

32. E 

n = 3 


n + 1 
2 " 

(-l) n n(n + 1) 

r 


1 

nT 


Series de Taylor y Maclaurin 


Si una serie de potencias En°=o a n( x ~ c) n tiene radio de convergencia positivo R, entonces la 
suma de la serie define una funcion f[x) en el intervalo (c - R, c + R). Se dice entonces que la 
serie de potencias es una representacion de f(x) en ese intervalo. iQue relacion existe entre 
la funcion f(x) y los coeficientes a 0 , a 1( a 2 , ... de la serie de potencias? El teorema que sigue 
responde a esta pregunta. 


TEOREMA Supongamos que la serie 

00 

fix) = E a n(x - c ) n = a 0 + ai(x - c) + a 2 (x - c) 2 + a 3 (x - c) 3 + ••• 

n = 0 

converge a f(x) para c - R <x <c + R, siendo R > 0. Entonces, 

f w (c) 

a k = para k = 0, 1, 2, 3, ... 

DEMOSTRACION Esta demostracion requiere diferenciar la serie de f(x) termino a 
termino varias veces, un proceso justificado por el Teorema 19 (reformulado adecuada- 
mente en potencias de x - c): 
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f'(x) = X na n( x ~ 0 n 1 = a 1 + 2a 2 (x - c) + 3a 3 (x - c) 2 + ••• 

n = 1 

00 

f"(x) = £ n(n - l)a n (x - c) n ~ 2 = 2a 2 + 6a 3 (x - c) + 12a 4 (x - c) 2 + ••• 

n = 2 


f w (x) = £ n(n- 1 )(n -2)-(n-k + 1 )a n (x - c) n 

n=k 


-k 


, (JH-1)! , , (Jc + 2)! , 

= /c!at- + ——— a* +1 (x - c) + —-— a k+2 (x - c) 2 + 


1 ! 


2 ! 


Cada serie converge para c - R <x <c + R. Haciendo x = c se obtiene f {k) (c) = k\a k , lo 
que demuestra el teorema. 

t 


El Teorema 21 demuestra que una funcion f(x) que tenga una representacion en serie de poten- 
cias con centra en c y radio de convergencia positivo debe tener derivadas de todos los ordenes 
en un intervalo alrededor de x = c, y solo puede tener una representacion en forma de serie de 
potencias en potencias de x - c, concretamente 

00 f (n) (c) f"(c) 

fix) = I J (X - c) n = no + f'iOix - c) + -^ (X - c) 2 + - 

n = 0 n ■ 

Esta serie se denomina serie de Taylor o, si c = 0, serie de M aclaurin. 


DEFINICION 8 Series de Taylor y de M aclaurin 

Si f[x) tiene derivadas de todos los ordenes en x = c (es decir, si f (k) iO existe para k = 
= 0, 1, 2, 3, ...), entonces la serie 


* f {k) iO , 

I Tj - c ) 

k = 0 K - 


f'iO 


f (3) (c) 


= f(0 + f'iOix - 0 + (x - c) 2 + —— (x - c) 3 + ••• 

se denomina serie de Taylor de f alrededor de c (o serie de Taylor de f en potencias 

dex- c). Si c = 0, se utiliza generalmente la expresion serie de Maclaurin en vez de 
serie de Taylor. 


Notese que las sumas parciales de la serie de Taylor (o de M aclaurin) son los polinomios de 
Taylor (o de M aclaurin) estudiados en la Seccion 4.8. 

La serie de Taylor es una serie de potencias tal como se ha definido en la seccion anterior. El 
Teorema 17 implica que c debe ser el centra de cualquier intervalo en el que esa serie converja, 
pero la definicion de serie de Taylor no exige que la serie deba converger en ninguna parte, ex- 
cepto en el punto x = c, donde la serie es simplemente f(c) + 0 + 0 + •••. La serie existe siem- 
pre que todas las derivadas de f existan en x = c. En la practica esto significa que todas las deri¬ 
vadas deben existir en un intervalo abierto que contenga a x = c (ipor que?). Sin embargo, la 
serie puede no converger en ninguna parte excepto en x = c, y si converge en alguna otra parte, 
puede converger a algo distinto de fix) (vease el Ejercicio 40 al final de esta seccion donde se 
presenta un ejemplo en el que esto sucede). Si la serie de Taylor converge a fix) en un intervalo 
abierto que contiene a c, entonces se dice que f es analftica en c. 




CAPITULO 9. Secuencias, series y series de potencias 607 


DEFINICION 9 Funciones analiticas 

Se dice que una funcion f es analitica en csi tiene una serie de Taylor en c y dicha serie 
converge a f(x) en un intervalo abierto que contiene a c. Si f es analitica en todos los 
puntos de un intervalo abierto, se dice que es analitica en dicho intervalo. 


La mayorfa de las funciones elementales que se encuentran en calculo, pero no todas, son anali¬ 
ticas siempre que tengan derivadas de todos los ordenes. Por otra parte, siempre que una serie de 
potencias en potencias de x - c converja para todo x perteneciente a un intervalo abierto que 
contenga a c, su suma f(x) sera analitica en c, y la serie dada sera la serie de Taylor de f alrede- 
dor de c. 


Series de Maclaurin de algunas funciones elementales 

El calculo de las series de Taylor y de Maclaurin de una funcion f aplicando directamente la 
Definicion 8 solo es practico cuando se puede obtener una formula para la n-esima derivada de 
f. Ejemplos de estas funciones son (ax + b) r , e ax+b , In (ax + b), sen (ax + b), cos (ax + b), y su- 
mas de dichas funciones. 


Ejemplo 1 


Calcule la serie de Taylor de e x alrededor de x 
de es analitica e x ? iCual es la serie de M aclaurin de e x ? 


c. iDonde converge la serie a e x ? iDon- 


Solucion Como todas las derivadas de f(x) = e x son e x , tenemos que f <n, (c) = e c para todo entero 
n ^ 0. Por tanto, la serie de Taylor de e x alrededor de x = c es 


00 gC qC qC 

£ - (X - c) n = e c + e c (x - c) + - (x - c) 2 + - (x - c) 3 + ••• 
n=o n\ 2! 3! 


El radio de convergencia R de esta serie esta dado por 


1 

- = lim 

R n-> oo 


e c /(n + 1)! 


e c /n! 


n\ 1 

= lim --—= lim -- = 0 

n-» oo ( 11 + 1) n-* oo n + 1 


Por tanto, el radio de convergencia es R = oo y la serie converge para todo x. Supongamos que la suma es 
g(x): 

Q C Q C 

g(x) =e c + e c (x - c) + — (x - c) 2 + — (x - c) 3 + 


Por el Teorema 19, tenemos que 

e c q c 

g'(x) = 0 + e c + — 2(x - c) + — 3(x - c) 2 + ••■ 

e c 

= e c + e c (x - c) + — (x - c) 2 + = g(x) 

Ademas, g(c) = e c + 0 + 0 + = e c . Como g(x) cumple la ecuacion diferencial g'(x) = g[x) del creci- 

miento exponencial, tenemos que g(x) = Ce x . Sustituyendo x = c se obtiene e c = g(c) = Ce c , por lo que 
C = 1. Entonces, la serie de Taylor de e x en potencias de x - c converge a e x para todo numero real x: 

00 e c 

e x = £ — (x - c) n 
n =0 n! 

e c e c 

= e c + e c (x - c) + — (x - c) 2 + — (x - c) 3 + (para todo x) 
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En particular, e x es analitica en toda la recta real R. Haciendo c = 0 se obtiene la serie de M aclaurin de e x : 


oo x n x 2 x 3 


e x = V — = l + x+ — + — + •■• 
n=o n\ 2! 3! 

(para todo x) 


Ejemplo 2 


Calcule la serie de M aclaurin de (a) senx y (b) cosx. iDonde converge cada serie? 
Solucion Sea f(x) = senx. Entonces tenemos que f(0) = 0 y 


f'(x) = cosx 
f"(x) = -senx 


f'(0) = 1 
f"( 0) = 0 


f (3) (x) = -cosx f (3, (0) = -1 

f (4) (x) = senx f (4) ( 0) = 0 


f (5) (x) = cosx f (5 >(0) = 1 


A si, la serie de M aclaurin de senx es 


x 3 x 5 

g(x) = 0 + x + 0- - + 0 + - + 0 


X 3 X 5 X 7 


x 3! + 5! 


tT + -=I 

' ■ n = 


(-1 ) n 
nt'o (2n + 1)! 


„2n +1 


Hemos denominado g(x) a la suma, ya que todavia no sabemos si la serie converge a senx. La serie conver¬ 
ge para todo x por el test de la razon: 


lim 

n—>oo 


-D n 


v 2(n +1) +1 


(2(n + 1) + 1)! 


l) n 


„2n +1 


(2 n + 1)! 


(2 n + 1)! , 

= lim On X ^1 l X l 

n->oo (2 n + 3)! 


= lim 


n->» (2n + 3)(2 n + 2) 
Ahora podemos diferenciar dos veces la funcion g(x) y obtener 


= 0 


x 2 x 4 x 6 


9M = 1 "2! + 4l“6! + 


X 3 X 5 X 7 


g”(x) = “ x + ^! ^T + 7T - = ~9U) 


Por tanto, g(x) satisface la ecuacion diferencial g"(x) + g(x) = 0 del movimiento armonico simple. La solu¬ 
cion general de esta ecuacion, como se observo en la Seccion 3.7, es 

g(x) = A cosx + B senx 

Observese, a partir de la serie, que g(0) = 0 y g'(0) = 1. Estos valores determinan que A = 0 y B =1. Por 
consiguiente, g(x) = senx y g'(x) = cosx para todo x. 

En definitiva, hemos demostrado que 





(para todo x) 
(para todo x) 
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El Teorema 21 demuestra que podemos utilizar todos los medios disponibles para calcular una 
serie de potencias que converja a una funcion dada en un intervalo, y la serie obtenida resultara 
ser la serie de Taylor. En la Seed on 9.5 se obtuvieron varias series a parti r de la serie geometri- 
ca. Entre el I as: 


Algunas series de M adaurin 

1 


= y x n = i + x + x 2 + x 3 + 
1 - x n=0 


1 


a-XV n ^l 

00 

In (1 + x) = X 


= X nxn l = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + 


- 1 ) 


n-i x 2 x 3 x 4 

X ^-2 + 3|4 + 

X 3 X 5 X 7 


00 (-l) n 

tan-'x= V '—y x 2n+1 = x-- + --- + 
nt'o 2n + 1 3 5 7 


(-1 <x < 1) 
(— 1 < X < 1) 
( -1 < X < 1) 
( — 1 < X < 1) 


Estas series, junto con los interval os donde convergen, se uti I izaran frecuentemente de ahora en 
adelante, por lo que serfa conveniente memorizarlas. 

Otras series de Taylor y Maclaurin 

Las series se pueden combinar de diversas formas para generar nuevas series. Por ejemplo, pode¬ 
mos calcular la serie de M adaurin de e~ x sustituyendo x por -x en la serie de e x : 


= I 

n = 0 


— l) n x 2 X 3 

: —— x n = 1 — x + — — — + ••• (para todo x) 
n! 2! 3! 


Las series de e x y e x se pueden restar o sumar, y los resultados dividirse por 2 para obtener las 
series de Maclaurin de las funciones hiperbolicas senhx y coshx: 


0-^ _ 0 X 

oo ^2 n + 1 ^3 ^5 


senhx = —-— 

“ n ? 0 (2n + l)!“ X + 3! + 5! + " 

(para todo x) 

e x + e~ x 

“ x 2n X 2 X 4 


coshx = —-— 

- „? 0 (2n)! - 1 + 2! + 4! + - 

(para todo x) 


Observacion Observese la semejanza de las series de senx y senhx, y las de cosx y coshx. 
Si uti I i zaramos numeros complejos (numeros de la forma z = x + iy, siendo i 2 = -1 y x ey rea¬ 
les; vease el Apendice I) como argumentos de nuestras funciones, y si hubieramos demostrado 
que las operaciones sobre series se pueden aplicar a series de numeros complejos, veriamos que 
cosx = cosh(/x) y senx = — /senh(/x). De hecho, e' x = cosx + /senx y e^ ,x = cosx - /senx, 
por lo que 

e' x + e~ ix e ix - e~ ix 

cosx =--- y senx = ——- 

2 y 2 / 

Estas formulas aparecen en el estudio de funciones de variable compleja (vease el Apendice II); 
desde el punto de vista complejo, las funciones trigonometrica y exponencial son simplemente 
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diferentes manifested ones de la misma funcion basica, la exponencial compleja e z = e x+iy . Aquf 
nos contentaremos simplemente con mencionar las interesantes relaciones anteriores e invitar al 
lector a verificarlas formalmente calculando las series (estos calculos formales no constituyen 
por supuesto una demostracion, ya que no hemos establecido las reglas que hay que aplicar en 
series de numeros complejos). 


Ejemplo 3 


(a) e 


— x 2 /3 


(b) 


Obtenga las series de M aclaurin de las siguientes funciones: 
sen (x 2 ) 


(c) sen 2 x. 


Solucion 

(a) Sustituimos x por -x 2 /3 en la serie de M aclaurin de e x 


2! V 3 


, 2\2 


- z2/3 =l-^ + ^ -) + - 


3! V 3 


,2\3 


= i 

n = 0 




In 


(para todo x) 


(b) Para todo x / 0 tenemos que 


sen x 1 

-= - I x 

x x 


2 


(X 2 ) 3 

3! 


(x 2 ) 5 

5! 


v 4n + l 


X9 00 A 

= X 3^ + 57 ‘' = n?o ( 1} (2 n + 1)1 

Notese que f(x) = (sen (x 2 ))/x no esta definida en x = 0, pero tiene limite (concretamente 0) cuando x 
tiende a 0. Si definimos f(0) = 0 (la extension continua de f(x) a x = 0), entonces la serie converge a 
f(x) para todo x. 

(c) Utilizaremos una igualdad trigonometrica para expresar sen 2 x en funcion de cos2x y utilizaremos des¬ 
pues la serie de M aclaurin de cosx sustituyendo x por 2x. 


, 1 - cos2x 1 1 

sen z x =---= - - - 1 - 

2 2 2 V 

1 /(2x) 2 (2x) 4 (2x) 6 


(2x) 2 (2x) 4 


2! 


4! 


2 ! 


= I 

n = 0 


D" 


4! 6! 

^2n +1 

(2 n + 2)1 


2n + 2 


(para todo x real) 


Las series de Taylor alrededor de puntos distintos de 0 se pueden obtener muchas veces a partir 
de series de M aclaurin conocidas mediante un cambio de variable. 


Ejemplo 4 


Calcule la serie de Taylor de Inx en potencias de x - 2. ^Donde converge la serie a Inx? 
Solucion Notese que si t = (x - 2)/2, entonces 

x - 2 N 


Inx = In (2 + (x 2)) = In 


2 1 


= In 2 + In (1 + t) 
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Utilizamos la serie de M aclaurin conocida de In (1 + t): 


Inx = In 2 + In (1 + t) 

t 2 t 3 t 4 

= In2 + t-- + -- T - ••• 

2 3 4 

. , x — 2 (x-2) 2 (x - 2) 3 

— I n 2 H——-———i———To - 


(x - 2) 4 
4 x 2 4 + 


oo / _ i \n -1 

= 'n2+ I [ —^—(x-2r 

n = l n X 


Como la serie de In(1 + t) es valida para -1 < t < 1, la serie de Inx es valida para -1 < (x - 2)/2 < 1, 
es decir, para 0 < x < 4. 


Ejemplo 5 


Calcule la serie de Taylor de cosx alrededor de n/3. i Donde es valida la serie? 


Solucion Utilizamos la formula de suma del coseno: 


cosx = cos x 



sen x 



71 

3 






2 





2 2 V 3 ) 22! 






Esta representacion en serie es valida para todo x. Un calculo similar permitiria calcular el desarrollo de 
cosx o senx en potencias de x - c para todo c real; ambas funciones son analiticas en todos los puntos de 
la recta real. 


Algunas veces es muy dificil, si no imposible, obtener una formula del termino general de una 
serie de M aclaurin o de Taylor. En estos casos, en general, es todavfa posible obtener algunos 
terminos iniciales, antes de que los calculos se hagan demasiado complicados. Si hubieramos in- 
tentado resolver el Ejemplo 3(c) multiplicando por si misma la serie de senx nos hubieramos 
encontrado en esta situacion. Esto puede ocurrir tambien cuando es necesario sustituir una serie 
en otra o dividir una serie por otra. 


Ejemplo 6 


(b) In cosx. 


Obtenga los tres primeros terminos distintos de cero de la serie de M aclaurin de (a) tanx y 


Solucion 

(a) tanx = (senx)/(cosx). Podemos obtener los tres primeros terminos de la serie de M aclaurin de tanx di- 
vidiendo la serie de cosx por la de senx: 
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X 

1 - 2 


x + — 


X’ 

+ 24 


x - — 


15 X 


x 

120 

v/5 


X - — + — 


X J 

24 


x J x 

3" 30 + 

x 3 _ x 3 


Por tanto, tanx = x 


1 


x 3 + 


2x 5 

15 " 

2x 5 

15 


3 15 

No es facil obtener todos los terminos de la serie; solo con un considerable esfuerzo de computo se 
pueden llegar a obtener mas terminos de los que ya hemos obtenido. La serie de M aclaurin de tanx 
converge para |x| < n/7, pero no podemos demostrarlo con las tecnicas de que disponemos hasta ahora 
(eso es asi porque el numero complejo z = x + iy mas cercano a 0 donde el «denominador» de tanz, 
que es cosz, es cero, es, de hecho, el valor real z = n/2). 

v 2 v 4 „6 


(b) Incosx = In 1 + 


X X’ 

2! + 4! 


X X’ x u 
- — +-— + 


X 

6! 


2! 

1 

+ 3 
x 2 
2 

1 

+ 3 
x 2 
2 


4! 6! 


x 

2! 


x H 

4! 


x u 

6! 


x 

2! 


x 

24 


x 

4! 

x 6 

720 


x 

6! + 

+ 


x 

24 


x 6 

¥ + 


X 

12 


x u 

45 


Notese que en cada etapa del calculo solo hemos utilizado los terminos suficientes para asegurar que 
podriamos calcular todos los terminos en potencias hasta x 6 . Como Incosx es una funcion par, su serie 
de M aclaurin solo tiene potencias pares. Tampoco podemos calcular el termino general de esta serie. 
Podriamos intentar calcular terminos utilizando la formula a k = f m (0)/k\, pero incluso esto se hace bas- 
tante dificil tras unos pocos valores iniciales de k. 

Observese que la serie de tanx tambien se podria haber obtenido a partir de la de Incosx ya que 
d 

tanx = - — In cosx. 
dx 


Revision de la formula de Taylor 

En los ejemplos anteriores hemos utilizado diversas tecnicas para obtener la serie de Taylor de 
distintas funciones y hemos verificado que esas funciones son analiticas. Como se demuestra 
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en la Seccion 4.8, el Teorema de Taylor proporciona un medio para estimar el tamano del error 
E n (x) = f(x) - P n (x) que aparece cuando se usa el polinomio de Taylor 


PnM 


n 


I 


f (k) (c) . 


c) k 


para aproximar el valor de f(x) con x ^ c. Como los polinomios de Taylor son sumas parcia- 
les de la serie de Taylor de f en c (si dicha serie existe), otra tecnica para verificar la conver¬ 
gence de una serie de Taylor es utilizar la formula de E n (x) proporcionada por el Teorema 
de Taylor para demostrar, al menos para un intervalo de valores de x que contenga a c, que 
lim^^ E n (x) = 0. Esto implica que lim^^ P n (x) = f(x), de forma que f es en realidad la suma 
de su serie de Taylor alrededor de c en ese intervalo, y por tanto f es analftica en c. Presentamos 
a continuacion una version algo mas general del teorema de Taylor. 


TEOREMA Teorema de Taylor 

Si la derivada (n + l)-esima de f existe en un intervalo que contenga a c y a x, y si P n (x) 
es el polinomio de Taylor de grado n de f alrededor del punto x = c, entonces 

f(x) = P n (x) + E n (x) Formula deTaylor 
se cumple, expresandose el termino de error E n (x) por una de las siguientes formulas: 


Resto de Lagrange 
Resto integral 


EnM = TT—TCT (* - C)" + 1 




(n + 1)! 
para algun s entre c y x 

1 ^ 


(x — t) n f< n+1) (t) eft 


El Teorema de Taylor con resto de Lagrange se demostro en la Seccion 4.8 (Teorema 10) utili- 
zando el Teorema del Valor Medio, e induccion sobren, La version del resto integral tambien se 
demuestra por induccion sobre n. I/ease el Ejercicio 42 donde se da una idea de como se puede 
realizar la demostracion. Aqui no utilizaremos uso de la forma integral del resto. 

Nuestro ejemplo final de esta seccion reformula la serie de M aclaurin de e x calculando el li- 
mite del resto de Lagrange como se ha sugerido anteriormente. 


Ejemplo 7 


Utilice el Teorema de Taylor para calcular la serie de M aclaurin de f(x) = e x . iDonde 
converge la serie a f(x)? 


Solucion Como e x es positiva y creciente, e s ^ e |x| para todo s ^ |x|. Como f (k) (x) = e x para todo k, te- 
nemos, haciendo c = 0 en el resto de Lagrange de la Formula de Taylor, 


|£ n MI = 


f (n+1) (s) 
(n + 1)1 


,n + l 


para alguna s entre 0 y x 


■ \n +1 


(n + 1)1 


,|fl + l ^ g|X| 


(n + 1)1 


0 cuando n -> oo 


para todo x real, como se demuestra en el Teorema 3(b) de la Seccion 9.1. Entonces lim,,^ E n (x) = 0. 
Como el polinomio de M aclaurin de orden n de e x es £J ! =0 (xVfcl), 

( n \ 00 X 2 X 3 

£ = £f = i + ^ + ^ + 3t+--- 

k = 0 K ' J k = 0 X! J! 

y la serie converge a e x para todo numero real x. 
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Ejercicios 9.6 


Calcule las representaciones en serie de M aclaurin de las 
funciones de los Ejercicios 1-14. ^Para que valores de x es 
valida cada represented on? 

2 . cos (2x 3 ) 


1. e 3x+1 
3. sen (x - 7t/4) 
5. x 2 sen (x/3) 

7. sen x cosx 


9. 


1 


11. In 


1 + x 2 
1 + x 


1 -x 


4. cos(2x - 7i 
6 . cos 2 (x/2) 

8 . tan 1 (5x 2 ) 


10. In (2 


12 . (e : 


2x 2 


l)/x 2 


13. coshx - cosx 14. senhx - senx 

Calcule las representaciones en serie de Taylor de las 
funciones de los Ejercicios 15-26. iDonde es valida la 
representacion de cada serie? 

15. f (x) = e“ 2x alrededor de -1 

16. f(x) = senx alrededor de n/2 

17. f(x) = cosx en potencias de x - n 

18. f(x) = Inx en potencias dex - 3 

19. f(x) = In (2 + x) en potencias de x - 2 

20. f(x) = e 2x+3 en potencias de x + 1 

n 

21 . f(x) = senx - cosx alrededor de- 


9 n 

22. f(x) = cos z x alrededor de- 

o 

23. f(x) = 1/x 2 en potencias de x + 2 

x 

24. f(x) = --en potencias de x - 1 

1 + x 

25. f(x) = xInx en potencias de x - 1 

26. f(x) = xe x en potencias de x + 2 

Calcule los tres primeros terminos distintos de cero de las 
series de M aclaurin de las funciones de los Ejercicios 
27-30. 


27. secx 28. sec x tan x 

29. tan 1 (e x - 1) 30. e tan ~ lx - 1 

*31. Utilice el hecho de que (^/l + x) 2 = 1 + x para 
calcular los tres primeros terminos distintos de cero 
de la serie de M aclaurin de ^/l + x. 


32. iTiene serie de M aclaurin cscx? iPor que? Calcule los 
tres primeros terminos distintos de cero de la serie de 
Taylor de cscx alrededor del punto x = nfl. 


Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 33-36. 


33. 1 


X + 2! + 3! + 4! 


.15 


.21 


.27 


*34. x 3 - ■ 


■ + ■ 


3! x 4 5! x 16 7! x 64 9! x 256 


X X H x“ x° 

35. 1 + — + — + — + — + 
3! 5! 7! 9! 


*36. 1 


1 


1 


1 


2x2! 4x3! 8x4! 


37. Sea P(x) = 1 + x + x 2 . Calcule (a) la serie de 
M aclaurin de P(x) y (b) la serie de Taylor de P(x) 
alrededor de 1. 


*38. Verifique por calculo directo que f(x) = 1/xes 
analitica en a para todo a / 0. 

*39. Verifique por calculo directo que Inx es analitica en a 
para todo a > 0. 


*40. Revise el Ejercicio 41 de la Seccion 4.3. En el se 
demuestra que la funcion 


f(x) 


e“ 1/x2 si x # 0 
0 si x = 0 


tiene derivadas de todos los ordenes en todo punto de 
la recta real, y f w (0) = 0 para todo entero positivo k. 
iCual es la serie de M aclaurin de f(x)? iCual es 
intervalo de convergencia de esta serie de M aclaurin? 
iEn que intervalo la serie converge a f(x)? iEs f 
analitica en 0? 


*41. M ultiplicando directamente las series de M aclaurin de 
e x y e y , demuestre que e x e y = e x+y . 

*42. (Formula de Taylor con resto integral) Verifique 
que si f (n + 1) existe en un intervalo que contenga a c 
y a x, y si P n (x) es el polinomio de Taylor de orden n 
de f alrededor de c, entonces f (x) = P n (x) + E n (x), 
siendo „ 

E„(x)=- (x - t)"f (n + 1) (t)dt 
n! Jc 

Proceda como sigue: 


(a) En primer lugar, observe que el caso n = 0 es 
precisamente el Teorema Fundamental del 
Calculo: 

f(x) = f(c)+j f(t)dt 

Integre ahora por partes de la formula anterior, 
tomando U = f'(t) y dV = dt. De forma contraria 
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a nuestra politica habitual de no incluir una 
constante de integracion en I/, en este caso 
escribiremos V = — (x — t) en vez de solo V = t. 
Observese que el resultado de la integracion por 
partes es el caso n = 1 de la formula. 

(b) Utilice un argumento de induccion (e integracion 
por partes de nuevo) para demostrar que si la 
formula es valida para n = k, entonces tambien es 
valida para n = k + 1. 

*43. Utilice la formula de Taylor con resto integral para 
indicar que no es cierto que la serie de M aclaurin de 
In (1 + x) converge a In (1 + x) para -1 < x sg 1. 

*44. (Formula de Stirling) El limite 

n\ 

lim —=-—— = 1 

n ^°° zn n+1/2 e n 

indica que el error relativo de la aproximacion 


y a partir de aqui que 

nlnn-n<ln(n!)<(n + l)ln(n + l)-n 
(b) Si c„ = In (n!) - (n + f) Inn + n, demuestre que 


c„-c n+1 = |n 


= n 


In- 


1 


- 1 


. 1 + l/(2n + 1) , 

"l - l/(2n + 1) 


1 + t 

(c) Utilice la serie de M aclaurin de In-—- (vease el 


Ejercicio 11) para demostrar que 


0 <c n - c„_ 


1 


< - 


1 


+ ■ 


1 


3 V (2 n + IV (2 n + 1) 


1 /I 


12 \n n + 1 


n I « ■ s [2n n" + 1/2 e n 

tiende a cero cuando n crece. Es decir, nl crece con 
una velocidad comparable a J2nn n+1/2 e~". Este 
resultado, conocido como Formula de Stirling, es muy 
util en matematicas aplicadas y estadistica. 
Demuestrelo realizando los siguientes pasos. 

(a) Utilice la identidad In (n!) = In) y la 
naturaleza creciente del logaritmo para demostrar 
que si n ^ 1, 

n pn +1 

Inxdx < In (n!) < Inxdx 
o J1 


y, por tanto, que {c„} es decreciente y {c„ - ^} 
es creciente. Concluya a partir de aqui que 
lim,,^ c n = c existe, y que 


(d) Utilice ahora el Producto de Wallis del Ejercicio 
38 de la Seccion 6.1 para demostrar que 
(2 n n!) 2 

lim - -j= 

n ^ c0 (2n)!^2n 

y deduzca a partir de aqui que e c = Jin, lo que 
completa la demostracion. 



Aplicaciones de las series de Taylor y Maclaurin 


Aproximacion de valores de funciones 


En la Seccion 4.8 vimos que los polinomios de Taylor y M aclaurin (las sumas parciales de las 
series de Taylor y Maclaurin) se pueden utilizar para formar aproximaciones polinomicas a fun¬ 
ciones mas complicadas. En el Ejemplo 5 de esa seccion utilizamos el resto de Lagrange en la 
formula de Taylor para determinar cuantos terminos de la serie de M aclaurin de e x son necesa- 
rios para calcular e 1 = e con una precision de tres cifras decimales. A efectos de comparacion, 
en el Ejemplo 7 de la Seccion 9.3 obtuvimos el mismo resultado utilizando una serie geometrica 
para acotar la cola de la serie de e. 

El ejemplo que sigue muestra como la cota del error asociada con el test de la serie alternan- 
te (vease en Teorema 15 de la Seccion 9.4) se puede utilizar tambien para estas aproximaciones. 
Cuando el termino a„ de una serie (i) alterna de signo, (ii) decrece constantemente de tamano y 
(iii) tiende a cero cuando n -» oo, entonces el error que se produce al utilizar una suma parcial 
de la serie como aproximacion a la suma de la serie es del mismo signo que el primer termino 
omitido, y no es mayor en valor absoluto que dicho termino. 


616 CALCULO 


Ejemplo 1 


Calcule cos43° con un error menor que 1/10 000. 

Solucion Daremos dos soluciones alternativas: 

M ETODO I. Podemos utilizar la serie de M aclaurin del coseno: 

43tt 1 /43tA 2 1 /43tt\ 4 

COS43 = + u{Wo)-- 

Como 43V180 « 0.750 49 ••• < 1, la serie anterior debe cumplir las condiciones (i)-(iii) mencionadas ante- 
riormente. Si truncamos la serie despues del n-esimo termino 

7437i/ 2n “ 2 


(- 1 ) 


n -1 


1 


(2 n - 2)1 \180, 

entonces el error E estara acotado por el tamano del primer termino omitido: 

1 /43tA 2 " _ 1 
|E| ^ (2njl 1180/ < (2n)l 


El error no superara 1/10 000 si (2n)I > 10 000, por lo que n = 4 servira (8! = 40 320). 

1 /43tt/ 6 
6! 1180, 


cos 43° 


1 /43;A 2 1 /43^ 4 

1 27 \180/ + 4! 1180, 


■0.731 35 - 


METODO II. Como 43° esta cerca de 45° = 7i/4 rad, podemos mejorar un poco utilizando la serie deTay- 
lor alrededor de n/A en vez de la serie de M aclaurin: 


cos 43° = cos - - — 


7i n 

sen - sen — 
4 90 


90 

n n 

= cos - cos — 
4 90 


1 / 71 \ 2 1 / 71 \ 4 

1 27 V 90 / + 4! \ 90 / 


n 1/71 

90 37 V 90 


1/71 


Como 

1 / 71 ^ 4 

44 \90 y 

solo necesitamos los dos primeros terminos de la primera serie y el primer termino de la segunda serie: 


1 

< 3ll9oj < 20 000 


1 / n 1 (n 

COS 43 « —p (1 + — - - — 
V2 V 90 2 \90 


0.731 358 


De hecho, cos43° = 0.731 353 7 •••. 


Al calcular valores aproximados de funciones es mejor, siempre que se pueda, utilizar una serie 
de potencias alrededor de un punto tan cerca como sea posible del punto donde se desea la apro- 
ximacion. 


Funciones definidas por intsgrales 

Existen muchas funciones que se pueden expresar en forma de combinaciones simples de funcio¬ 
nes elemental es cuya primitiva no se puede calcular por tecnicas sencil las; sus primitivas no son 
combinaciones simples de funciones elementales. Sin embargo, a menudo podemos calcular la 
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serie de Taylor de las primitivas de sus funciones y, por tanto, aproximar sus integrales defi- 
nidas. 


Ejemplo 2 


Calcule la serie de M aclaurin de 

EM = 


dt 


y utilicela para calcular E( 1 ) con una precision de tres cifras decimales. 
Solucion La serie de M aclaurin de E (x) esta dada por 


EM = 


1 


, t 4 t 6 t 8 

1 + 2!^3! + 4! 


dt 


- l, -3 


t 8 


t' 


= x 


X 

y 


5x2! 

x 5 

5 x 2! " 


7x3! 

x 7 

7x3! 


+ ■ 


t y 


9x4! 

x 9 

9x4! 


„2n + l 


= i 

n = 0 


I)" 


(2 n + l)n! 


y es valida para todo x, ya que la serie de e ^ es valida para todo t. Por tanto, 


E(l) - 1 - 3 


1 


1 


1 


5 x 2! 
1 

5 x 2! 


7 x 3! 
1 




+ + 


( 2 n - l)(n - 1 )! 


Pararemos en el termino n-esimo. De nuevo, el test de la serie alternante nos asegura que el error de esta 
aproximacion no sera superior al primer termino omitido, por lo que sera menor que 0.0005, siempre que 
(2 n + l)n! > 2000. Como 13 x 6 ! = 9360, n = 6 servira. A si, 


E (1) 


redondeado a tres cifras decimales. 


1111 1 
1 3 + 10 42 + 216 1320 


0.747 


Formas indeterminadas 

Los Ejemplos 1 y 2 de la Seccion 4.9 mostraron como se pueden usar los polinomios de M aclau¬ 
rin para calcular los limites de formas indeterminadas. Presentaremos aqui dos ejemplos mas, es¬ 
ta vez utilizando directamente las series y calculando suficientes terminos para que se cancelen 
los factores [0/0], 


Ejemplo 3 


x - sen x 

Calcule (a) lim- 5 — 

x->0 X 


... (e 2x - 1) In (1 + x 3 ) 
y (b) lim — -— 2 —. 

x->o (l-cos3x ) 4 


Solucion 

x - sen x 
(a) lim- 5 — 

x-0 x 


= lim ■ 

x->0 


X 3 X 5 

X - |X -3! + 5! 
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= lim 


x 

3! 


5! 


+ 


,'l x 2 
= liml 3!-5! 


x^O 
„2X 


(b) lim 

x—0 


(e - 1) In (1 + x ) 
(1 - cos3x) 2 


1 _ 1 
3! ~6 
0~ 

0 


= lim 

X-.0 


1 + (2x) + 


(2x) 2 (2x) 3 


2! 


3! 


I ••• — lx 3 . 



/ (3x) 2 (3x) 4 



= lim 

x->0 


= lim 

x->0 


2x 4 + 2x 5 + 

9 ¥ 

J I 4 . 

2 X 4! X + - 

2 + 2x + ••• 


9_r 2 

2 4! X 


_ 8 _ 

81 


Podemos comprobar que el segundo de estos ejemplos es mucho mas dificil si se intenta resolver utilizando 
la Regia del I'Hopital. 


Ejercicios 9.7 


1. Estime el error si se usa el polinomio de M aclaurin de 
grado 5 de senx para aproximar sen (0.2). 

2. Estime el error si se usa el polinomio de Taylor de 
grado 4 de Inx en potencias de x - 2 para aproximar 
In (1.95). 

Utilice las series de Taylor o de M aclaurin para calcular los 
valores de las funciones indicadas en los Ejercicios 3-14, 


con error menor que 5 x 10 

' 5 en valor absoluto. 

3. e 0 2 

4. 1/e 

5. e L2 

6. sen (0.1) 

7. cos 5° 

8. In(6/5) 

9. In (0.9) 

10. sen 80° 

11. cos 65° 

12. tan 4 0.2 

13. cosh(1) 

14. In(3/2) 


Calcule la serie de M aclaurin de las funciones de los 
Ejercicios 15-19. 

f x sen t f x e ( - 1 

15. /(x) = — eft 16. J (x) = —-— dt 

J 0 t Jo t 


17. K[x) = 


l+x 


In t 
t- 1 


dt 


18. L(x) = I cos (t 2 )dt 


19. M (x) = 


tan _ 1 1 2 


t 2 


-dt 


20. Calcule 1(0.5) con una precision de tres cifras 
decimales, siendo 1 la definida en el Ejercicio 18. 

21. Calcule /(1) con una precision de tres cifras decimales, 
siendo / la definida en el Ejercicio 15. 


Calcule los limites en los Ejercicios 22-27. 


__ sen (x 2 ) 

22 . lim--— 

x->o senhx 


23. lim 


1 - cos (x 2 


24. lim 


(e x 


x) 2 


26. lim 


x->o x" - In (1 + x ) 
sen (senx) - x 


25. lim 


o (1 - cosx) 2 
2 sen 3x - 3 sen 2x 


x->o x(cos(senx) - 1) 


x'4o 5x - tan 1 5x 

senhx - senx 

27. lim —■- 

x-.o coshx - cosx 
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El teorema binomial y la serie binomial 


Ejemplo 1 


vo, entonces 


Utilice la Formula deTaylor para demostrar el Teorema Binomial: si n es un entero positi- 


(a + x) = a + na x + 


-1.. , ~ .n — 


2J2 


2! 


a x 


nax" 1 + x" 




/n\ n\ 

Siend0 (kj - (THfmi■ 

Solucion Sea f[x) = (a + x) n . Entonces, 

f'(x) = n(a + x)"- 1 = (a + x)"" 1 

f"(x) = + x )"~ 2 = < a + x )” -2 

(n - 1)1 (n — 2)1 


f w (x) = 




(n - «! 


(a + x) 


n—k 


(O^k^n) 


En particular, f (n, (x) = ( a + " = n '> una constante, y asf 


Para 0 ^ k ^ n, tenemos que f w (0) = 
para algun valor s entre a y x, 


f w (x) = 0 para todo x, si k > n 
n\ 


a" k . A si, por el Teorema deTaylor con resto de Lagrange, 


(n-k)\ 


, .. . " f {k) ( 0) k f (n + 1) (s) n+1 

(a + x) n = f(x) = X + (^TT)T X 


= £ 


k = 0 

n! 




a "-y+ 0= ^ 

k = 0 


n 

= n VAC 


d n ~ k X k 


Esta es, de hecho, la serie de M aclaurin de (a + x) n , no solo el polinomio de M aclaurin de grado n. Como 
todos los terminos de orden superior son cero, la serie tiene solo un numero finito de terminos distintos de 
cero, y por tanto converge para todo x. 


Observacion Si f(x) = (a + x) r , siendo a > 0 y r cualquier numero real, entonces, calculos 
si mi lares a los realizados anteriormente permiten demostrar que el polinomio de M aclaurin de 
grado n de f es 


k = 1 


■(r-k + 1) 


k\ 


a r ~ k x k 


Sin embargo, si r no es un entero positivo, entonces no existira ningun entero positivo n para el 
que el resto E n (x) = f(x) - P n (x) sea cero y la correspond!ente serie de M aclaurin no sera un po¬ 
linomio. 
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La serie binomial 


Para si mpl ificar el anal isis de la f unci on (a + x) r cuando r no es un entero positivo, tomaremos 
a = 1 y consideraremos entonces la fund on (1 + x) r . Los resultados para el caso general se si- 
guen de la identidad 


(a + xY 


= a r 1 + 



valida para a > 0. 

Si r es un numero real cualquiera y x > -1, entonces la derivada /c-esima de (1 + x) r es 


r(r - 1 )(r -2 )-(r-k + 1)(1 + xY~ k , (k = 1, 2, ...) 


A si, la serie de M aclaurin de (1 + x) r es 

, ® r(r ~ l)(r - 2) ■■■ (r - k + 1) k 

1+ I -M-* 

que se denomina serie binomial. El teorema que sigue demuestra que la serie binomial conver¬ 
ge, de hecho, a (1 + x) r si |x| < 1. Podrfamos demostrarlo escribiendo la Formula de Taylor para 
(1 + x) r con c = 0, y demostrando que el resto E n (x) -> 0 cuando n -> oo (necesitariamos utilizar 
la forma integral del resto para demostrarlo para todo |x| < 1). Sin embargo, utilizaremos un me- 
todo mas facil, similar al utilizado para las funciones exponencial y trigonometrica en la Sec- 
cion 9.6. 


TEOREMA ^ La serie binomial 

Si |x| < 1, entonces 


, ir r(r - 1) , r(r - 1 ){r - 2) , 

(1 + xY = 1 + rx + - x 2 + ---- x 3 + 


2! 


3! 


, , ^ r(r - 1 )(r - 2) (r - n + 1) 

= 1 + V -:- X n ( — 1 <X < 1) 

i n 1 

n = 1 " ■ 


DEMOSTRACION Si |x| < 1, entonces la serie 


f(x) = 1+1 


r(r - 1 )(r - 2) [r - n + 1) 


n = l 


n! 


converge por el test de la razon, ya que 


p = lim 


r(r - 1 )(r - 2) (r - n + l)(r - n) 


^n + l 


_ (n + 1)! _ 

r(r - 1 )(r - 2) ••• (r - n + 1) 
n\ 


= lim 

n —>oo 


r - n 


n + 1 


Ix| = |x| < 1 


Notese que f(0) = 1. Necesitamos demostrar que f(x) = (1 + x) r para |x| < 1. 
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Por el Teorema 19, podemos diferenciar la serie de f(x) termino a termino en |x| < 1 
para obtener 

v r(r-l)(r-2) -(r-n + l) 

W k (n - 1)! 

“ r(r - 1 )(r - 2) ■■■(r - n) „ 


Hemos sustituido n por n + 1 para obtener la segunda version de la suma a partir de la 
primera version. Sumando la segunda version a la primera multiplicada por x se obtiene 


(1 + x)f'(x) = X 


r(r - 1 )(r - 2) (r - n) 


£ r(r ~ 1 Hr - 2) -(r - n + 1) 

+ ,?,-- x 

= f+ £ r(r-l)(r-2 > .-(r- n + l) x „ [<r - n) + nl 

n = l "• 

= rf (x) 

La ecuacion diferencial (1 + x) f'(x) = rf(x) implica que 

d f(x) _ (1 +x) r f'(x) - r(l + x) r ~ 1 f(x) _ 
dx (l+x) r ~ (1 + x) 2r ”° 

para todo x que cumpla |x| < 1. Por tanto, f(x)/(l + x) r es constante en ese intervalo, y 
como f(0) = 1, la constante debe ser 1. A si, f(x) = (1 + x) r . 


Observacion Para algunos valores de r la serie binomial puede converger en los extremos 
x = 1 o x = -1. Como se observo anteriormente, si r es un entero positivo, la serie tiene un 
numero finito de terminos distintos de cero, y por tanto converge para todo x. 


Ejemplo 


Calcule la serie de M aclaurin de 


Solucion En este caso r = -(1/2): 


= {l + x) 


1 1 / 1 

= 1 — — x + — ( - - 

2 2! V 2 




1 1x3, 1x3x5, 

= 1 “2 x+ ?2r ,: —sr' + - 

“ 1 x 3 x 5 x ... x (2n-l) n 


Esta serie converge en -1 < x ^ 1 (utilice el test de la serie alternante para incorporar al extremo x = 1). 
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Ejemplo 3 


Calcule la serie de M aclaurin de sen 3 x. 

Solucion Sustituimos x por -t 2 en la serie obtenida en el ejemplo anterior, con lo que resulta 
1 ® 1 x 3 x 5 x ... x (2n - 1) 

+ -«ii-^ '- 1<,<1 ' 


Integramos ahora en t desde 0 hasta x: 

dt 


sen x = 


o ./I - t z 


“ 1 x3 x 5 x ... x (2n-l) 

1 + &-™- t ”" lt 


-* +1 
n = 1 


1 X 3 X 5 X ... X (2n - 1) 


,2n + l 


x 3 3 5 
= x + — + — X 5 

6 40 


2"n!(2n + 1) 

+ ••• (— 1 < x < 1) 


Ejercicios 9.8 


Calcule las representaciones en serie de M aclaurin de las 
funciones de los Ejercicios 1-6. Utilice la serie binomial 
para calcular las respuestas. 


i. yrr^ 

3. 

5. (1 - x)^ 2 


2. xyi-x 

1 

4. - 

V4 + x 2 

6 . (1 +xp 3 


*7. (Coeficientes binomiales) Demuestre que los 
coeficientes binomiales 


n\_ n! 
k)~ k\(n -k )I 


cumplen 



para todo n. 


(ii) Si O^k^n, entonces 


n 

k-1 


n +1 
k 


Se deduce entonces que, dado un n ^ 1 fijo, los 
coeficientes binomiales 



elemento de valor >1 es la suma de las dos 
diagonales sobre el. 

1 1 

1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

*8. (Una demostracion inductiva del Teorema 
Binomial) Utilice induccion matematica y los 
resultados del Ejercicio 7 para demostrar el Teorema 
Binomial: 

(a +b) n = £ 

= a" + na n_1 b + a n_2 b 2 + 

+ Q a n_3 (b 3 + + b n 

*9. (Regia de Leibniz) Utilice induccion matematica, la 
Regia del Producto, y el Ejercicio 7 para verificar la 
Regia de Leibniz para expresar la derivada n-esima de 
un producto de dos funciones: 

( fg) w = £ ( n ) 

k =0 \V 

= f [r) g + nf [n ~ 1) g' + Q f (n ~ 2, g” 


son los elementos de la fila n-esima del triangulo de 
Pascal que se muestra a continuacion, en el que cada 


+ 



f (n-3) g (5) + 


+ fg {n) 
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Series de Fourier 

Como ya hemos visto, las representaciones de funciones mediante series de potencias hacen po- 
sible aproximar dichas funciones tan exactamente como deseemos en intervaios cercanos a un 
punto de particular interes, mediante la utilizacion de las sumas parciales de las series, es decir, 
de polinomios. Sin embargo, en muchas aplicaciones importantes de las matematicas, las funcio¬ 
nes que se deben utilizar son periodicas. Por ejemplo, una buena parte de la ingenieria electrica 
trata del analisis y el manejo de formas de onda, que son funciones periodicas del tiempo. Los 
polinomios no son funciones periodicas, y por esta razon, las series de potencias no se adaptan 
bien a la representacion de esas funciones. 

Para la representacion de funciones periodicas en intervaios amplios son mucho mas apropia- 
das ciertas series infinitas de funciones periodicas denominadas series de Fourier. 


Funciones periodicas 

Recordemos que una funcion f definida en la recta real es periodica de periodo T si 

f(t + T) = f(t) para todo t real (*) 

Esto implica que f(t + mT) = f(t) para todo entero m, de forma que si T es un periodo de f, 
tambien lo es cualquier multiplo mT de T. El minimo numero positivo T para el que se cum- 
ple (*) se denomina periodo fundamental o simplemente periodo de f. 

La grafica completa de una funcion de periodo T se puede obtener desplazando multiplos en- 
teros del periodo T la parte de la grafica correspondiente a cualquier intervalo semiabierto de 
longitud T (por ejemplo, el intervalo [0, T )) a la izquierda o a la derecha. La Figura 9.6 muestra 
la grafica de una funcion de periodo 2. 



Figura 9.6 Esta funcion tiene 
periodo 2. Observese como la grafica 
repite la parte del intervalo [ 0 , 2 ) una 
y otra vez a la Izquierda y la derecha. 


Ejemplo 


Las funciones g(t) = cos( 7 it) y h(t) = sen (nt) son periodicas del periodo 2 : 
g(t + 2 ) = cos (nt + 2n) = cos (nt) = g(t) 


La funcion k(t) = sen(27it) tambien tiene periodo 2, pero este no es su periodo fundamental. Su periodo 
fundamental es 1: 

k(t + 1) = sen (2nt + 2n) = sen (2nt) = k(t) 


El periodo de la suma f(t) = g(t) + ^ k(t) = cosUt) + \ sen (2nt), que se representa en la Figura 9.6, es 2, 
el minimo comun multiplo del periodo de sus dos terminos. 


Ejemplo 2 


Para todo entero positivo n, las funciones 


f n (t) = cos (ncot) y g n (t) 


sen (nmt) 
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tienen periodo fundamental T = 2n/(nm). El conjunto de todas esas funciones, correspondientes a todos los 
enteros positivos n, tienen periodo comun T = 2n/a>, el periodo fundamental de f 1 y g v T es un multi pi o 
entero de los periodos fundamentales de las funciones f n y g n . Las series de Fourier tratan de expresar fun¬ 
ciones generales de periodo T en forma de series cuyos terminos son multiplos reales de estas funciones. 


Series de Fourier 

Se puede demostrar (pero no lo haremos aquf) que si f(t ) es periodica de periodo fundamental T, 
es continua y tiene derivada continua por tramos en la recta real, entonces f(t ) se puede expresar 
en todas partes como la suma de una serie de la forma 


fit ) 


2 00 

l+z 

1 n = 1 


(a n cos (nojt) + b n sen (ncot)) 



que se denomina serie de Fourier de f, siendo co = 2n/T y las secuencias {a n }“ =0 y {£>„}“= i los 
coeficientes de Fourier de f. La determinacion de los valores de estos coeficientes, dada una 
determinada f unci on f, se realiza mediante las siguientes relaciones, validas para enteros myn, 
que se demuestran facilmente utilizando las formulas de suma del seno y el coseno (veanse los 
Ejercicios 49-51 de la Seccion 5.6). 


f 7 " 

cos (no)t)dt = 

0 
rT 

sen (ncot) dt = 0 

0 

f 7 " 

cos (mcot) cos (ncot) dt 

0 

f 7 " 

sen (mcot) sen (ncot) dt 
o 

C T 

cos (mcot) sen (ncot) dt 
o 


jO si 
[7 si 


n 0 
n = 0 


0 

si 

m n 

7/2 

si 

m = 

= n 

0 

si 

m ^ n 

7/2 

si 

m = 

= n 


Si multiplicamos la ecuacion (**) por cos(mcot) (o por sen(mcfjt)), e integramos la ecuacion re- 
sultante en el intervalo [0, T] termino a termino, todos los terminos de la derecha excepto el co- 
rrespondiente a a m (o b m ) seran 0 (la integracion termino a termino requiere justificacion, pero 
tampoco la daremos aquf). El resultado de la integracion es 

r T i 

f(t) cos (mcot) dt = -Ta m 

J o 2 

r T i 

f(t) sen (mcot) dt = -Tb m 
. n 2 


Notese que la primera de estas formulas es valida incluso para m = 0, porque hemos optado por 
denominar al termino constante de la serie de Fourier a 0 f 2 en vez de a 0 . Como todos los inte- 
grandos son periodicos de periodo T, las integrales se pueden realizar sobre cualquier intervalo 
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de longitud 7; frecuentemente, es conveniente utilizar el intervalo [-7/2, 7/2] en vez de [0, 7], 
Los coeficientes de Fourier de f son, por tanto, 

2 r T/2 

a„ = - f(t) cos [nojt)dt (n = 0,1,2,...) 

' J -T/2 

2 r-T/2 

b n = - f(t) sen (nwt)dt (n = 1,2,3,...) 

' J -T/2 

siendo co = 27e/7. 


Calcule la serie de Fourier de la funcion en diente de sierra f(t) de periodo 2n cuyos valo- 
res en el intervalo [-n, n] son f(t) = n - |t| (vease la Figura 9.7). 

Solucion En este caso, 7 = In y m = 2n/(2n) = 1. Como f(t) es una funcion par, f(t) sen (nt) es impar, 
por lo que todos los coeficientes del seno en la serie de Fourier b n son cero: 



* 3jt 1 Figura 9.7 U na funcion en diente 

de sierra de periodo 2n. 


Ademas, f(t) cos (nt) es una funcion par, por lo que 

2 r 4 f' 

a n = ^- f(t) cos (nt) eft = — f (t) cos (nt) dt 
J -n 2tT J o 

2 r 

= - (n - t) cos (nt)dt 

n J o 


n si n = 0 

0 si n / 0 y n es par 

4 /( 7 in 2 ) si n es impar 


Como los enteros negativos impares n son de la forma n = 2k - 1, siendo k un entero positivo, la serie de 
Fourier de f se expresa como 



n(2k - l) 2 


cos((27 - l)t) 
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Convergencia de la serie de Fourier 

Las sumas parciales de una serie de Fourier se denominan polinomios de Fourier porque se pue- 
den expresar como polinomios en sen (cot) y cos (cot), aunque realmente no intentaremos ex- 
presarlos de esa forma. El polinomio de Fourier de orden m de la funcion periodica f de periodo 
T es 

d m 

fjt) = y + Z (a n cos(not) + b n sen (not)) 

siendo o = 2n/T, y con los coeficientes a„(0 sj n ^ m) y b n ( 1 n s? m) expresados por las for¬ 
mulas integrales desarrolladas anteriormente. 


Ejemplo 4 


El polinomio de Fourier de orden 3 de la funcion en diente de sierra del Ejemplo 3 es 

Ti 4 4 

f 3 (t) = - + - cost + — cos(3 1) 

L n yn 


La Figura 9.8 muestra la grafica de esta funcion. Observese que parece una aproximacion razonable a la 
grafica de f de la Figura 9.7 pero, como es una suma finita de funciones diferenciables, f 3 (t) es tambien 
diferenciable en todas partes, incluso en los multiplos enteros de n donde f no es diferenciable. 



Figura 9.8 Aproximacion mediante 
el polinomio de Fourier f 3 (t) de la 
funcion en diente de sierra 
del Ejemplo 3. 


Como se dijo anteriormente, la serie de Fourier de una funcion f(t) periodica, continua y con 
derivada continua por tramos en la recta real converge a f(t) en todo numero real t. Sin embar¬ 
go, los coeficientes de Fourier (y, por tanto, la serie de Fourier) se pueden calcular tambien (uti- 
lizando las formulas dadas anteriormente) para funciones periodicas con derivadas continuas por 
tramos, incluso si las funciones en si no son continuas, si no solo continuas por tramos. 

Recuerdese que f(t) es continua por tramos en el intervalo [a, b ], si existe una particion 
{a = x 0 < x 3 < x 2 < ••• < x k = b} de [a, b] y funciones F 1( F 2 . F k tales que 

(i) F, es continua en [x,_ lf x,]. 

(ii) f(t) = F,(t) en (x,_ 1( x,). 

La integral de una funcion f de este tipo es la suma de las integrales de las funciones F,: 

r*b k (*Xj 

f{t)dt= X F i(t) dt 

*,3 / 1 «. Xj — i 

Como f(t) cos (not) y f(t) sen (not) son continuas por tramos si lo es f, los coeficientes de Fou¬ 
rier de una funcion periodica continua por tramos se pueden calcular utilizando las mismas for¬ 
mulas que para una funcion periodica continua. La cuestion de donde y a que converge la serie 
de Fourier en este caso se responde mediante el siguiente teorema, cuya demostracion se puede 
encontrar en libros de texto sobre analisis de Fourier. 
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TEOREMA La serie de Fourier de una funcion f periodica y continua por tramos con derivada conti- 
nua por tramos converge a dicha funcion en todo punto t donde f sea continua. Ademas, 
si f es discontinua en t = c, entonces tiene limites por la derecha y por la izquierda dife- 
rentes, pero finitos, en c: 

lim f(t) = f(c~) y lim f(t) = f(c + ) 

t—*C — t-cC + 


La serie de Fourier de f converge en t = c al promedio de esos limites por la izquierda y 
por la derecha: 

a o . ^ , , > , , , .. f(c~) + f(c + ) 

— + X (a n cos (noc) + b n sen (ncoc)) = --- 

4 n = 1 4 


siendo co = 2n/T. 




Ejemplo 5 


Calcule la serie de Fourier de la funcion periodica f de periodo 2 que cumple 

'-1 si -1 < x < 0 
[1 si 0 < x < 1 

iDonde no es f continua? iA que converge la serie de Fourier de f en esos puntos? 


fit ) = 


Solucion En este caso, T = 2 y w = 2nj2 = 7t. Como f es una funcion impar, los coeficientes de los 
cosenos son todos cero: 

"i 


-i 


= 

La misma simetria implica que 

= 

= 2 


f(t)cos(nnt)dt = 0 (El integrando es impar). 


fit) sen (nnt) dt 

-l 

1 2 cos (n7rt) I 1 

sen (nnt) dt = - 

n nn 


f4/(nn) si n es impar 
|0 si n es par 

Los enteros impares n son de la forma n = 2k-l para k= 1, 2, 3, ... Por tanto, la serie de Fourier de f es 


=-((-1)" - 1) = 

n n 


4 “ 1 

n 2k - 1 


sen ((2k - l)jtt) 


4 

71 


^sen (nt) + 


1 

3 


sen (37 it) 


sen (57 it) + ••■ 



Figura 9.9 La funcion continua por 
tramos f (en negro) del Ejemplo 5 y 
su polinomio de Fourier f 15 (en gris) 


fis(t) 


I 

k = 1 


4 sen ((2k 


1)7 it) 


(2k - l)n 
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Notese que f es continua excepto en los puntos donde t es entero. En cada uno de esos puntos f salta de 
-1 a 1 o de 1 a -1, por lo que el promedio de los limites por la izquierda y la derecha de f en esos 
puntos es 0. Observese que la suma de la serie de Fourier es 0 en valores enteros de t, de acuerdo con el 
Teorema 24. I/ease la Figua 9.9. 


Serie de Fourier en cosenos y senos 

Como se ha observado en los Ejemplos 3 y 5, las funciones pares no tienen terminos en seno en 
su serie de Fourier, y las funciones impares no tienen terminos en coseno (incluyendo el termino 
constante a 0 /2). M uchas veces es necesario en las aplicaciones calcular una representacion en se¬ 
rie de Fourier de una f unci on dada, definida en un intervalo finito [0, a] que no tenga terminos 

en seno (una serie de Fourier en cosenos) o que no tenga terminos en coseno (una serie de 

Fourier en senos). Esto se puede realizar ampliando el dominio de f al intervalo [-a, 0], ha- 
ciendo que f sea par o impar en [-a, a], 

f( — t) = f(t) si -a t < 0 para la extension par 

f(-t)=-f(t) si -a < t < 0 para la extension impar 

y calculando despues su serie de Fourier considerando la funcion f extendida de periodo 2a (si 
quisieramos la extension impar, habria que redefinir f(0) con valor 0). 


Ejemplo 6 


Calcule la serie de Fourier en cosenos de git) = n - t, definida en [0, n]. 


Solucion La extension par de git) a [ - n, n] es la funcion f del Ejemplo 3. Por tanto, la serie de Fourier 
en cosenos de g es 


n 

2 


+ z 


k = 1 


n(2k — 1)' 


cos((2Jr- l)t) 


Ejemplo 7 


Calcule la serie de Fourier en senos de h(t) 


1 , definida en [0, 1], 


Solucion Si definimos hi 0) = 0, entonces la extension impar de h al intervalo [-1, 1] coincide con la 
funcion f(t) del Ejemplo 5, con la salvedad de que la ultima funcion esta indefinida en t = 0. La serie de 
Fourier en senos de h es la obtenida en el Ejemplo 5, concretamente, 


4 co 1 

- Z tT - 7 sen ((2k - 1) nt) 

71 j(= \ 1 


Observacion Las series de Fourier en senos y cosenos se trataran desde una perspectiva dife- 
rente en la Seccion 13.4. 


Ejercicios 9.9 


En los Ejercicios 1-4, icual es el periodo fundamental de 
las funciones dadas? 


6 . 



si 

si 


OsStcl 
1 < t< 2 


f tiene periodo 2 


1 . f(t) = sen (3t) 
3. h(t) = cos 2 t 


2. g(t) = cos(3 + nt) 

4. k(t) = sen (2t) + cos (3t) 


7. 


fit ) = 


si 

si 


-1<t<0 
0 <t<l 


f tiene periodo 2 


En los Ejercicios 5-8, calcule las series de Fourier de las 
funciones dadas. 

5. f(t) = t, f tiene periodo 2n. 


ft si 0 < t < 1 

8 . f(t) = il si 1 < t< 2 

(3 - t si 2 ^ t < 3 


f tiene periodo 3 
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9. iCual es la serie de Fourier en cosenos de la funcion 
h(t) del Ejemplo 7? 

10. Calcule la serie de Fourier en senos de la funcion g(t) 
del Ejemplo 6. 

11. Calcule la serie de Fourier en senos de f(t) = t en el 
intervalo [0, 1], 

12. Calcule la serie de Fourier en cosenos de f(t) = t en el 
intervalo [0, 1], 

13. Utilice el resultado del Ejemplo 3 para calcular 


I 


1 


(2 n - IV 



14. Verifique que si f es una funcion periodica par de 
periodo T, entonces los coeficientes de seno de Fourier 
b n de f son todos cero y los coeficientes de coseno de 
Fourier a n de f se expresan como 




4 f T/2 

- f(t) cos (na>t)dt, 

' J 0 


n = 0, 1, 2, ... 


siendo m = 2n/T. Enuncie y verifique el 
correspondiente resultado para funciones f impares. 


Repaso del capi'tulo 
Ideas clave 

• Indique lo que significa decir que la secuencia 
{a„>: 

O Esta acotada superiormente. 

O Es alternante. 

O Converge. 

O Es definitivamente positiva. 

O Escreciente. 

O Diverge a infinito. 

• Indique lo que significa decir que la serie 

In=ia„: 

O Converge. 

O Es geometrica. 

O Es una serie p. 

O Converge absolutamente. 

O Diverge. 

O E s tel escopica. 

O Es positiva. 

O Converge condicionalmente. 

• Defina los siguientes tests de convergencia de 
series. 

O Test de la integral 
O Test de comparacion en el limite 
O Test de la serie alternante 
O Test de la comparacion 
O Test de la razon 


• (Como se pueden calcular cotas de la cola de 
una serie? 

• (Cual es una cota de la cola de una serie 
alternante? 

• (Que significan las siguientes expresiones? 

O Serie de potencias 
O Radio de convergencia 
O Serie de Taylor 
O Polinomio de Taylor 
O Funcion analitica 
O Intervalo de convergencia 
O Centro de convergencia 
O Serie de M aclaurin 
O Serie binomial 

• (Donde es diferenciable la suma de una serie de 
potencias? 

• (Donde converge la integral de una serie de 
potencias? 

• (Donde es continua la suma de una serie de 
potencias? 

• Defina el Teorema de Taylor con resto de 
L agrange. 

• Defina el Teorema de Taylor con resto integral. 

• (Que es el Teorema Binomial? 

• (Que es una serie de Fourier? 

• (Que es una serie de Fourier en cosenos? (Y en 
senos? 
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Ejercicios de repaso 

En los Ejercicios 1-4, determine si las secuencias dadas 
convergen y calcule su limite en caso de que converjan. 


1. 

3. 


1)V 


n! 

Inn 

tan _1 n 


2 . 


4. 


) 100 + 2"ti 
2 n 

(-1)V 

7in(n - n) 


5. Sea a 2 > Jl, y sea 


a n + i = v + — P ara n= l-2, 3, ... 

i a„ 


Demuestre que {a n } es decreciente y que a„ > J2 
para n > 1. iPor que debe converger {a„}? Calcule 
li m n-oo a„. 

6 . Calcule el limite de la secuencia {InIn (n + 1)- In Inn}. 

Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 7-10. 

00 00 _ 1 

/. 

n = 0 


7. £ 2 -(n-5)/2 

n = l 


~ 1 ) 2n 


°° 1 

10 - E n 2 _ 9 

n = 1 n 4 


9 ‘ ^ n 2 - 1 

n = l n 4 

Determine si las series de los Ejercicios 11-16 convergen o 
divergen. J ustifique sus respuestas. 

“ n - 1 

1L £ ~1T 

n = 1 n 


13. I 

n = '. 

00 

15. E 


n 


co „ + 2" 

12 ' 

00 

14- I 


n 


n=i (1 + n)(l + n^/n) n=i (1 + 2 n )(l + n^/n) 

oo ^ 2n + l 


16. e 


n 


n= i n! n = i (n + 2)! + 1 

Indique si las series de los Ejercicios 17-20 convergen 
absolutamente, convergen condicionalmente o divergen. 

oo ( _ i \n -1 oo / _ i \n 

17 . is. 

I )"” 1 


9 n _ n 
n = 1 z n 

n 2 cos (nn) 


20 - E —;—V 

n-i i + n 3 


18. E , , 

„=io In Inn 

iPara que valores de x convergen absolutamente las series 
de los Ejercicios 21-22? iPara que valores convergen 
condicionalmente? iPara que valores divergen? 


21. E 


(x - 2)" 


22 » (5 - 2x) n 
' h i n 


23- E ~3 

n = 1 n 


24. E 


i 


n=i 4 + n 


En los Ejercicios 25-32, calcule las series de M aclaurin de 
las funciones dadas. Indique en donde converge cada serie 
a la funcion. 


25. 


1 


3 -x 


27. In (e + x 2 ) 

29. xcos 2 x 
31. (8 + x) ~ 1/3 


26. 


28. 


3 -x 2 

1 - e -2 * 


30. sen (x + (jt/3)) 
32. (1 + x) 1/3 


Calcule las series de Taylor de las funciones de los 
Ejercicios 33 y 34, alrededor de los puntos indicados x = c. 

33. 1/x, c = n 34. senx + cosx, c = 7t/4 

Calcule el polinomio de M aclaurin del grado indicado de 
las funciones en los Ejercicios 35-38. 

35. e x2+2x , grado 3 36. sen(l + x), grado 3 

37. cos (senx), grado 4 33 . ^l + senx, grado 4 

39. I ndique que funcion tiene como serie de M aclaurin la 


siguiente: 


x x 2 


= E 

n = 0 


(-l)V 


(2n) 


40. Una funcion f(x) tiene como serie de M aclaurin 

v/4 v 6 co v 2n 


1 




... = 1 


OO y*- 

z v 

n = 1 n 


X" X 

E + ? 

Calcule f w (0) para todos los enteros positivos k. 
Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 41-44. 


41- E 

n = 0 


n 


n 


43. E —n 

n=i ne 


* 42 . E 

n = 0 71 

00 

*44. E 


;-D n 7i 


n„2n-4 


n ^2 (2n 1)! 


45. Si S(x) = sen (t 2 )dt, calcule lim 


3S(x) 


46. Utilice series para calcular lim 


x->0 X 

(x - tan _1 x)(e 2x - 1) 


2x 


1 


Determine las sumas de las series de los Ejercicios 23 y 24 
con una precision de 0.001. 


cos(2x) 

47. iCuantos terminos distintos de cero en la serie de 
M aclaurin de e xJ son necesarios para calcular 

Jo /2 e x4 dx con una precision de 5 cifras decimales? 
Calcule la integral con esa precision. 

48. Estime el tamano del error si se utiliza el polinomio de 
Taylor de grado 4 alrededor de x = n/2 de la funcion 
f(x) = In senx para aproximar In sen (1.5). 

49. Calcule la serie de Fourier en senos de f(fj = n - t en 

[0 , jc]. 

[1 si -n<t^O 
)t si 0<t^n 


50. Calcule la serie de Fourier de f(t) = 
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Problemas avanzados 

1. (Un refinamiento del test de la razon) Sea a n > 0 y 

a n+1 /a„ > n/n + 1 para todo n. Demuestre que £” =1 a n 
diverge. Sugerencia: a n ^ K/n para alguna constante K. 


*2. (Suma por partes) Sean {u n } y {v n } dos secuencias, y 
sea s n = Yk=i v k - 

(a) Demuestre que ££ =1 u k v k = 

= u n+1 s n + £2=i (u k - u k+1 )s n . ( Sugerencia: 
Escriba v n = s n - s n _i, con s 0 = 0, y reordene la 
suma). 

(b) Si {u„} es positiva, decreciente y converge a 0, y si 
{t>„} tiene sumas parciales acotadas, | Sn I < K, para 
todo n, siendo K una constante, demuestre que 
£n°=i u n n n converge. ( Sugerencia : Demuestre que 
la serie ^ n °° =1 (u„ - u n+1 )s„ converge, 
comparandola con la serie telescopica 

Sn” i (u n -u n+1 ).) 

*3. Demuestre que S”=i (1/n)sen (nx) converge para todo 
x. Sugerencia: Si x es un entero multiplo de n, todos 
los terminos de la serie son 0, por lo que no hay nada 
que demostrar. Si no, sen (x/2) # 0. En este caso 
demuestre que 


N 


S sen (nx) = 

n = l 


cos (x/2) - cos ((A/ + l/2)x) 
2 sen (x/2) 


utilizando la relacion 


(b) Si (i) f"(x) es una funcion decreciente dex, 
(ii) Jw + i /2 f(x)dx converge y (iii) f'(x) ^ 0 
cuando x -> oo, demuestre que 


f'(N - \) 
24 


00 poo 

< S f(n)~ f (X) cfx < 

n = N + 1 J W +1/2 

f'IN + 1) 

^ 24 


(c) Utilice el resultado del apartado (b) para aproximar 
Sn” i 1/n 2 con una precision de 0.001. 

*6. (El numero ees irracional) Partiendo de e = 

= Sn”o 1/n!: 

(a) Utilice la tecnica del Ejemplo 7 de la Seccion 9.3 
para demostrar que para todo n > 0, 


Notese que aqui la suma tiene n + 1 terminos, no n 
terminos. 

(b) Suponga que e es un numero racional, por ejemplo 
e = M/A/, para ciertos enteros positivos M y N. 
Demuestre que N\ (e - Sf=o (!/(!)) es un entero. 

(c) Combine los apartados (a) y (b) para demostrar que 
hay un entero entre 0 y 1/A/. iPor que no es esto 
posible? Concluya que e no puede ser un numero 
racional. 


cos (a - b) - cos (a + b) 
sen a sen b = --- 

para convertir la suma en telescopica. Aplique despues 
el resultado del Problema 2(b) con u n = 1/n y 
v n = sen (nx). 

4. Sean a h a 2 , a 3 , ... los enteros positivos que no contienen 
el digito 0 en sus representaciones decimales. Es decir, 
a 3 — 1, a 2 — 2, ..., ag — 9, a^o = 11, ..., a^ = 19, 
a 19 = 21.a go = 99, a 91 = 111, etc. Demuestre que la 

00 2 

serie £ — converge y que su suma es menor que 90. 

n = 1 a n 

( Sugerencia : iCuantos de estos enteros tienen m digitos? 
Un termino l/a n donde a n tiene m digitos, es menor que 

10“ m+1 ). 

*5. (Uso de una integral para mejorar la convergencia) 

Recuerde la formula del error de la Regia del Punto 
M edio, de acuerdo con la cual 

+ i/2 f"(c) 

f(x)dx-f(k) =-^ 

- 1/2 ^ 

siendo k - (1/2) ^ c ^ k + (1/2). 

(a) Si f"(x) es una funcion decreciente de x, demuestre 
que 

f'(k + |) - f'(k + \)^ f"(c) < f'(k - \) - f'(k - |) 


7. Sea 


2 2k k\ 




2k+1 


= X + - X J + 


3 x 5 


x 5 + 


8 

3 x 5 x 7 


(a) Calcule el radio de convergencia de esta serie de 
potencias. 

(b) Demuestre que f'(x) = 1 + 2xf(x). 

(c) iQue es — (e x2 f(x))? 

dx 

(d) Exprese f(x) por medio de una integral. 

*8. (El numero n es irracional) El Problema 6 anterior 
indica como demostrar que e es irracional, asumiendo 
lo contrario y Ilegando a una contradiccion. En este 
problema se demuestra que n es tambien irracional. La 
demostracion n se hace de nuevo por reduccion al 
absurdo, pero es algo mas complicada, por lo que la 
dividiremos en varias partes. 

(a) Sea f(x) un polinomio, y sea 

g(x) = f[x) - f"[x) + f (4) (x) - f (6) (x) + ••• 

00 

= X (- 1 ) if {2n (x) 
i =o 
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Como f es un polinomio, todos los terminos de la 
suma anterior excepto un numero finito de el I os 
seran cero, por lo que no hay problemas de 
convergencia. Verifique que 

d 

— (g'(x)senx - g(x)cosx) = f(x)senx 
dx 

y a partir de aqui que 

f(x) senxdx = g(7i) + g(0) 


(b) Suponga que n es racional, es decir, n = m/n, 
siendo m y n enteros positivos. Se demostrara que 
esto conduce una contradiccion y, por tanto, no 
puede ser cierto. Escoja un entero positivo k tal 
que (nm) k /k\ < 1/2 (ipor que es esto posible?). 
Considere el polinomio 

x k (m - nx) k 1 k fk\ 

= -n- = IT X. 


k\ 


k\ 


0 \i 


m 


k ~i< - 


n)‘x 


Demuestre que 0 < f[x) < 1/2 para 0 < x < n, y a 
partir de aqui, que 0 < f f(x)senxdx < 1. A si, 


0 < g(n) + g(0) < 1, donde g(x) esta definida 
como en el apartado (a). 

(c) Demuestre que la derivada /-esima de f(x) se 
expresa como 


1 


Kl y — Q 


m 


k ~il 


n)‘ 


(j + k) I 
(y+*-/')! 


J+k-i 


(d) Demuestre que f (,) (0) es un entero para /' = 0,1, 2, ... 
(Sugerencia: Observe, para / < k, que f (,) (0) = 0 y, 
para / > 2k, que f l,) (x) = 0 para todo x. Para 

k < /' < 2k, demuestre que solo un termino de la 
suma de f (,) (0) es distinto de 0, y que este termino 
es un entero. Necesitara utilizar el hecho de que los 
coeficientes binomiales ( k ) son enteros). 

(e) Demuestre que f( n - x) = f(x) para todo x, y a 
partir de aqui, que f {l \n) es tambien un entero 
para todo / = 0, 1, 2, ... Por tanto, si g(x) se define 
como en el apartado (a), entonces g(n) + g(0) es 
un entero. Esto contradice la conclusion del 
apartado (b) y demuestra que n no puede ser 
racional. 

*9. (Una serie asintotica) Aplique integracion por partes 
para demostrar que 

f e ~ vt dt = e~ Vx X (-1)> - l)!x n 
J 0 n = 2 

+ (— l) w+1 N! J* f~ 1 e~ 1/t dt 

iPor que no se puede utilizar simplemente una serie de 
Maclaurin para aproximar este integral? Utilizando 
N = 5, calcule un valor aproximado de Jo' 1 e ~ 1/l dt y 
estime el error. Estime el error para N = 10 y N = 20. 

Notese que la serie Y,n °=2 (~l)"(n ~ 1)!*" diverge 
para todo x # 0. Esto es un ejemplo de lo que se 
denomina serie asintotica. Aunque diverge, una buena 
seleccion de las sumas parciales permite obtener una 
buena aproximacion a la funcion cuando x es pequena. 




CAPl'TULO 10 

Vectores y geometria 
de coordenadas 
en el espacio 
tridimensional 


Lord Ronald no dijo nada; salio de la habitacion, se aba- 
lanzo sobre su caballo y galopo alocadamente en todas 
las direcciones... 

<;Y quien es este alto joven que se acerca a Gertrude 
con cada movimiento del caballo?... 

Los dos estaban destinados a conocerse. Se acercaban 
mas y mas. Y todavia mas. Entonces se encontraron por 
un breve instante. Gertrude levanto la cabeza y se dirigid 
hacia los ojos del joven noble con una gran intensidad en 
su expresion, mientras Lord Ronald se dirigia hacia el 
ocupante del carruaje con la mirada tan fija que nada ex- 
cepto una gacela, o un conducto de gas, podria haber 
igualado su intensidad. 

Stephen Leacock (1869-1944) 

de G ertrude the G overness: or, Simple Seventeen 


Irrtroduccion Un programa complete de calculo de variable real comprende el 
estudio de 

(i) Funciones reales de una sola variable real. 

(ii) Funciones vectoriales de una sola variable real. 

(iii) Funciones reales de una variable real vectorial. 

(iv) Funciones vectoriales de una variable real vectorial, 

Los Capitulos 1-9 se han ocupado del punto (i). Los restantes capitulos consideraran 
los puntos (ii), (iii) y (iv). Concretamente, el Capitulo 11 estudiaran las funciones 
vectoriales de una sola variable real. Los Capitulos 12-14 se ocuparan de la diferen- 
ciacion e integracion de funciones reales de varias variables reales, es decir, de una 
variable real vectorial. Los Capitulos 15 y 16 presentaran aspectos del calculo con 
funciones cuyos dominios y rangos tienen una dimension mayor que uno, es decir, 
funciones vectoriales de una variable real vectorial. La mayor parte del tiempo limi- 
taremos nuestra atencion a funciones vectoriales con dominios y rangos en el piano 
o en el espacio tridimensional. 
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En este capitulo presentaremos las bases del calculo multivariable y vectorial 
ampliando los conceptos de geometria analitica a tres o mas dimensiones y presen- 
tando a los vectores como una forma adecuada para tratar a varias variables como 
una sola entidad. Tambien presentaremos las matrices, ya que tienen utilidad para 
formular algunos conceptos de calculo. No obstante, este capitulo no pretende ser 
un curso de algebra lineal. Solo desarrollaremos los aspectos que sean de utilidad en 
capitulos posteriores y omitiremos las demostraciones. 


10.1 


Geometria analitica en tres dimensiones 


Decimos que el mudo ffsico en el que vivimos es tridimensional porque por cualquier punto solo 
pueden pasar tres rectas mutuamente perpendiculares, y no mas, de forma que cada una de 
el I as sea perpendicular a las otras dos. Esto equivale al hecho de que se requieren tres numeros 
para localizar un punto en el espacio con respecto a un punto de referencia (el origen). Una for¬ 
ma de usar tres numeros para localizar un punto es hacer que representen las distancias (con sig- 
no) desde el origen, medidas en la direccion de tres rectas mutuamente perpendiculares que pa- 
sen por dicho origen. Esas rectas se denominan sistema de coordenadas cartesianas, y cada una 
de las rectas se denomina eje coordenado. Dichos ejes se denominan generalmente eje x, ejey y 
eje z, con los ejes x e y en un piano horizontal y el eje z vertical. Ademas, el sistema de coorde¬ 
nadas debe estar orientado a la derecha. Esto significa que los dedos pulgar, fndice y corazon 
de la mano derecha extendidos deben apuntar, respectivamente, en las direcciones positivas de 
los ejes x, y y z. Para quienes estan acostumbrados a razonamientos mecanicos, un tornillo dere- 
cho avanzara en la direccion del eje z si se rota en la direccion que va del eje x positivo al eje y 
positivo (vease la Figura 10.1(a)). 

Con respecto a un sistema cartesiano como este, las coordenadas de un punto P en el espa¬ 
cio tridimensional son una tripleta ordenada de numeros reales (x, y, z). Los numeros x. yyz 
son, respectivamente, las distancias con signo de P hasta el origen, medidas en las direcciones de 
los ejes x, y y z (vease la Figura 10.1(b)). 




(a) 


z 



Figura 10.1 

(a) El tornillo se mueve hacia 
arriba cuando se gira en 
sentido contrario al de las 
agujas del reloj visto desde 
arriba. 

(b) Las tres coordenadas de un 
punto en el espacio 
tridimensional. 


Sea Q el punto de coordenadas (x, y, 0). Entonces, Q esta en el piano xy (el piano que con- 
tiene a los ejes x ey), directamente por debajo (o por encima) de P. Se dice que Q es la proyec- 
cion vertical de P en el piano xy. Si r es la distancia desde el origen 0 hasta P y s es la distancia 
desde 0 a Q, entonces, utilizando dos triangulos rectangulos, tenemos que 

s 2 = x 2 + y 2 y r 2 = s 2 + z 2 = x 2 + y 2 + z 2 
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Por tanto, la distancia desde P al origen se expresa como 

r = Vx 2 + y 2 + z 2 

De forma similar, la distancia r entre los puntos P : = (x 1( y 1( zj y P 2 = U 2 , y 2 , z 2 ) (pease la Fi- 
gura 10.2) es 

r = V(x 2 - x 2 ) 2 + (y 2 - y : ) 2 + (z 2 - z : ) 2 


z 



Ejemplo 1 


Demuestre que el triangulo cuyos vertices son A = (1, 1, 2), B = (3, 3, 8) y C = (2, 0, 1) 

tiene un angulo recto. 

Solucion Calculamos las longitudes de los tres lados del triangulo: 

a = |BC| = V(2-3) 2 + (0 


3) 2 + (1 - 8) 2 = ^59 
b = \AC\ = J{2 - l) 2 + (0 + l) 2 + (1 - 2) 2 = 73 
C = \AB | = y<3 - l) 2 + (3 + l) 2 + (8 - 2) 2 = V56 

Por el teorema del coseno, a 2 = b 2 + c 2 - 2bccosA. En este caso, a 2 = 59 = 3 + 56 = b 2 + c 2 , por lo que 
2bccosA debe ser 0. Por tanto, cosA = 0 y A = 90°. 


De la misma forma que los ejes x e y dividen al piano xy en cuatro cuadrantes, tambien los tres 
pianos coordenados en el espacio tridimensional (el piano xy, el piano xzy el piano yz) dividen 
el espacio tridimensional en ocho octantes, Denominaremos primer octante aquel en el que 
x>0, y 0 y z ^ 0. Al dibujar graficas en el espacio tridimensional a veces es mas facil dibu- 
jar solo la parte que esta en el primer octante (vease la Figura 10.3). 



Una ecuacion o inecuacion en la que intervienen las variables x,yyz define un conjunto de 
puntos en el espacio tridimensional cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion o inecuacion. Una 
sola ecuacion en general representa una superficie (un objeto bidimensional) en el espacio tridi¬ 
mensional. 
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Ejemplo 2 


(Algunas ecuaciones y las superficies que representan) 


(a) La ecuacion z = 0 representa a todos los puntos de coordenadas (x, y, 0), es decir, el piano xy. La ecua¬ 
cion z = -2 representa a todos los puntos de coordenadas (x, y, -2), es decir, el piano horizontal que 
pasa por el punto (0, 0, -2) en el eje z, 

(b) La ecuacion x = y representa a todos los puntos de coordenadas (x, x, z). Se trata de un piano vertical 
que contiene a la recta de ecuacion x = y en el piano xy. El piano contiene tambien al eje z ( vease la 
Figura 10.4). 

(c) La ecuacion x + y + z = 1 representa a todos los puntos tales que la suma de sus coordenadas es 1. 
Este conjunto es un piano que pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). Esos puntos no son 
colineales (es decir, no estan en la misma linea recta), por lo que solo hay un piano que pase por los 
tres (vease la Figura 10.5). La ecuacion x + y + z = 0 representa un piano paralelo al de la ecuacion 
x + y + z = 1 pero que pasa por el origen. 

(d) La ecuacion x 2 +y 2 = 4 representa a todos los puntos del cilindro circular vertical que contiene a la 
circunferencia de ecuacion x 2 + y 2 = 4 en el piano xy. Este cilindro tiene radio 2 y su eje es el eje z 
( vease la Figura 10.6). 

(e) La ecuacion z = x 2 representa a todos los puntos cuyas coordenadas son (x, y, x 2 ). Esta superficie es un 
cilindro parabolico tangente al piano xy en el ejey ( vease la Figura 10.7). 

(f) La ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 25 representa a todos los puntos que estan a una distancia 5 del origen. Es¬ 
te conjunto de puntos forma una esfera de radio 5 centrada en el origen. 



Figura 10.4 La ecuacion x = y define 
un piano vertical. 


z 



Figura 10.5 El piano de ecuacion 
x + y + z = 1. 


z 



Figura 10.6 El cilindro circular 
de ecuacion x 2 + y 2 = 4. 



X 


Figura 10.7 El cilindro parabolico 
de ecuacion z = x 2 . 
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Observese que las ecuaciones en x, y y z no necesitan que esten presentes las tres variables ex- 
plfcitamente. Cuando una de las variables no esta en la ecuacion, dicha ecuacion representa una 
superficie paralela al eje de la variable que falta. Esa superficie puede ser un piano o un cilin- 
dro. Por ejemplo, si en una ecuacion falta la variable z, dicha ecuacion representa en el espacio 
tridimensional a una superficie vertical (es decir, paralela al eje z) que contiene a la curva con la 
misma ecuacion en el piano xy. 

A veces, puede ocurrir que una sola ecuacion no represente a un objeto bidimensional (una 
superficie). Puede representar a un objeto unidimensional (una recta o curva), a un objeto sin di- 
mensiones (uno o mas puntos), o incluso a nada en absoluto. 


Ejemplo 3 


(c) x 2 + y 2 + z 2 


Identifique las graficas de las ecuaciones: (a) y 2 + (z - l) 2 = 4, (b) y 2 + (z - l) 2 = 0, 
= 0 y (d) x 2 +y 2 + z 2 = -1. 


Solucion 

(a) Como falta la variable x, la ecuacion y 2 + (z - l) 2 = 4 representa un objeto paralelo al eje x. En el 
piano yz, la ecuacion representa una circunferencia de radio 2 centrada en el punto (y, z) = (0, 1). En el 
espacio tridimensional representa un cilindro circular horizontal, paralelo al eje x, cuyo eje esta una 
unidad por encima de dicho eje x (vease la Figura 10.8). 

(b) Como los cuadrados no pueden ser negativos, la ecuacion y 2 + (z - l) 2 = 0 implica que y = 0 y z = 1, 
por lo que representa a los puntos (x, 0, 1). Todos estos puntos estan en una recta paralela al eje x y una 
unidad por encima de dicho eje (vease la Figura 10.8). 

(c) Como en el apartado (b), x 2 + y 2 + z 2 = 0 implica que x = 0, y = 0 y z = 0. La ecuacion representa a 
un unico punto, el origen. 

(d) La ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = -1 no se cumple para ningun numero real x, y y z, por lo que no represen¬ 
ta a ningun punto en absoluto. 



Una sola inecuacion en x, y y z representa generalmente a un conjunto de puntos que estan a un 
lado de la superficie representada por la correspond!ente ecuacion (junto con los puntos en dicha 
superficie si la inecuacion no es estricta). 


Ejemplo 4 


(a) La inecuacion z > 0 representa a todos los puntos que estan por encima del piano xy. 

(b) La inecuacion x 2 + y 2 > 4 dice que el cuadrado de la distancia desde (x, y, z) hasta el punto mas cer- 
cano (0, 0, z) en el eje z es como minimo 4. Esta inecuacion representa a todos los puntos que estan 
sobre el cilindro del Ejemplo 2(d) o fuera de el. 

(c) La inecuacion x 2 + y 2 + z 2 25 expresa que el cuadrado de la distancia desde (x, y, z) al origen no es 
mayor de 25. Representa una bola solida de radio 5 centrada en el origen, formada por todos los puntos 
que estan en el interior o en la esfera del Ejemplo 2(f). 
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Dos ecuaciones en x, y y z representan normal mente a un objeto uni dimensional, la recta o curva 
interseccion de las dos superficies representadas por las dos ecuaciones. Todo punto cuyas coor- 
denadas cumplan las dos ecuaciones debe estar en las dos superficies, y por tanto pertenecer a su 
interseccion. 


Ejemplo 5 


de ecuaciones? 
x + y + z = 1 
y - 2x = 0 

Solucion 


(a) 


iA que conjuntos de puntos del espacio tridimensional representan las siguientes parejas 

(b) 


x 2 + y 2 + z 2 = 1 
x + y = 1 


(a) La ecuacion x + y + z = 1 representa al piano oblicuo del Ejemplo 2(c), y la ecuacion y - 2x = 0 re- 
presenta un piano vertical que pasa por origen y por el punto (1, 2, 0). En conjunto, estas dos ecuacio¬ 
nes representan a la recta interseccion de los dos pianos. Esta recta pasa, por ejemplo, por el punto 
(0, 0, 1) y (|, I, 0) (cease la Figura 10.9(a)). 

(b) La ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 1 representa una esfera de radio 1 con centra en el origen, y x + y = 1 re¬ 

presenta un piano vertical que pasa por los puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Las dos superficies se cortan en 
una circunferencia, como se muestra en la Figura 10.9(b). La recta que va desde (1, 0, 0) hasta (0, 1, 0) 
es un diametro de la circunferencia, por lo que el centra de dicha circunferencia es el punto (|, 0) y 

su radio es J2 /2. 



(a) 


(b) 


Figura 10.9 

(a) Los dos pianos se cortan 
en una Ifnea recta. 

(b) Los dos pianos cortan a la 
esfera en una circunferencia. 


En las Secciones 10.4 y 10.5 presentaremos muchos mas ejemplos de objetos geometricos del 
espacio tridimensional representados por ecuaciones simples. 

Espacio euch'deo n-dimensional 

Los matematicos y los usuarios de las matematicas necesitan frecuentemente considerar un espa¬ 
cio n-dimensional, siendo n mayor que 3 y pudiendo incluso ser infinito. Es diffcil visualizar 
geometricamente un espacio de dimension 4 o superior. El secreto para tratar con estos espacios 
es considerar los puntos de un espacio n-dimensional como una n-tupla de numeros reales; es 

decir, (x 1( x 2 .x„) es un punto en el espacio n-dimensional en vez de ser solo las coordenadas 

de dicho punto. Y a no consideraremos a los puntos como elementos existentes en un espacio ff- 
sico, sino que empezaremos a pensar en el I os como objetos algebraicos. Utilizaremos el simbolo 
I R n para representar al espacio n-dimensional, indicando asf que los puntos son n-tuplas de nume- 
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ros reales. Por tanto, R 2 y R 3 indican el piano y el espacio tridimensional, respectivamente. No- 
tese que al pasar de R 3 a R n hemos cambiado un poco la notacion. En R 3 denominamos a las 
coordenadas x, y y z, mientras que en R" las hemos denominado x lf x 2 , ... y x n , para evitar que- 
darnos sin letras. Por supuesto, podrfamos hablar de coordenadas (x lf x 2 , x 3 ) en R 3 y (x lf x 2 ) en el 
piano R 2 , pero en estos casos se utiliza tradicionalmente (x, y, z) y (x, y). 

Aunque pensemos en los puntos de R n como n-tuplas y no como objetos geometricos, tampo- 
co deseamos perder toda la perspectiva de la geometria subyacente. Por analogfa con los casos 
de 2 y 3 dimensiones, seguiremos considerando que la expresion 

JiYl - *l) 2 + (y 2 - * 2 ) 2 + ••• + Vn - Xn) 2 

representa la di stand a entre los puntos de coordenadas (x 1; x 2 .x„) y (y 1( y 2 .y n ). Ademas 

denominaremos hiperplano al conjunto (n - l)-dimensional de puntos de R n que cumplen la 
ecuacion x n = 0, por analogfa con el piano z = 0 en R 3 . 

Description de conjuntos en el piano, el espacio tridimensional 
y el espacio n-dimensional 

Concluiremos esta seccion recopilando algunas definiciones de terminos que se utilizan para des¬ 
cribe conjuntos de puntos en R n para n ^ 2. Estos terminos pertenecen a la rama de las matema- 
ticas denominada topologi'a, y generalizan las nociones de intervalos abiertos y cerrados y de ex- 
tremos, utilizados para describir conjuntos en la recta real R. Aunque daremos las definiciones 
para R n , en general estaremos mas interesados en los casos en que n = 2 y n = 3. 

Se denomina entorno de un punto P en R n a un conjunto de la forma 

B r (P) = {0 eR":distancia de 0 a P < r} 

para algun r > 0. 

Para n = 1, si p e R, entonces B r (p) es el intervalo abierto (p - r, p + r) centrado en p. 

Para n = 2, B r (P) es el disco abierto de radio r centrado en el punto P. 

Para n = 3, B r (P ) es la bola abierta de radio r centrada en el punto P. 

Un conjunto S se denomina abierto en R n si todo punto de S tiene un entorno contenido 
en S. Todo entorno es en si mismo un conjunto abierto. Otros ejemplos de conjuntos abiertos 
en R 2 son los conjuntos de puntos x, y tales que x > 0 o tales que y > x 2 o incluso tales que 
y /x 2 . Generalmente, los conjuntos definidos por inecuaciones estrictas (utilizando > y <) son 
abiertos. Como ejemplos en R 3 tenemos los conjuntos de puntos (x, y, z) que cumplen 
x+y + z>2ol<x<3. 

El espacio complete R n es un conjunto abierto en si mismo. Por razones tecnicas, el conjunto 
vacfo (que no contiene puntos) tambien se considera abierto (ningun punto del conjunto vacfo 
deja de cumplir la condicion de tener un entorno contenido en el conjunto vacfo). 

El complemento, 5 C , de un conjunto S en R n es el conjunto de todos los puntos de R n que no 
pertenecen a S. Por ejemplo, el complemento del conjunto de puntos (x, y) en R 2 tales quex > 0 
es el conjunto de puntos tales quex 0. Se dice que un conjunto es cerrado si su complemento 
es abierto. En general, los conjuntos definidos por inecuaciones no estrictas (utilizando ^ y ^) 
son cerrados. Los intervalos cerrados son conjuntos cerrados en R. Como el espacio complete y 
el conjunto vacfo son ambos abiertos en R n y son complementos uno del otro, tambien son cerra¬ 
dos. Son los unicos conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados. 

Se dice que un punto P es un punto frontera de un conjunto S si todo entorno de P contiene 
puntos de S y puntos de S c . La frontera, fron(S), de un conjunto S es el conjunto de todos los 
puntos frontera de S. Por ejemplo, la frontera del disco cerrado x 2 + y 2 ^ 1 en R 2 es la circun- 
ferencia x 2 + y 2 = 1. Un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos frontera. Un conjunto 
abierto no contiene a ninguno de sus puntos frontera. 
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Un punto P se denomina punto interior de un conjunto S si pertenece a S pero no a su fron- 
tera. P es un punto exterior de S si pertenece al complemento de S pero no a su frontera. El 
interior int(S) y el exterior ext(S) de S estan formados por todos los puntos de su interior y de 
su exterior, respectivamente. Tanto int(S) como ext(S) son conjuntos abiertos. Si S es abierto, 
entonces int(S) = S. Si S es cerrado, entonces ext(S) = S c . 1/ease la Figura 10.10. 



Figura 10.10 El disco cerrado S formado por los puntos (x, y) e IR 2 que cumplen 
la inecuacion x 2 + y 2 ^ 1. Notense los entornos sombreados del punto frontera 
y el punto Interior. Fron(S) es la circunferencia x 2 +y 2 = 1; int(S) es el disco abierto 
x 2 + y 2 < 1; ext(S) es el conjunto abierto x 2 + y 2 > 1. 


Ejercicios 10.1 


Calcule la distancia entre las parejas de puntos de los 
Ejercicios 1-4. 

1 . (0, 0, 0) y (2, -1, -2) 

2 . (-1, -1, — 1) y (1, 1, 1) 

3. (1, 1, 0) y (0, 2, -2) 

4. (3, 8, -1) y (-2, 3, -6) 

5. iCual es la minima distancia del punto (x, y, z) (a) al 
piano xy, (b) al eje x? 

6 . Demuestre que el triangulo cuyos vertices son (1, 2, 3), 
(4, 0, 5) y (3, 6, 4) es un triangulo rectangulo. 

7. Calcule el angulo A en el triangulo de vertices 

A = (2, -1, -1), B = (0, 1, -2) y C = (1, -3, 1) 

8 . Demuestre que el triangulo cuyos vertices son (1, 2, 3), 
(1, 3, 4) y (0, 3, 3) es equi latero. 

9. Calcule el area del triangulo cuyos vertices son 
(1, 1, 0), (1, 0, 1) y (0, 1, 1). 

10. iCual es la distancia desde el origen hasta el punto 

(1, 1.1) en R"? 

11. iCual es la distancia desde el punto (1, 1.1) en el 

espacio n-dimensional al punto mas cercano en el ejexx? 

En los Ejercicios 12-23, describa (y dibuje si es posible) el 
conjunto de puntos de R 3 que cumplen las ecuaciones o 
inecuaciones dadas. 

12. z = 2 13. y>-l 

14. z = x 15. x + y = 1 

16. x 2 + y 2 + z 2 = 4 

17. (x - l) 2 + (y + 2) 2 + (z - 3) 2 = 4 


18. x 2 + y 2 + z 2 = 2z 19. y 2 + z 2 ^ 4 

20. x 2 + z 2 = 4 21. z = y 2 

22. z > Jx 2 + y 2 23. x + 2y + 3z = 6 

En los Ejercicios 24-32, describa (y dibuje si es posible) el 
conjunto de puntos de R 3 que cumplen las parejas de 
ecuaciones o inecuaciones dadas. 


24. 


26. 


28. 


30. 


x = 1 

y = 2 


z = 1 


z 2 = 4 


z 2 = 4 


,2 , 7 2 = 


Z 2 = 1 


y >x 


25. 

27. 

29. 

31. 


x = 1 
y = z 

x‘ + y 2 + z 2 = 4 
x 2 + y 2 + z 2 = 4x 
x‘ + y 2 = 1 
z = x 

x 2 + y 2 ^ 1 
z^y 


„ jx 2 +y 2 + z 2 sc i 

1 y * 2 + y 2 < z 

En los Ejercicios 33-36, especifique la frontera y el interior 
de los conjuntos S del piano cuyos puntos (x, y) cumplen 
las condiciones dadas. iEs S abierto, cerrado o ninguna de 
las dos cosas? 

33. 0 < x 2 + y 2 < 1 34. x ^ 0, y < 0 


35. x + y = 1 36. |x| + |y| < 1 

En los Ejercicios 37-40, especifique la frontera y el interior 
de los conjuntos S del espacio tridimensional cuyos puntos 
(x, y, z) cumplen las condiciones dadas. iEs S abierto, 
cerrado o ninguna de las dos cosas? 

37. 1 ^ x 2 + y 2 + z 2 ^ 4 38. x ^ 0, y > 1, z < 2 

39. (x - z) 2 + (y - z) 2 = 0 40. x 2 + y 2 < 1, y + z > 2 
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10.2 


Vectores 


Un vector es una entidad compuesta por un modulo (tamano o longitud) y una direccion. Por 
ejemplo, la velocidad de un objeto movil tiene un valor numerico y una direccion de movimien- 
to, por lo que es un vector. Los vectores se representan geometricamente mediante flechas (seg- 
mentos dirigidos) y a menudo se identifican realmente con estas flechas. Por ejemplo, el vector 
AB es una flecha con origen en el punto A y extremo en el punto B. Los vectores se representan 
mediante una letra en negrita, 


v = AB 


1 /ease la Figura 10.11. Cuando se escriben a mano, para representar un vector se puede utilizar 
una flecha sobre_una letra (v = AB). El modulo del vector v es la longitud de la flecha y se indi- 
ca como |v| o |A£f|. 



B 


Figura 10.11 El vector v = AB. 


Aunque los vectores tienen modulo y direccion, en general no tienen posicion, es decir, no 
estan situados en ningun punto en particular. Dos vectores, u y v, se consideran iguales si tienen 
la misma longitud y la misma direccion, aunque sus flechas representativas no coincidan. Las 
flechas deben ser paralelas, tener la misma longitud y apuntar en_la misma direccion. Por ejem¬ 
plo, en la Figura 10.12, si ABYX es un paralelogramo, entonces AB =XY. 

Por el momenta, consideraremos vectores en el piano, es decir, vectores cuyas flechas repre¬ 
sentativas estan en un piano. Si se utiliza un sistema de coordenadas cartesianas en el piano, se 
pueden definir las componentes x e y de cualquier vector. Si A_= (a, b) y P = (p, q ), como se 
muestra en la Figura 10.13, entonces las componentes x ey deAP son, respectivamente, p - a y 
q - b. Notese que si 0 es el origen y X es el punto (p - a, q - b), entonces 

m = V(p - a) 2 + (q - b) 2 = |OX | 

q _ 

pendiente de AP = -—- = pendiente de OX 

Por tanto, AP = OX. En general, dos vectores son iguales si y solo si tienen las mismas compo¬ 
nentes x ey. 




Flay dos importantes operaciones basicas definidas para vectores: suma y multiplicacion por 
un escalar. 
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DEFINICiON 1 Suma de vectores 

Dados dos vectores u y v, su suma u + v se define como sigue. Si se situa una flecha que 
representa al vector v con su origen en el extremo de una flecha que representa al vector u, 
entonces la flecha que va desde el origen de u hasta el extremo de v representa al vector 
u + v. En otras palabras, si u y v tienen su origen en el mismo punto, entonces u + v se 
representa por una flecha con su origen en ese punto y su extremo en el vertice opuesto del 
paralelogramo generado por u y v. Esto se muestra en la Figura 10.14(a). 


DEFINICION 2 M ultiplicacion por un escalar 

Si v es un vector y t es un numero real (denominado tambien escalar), entonces la multi- 
plicacion por un escalar tv es un vector de modulo |t| veces el modulo de v y cuya direc- 
cion coincide con la de v si t > 0 o es contraria a la de v si t<0. 1/ease la Figura 
10.14(b). Si t = 0, entonces tv tiene longitud cero y, por tanto, no tiene ninguna direccion 
en particular. Es el vector cero, que se representa por 0. 




V 


2v 


—y 


“2 V 

Figura 10.14 


(a) Suma de vectores. 

(b) 

(b) M ultiplicacion por un escalar. 


Supongamos que u tiene componentes a y b y que v tiene componentes x e y. Entonces las 
componentes de u + v son a + x y b + y, y las de tv son tx y ty. 1/ease la Figura 10.15. 



Figura 10.15 Las componentes de 
una suma de vectores o del producto 
de un escalar por un vector son la 
misma suma o multiplicacion de las 
correspondientes componentes de los 
vectores. 


En R 2 consideraremos dos vectores particulares con especial atencion. Son los siguientes: 

(i) El vector i desde el origen al punto (1, 0). 

(ii) El vector j desde el origen al punto (0, 1). 
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Es decir, las componentes de i son 1 y 0 y las componentes de j son 0 y 1. Estos vectores se 
denominan vectores de la base estandar del piano. Un vector r desde el origen hasta el punto 
(x, y) tiene componentes x e y, y se puede expresar de la forma 

r = <*, y> = xi + yj 

En la primera forma se especifica el vector indicando sus componentes entre parentesis angula- 
res; en la segunda forma r se escribe como una combinacion lineal de los vectores de la base 
estandar i y j (vease la Figura 10.16). El vector r se denomina vector de posicion del punto (x, y). 
Un vector de posicion tiene su origen en el origen de coordenadas y su extremo en el punto cuya 
posicion se especifica. La longitud de r es |r| = 



Figura 10.16 Todo vector se puede expresar como una combinacion lineal 
de los vectores de la base. 


De forma mas general, el vector AP, desde A = (a, b ) hasta P = (p, q), en la Figura 10.13, se 
puede escribir tambien en forma de una lista de componentes o una combinacion lineal de los 
vectores de la base estandar: 

AP = <p - a, q - b} = (p - a) i + (q - b) j 

Las sumas y las multiplicaciones de vectores por un escalar se expresan facilmente en terminos 
de componentes. Si u = u x i + u 2 j y v = t^i + v 2 j, y si t es un escalar (es decir, un numero 
real), entonces 

u + v = (uj + tij) i + (u 2 + v 2 ) j 
tu = (tiii) i + (tu 2 ) j 

El vector cero es 0 = Oi + Oj. Su longitud es cero y no tiene direccion especifica. Para todo vec¬ 
tor u se cumple que Ou = 0. Un vector unitario es un vector de longitud 1. Los vectores i y j 
de la base estandar son vectores unitarios. Dado un vector v distinto de cero, se puede formar un 
vector unitario v de la misma direccion que v multiplicandolo por el inverso de su longitud (un 
escalar): 



Ejemplo 1 


Si A = (2, -1), B = (-1, 3) y C = (0, 1), exprese los siguientes vectores como una com¬ 
binacion lineal de los vectores de la base estandar: 


(a) AB (b) fiC (c) AC (d ) AB + BC (e) 2AC - 3CB 

(f) Un vector unitario en la direccion deAB. 


Solucion 

(a) AB =(-1-2)1 + (3 - (-l))j = -3i + 4j 

(b) ST = (0 - {-l))i + (1 - 3)J = i - 2J 

(c) AC =(0-2)l + (l-(-l))J = -2 i + 2j 
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(d) AB + BC = AC = 2\ + 2j 

(e) 2AC - 3C~B = 2(-2 i + 2j) - 3{ — i + 2j) = —i — 2J 

_ AB 3 4 

(f) Un vector unitario en la direccion de AB es -==j = -i + -j 

En el ejemplo anterior esta implicito el hecho de que las operaciones de suma y multiplicacion 
por un escalar siguen las reglas algebraicas apropiadas, tales como 

U + V = V + u 

(u + v) + w = u + (v + w) 
u-v = u + (-l)v 
t(u + v) = tu + tv 


Vectores en el espacio tridimensional 

El algebra y la geometria de vectores descritas aqui se pueden extender a espacios de cualquier 
numero de dimensiones. Podemos pensar todavfa en vectores representados por flechas, y las su- 
mas y I os productos escalares se realizan igual que para vectores del piano. 

Dado un si sterna de coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional, se definen tres vec¬ 
tores de la base estandar, i, j y k, representados por flechas desde el origen a los puntos (1, 0, 0), 
(0,1, 0) y (0, 0,1), respectivamente (vease la Figura 10.17). Todo vector en el espacio tridimen¬ 
sional se puede expresar como una combinacion lineal de esos vectores de la base; por ejemplo, 
el vector de posicion del punto (x, y, z) se expresa como 

r = xi + yj + zk 



Se dice que las componentes de r son x, y y z. La longitud de r es 

| r | = Vx 2 + y 2 + z 2 

Si Pi = (x lf y v z x ) y P 2 = (x 2 , y 2 , z 2 ) son dos puntos del espacio tridimensional, entonces las 
componentes del vector v = P 1 P 2 , desde P 1 hasta P 2 , son x 2 - x lf y 2 - Yi y z 2 - z 1 y, por tanto, 
se representan en f unci on de los vectores de la base estandar de la siguiente forma: 


v = P^r 2 = (x 2 - x x )i + (y 2 - y x )j + (z 2 - z x )k 
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Ejemplo 2 


Si u = 2i + j - 2k y v = 3i 
tor unitario u en la direccion de u. 


Solucion 


2j k, calcule u + v, u - v, 3u - 2 v, |u|, |v| y un vec- 


u + v = (2 + 3)i + (l-2)J +{-2-l)k = 5l-J-3k 
u - v = (2 - 3)1 + (1 + 2)j + (-2 + l)k= -i + 3j ** k 
3u - 2v = (6 - 6)i + (3 + 4)j + (-6 + 2)k = 7j - 4k 
|u| = ^4 + 1 + 4 = 3, |v| = v / 9 + 4 + l = yi4 



El siguiente ejemplo ilustra la forma en la que se pueden utilizar los vectores para resolver pro- 
blemas sobre velocidades relativas. Si A se mueve con velocidad v A re , B relativa a B, y B se mue- 
ve con velocidad v Bre | C relativa a C, entonces A se mueve con velocidad v Are | C relativa a C, 
siendo 

V A rel C = V A rel B + V B rel C 


Ejemplo 3 


Una aeronave se mueve con una velocidad de 300 km/h. Si la velocidad del viento proce- 
dente del este es de 100 km/h, ien que direccion debe moverse la aeronave para volar en linea recta desde 
la ciudad P hasta la ciudad Q, que esta a 400 km al nornoreste de P? iCuanto durara el viaje? 


Solucion El problema es bidimensional, por lo que utilizaremos vectores en el piano. Escogeremos 
nuestro sistema de coordenadas de forma que los ejes x ey apunten al este y al norte, respectivamente. La 
Figura 10.18 ilustra las tres velocidades que se deben considerar. La velocidad del aire relativa a la tierra es 


^airerel tierra 


-lOOi 


y 



Figura 10.18 Diagrama de velocidades de la aeronave del Ejemplo 3. 


Si la aeronave se dirige en una direccion que forma un angulo 0 con la direccion positiva del eje x, enton¬ 
ces la velocidad de la aeronave relativa al aire es 

Vaeronave rel aire = 300 COS 0 i + 300 Sen 0] 

Por tanto, la velocidad de la aeronave relativa a la tierra es 

^aeronave rel tierra — ^aeronave rel aire "h ^ai re rel tierra 

= (300cost) - 100) i + 300sen 6\ 

Deseamos que esta ultima velocidad este en la direccion nornoreste, es decir, en una direccion que forme 
un angulo de 37i/8 = 67.5° con la direccion positiva del eje x. Por tanto, tenemos que 

^aeronave rel tierra lt[(COS67.5 )i + (Sen 67.5 )j] 
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siendo v la velocidad real de la aeronave. Comparando las dos expresiones de v aeronavere | tierra se obtiene 

3OOcos0 — 100 = ucos67.5° 

300 sen 9 = v sen 67.5° 

Eliminando v en esas dos ecuaciones se obtiene 

300 cos 9 sen 67.5° - 300 sen 9 cos 67.5° = 100 sen 67.5° 
o 

3 sen (67.5° - 6) = sen 67.5° 

Por tanto, la aeronave debe dirigirse en una direccion 9 dada por 

9 = 67.5° - arcsen Qsen 67.5°^ « 49.56° 

es decir, 49.56° al norte del este. Su velocidad es 

v = 300 sen 0/sen 67.5° « 247.15 km/h 

Por consiguiente, el viaje de 400 km durara aproximadamente 400/247.15 « 1.618 horas, o aproximada- 
mente 1 hora y 37 minutos. 


Cables y cadenas que cuelgan 

Cuando se suspende de sus extremos y cuelga bajo el efecto de la gravedad, un cable pesado o 
una cadena toma la forma de la curva denominada catenaria, que se corresponde con la grafica 
de la fund on coseno hiperbolico. Vamos a demostrarlo utilizando vectores para representar las 
diferentes fuerzas que actuan sobre el cable. 

Supongamos que el cable tiene una densidad lineal 5 (unidades de masa por unidad de longi- 
tud) y cuelga tal como se muestra en la Figura 10.19. Escogeremos un sistema de coordenadas 
de forma que el punto mas bajo L del cable este en (0, y 0 ); el valor de y 0 se especificara poste- 
riormente. Si P = (x, y) es otro punto del cable, hay tres fuerzas que actuan sobre el arco LP del 
cable entre L y P. Todas esas fuerzas se pueden representar utilizando componentes horizontales 
y verticales. 

(i) La tension horizontal H = -Hi en L. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que esta a 
la izquierda de L sobre el arco LP en L. 

(ii) La tension tangencial T = T h i + Tj. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que esta a la 
derecha de P sobre el arco LP en P. 

(iii) El peso W = -c5gsj del arco LP, siendo g la aceleracion de la gravedad y s la longitud del 
arco LP. 

Como el cable no se mueve, estas tres fuerzas deben equilibrarse; su vector suma debe ser cero: 

T + H + W = 0 

(T h -H)\ + (T V -Sgs)] =0 

Por tanto, T h = H y T v = Sgs. Como T es tangente al cable en P, la pendiente del cable en ese 
punto es 

dy = 1\ = 3gs = 
dx T h H dS 

siendo a = Sg/H una constante del cable dado. Diferenciando con respecto a x y utilizando el 
hecho, procedente de nuestro estudio de la longitud de arco, de que 
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Figura 10.19 Un cable que cuelga y las fuerzas 
que actuan sobre el arco LP. 


se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden, 


d 2 y _ ds 
d? = a dx 


= a 



que debe resolverse para obtener la ecuacion de la curva que representa al cable que cuelga. Las 
condiciones iniciales apropiadas son y = y 0 y dy/dx = 0 en x = 0. 

Como la ecuacion diferencial depende de dy/dx, en vez de y, sustituimos m(x) = dy/dx para 
obtener una ecuacion de primer orden en m: 


dm 

dx 


= aj 1 + m 2 


Esta ecuacion es separable; se integra utilizando el cambio m = senhu: 


1 


1 + m 2 


--dm = 


a dx 


du = 


coshu 


-.du= ax + Ci 


\ + senh 2 u 
senh^m = u = ax + Cj 
m = senh (ax + C : ) 

Como m = dy/dx = 0 en x = 0, tenemos que 0 = senhC^ por lo que C : = 0 y 

dy 

— = m = senh (ax) 
dx 

Esta ecuacion se integra facilmente para obtener y (si hubieramos utilizado para m un cambio 
por la tangente en vez de un cambio por el coseno hiperbolico hubieramos encontrado mas pro- 
blemas). 

y = - cosh (ax) + C 2 

d 
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Si se escoge y 0 = y(0) = 1/a, entonces, sustituyendo x = 0, se tiene C 2 = 0. Con esta seleccion 
de y 0 , encontramos por tanto que la ecuacion de la curva que representa al cable que cuelga es la 
catenaria 

y = - cosh (ax) 
d 

Observacion Si un cable que cuelga soporta cargas adicionales a su propio peso, tomara una 
forma diferente. Por ejemplo, un cable que da soporte a un puente suspendido cuyo peso por uni- 
dad de longitud es mucho mayor que el del cable tomara la forma de una parabola. 1/ease el 
Ejercicio 34 posterior. 

Producto escalary proyecciones 

Existe otra operacion entre vectores de cualquier dimension mediante la cual se combinan dos 
vectores para producir un numero denominado producto escalar. 

DEFINICION 3 Producto escalar de dos vectores 

Dados dos vectores u = u 3 i + u 2 j y v = rj + v 2 j en R 2 , se define su producto escalar 
u *v como la suma de los productos de sus correspondientes componentes: 

u *v = + u 2 v 2 

A veces utiliza la expresion producto interno en vez de producto escalar. De forma simi¬ 
lar, dados los vectores u = Uji + ui 2 j + u 3 k y v = i^i + v 2 j + t 3 k en R 3 , 

u • v = u 1 v 1 + u 2 v 2 + u 3 v 3 


El producto escalar tiene las siguientes propiedades algebraicas, que se pueden comprobar facil- 
mente utilizando la definicion anterior: 

u*v = v*u (propiedad conmutativa) 

u»(v + w) = u«v + u»w (propiedad distributiva) 

(tu) *v = u*(tv) = t(u*v) (para t real) 

U • U = I u I 2 

El significado real del producto escalar se demuestra mediante el siguiente resultado, que se po- 
dria haber utilizado para definir el producto escalar: 

TEOREMA^^ Si 6 es el angulo que forman las direcciones de u y v (0 s? 6 ^ n), entonces 

U • V = I U I I v| cos 0 

En particular, u *v = 0 si y solo si u y v son perpendiculares (por supuesto, el vector cero 
es perpendicular a todo vector). 

DEMOSTRACION Observese la Figura 10.20 y apliquese el Teorema del Coseno al 
triangulo formado por las flechas u, v y u - v: 

|u| 2 + |v| 2 - 2|u| |v| cos 0 = u - v| 2 = (u - v) *(u - v) 

= u «(u - v) - v*(u - v) 

= u*u-u*v-v*u + v»v 

= |u| 2 + |v| 2 - 2u.v 
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Ejemplo 4 


Calcule el angulo 0 que forman los vectores u = 2i+j - 2kyv = 3i-2j -k. 
Solucion Despejando 0 de la formula u»v = |u||v|cos0 se obtiene 


0 = cos 


U • V 

|u|M 


= cos 


(2)(3) + (1)( — 2) + (— 2)( — 1) 


3^14 


= COS 


-1 




57.69° 


A veces resulta de utilidad proyectar un vector sobre otro. Definiremos la proyeccion escalar y el 
vector proyeccion de u en la direccion de v: 


DEFINICION 4 Proyeccion escalar y vector proyeccion 

La proyeccion escalar s de un vector u en la direccion de un vector v distinto de cero es 
el producto escalar de u por un vector unitario en la direccion de v. Por tanto, es el numero 


u • v 

s = —— = I U | COS 0 


siendo 0 el angulo formado por u y v. 

El vector proyeccion u v de u en la direccion de v (vease la Figura 10.21) es la multi- 
plicacion por la proyeccion escalar de u en la direccion de v de un vector unitario v en la 
direccion de v, es decir, 


vector proyeccion de u sobre v = u v 


u *v 


U • V 



Figura 10.21 Proyeccion escalar s y vector proyeccion u v de un vector u 
sobre el vector v. 
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Notese que |s| es la longitud del segmento sobre la recta definida por el vector v que resulta de 
trazar perpendiculares a esa recta desde el origen y el extremo de u. Ademas, s es negativo si 
9 > 90°. 

M uchas veces es necesario expresar un vector como una suma de otros dos vectores, uno de 
ellos paralelo y el otro perpendicular a una direccion dada. 


Ejemplo 5 


Exprese el vector 3i + j como suma de vectores u 
v perpendicular a u. 


v, siendo u vector paralelo a i + j y 


Solucion 


METODO I (Uso del vector proyeccion) Notese que u debe ser el vector proyeccion de 3 i + j en la di¬ 
reccion de i + j. Por tanto, 


u = 


(3i +JMI+J) 
|i+jl 2 


4 

(i + j) = 2 (■ + j) = 2i + 2j 


v = 3i+j-u = i- j 

M ETODO II (Partiendo de principios basicos) Como u es paralelo a i + j y v es perpendicular a u, tene- 
mos que 

u = t(i + j) y v*(i + j) = 0 

para algun escalar t. Queremos que u + v = 3i + j. Realizando el producto escalar de esta ecuacion por 

i + j: 

u • (i + j) + v • (i + j) = (31 + j) *(i + j) 
t(i + j) • (i +j) + 0 = 4 


Por tanto, 2t = 4 y t = 2. Entonces, 

u = 2 i + 2 j 


v = 3i + j 


' J 


Vectores en el espacio n-dimensional 

Todas las ideas anteriores son aplicables a vectores en espacios de cualquier dimension. Los vec¬ 
tores en IR n se pueden expresar como combi naci ones lineales de I os n vectores unitarios 

e! desde el origen al punto (1, 0, 0.0) 

&2 desde el origen al punto (0, 1, 0.0) 

e n desde el origen al punto (0, 0, 0.1) 

Esos vectores forman una base estandar en IR n . Un vector x n-dimensional con componentes x x , 
x 2 . x n se puede expresar de la forma 

x = + x 2 &2 + • • • + x n e n 

La longitud de x es |x| = Jx\ + x\ + • • • x 2 n . El angulo entre dos vectores x e y es 


siendo 

x*y = x 1 y 1 + x 2 y 2 + ••• + x n y n 

No haremos mucho uso de vectores n-dimensionales para n > 3, pero todo lo que se ha dicho 
hasta ahora para vectores en dos o tres dimensiones se puede apli car a vectores n-dimensionales. 
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Ejercicios 10.2 


1. Sea A = (-1, 2), B = (2, 0), C = (1, -3), D = (0, 4). 
Exprese los siguientes vectores como combinacion 
lineal de los vectores de la base estandar i y j en R 2 . 

(a) AS, (b) BA, (c) AC, (d) BD, (e) DA, 
(f)AS-BC, (g) At -> 246 + 3CD, 



En los ejercicios 2 y 3, calcule lo siguiente para los 
vectores dados u y v: 

(a) u + v, u - v, 2u - 3v 

(b) Las longitudes |u| y |v|. 

(c) Los vectores unitarios u y v en las direcciones de 
u y v, respectivamente. 

(d) El producto escalar u• v. 

(e) El angulo que forman u y v. 

(f) La proyeccion escalar de u en la direccion de v. 

(g) El vector proyeccion de v sobre u. 

2. u = i jyv = j+ 2k 

3. u = 3i + 4j - 5k y v = 3i - 4j - 5k 

4 . Utilice vectores para demostrar que el triangulo de 
vertices (-1, 1), (2, 5) y (10, -1) es rectangulo. 

En los Ejercicios 5-8, demuestre los resultados geometricos 
que se plantean utilizando vectores. 

5 . El segmento que une los puntos medios de dos lados de 
un triangulo es paralelo al tercer lado y tiene la mitad 
de su longitud. 

6. Si P, Q, R y 5 son los puntos medios de los lados AB, 
BC, CD y DA, respectivamente, del cuadrilatero 
ABCD, entonces PQRS es un paralelogramo. 

* 7. Las diagonales de todo paralelogramo se cortan en la 

mitad unas a otras. 

* 8 . Las medianas de un triangulo se cortan en un punto 

comun (la mediana es la recta que une un vertice con 
el punto medio del lado opuesto. El punto comun se 
denomina centroide del triangulo). 

9 . Una veleta montada en el techo de un coche que se 
mueve al norte con una velocidad de 50 km/h indica 
que el viento viene del oeste. Cuando el coche duplica 
su velocidad, la veleta indica que el viento proviene 
del noroeste. /De que direccion procede el viento y 
cual es su velocidad? 

10 . Un rio recto de 500 m de ancho fluye hacia el este con 
una velocidad constante de 3 km/h. Si un bote se puede 
desplazar en el agua con una velocidad de 5 km/h, /en 
que direccion habra que dirigirlo si se desea remar del 


punto A en la orilla sur hasta el punto B en la orilla 
norte situado exactamente al norte de A? /Cuanto 
tiempo durara el viaje? 

* 11 . /En que direccion habra que dirigirse para cruzar el 
rio del Ejercicio 10 si solo se puede remar a 2 km/h, 
y se desea cruzar desde el punto A hasta un punto C 
en la orilla norte, situado a k km aguas abajo de 8? 
/Para que valores de k no es posible el viaje? 

12 . Cierta aeronave vuela con una velocidad de 750 km/h. 
/En que direccion debera dirigirse para progresar hacia 
el este verdadero si el viento es del noreste y tiene una 
velocidad de 100 km/h? /Cuanto tiempo tardara en 
viajar a una ciudad situada a 1500 km de su punto de 
parti da? 

13 . /Para que valor de t es el vector 2ti + 4j - (10 + t)k 
perpendicular al vector i + tj + k? 

14 . Calcule el angulo que forman la diagonal del cubo y 
uno de sus lados. 

15 . Calcule el angulo que forman una diagonal del cubo y 
una diagonal de una de las caras del cubo. Obtenga 
todas las posibles respuestas. 

16 . (Cosenos directores) Si un vector u de R 3 forma 
angulos a, ji y y con los ejes coordenados, demuestre 
que 

u = cosai + cos /3j + cosyk 

es un vector unitario en la direccion de u, de forma 
que cos 2 a + cos 2 jS + cos 2 y = 1. Los numeros cos a, 
cos p y cosy se denominan cosenos directores de u. 

17 . Calcule un vector unitario que forme angulos iguales 
con los tres ejes coordenados. 

18 . Calcule los tres angulos de un triangulo de vertices 
(1, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 3). 

19 . Si r - ! y r 2 son los vectores de posicion de P 1 y P 2 , y 2 
es un numero real, demuestre que 

r = (1 - l)ri + 2r 2 

es el vector de posicion de un punto P situado en la 
recta que une P 1 y P 2 . /Donde esta P si 2 = 1/2? /Y si 
2 = 2/3? /Y si 2 = -1? /Y si 2 = 2? 

20 . Sea a un vector distinto de cero. Describa el conjunto 
de todos los puntos del espacio tridimensional cuyos 
vectores de posicion r cumplen que a • r = 0. 

21 . Sea a un vector distinto de cero, y sea b un numero 
real cualquiera. Describa el conjunto de puntos en el 
espacio tridimensional cuyos vectores de posicion r 
cumplen que a«r = b. 
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En los Ejercicios 22-24, u = 2i + j - 2k, v = i + 2j - 2k 
y w = 2 i — 2 j = k. 

22. Obtenga dos vectores unitarios tales que los dos sean 
perpendiculares simultaneamente a u y v. 

23. Obtenga un vector x que cumpla el sistema de 
ecuaciones x • u = 9, x • v = 4, x • w = 6. 

24. Obtenga dos vectores unitarios tales que cada uno 
forme angulos iguales con u, v y w. 

25. Obtenga un vector unitario que sea la bisectriz del 
angulo entre dos vectores cualesquiera distintos de 
cero, u y v. 

26. Dados dos vectores no paralelos u y v, describa el 
conjunto de puntos tales que sus vectores de posicion r 
sean de la forma r = 2u + /tv, siendo X y /< numeros 
reales arbitrarios. 

27. (Desigualdad del triangulo) Sean u y v dos vectores. 

(a) Demuestre que |u + v| 2 = |u| 2 + 2u »v + |v| 2 . 

(b) Demuestre que u«v < |u ||v|. 

(c) Deduzca a partir de (a) y (b) que |u + v| ^ u + |v|. 

28. (a) iPor que se denomina la desigualdad del Ejercicio 

27(c) desigualdad del triangulo? 

(b) iQue condiciones sobre u y v implican que 

|u + v| = |u| + |v|? 

29. (Bases ortonormales) Sean u = |i + fj,v = fi |j 
y w = k. 

(a) Demuestre que |u| = |v| = |w| = 1 y 

u»v = u»w = v»w = 0. u, v y w son vectores 
unitarios mutuamente perpendiculares y, como 
tales, se dice que forman una base ortonormal de 

R 3 . 

(b) Si r = xi + yj + zk, demuestre por calculo directo 
que 

r = (r • u)u + (r • v)v + (r • w)w 

30. Demuestre que si u, v y w son tres vectores unitarios 
mutuamente perpendiculares en R 3 y 

r = au + bv + cw, entonces a = r»u, ib = r»vy 
c = r • w. 

31. (Resolution de un vector en direcciones 
perpendiculares) Si a es un vector distinto de cero y 


w es un vector cualquiera, obtenga dos vectores u y v 
tales que w = u + v, u sea paralelo a a y v sea 
perpendicular a a. 

32. (Expresion de un vector como combination lineal de 
otros dos vectores coplanares con el) Suponga que u, 
v y r son los vectores de posicion de los puntos U , V y 
P , respectivamente, que u no es paralelo a v y que P 
esta en el mismo piano que contiene al origen, a U y a 
V. Demuestre que existen numeros X y /< tales que 
r = lu + /(V. Sugerencia: Exprese v y r como suma de 
vectores paralelos y perpendiculares a u, como se 
sugiere en el Ejercicio 31. 

*33. Dadas las constantes r, s y t, con r # 0 y s # 0, y 
dado un vector a que cumple que |a| 2 > 4rst, resuelva 
el sistema de ecuaciones 

frx + sy = a 

jx • y = t 

obteniendo los vectores desconocidos x e y. 


Cables que cuelgan 


34. (Un puente en suspension) Si un cable que cuelga 
soporta un peso con densidad lineal horizontal 
constante (de forma que el peso que soporta el arco LP 
en la Figura 10.19 es Sgx en vez de Sgs), demuestre 
que el cable toma la forma de una parabola en vez de 
una catenaria. Este es probablemente el caso de los 
cables de un puente en suspension. 

35. En un punto P, separado 10 m horizontalmente [□ 
de su punto mas bajo L, un cable forma un angulo ill 
de 55° con la horizontal. Calcule la longitud del cable 
entre L y P. 

36. Calcule la longitud s del arco LP del cable colgante de 
la Figura 10.19, utilizando la ecuacion 

y = (1/a) cosh (ax) calculada para dicho cable. A partir 
de aqui, verifique que el modulo T = |T| de la tension 
del cable en cualquier punto P = (x, y) es T = Sgy. 


37. Un cable de 100 m de longitud cuelga entre dos 
torres separadas 90 m de forma que sus extremos 
estan sujetos a la misma altura en las dos torres. 
iA que distancia de esa altura esta el punto mas bajo 
del cable? 


10.3 


Producto vectorial en el espacio tridimensional 


Se define, unicamente en el espacio tridimensional, otra clase de producto entre dos vectores de- 
nominado producto vectorial, que se expresa como uxv. 
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DEFIIMICION 5 

Dados dos vectores u y v en R 3 , el producto vectorial u xv es un unico vector que cum- 
ple las tres condiciones siguientes: 

(i) (u xv) *u = 0 y (u xv) *v = 0 

(ii) | u xv| = | u 11 v |sen0, siendo 0 el angulo queforman u y v. 

(iii) u, v y u xv forman un triedro orientado segun la mano derecha. 


Si u y v son paralelos, la condicion (ii) dice que u xv = 0 , el vector cero. En otro caso, en cual- 
quier punto de R 3 , existe una unica recta que es perpendicular a u y v. La condicion (i) dice que 
uxv es paralelo a esta recta. La condicion (iii) determina cual de las dos direcciones de esta 
recta es la direccion de u xv; un tornillo orientado a la derecha avanza en la direccion de u xv si 
se rota en la direccion que va de u a v (esto equivale a decir que el pulgar, el indice y el dedo 
medio de la mano derecha apuntan en las direcciones de u, v y u xv, respectivamente). 

Si u y v tienen su origen en el punto P, entonces u xv es normal (es decir, perpendicular) al 
piano que pasa por P y contiene a los vectores u y v y, por la condicion (ii), uxv tiene una 
longitud igual al area del paralelogramo generado por u y v (vease la Figura 10.22). Estas pro- 
piedades hacen del producto vectorial una herramienta muy util para la descripcion de pianos 
tangentes y rectas normal es a superficies en R 3 . 



Figura 10.22 u x v es perpendicular a u y v y su longitud es igual al area 
del paralelogramo sombreado. 


La definicion de producto vectorial dada anteriormente no requiere ningun sistema de coordena¬ 
das y, por tanto, no muestra directamente las tres componentes del producto vectorial con res- 
pecto a una base estandar. Estas componentes las proporciona el siguiente teorema: 


TEOREMA^j^ Componentes del producto vectorial 

Si u = Uii + u 2 j + u 3 k y v = nj + v 2 ] + v 3 k, entonces 

U XV — (u 2 V^ U 2 V 2 )l + (U^Vi ~F [u\V 2 t^t^) k 

DEMOSTRACION Observemos en primer lugar que el vector 

W = (il 2C3 C/ 3^2) I + (U3C1 ^1^3)1 ~F (UiU 2 U2Ci)k 

es perpendicular a u y v, ya que 

U • V = Ui(u 2 V^ il^V 2 ) ~F U 2 (U 2 Vj ^1^3) + C/3(C 7 1IZ2 U2C1) = 0 

y de forma similar v*w = 0. Por tanto, u xv es paralelo a w. A continuacion, demostrare- 
mos que w y u xv tienen la misma longitud. De hecho, 
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y 


|w| 2 — (u 2^3 U 3 V 2) 2 + (U 3 V 1 U 1 V 3) 2 + (UiV 2 U 2 V 1) 2 

— U 2^3 ^3^2 2U2V3U3V2 “t“ U3V1 ~t" ^1^3 

2 U 3 V 1 U 1 V 3 ~h U 1 U 2 4"" ^2^1 2U]^2^2^1 


u xv| 2 = | u| 2 1 v| 2 sen 2 0 

= |u| 2 |v| 2 (1 - cos 2 A) 

= |u| 2 1v| 2 - (U.v) 2 

= ( U 3 ~t~ U2 " 4 " V2 V3) (Uit>i "t" U 2^2 4 ” ^3^3) 

= ufvj + u\v\ + U 2 v 2 + u 2 v 2 + u\v\ + u\v\ + U3U 2 + ujvl + ulvl 
UlV 2 l u\v 2 U3V3 2 UiViU 2 V 2 2U1V1U3V3 2U2V2U3V3 

|w| 2 


Puesto que w es paralelo a uxv, y tiene su misma longitud, tenemos que uxv = w 0 
uxv = -w. Queda demostrar que la eleccion correcta es la primera. Para ver que esto es 
asi, supongamos que el triedro que forman los vectores u, v y w se rota rigidamente en el 
espacio tridimensional de forma que u apunte en la direccion del eje x positivo y v este en 
la mitad superior del piano xy. Entonces u = uj y v = wj + v 2 j, siendo > 0 y v 2 > 0. 
Por la «reg I a de la mano derecha», uxv debe apuntar en la direccion del eje z positivo. 
Pero w = k apunta en esa direccion, por lo que u xv = w es la eleccion correcta. 


La formula del producto vectorial expresada en funcion de las componentes puede parecer com- 
plicada y asimetrica. Sin embargo, como veremos posteriormente, se puede expresar mas facil- 
mente utilizando un determinante. M as adelante en esta seed on estudiaremos los determinantes. 


Ejemplo 1 


(a) i xi = 0, 

j *j = 0, 
k x k = 0, 


(Calculo de productos vectoriales) 
i xj = k, j xi = k, 
j x k = i, k x j = i, 

kxi = j, i xk = -j. 


(b) (21 +j - 3k) x (—2j + 5k) 

= «1)(5) ( 2)(-3))i + ((— 3)(0) - (2)(5))j + ((2)(— 2) - (l)(0))k 

= -i - lOj - 4k 


El producto vectorial tiene algunas de las propiedades de los productos, pero no todas. Resumi- 
remos sus propiedades algebraicas como sigue: 

Propiedades del producto vectorial 

Si u, v y w son vectores de IR 3 y t es un numero real (un escalar), entonces 

(i) uxu = 0 

(ii) uxv= -vxu (El producto vectorial es anticonmutativo) 

(iii) (u + v) xw = u xw + vxw 

(iv) ux(v + w) = U XV + uxw 

(v) (tu) XV = U X (tv) = t(u xv) 

(vi) u»(uxv) = v»(uxv) = 0 
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Todas estas igualdades se pueden verificar facilmente utilizando las componentes, la definicion 
de producto vectorial o las propiedades de los determinantes que se presentan posteriormente. Se 
dejan como ejercicios para el lector. Notese la ausencia de la propiedad asociativa. El producto 
vectorial no es asociativo (vease el Ejercicio 21 al final de esta seccion). En general, 

ux(vxw) ^ (uxv) xw 


Determinantes 

Para simplificar ciertas formulas, como las de la representacion en componentes del producto 
vectorial, presentaremos los determinantes 2 x 2y3 x 3. Los determinantes general es n x n se 
estudian normalmente en cursos de algebra lineal. Apareceran en la Seccion 10.6. En esta sec¬ 
cion simplemente consideraremos las propiedades de los determinantes, necesarias para utilizar- 
las como ayuda en la expresion de formulas que de otra forma serian complicadas. 

Un determinante es una expresion en la que intervienen los elementos de una matriz cuadra- 
da de numeros. El determinante de una matriz de numeros 2x2 

a b 
c d 

se expresa encerrando la matriz entre barras verticales y su valor es el numero ad - be: 


a b 
c d 


ad - be 


Es el producto de los elementos de la diagonal principal de la matriz menos el producto de los 
elementos de la diagonal secundaria, como se muestra en la Figura 10.23. Por ejemplo, 

l ] = (1)(4) - (2)(3) = -2 



Figura 10.23 


De forma similar, el determinante de una matriz de numeros 3 x 3 se define como 



a b c 



d e f 
g h i 

= aei + bfg + cdh - gee - hfa - idb 


Observese que en cada uno de los seis productos del valor del determinante interviene un ele- 
mento de cada fila y un elemento de cada columna. Teniendo esto en cuenta, cada uno de los 
terminos podria verse como el producto de los elementos de la diagonal de una matriz ampliada, 
obtenida repitiendo las dos primeras columnas de la matriz a la derecha de la tercera columna, 
como se muestra en la Figura 10.24. El valor del determinante es la suma de los productos co¬ 
rrespond ientes a las tres diagonal es principales completes menos la suma de los correspond! entes 
a las tres diagonales secundarias. Con la practica, podemos formar esos productos de las diago¬ 
nals sin necesidad de escribir explfeitamente la matriz ampliada. 
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Figura 10.24 ATENCION: Este metodo no funciona para determinantes 
de orden 4 x 4 o superior. 


Si se agrupan I os elementos de la expresion del determinante sacando factor comun I os ele- 
mentos de la primera fila, se obtiene 


a b 
d e 
g h 


= a(ei 



- fh) - b(di - fg ) + c(dh 


f 

i 




e 

h 


eg) 


Los determinantes 2 x 2 que aparecen aqui (denominados menores del determinante 3x3 dado) 
se obtienen eliminando la fila y la columna que contienen al elemento correspond!ente del deter¬ 
minante 3x3 original. Este proceso se denomina desarrollo en menores respecto a la primera 
fila del determinante 3x3. 

Este desarrollo en menores se puede realizar con respecto a cualquier fila o columna. Notese 
que aparece un signo menos en cualquier termino cuyo menor se obtenga borrando la fila i-e si- 
ma y la columna j-esima, siendo / + j un numero impar. Por ejemplo, podemos desarrollar el 
determinante anterior en menores respecto a la segunda columna como sigue: 


a b c 
d e f 
g h i 

= -bdi + bfg + eai - ecg - haf + hcd 


= -b 


d f 
9 i 


+ e 


a c 
9 i 


- h 


a c 
d f 


Por supuesto, se obtiene el mismo valor que antes. 


Ejemplo 2 


1 4 -2 

-3 1 0 

2 2 -3 



-2 

-3 


= 3(-8) + 1 = -23 

Hemos desarrol I ado respecto a la segunda fila; la tercera columna tambien habria sido una buena 
eleccion (ipor que?). 


Cualquier fila (o columna) de un determinante puede verse como las componentes de un vector. 
Entonces el determinante es una funcion lineal de ese vector. Por ejemplo, 


a 

b 

c 


a 

b 

c 


a 

b 

c 

d 

e 

f 

= s 

d 

e 

f 

+ t 

d 

e 

f 

sx + tl 

sy + tm 

sz + tn 


X 

y 

z 


1 

m 

n 


ya que el determinante es una funcion lineal de su tercera fila. Esta propiedad y otras de los de¬ 
terminantes se desprenden directamente de la definicion. A continuacion se resumen algunas 
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otras de sus propiedades. Se definen por filas y para determinantes 3x3, pero se pueden plan- 
tear definiciones similares por columnas y para determinantes de cualquier orden. 


Propiedades de los determinantes 

(i) Si se intercambian dos filas de un determinante, entonces el determinante cambia de 
signo: 


d e f 


a b c 

a b c 

= - 

d e f 

g h i 


g h i 


(ii) Si dos filas de un determinante son iguales, el valor del determinante es 0: 


a b c 
a b c 
g h i 


0 


(iii) Si se suma un multi pi o de una fila de un determinante a otra fila, el valor del determi¬ 
nante no cambia: 


a b c 


a b c 

d + ta e + tb f + tc 

= 

d e f 

g h i 


g h i 


El producto vectorial como un determinante 


Los elementos de un determinante son en general numeros que se multiplican para obtener el 
valor del determinante. Sin embargo, es posible utilizar vectores como elementos de una fila (o 
columna) de un determinante. Cuando se desarrol I a en menores respecto a esa fila (o columna), 
el menor de cada elemento vector es un numero que determina el multiplo escalar de dicho vec¬ 
tor. La formula para el producto vectorial de 


u = uj + u 2 j + u 3 k y v = vii + v 2 j + v 3 k 

presentada en el Teorema 2 se puede expresar simbolicamente como un determinante en el que 
los vectores de la base estandar forman la primera fila: 


U XV 


i j k 

U 1 u 2 u 3 

Vi v 2 v 3 


u 2 

u 3 

j _ 

U l 

U 3 

j + 

Ui U 2 

V 2 

1-3 


V 1 

V 3 

Vi v 2 


La formula del producto escalar dada en ese teorema coincide con el desarrol I o de este determi¬ 
nante en menores respecto a la primera fila. 


Ejemplo 3 


Calcule el area de un triangulo cuyos vertices estan en los puntos A =(1, 1, 0), B =(3, 0, 2) 


yc ={0, -i, l). 


Solucion Dos lados del triangulo (Figura 10.25) estan dados por los vectores: 

AI = 2i-j + 2k y AC = -i-2j + k 
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El area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo generado por A6 y At. Por definicion de pro¬ 
ducts vectorial, el area del triangulo debe ser, por tanto, 


1 

2 


__ __ 1 

\AB xAC | = - 


i j k 

2 - 12 | 
-1 -2 1 


1 

2 


13 i 


4j 


5k| = 


9 + 16 + 25 = 


2 unidades al cuadrado 


U n paralelepipedo es el analogo tridimensional de un paralelogramo. Esunsolido con tres pare- 
jas de caras planas paralelas. Cada una de las caras tiene la forma de un paralelogramo. U n ladri- 
llo rectangular es un caso especial de paralelepipedo en el cual las caras que no son paralelas se 
cortan formando angulos rectos. Se dice que un paralelepipedo esta generado por tres vectores 
que coinciden con tres de sus ejes que se cruzan en un vertice (vease la Figura 10.26). 



Ejemplo 4 


Calcule el volumen del paralelepipedo generado por u, v y w. 


Solucion El volumen del paralelepipedo es igual al area de una de sus caras, por ejemplo, la cara gene- 
rada por v y w, multiplicada por la altura del paralelepipedo medida en la direccion perpendicular a esa 
cara. El area de la cara es |vxw|. Como vxw es perpendicular a esa cara, la altura h del paralelepipedo 
sera el valor absolute de la proyeccion escalar de u sobre vxw. Si 0 es el angulo que forman u y vxw, 
entonces el volumen del paralelepipedo se expresa como 


Volumen = |u||v x w| |cos0| = |u«(vxw)| unidades al cubo 


DEFINICION 6 

La expresion u *(vxw) se denomina producto escalar triple de los vectores u, v y w. 
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El producto escalar triple se expresa facilmente mediante un determinante. Si u = uj + u 2 j + u 3 k, 
y se utilizan representaciones similares para v y w, entonces 


u *(vxw) = U 1 12 
w 2 

1/1/3 

r’l 

- u 2 

1/1/ ! 

l> 3 Vi 

+ U 3 

I/I/3 l/l/i 

v 2 

w 2 


Ul 

U 2 

U3 



= 

Vl 

v 2 

V3 




i/i/j 

w 2 

1/1/3 




El volumen del paralelepipedo generado por u, v y w es el valor absoluto de este determinante. 

Utilizando las propiedades de los determinantes, se verifica facilmente que (vease el Ejerci- 
cio 18 posterior) 

u*(vxw) = v*(wxu) = w*(uxv) 

Notese que u, v y w permanecen en el mismo order? ciclico en esas tres expresiones. Si se invir- 
tiera el orden se introduciria un factor de -1: 

u*(vxw) = -u»(wxv) 

Se dice que tres vectores en el espacio tridimensional son coplanares si el paralelepi pedo que 
generan tiene volumen cero; si sus origenes coinciden, esos tres vectores deben estar en el mis¬ 
mo piano. 

u, v, y w son coplanares o u*(vxw) = 0 

Ui u 2 u 3 

o Vi v 2 v 3 = 0 

i/i/j i/i / 2 i/i / 3 

Tres vectores son realmente coplanares si cualquiera de el I os es 0, 0 si cualquier pareja de el I os 
es paralela. Si no se aplica ninguna de esas dos condiciones degeneradas, solo pueden ser copla¬ 
nares si uno de el I os se puede expresar como combinacion lineal de los otros dos (vease el Ejer- 
cicio 20 posterior). 

Aplicaciones del producto vectorial 

Los productos vectoriales son de considerable importancia en mecanica y en teorfa electromag- 
netica, asf como en el estudio del movimiento en general. Por ejemplo: 

(a) La velocidad lineal v de una particula de un cuerpo en rotacion situada en la posicion r con 
elocidad angular Q respecto al origen, se expresa como v = Qxr (para mas detalles, vease 
la Seccion 11.2). 

(b) El momenta angular de un planeta de masa m que se mueve con velocidad v en orbita alre- 
dedor del sol, se expresa como h = r xmv, siendo r el vector de posicion del planeta respec¬ 
to al origen situado en el sol ( vease la Seccion 11.6). 

(c) Si una particula con carga electrica q se mueve con velocidad v en un campo magnetico 
cuya fuerza y direccion estan dados por un vector B, entonces la fuerza que el campo ejerce 
en la particula se expresa como F = gvxB. El rayo de electrones del tubo de una television 
esta controlado por campos magneticos que utilizan este principio. 

(d) El torque T de una fuerza F aplicada en el punto P con vector de posicion r con respecto a 
otro punto P 0 con vector de posicion r 0 se define como 

T =P 0 p- X F=(r-r 0 )xF 

Este torque mide la efectividad de la fuerza F para causar la rotacion alrededor del punto P 0 . 
La direccion de T es la del eje que pasa por P 0 respecto al que actua F para rotar P. 
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Ejemplo 5 


Una rueda de automovil tiene su centra en el origen y gira alrededor del ejey. Una de sus 
tuercas de retencion esta situada en la posicion P Q = (0, 0, 10) (las distancias se miden en centimetros). 
Una Have de neumaticos de 25 cm de longitud e inclinada un angulo de 60° con respecto a la direccion de 
su empunadura, se ajusta a la tuerca como se indica en la Figura 10.27. Si se aplica a la empunadura de la 
Have una fuerza horizontal F = 500i newtons (N), icual es el torque sobre la tuerca? iQue parte (compo- 
nente) de este torque es efectiva para girar la tuerca sobre su eje horizontal? iCual es el torque efectivo que 
intenta girar la rueda? 


Z 



Figura 10.27 La fuerza sobre la empunadura es de 500 N directamente 
en nuestra direccion. 


Solucion La tuerca esta en la posicion r 0 = 10k y la empunadura de la have esta en la posicion 
r = 25cos60°j + (10 + 25 sen 60°)k « 12.5j + 31.65k 
El torque de la fuerza F sobre la have es 

T = (r - r 0 ) x F 

* (12.5j + 21.65k) x5001 a 10 825j - 6250k 

que forma angulos rectos con F y con el brazo de la have. Solo la componente horizontal de este torque es 
efectiva para girar la tuerca. El modulo de esta componente es de 10 825 N -cm, o 108.25 N -m. Para cal- 
cular el torque efectivo sobre la propia rueda, tenemos que sustituir r 0 por O, la posicion del centra de la 
rueda. En este caso el torque horizontal es 

31.65 k x 500 i a 15 825j 

es decir, aproximadamente 158.25 N -m. 


Ejercicios 10.3 


1. Calcule u xv si u = i 2j + 3k y v = 3i + j - 4k. 

2. Calcule uxvsi u=j + 2kyv = -i-j + k. 

3. Calcule el area del triangulo cuyos vertices son (1, 2, 0), 
(1, 0, 2) y (0, 3, 1). 

4. Obtenga un vector unitario perpendicular al piano que 
contiene a los puntos (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, c). 
iCual es el area del triangulo que tiene esos vertices? 


5. Obtenga un vector unitario perpendicular a los vectores 
i + j y j + 2k. 

6. Obtenga un vector unitario con componente k positiva 
que sea perpendicular a los vectores 2i — j — 2k y 

2i - 3j + k. 

Verifique las igualdades de los Ejercicios 7-11, utilizando 
la definicion de producto vectorial o las propiedades de los 
determinantes. 
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7. u x u = 0 


8. u x v = vxu 


9. (u + v)xw = uxw + vxw 

10. (tu) x v = u x (tv) = t(u x v) 

11. u «(u xv) = v«(u xv) = 0 

12. Obtenga la formula de suma 

sen (a — p) = sen a cos p - cos a sen p 

examinando el producto vectorial de los dos vectores 
unitarios u = cos/fi + sen/fj y v = cosai + sen aj. 
Suponga 0 ^ a - p ^ n. Sugerencia: Considere u y v 
como vectores de posicion. iCual es el area del 
paralelogramo que generan? 

13. Si u + v + w = 0, demuestre que uxv = vxw = wxu. 

14. (Volumen de un tetraedro) Un tetraedro es una 

pi rami de con base triangular y sus otras tres caras 
triangulares. Tiene cuatro vertices y seis aristas. Como 
toda piramide o cono, su volumen es igual a 3 Ah, 
siendo A el area de la base y h la altura medida 
perpendicularmente a la base. Si u, v y w son vectores 
que coinciden con las tres aristas de un tetraedro que 
se cruzan en un vertice, demuestre que el volumen del 
tetraedro se puede expresar como 


1 

1 

Ui 

u 2 

“3 

Volumen = - 
5 

| u • (v x w)| = -| 

Vi 

V2 

V3 



Wi 

W 2 

W 3 


Es decir, el volumen de un tetraedro generado por tres 
vectores es 1/6 del volumen del paralelepipedo 
generado por los mismos vectores. 


15. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vertices son 
(1, 0, 0), (1, 2, 0), (2, 2, 2) y (0, 3, 2). 


16. Calcule el volumen del paralelepipedo generado por las 
diagonales de las tres caras de un cubo de lado a que 
se cruzan en un vertice del cubo. 


17. iPara que valor de k los cuatro puntos (1, 1, -1), 

(0, 3, -2), (-2, 1, 0) y (k, 0, 2) estan en un mismo 
piano? 

18. (Producto escalar triple) Verifique las igualdades 

u»(vxw) = v»(wxu) = w»(uxv) 


19. Si u»(vxw) # 0 y x es un vector tridimensional 
arbitrario, calcule los numeros A, [i y v tales que 

x = 2u + /(V + vw 

20. Si u»(vxw) = 0 pero vxw # 0, demuestre que 
existen constantes Ay /r tales que 

u = Av + /(W 

Sugerencia: Utilice el resultado del Ejercicio 19 
empleando u en vez de x y v x w en vez de u. 

21. Calcule u x(v xw) y (u xv) x w, sabiendo que 

u = i + 2j + 3 k, v = 2i - 3j y w = j - k. iPor que 
no se puede esperar que sean iguales? 

22. iTiene sentido la notacion u«vxw? ^Por que? iY la 
notacion u xv xw? 

23. (Producto vectorial triple) El producto ux(vxw) se 
denomina producto vectorial triple. Como es 
perpendicular a v x w, debe estar en el piano de v y w. 
Demuestre que 

ux(vxw) = (u«w)v - (u«v)w 

Sugerencia: Esto se puede hacer por calculo directo de 
las componentes de los dos miembros de la ecuacion, 
pero es mucho mas facil si se escogen ejes de 
coordenadas tales que v este en el eje x y w este en el 
piano xy. 

24. Si u, v y w son vectores mutuamente perpendiculares, 
demuestre que u x (v x w) = 0. iQ ue es u • (v x w) en 
este caso? 

25. Demuestre que ux(vxw) + vx(wxu) + wx(uxv) = 0. 

26. Calcule todos los vectores x que cumplen la ecuacion 

( i + 2j + 3 k) xx = i + 5j - 3 k 

27. Demuestre que la ecuacion 

(-i + 2j + 3 k) xx = i + 5j 
no tiene solucion en el vector desconocido x. 

28. iQue condiciones deben cumplir los vectores distintos 
de cero a y b para garantizar que la ecuacion a xx = b 
tiene solucion en x? iEs unica la solucion? 


10.4 


Pianos y rectas 


Una unica ecuacion en las tres variables x, y y z constituye una unica restriccion en la libertad 
del punto P = (x, y, z) para situarse en cualquier parte del espacio tridimensional. Esa restriccion 
produce en general la perdida de un grado de libertad y, por tanto, fuerza a P a estar en una 
superficie bidimensional. Por ejemplo, la ecuacion 


x 2 + y 2 + z 2 = 4 


indica que el punto (x, y, z) esta a una distancia 2 del origen. Todos los puntos que cumplen esta 
condicion estan en una esfera (es decir, la superficie de una bola) de radio 2 centrada en el ori- 
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gen. La ecuacion anterior representa por tanto a dicha esfera, y dicha esfera es la grafica de la 
ecuacion. En esta seccion investigaremos las graficas de ecuaciones lineales en tres variables. 


Pianos en el espacio tridimensional 

Sea P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ) un punto en R 3 con vector de posicion 

r 0 =x 0 i + y 0 j + z 0 k 

Si n = A i + B j + C k es un vector distinto de cero, entonces existe exactamente un piano (su- 
perficie plana) que pasa por el punto P 0 y es perpendicular a n. Se dice que n es el vector nor¬ 
mal al piano. El piano esta formado por el conjunto de todos los puntos P que cumplen que P 0 P 
es perpendicular a n (vease la Figura 10.28). 

Si P = (x, y, z) tiene como vector de posicion r, entonces P 0 P = (r - r 0 ). Este vector es per¬ 
pendicular a n si y solo si n*(r - r 0 ) = 0. Esta es la ecuacion del piano en forma vectorial. Pode- 
mos escribirla utilizando coordenadas, con lo que obtenemos la correspondiente ecuacion escalar. 



Figura 10.28 El piano que pasa por P 0 con vector normal n 
contiene a todos los puntos P tales que P^P es perpendicular a n. 


La ecuacion punto-normal de un piano 

La ecuacion del piano que tiene un vector normal distinto de cero n=/Ai + 8j+Cky 
que pasa por el punto P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ), cuyo vector de posicion es r 0 , es 

n.(r - r 0 ) = 0 

en forma vectorial o, en otros terminos, 

A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z — z 0 ) = 0 

en forma escalar. 


La forma escalar se puede expresar de manera mas simple en la denominada forma estandar 
Ax + By + Cz = D, siendo D = Ax 0 + By 0 + Cz 0 . 

Si al menos una de las constantes A, B y C es distinta de cero, entonces la ecuacion lineal 
Ax + By + Cz = D representa siempre un piano en R 3 . Por ejemplo, si A ^ 0, representa el pia¬ 
no que pasa por el punto (D /A , 0, 0) y cuyo vector normal esn=4i + fij + Ck. El vector nor¬ 
mal a un piano se puede determinar siempre a partir de los coeficientes dex, y y z. Si el termino 
constante D = 0, entonces el piano debe pasar por origen. 


Ejemplo 1 


(Reconocer y escribir ecuaciones de pianos) 


(a) La ecuacion 2x - 3y - 4z = 0 representa un piano que pasa por el origen y es normal (perpendicular) 
al vector n = 2i - 3j - 4 k. 
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(b) El piano que pasa por el punto (2, 0, 1) y es perpendicular a la recta que pasa por los puntos (1, 1, 0) y 
(4, -1, -2), tiene como vector normal n = (4 - l)i + (-1 - l)j + (-2 - 0) k = 3i — 2j — 2k. 
Por consiguiente su ecuacion es 3(x — 2) — 2(y — 0) — 2(z — 1) = 0 o, de forma mas send 11 a, 
3x - 2y - 2z = 4. 

(c) El piano cuya ecuacion es 2x - y = 1 tiene un vector normal 2i - j que es perpendicular al eje z. Por 
tanto, el piano es paralelo al eje z. Notese que la ecuacion es independiente de z. En el piano xy, la 
ecuacion 2x -y = 1 presenta una recta; en el espacio tridimensional representa un piano que contiene 
a esa recta y es paralelo al eje z. iQue representa la ecuacion y = z en R 3 ? £Y la ecuacion y = -2? 

(d) La ecuacion 2x + y + 3z = 6 representa un piano con vector normal n = 2i+j+3k. En este caso las 
coordenadas de un punto particular del piano no se pueden leer directamente de su ecuacion, pero no es 
dificil descubrir algunos puntos. Por ejemplo, si se pone en la ecuacion y = z = 0, se obtiene x = 3, por 
lo que (3, 0, 0) es un punto de este piano. Se dice que la coordenada xen el origen del piano es 3, ya 
que (3, 0, 0) es el punto donde el piano corta al eje x. De forma similar, la coordenada y en el origen es 
6 y la coordenada z en el origen es 2, ya que el piano corta a los ejes y y z en (0, 6, 0) y (0, 0, 2), 
respectivamente. 

(e) En general, si a, b y c son distintos de cero, la ecuacion de un piano con coordenadas en el origen a, b 
y c es 


que se denomina forma en coordenadas en el origen de la ecuacion del piano (vease la Figura 10.29). 



Ejemplo 2 


R = (3, 2, -1). 


Calcule la ecuacion del piano que pasa por los puntos P = (1, 1, 0), Q = (0, 2, 1) y 


Solucion Necesitamos obtener un vector n, normal al piano. Ese vector sera perpendicular a los vectores 
PQ = -i + j + k y PR = 2i + j - k. Por tanto, podemos usar 


n = PQ xPR = 


' j 

-1 1 
2 1 


k 

1 

-1 


-21 + J - 3k 


Ahora podemos utilizar este vector normal junto con las coordenadas de cualquiera de los tres puntos dados 
para expresar la ecuacion del piano. Utilizando el punto P se Mega a la ecuacion -2(x - 1) + l(y -1)- 
— 3{z — 0) = 0 o 

2x - y + 3z = 1 

Se puede comprobar que utilizando los puntos Q o R se Mega la misma ecuacion (si el producto vectorial 
PQ X.PR hubiera sido el vector cero, £que se podria haber dicho sobre los puntos P, Q y R? ^Podrian haber 
determinado un unico piano?). 


Ejemplo 3 


Demuestre que los dos pianos 


x - y = 3 


y x+y+z=0 


se cortan y obtenga un vector v que sea paralelo a su recta de interseccion. 
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Solucion Los vectores normales de los dos pianos son 

ni = i - j y n 2 = i 


J 


respectivamente. Como estos vectores no son paralelos, los pianos no son paralelos y, por tanto, se cortan 
formando una linea recta que es perpendicular a n x y n 2 . Esta recta debe ser entonces paralela a 


v = n : xn 2 = 


j k 

1 0 
1 1 


= -I 


j + 2k 


Una familia de pianos que se cortan en una recta se denomina haz de pianos (vease la Figu- 
ra 10.30). Un haz de pianos queda determinado por dos pianos cualesquiera no paralelos de ese 
haz, ya que tienen una unica recta de interseccion. Si las ecuaciones de los dos pianos paralelos 
son 



entonces, para cualquier valor del numero real 2, la ecuacion 

A iX + B ly + C iZ - D 1 + X(A 2 x + B 2 y + C 2 z - D 2 ) = 0 

representa un piano del haz. Para ver que esto es asf, observese que la ecuacion es lineal, que 
representa un piano, y que cualquier punto (x, y, z) que cumpla las ecuaciones de ambos pianos 
cumple tambien esta ecuacion para todo valor de X. Todo piano del haz excepto el segundo pia¬ 
no de su definicion, A 2 x + B 2 y + C 2 z = D 2 , se puede obtener mediante una seleccion adecuada 
del valor de X. 


Ejemplo 4 


Obtenga la ecuacion de un piano que pase por la recta de interseccion de los pianos 
x + y - 2z = 6 y 2x-y + z = 2 
y que pase tambien por el punto (-2, 0, 1). 

Solucion Para toda constante 2, la ecuacion 


x + y-2z-6 + 2(2x -y + z-2) = 0 

representa un piano, y por tanto es satisfecha por las coordenadas de todos los puntos de la recta de inter- 
seccion de los pianos dados. Este piano pasa por el punto (-2, 0, 1) si -2-2-6 +2(- 4 + 1-2) = 0, 
es decir, si 2=-2. La ecuacion del piano requerido se puede simplificar, por tanto, como 
3x - 3y + 4z + 2 = 0 (esta solucion no habria funcionado si el punto hubiera estado en un segundo piano, 
2 x - y + z = 2. iPor que?). 


Rectas en el espacio tridimensional 

Como se ha observado anteriormente, dos pianos cualesquiera no paralelos en [R 3 determinan una 
unica recta de interseccion, y se puede obtener un vector paralelo a dicha recta calculando el 
producto vectorial de los vectores normales a los dos pianos. 
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Supongamos que r 0 = x 0 i +y 0 j +z 0 k es el vector de posicion de un punto P 0 y que 
v = ai + bj + ck es un vector distinto de cero. Existe una unica recta que pasa por el punto P 0 
y es paralela a v. Si r = xi + yj + zk es el vector de posicion de cualquier otro punto P de la 
recta, entonces r - r 0 esta en dicha recta y, por tanto, es paralelo a v ( vease la Figura 10.31). 
A si, r - r 0 = tv para algun numero real t. Esta ecuacion general mente se escribe de la forma 


r = r 0 + tv 


que se denomina ecuacion parametrica vectorial de la recta. Se pueden obtener todos I os pun- 
tos de la recta variando el parametro t desde - oo hasta oo. El vector v se denomina vector de 
direccion de la recta. 



Descomponiendo la ecuacion parametrica vectorial en sus componentes se obtienen las ecuacio- 
nes parametricas escalares de la recta: 


'x = x 0 + at 

y = y 0 + bt (- oo < t < oo) 
z = z 0 + ct 


Parece que se trata de tres ecuaciones lineales, pero el parametro t se puede eliminar para obte¬ 
ner dos ecuaciones lineales en x, y y z. Si a ^ 0, b j- 0 y c / 0, entonces se puede despejar t de 
las tres ecuaciones escalares y asf obtener 


x ~ x 0 y - y 0 z - z 0 
a b c 


que se denomina forma estandar de las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) 
y es paralela al vector v. La forma estandar se debe modificar si cualquiera de las componentes 
de v se anula. Por ejemplo, si c = 0, las ecuaciones son 


Notese que ninguna de las ecuaciones anteriores de la recta es unica; todas dependen de la selec- 
cion particular del punto (x 0 , y 0 , z 0 ) de la recta. En general, siempre se pueden utilizar las ecua¬ 
ciones de dos pianos no paralelos para representar su recta de interseccion. 
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Ejemplo 5 


(E cuaciones de rectas) 


(a) Las ecuaciones 


'x = 2 + t 

y = 3 

z = — 4t 


representan la recta que pasa por el punto (2, 3, 0) y es paralela al vector i - 4k. 

(b) La recta que pasa por el punto (1, -2, 3) y es perpendicular al piano x - 2y + 4z = 5 es paralela al 
vector normal i - 2j + 4k de dicho piano. Por tanto, la ecuacion parametrica vectorial de la recta es 

r = i - 2j + 3k + t(i - 2j + 4k) 

y sus ecuaciones parametricas son 

(x = 1 + t 
y= -2 - It 
[z = 3 + 4t 

Sus ecuaciones en forma estandar son 


x - 1 _ y + 2 z - 3 
1 -2 4 


Ejemplo 6 


Obtenga un vector de direccion de la recta de interseccion de los pianos 


x + y - z = 0 y y + 2z = 6 


y exprese las ecuaciones en forma estandar de dicha recta. 


Soiucion Los vectores normales a los dos pianos son, respectivamente, = i + j - k y n 2 = j + 2k. 
Por consiguiente, la expresion de un vector de direccion de su recta de interseccion es 


v = n x xn 2 = 3i - 2j + k 

Necesitamos saber un punto de la recta para escribir sus ecuaciones en forma estandar. Podemos encontrar 
dicho punto asignando un valor a una coordenada y calculando las otras dos a partir de las ecuaciones da- 
das. Por ejemplo, tomando z = 0 en las dos ecuaciones, se Mega a y = 6 y x = -6, por lo que (-6, 6, 0) 
es un punto de la recta. Entonces, las ecuaciones en forma estandar de la recta son 


x + 6 
3 


y ~ 6 
-2 


= z 


Este resultado no es unico; en vez de (-6, 6, 0) se podria haber utilizado cualquier otro punto de la recta. 
Tambien se podria haber obtenido un vector de direccion v restando los vectores de posicion de dos puntos 
diferentes de la recta. 


Distancias 

La distancia entre dos objetos geometricos siempre se refiere a la minima distancia entre dos 
puntos, cada uno de el I os perteneciente a uno de los objetos. En el caso de objetos pianos, como 
rectas y pianos definidos por ecuaciones lineales, esas distancias minimas se pueden determinar 
en general utilizando argumentos geometricos, sin necesidad de utilizar calculo. 


Ejemplo 7 


(Distancia de un punto a un piano) 


(a) Calcule la distancia del punto P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ) al piano 9 cuya ecuacion es Ax + By + Cz = D. 

(b) iCual es la distancia del punto (2, -1, 3) al piano 2x - 2y - z = 9? 
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Solucion 

(a) Sea r 0 el vector de posicion de P 0 , y sea n = A i + Sj + C k el vector normal al piano 9. Sea P 1 el 
punto del piano 9 mas cercano a P 0 . Entonces, P^P 0 es perpendicular a 9y, por tanto, paralelo a n. La 
distancia desde P 0 ag > ess = |P 1 P 0 |- Si P, cuyo vector de posicion es r, es un punto cualquiera de tP, 
entonces s es la longitud de la proyeccion de PT~ 0 = r 0 - r en la direccion de n (vease la Figura 
10.32). Por tanto, 

|(r 0 - r) «n| _ |r 0 «n - r»n| 

|n| " I n | 

Como P = (x, y, z) esta en 9, tenemos que r»n = Ax + By + Cz = D. En terminos de las coordenadas 
(x 0 , y 0 . Zo) de P 0 podemos representar, por tanto, la distancia desde P 0 hasta fPcomo 


PP 0 .n 


|Ax 0 + By 0 + Cz 0 -D\ 

Ja 2 + b 2 + c 2 


(b) La distancia de (2, -1, 3) al piano 2x - 2y - z = 9 es 


12(2) — 2( — 1) — 1(3) - 9| 
Jl 2 + (-2) 2 + (-l) 2 


l~6| 

3 


= 2 unidades 


z 



Figura 10.32 La distancia de P 0 al piano 9 es la longitud 
del vector proyeccion de PP 0 sobre el vector normal n 
al piano 9 , siendo P un punto cualquiera derp. 


Ejemplo 8 


(Distancia de un punto a una recta) 


(a) Calcule la distancia del punto P 0 a la recta a X que pasa por el punto Pi y es paralela al vector v distin- 
to de cero. 

(b) iCual es la distancia del punto (2, 0, -3) a la recta r = i + (1 + 3t)j - (3 - 4t)k? 


Solucion 


(a) Sean r 0 y r 1 los vectores de posicion de P 0 y P h respectivamente. El punto P 2 en !£ mas cercano P 0 
debe cumplir que P 2 P 0 es perpendicular a X. La distancia de P 0 a BE es 


s = |P 2 P 0 | = |PiP o |sen0 = |r 0 - r^senfl 
siendo 0 el angulo que forman r 0 - r 1 y v (vease la Figura 10.33(a)). Como 

|(r 0 - r 2 ) xv| = |r 0 - Til |v| sen0 


s = 


|(r 0 - r 2 ) xv| 
|v| 


tenemos que 
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(b) La recta r = i + (1 + 3t)j - (3 - 4t)k pasa por P 1 = (1, 1, -3) y es paralela a v = 3j + 4k. La dis¬ 
tance de P 0 = (2, 0, -3) a esta recta es 


|((2 — 1)i + (0 — 1)j + ( - 3 + 3)k) x(3j + 4k)| 

VFT7 

Id - |)*(3J +4k)| | — 4i — 4j + 3k| JH 

---=---= umdades 


Ejemplo 9 


(Distancia entre dos rectas) Calcule la distancia entre las rectas Se 1 que pasa por el 
punto P 1 y es paralela al vector v : y S£ 2 que P asa P° r el punto p 2 Y es paralela al vector v 2 . 


Solucion Sean ri y r 2 los vectores de posicion de los puntos Pi y P 2 , respectivamente. Si P 3 y P 4 (cuyos 
vect ores de posicion son r 3 y r 4 ) son los puntos de S£ 1 y S£ 2 , respectivamente, mas cercanos entre si, e nton- 
ces P 3 P 4 es perpendicular a amb as rectas y, por tanto, es paralelo avjXv 2 (vease la Figura 10.33 (b)). P 3 P 4 
es el vector proyeccion de P 1 P 2 = r 2 - r x sobre v : xv 2 . Por consiguiente, la distancia s = |P 3 P 4 | entre las 
dos rectas se expresa como 


s = |r 4 -r 3 | = 


|(r 2 - r 2 ) • (Vx xv 2 )| 
|Vx xv 2 | 




Figura 10.33 

(a) La distancia de P 0 a la recta 
S£ es s = |P 0 P 1 1 sen 9. 

(b) La distancia entre las rectas 
i£x y Se 2 es la longitud de la 
proyeccion de P 1 P 2 sobre el 
vector Vj xv 2 . 


Ejercicios 10.4 


1. Una unica ecuacion en las coordenadas (x, y, z) no 
necesita representar siempre una «superficie» 
bidimensional en IR 3 . Por ejemplo, x 1 2 + y 2 + z 2 = 0 
representa un solo punto, el (0, 0, 0), cuya dimension 
es cero. Proporcione ejemplos de una unica ecuacion 
en x, y y z que represente: 

(a) Una recta unidimensional. 

(b) El espacio IR 3 completo. 

(c) Ningun punto en absolute (es decir, el conjunto 
vacio). 

En los Ejercicios 2-9, obtenga las ecuaciones de los pianos 
que cumplen las condiciones dadas. 

2. Pasa por el punto (0, 2, -3) y es normal al vector 
4i - j 2k. 

3. Pasa por el origen y es normal al vector i j + 2k. 


4. Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al piano 
3x + y - 2z = 15. 

5. Pasa por los tres puntos (1, 1, 0), (2, 0, 2) y (0, 3, 3). 

6 . Pasa por los tres puntos (-2, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 4). 

7. Pasa por los puntos (1, 1, 1) y (2, 0, 3) y es 
perpendicular al piano x + 2y - 3z = 0. 

8 . Pasa por la recta de interseccion de los pianos 

2x + 3y-z = 0yx-4y + 2z= -5 y tambien por 
el punto (-2, 0, -1). 

9. Pasa por la recta x + y = 2, y-z = 3yes 
perpendicular al piano 2x + 3y + 4z = 5. 

10. iCon que condicion geometrica tres puntos distintos en 
!R 3 no determinan un piano unico que pasa por el I os? 
iComo se puede expresar correctamente esta condicion 
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en funcion de los vectores de posicion r lf r 2 y r 3 de los 
tres puntos? 

11 . Obtenga una condicion sobre los vectores de posicion 
de cuatro puntos que garantice que dichos puntos son 
coplanares, es decir, que estan en el mismo piano. 

Describa geometricamente las familias de pianos 
dependientes de un parametro de los Ejercicios 12-14 (2 es 
un parametro real). 

12 . x + y + z = 2 

* 13. x + Ay + 2z = 2 
*14. lx + Jl - l 2 y = 1 

En los Ejercicios 15-19, obtenga las ecuaciones de la recta 
especificada en forma parametrica vectorial y escalar, y 
tambien en forma estandar. 

15. Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela al vector 
2 i — 3j 4k. 

16. Pasa por el punto (-1, 0, 1) es perpendicular al piano 
2x - y + Iz = 12. 

17. Pasa por origen y es paralela a la recta de interseccion 
de los pianos x + 2y-z = 2y2x-y + 4z = 5. 

18. Pasa por el punto (2, 1, -1) y es paralela a los 

pianos x + y = 0yx-y + 2z = 0. 

19. Pasa por el punto (1, 2, -1) y forma angulos iguales 
con las direcciones positivas de los ejes coordenados. 

En los Ejercicios 20-22, calcule las ecuaciones de la recta 
dada en forma estandar. 

20. r = (1 - 2t)i + (4 + 3t)j + (9 - 4t)k 
fx = 4 5t 

21 b 


jx - 2y + 3z = 0 
[2x + 3y - 4z = 4 


23. Si Pj = (Xj, y h Zi) y P 2 — (x 2 , y 2 , z 2 ), demuestre que 
las ecuaciones 

(x = Xi + t(x 2 - x x ) 

<y = yi + t(y 2 -yi) 

[z = z 1 + t(z 2 - z x ) 

representan una recta que pasa por los puntos y P 2 . 

24. iQue puntos de la recta del Ejercicio 23 corresponden 
a los valores del parametro t = -1, t = 1/2 y t = 2? 
Describa sus posiciones. 

25. iEn que condiciones sobre los vectores de posicion de 
cuatro puntos diferentes P h P 2 , P 3 y P 4 , la recta que 
pasa por los puntos P x y P 2 cortara en un unico punto a 
la recta que pasa por los puntos P 3 y P 4 ? 

En los Ejercicios 26-29, calcule las distancias requeridas. 

26. Desde el origen al piano x + 2y + 3z = 4. 

27. Desde el punto (1, 2, 0) al piano 3x - 4y - 5z = 2. 

28. Desde el origen a la recta x + y + z = 0, 

2x - y - 5z = 1. 

29. Entre las rectas 

fx + 2y = 3 fx + y + z = 6 

(y + 2z = 3 V jx - 2z = - 5 

y + 3 z - 1 

30. Demuestre que la recta x - 2 = —— = —es 

paralela al piano 2y - z = 1. 4 Cual es la distancia 
entre la recta y el piano? 

En los Ejercicios 31 y 32, describa la familia de rectas 
dependientes de un parametro representada por las 
ecuaciones dadas (2 es un parametro real). 

*31. (1 - 2)(x - x 0 ) = 2(y - y 0 ), z = z 0 . 


*32. 


x ~x 0 

V 1 ^ 2 


y-y 0 

2 


= z - z 0 . 


33. iPor que la ecuacion de segundo grado factorizada 
W x x + 6 3 y + C 3 z - D 1 ){A 2 x + P-yy + C 2 z - D 2 ) = 0 

representa una pareja de pianos en vez de una linea 
recta? 


10.5 


Superficies cuadraticas 

La forma mas general de una ecuacion de segundo grado en tres variables es 
Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz = J 


No intentaremos realizar la tarea (bastante dificil) de clasificar todas las superficies que dicha 
ecuacion puede representar, pero si examinaremos algunos casos especiales de interes. Observe- 
mos en primer lugar que si la ecuacion anterior se puede factorizar de la forma 


04 3 x + B 3 y + C x z - D 1 )(A 2 x + B 2 y + C 2 z - D 2 ) = 0 
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entonces la grafica es, en realidad, una pareja de pianos, 

A 1 x + B- l y + C 1 z = D 1 y A 2 x + B 2 y + C 2 z = D 2 

o bien uno solo si las dos ecuaciones lineales representan el mismo piano. Esto se considera un 
caso degenerado. Cuando esa factorizacion no es posible, la superficie (denominada superficie 
cuadratica) no sera plana, aunque, no obstante, todavfa puede contener rectas. Las superficies 
cuadraticas no degeneradas se pueden dividir en las siguientes seis categorfas. 

Esferas. La ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = a 2 representa una esfera de radio a centrada en el origen. 
De forma mas general, 

(x - Xq) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - Zq) 2 = a 2 

representa una esfera de radio a centrada en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). Si una ecuacion cuadratica en x, 
y y z tiene los mismos coeficientes de x 2 , y 2 y z 2 y no tiene otros terminos de segundo grado, 
entonces, de representar una superficie, sera una esfera. El centro se puede obtener completando 
los cuadrados, de la misma forma que en el caso de circunferencias en el piano. 

Cilindros. La ecuacion x 2 + y 2 = a 2 , independiente de z, representa un cilindro circular recto 
de radio a y cuyo eje es el eje z (vease la Figura 10.34(a)). La interseccion del cilindro con el 
piano horizontal z = k es la circunferencia cuyas ecuaciones son 

fx 2 + y 2 = a 2 
[z = /c 

Los cilindros definidos por ecuaciones cuadraticas pueden aparecer con otras formas: elipticos, 
parabolicos e hiperbolicos. Por ejemplo, z = x 2 representa un cilindro parabolico con vertice en 
el eje y ( vease la Figura 10.34(b)). En general, una ecuacion en dos variables representara un 
cilindro en el espacio tridimensional. 



Conos. La ecuacion z 2 = x 2 + y 2 representa un cono circular recto cuyo eje coincide con el eje 
z. Su superficie se genera rotando alrededor del eje z la recta z = y en el piano yz. Esta genera- 
triz forma un angulo de 45° con el eje del cono. Las secciones cruzadas del cono en pianos para- 
lelos al piano xy son circunferencias (vease la Figura 10.35(a)). La ecuacion x 2 +y 2 = a 2 z 2 re¬ 
presenta tambien un cono circular recto con vertice en el origen y eje coincidente con el eje z, 
pero cuyo semiangulo con la vertical es a = tan _1 a. Un cono circular tiene secciones planas que 
pueden ser elipticas, parabol icas e hi perbol i cas. A la inversa, cualquier cono cuadratico no dege¬ 
nerado tiene una direccion tal que las secciones planas perpendiculares a dicha direccion son cir- 


CAP ITU LO 10. Vectores y geometria de coordenadas en el espacio tridimensional 671 


culares. En ese sentido, todo cono cuadratico es un cono circular, aunque puede ser oblicuo en 
vez de circular recto, en el sentido de que la recta que une el centra de las secciones cruzadas 
circulares no tiene por que ser perpendicular a dichas secciones circulares (vease el Ejercicio 24). 



Figura 10.35 

(a) El cono circular 
a 2 z 2 = x 2 + y 2 . 

(b) El elipsoide 

v 2 i /2 ,2 


Elipsoides. La ecuacion 



representa un elipsoide de semiejes a, b y c (vease la Figura 10.35(b)). La superficie es oval y 
esta encerrada dentro del paralelepi pedo rectangular -asjx^a, -b^y^b, -csczscc. Si 
a = b = c, el elipsoide se convierte en una esfera. En general, todas las secciones planas de los 
elipsoides son elipses. Esto es facil de ver en el caso de secciones cruzadas paralelas a los ejes 
coordenados, pero es mas dificil de ver para otros pianos. 

Paraboloides. Las ecuaciones 



representan, respectivamente, a un paraboloide ehptico y a un paraboloide hiperbolico (vease 
la Figura 10.36(a) y (b)). Las secciones cruzadas en pianos z = k (siendo k una constante positi- 
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va) son elipses (circunferencias si a = b) e hiperbolas, respectivamente. Las antenas parabolicas 
tienen la forma de un paraboloide circular. El paraboloide hiperbolico es una superficie reglada, 
Una superficie reglada es aquella tal que por cada punto de la misma pasa una recta contenida 
completamente en la superficie. Los conos y los cilindros son tambien ejemplos de superficies 
regladas. Hay dos familias de rectas dependientes de un parametro contenidas en un paraboloide 
hiperbolico: 



siendo A y /< parametros reales. Todo punto del paraboloide hiperbolico pertenece a una recta de 
cada familia. 


Hiperboloides. La ecuacion 



representa una superficie denominada hiperboloide de una hoja (vease la Figura 10.37(a)). La 
ecuacion 



representa un hiperboloide de dos hojas (vease la Figura 10.37(b)). Ambas superficies tienen 
secciones cruzadas elipticas en pianos horizontales, y secciones cruzadas hiperbolicas en pianos 
verticales. Ambas son asintoticas con el cono eliptico cuya ecuacion es 



ya que se aproximan arbitrariamente a ese cono cuando se alejan arbitrariamente del origen. Co¬ 
mo el paraboloide hiperbolico, el hiperboloide de una hoja es una superficie reglada. 
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Ejercicios 10.5 


Identifique las superficies representadas por las ecuaciones 
de los Ejercicios 1-16 y dibuje sus graficas. 

1. x 2 + 4y 2 + 9z 2 = 36 2. x 2 + y 2 + 4z 2 = 4 

3. 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 4x + 8y - 12z + 27 = 0 

4. x 2 + 4y 2 + 9z 2 + 4x - 8y = 8 

5. z = x 2 + 2y 2 6. z = x 2 - 2y 2 

7. x 2 - y 2 - z 2 = 4 8. -x 2 + y 2 + z 2 = 4 

9. z = xy 10. x 2 + 4z 2 = 4 

11. x 2 - 4z 2 = 4 12. y = z 2 

13. x = z 2 + z 14. x 2 = y 2 + 2z 2 

15. (z - l) 2 = (x - 2) 2 + (y - 3) 2 

16. (z - l) 2 = (x - 2) 2 + (y - 3) 2 + 4 

Describa y dibuje los objetos geometricos representados por 
los sistemas de ecuaciones de los Ejercicios 17-20. 


17. 


x‘ + y 2 + z 2 = 4 
x + y + z = 1 


18. 


x 2 + y 2 = 1 
z = x + y 


19 [ z2 = x2 + y 2 20 I* 2 + 2 y 2 + 3z2 = 6 

1 (z = 1 + x ' [y = 1 

21. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un 
parametro que esten contenidas en el hiperboloide de 
una hoja 



22. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un 
parametro que esten contenidas en el paraboloide 
hiperbol ico z = xy. 

23. La ecuacion 2x 2 + y 2 = 1 representa un cilindro con 
secciones cruzadas elipticas en pianos perpendiculares 
al eje z. Obtenga un vector a tal que las secciones 
cruzadas del cilindro perpendiculares a el sean 
circulares. 

*24. La ecuacion z 2 = 2x 2 + y 2 representa un cono con 
secciones cruzadas elipticas en pianos perpendiculares 
al eje z. Obtenga un vector a tal que las secciones 
cruzadas del cono perpendiculares a el sean 
circulares. Sugerencia: Haga primero el Ejercicio 23 
y utilice el resultado. 


10.6 


Un poco de algebra lineal 


El calculo diferencial es esencialmente el estudio de las aproximaciones lineales a funciones. La 
recta tangente a la grafica y = f(x) en x = x 0 proporciona la «mejor aproximacion Iineal» a la 
funcion f(x) en las proximidades de x 0 . La diferenciacion de funciones de varias variables tam- 
bien se puede ver como un proceso de obtener las mejores aproximaciones lineales. Por tanto, el 
lenguaje del algebra lineal puede ser muy util para expresar ciertos conceptos en el calculo de 
varias variables. 

El algebra lineal es una materia muy amplia y generalmente se estudia de forma indepen- 
diente del calculo. Esto es desafortunado, porque la comprension de las relaciones entre las dos 
materias puede mejorar grandemente el entendimiento y la apreciacion de cada una de el I as. El 
conocimiento del algebra lineal, y por tanto la familiaridad con el material considerado en esta 
seccion, no es esencial para un estudio fructifero del resto de este libro. Sin embargo, comenta- 
remos de vez en cuando el significado de algun aspecto del calculo desde el punto de vista del 
algebra lineal. Con este fin, necesitamos conocer al menos un poco la terminologia y los conte- 
nidos de esta materia, especialmente los aspectos relacionados con el manejo de matrices y de 
sistemas de ecuaciones lineales. En el resto de esta seccion presentaremos un resumen de este 
material. Algunos estudiantes ya estaran familiarizados con este tema y otros lo estudiaran poste- 
riormente. La presentacion no intenta ser completa y, por tanto, referimos a los estudiantes 
interesados a los textos estandar de algebra lineal, donde pueden encontrar las demostraciones de 
algunas afirmaciones. Los estudiantes que vayan mas alia de este libro y estudien calculo avan- 
zado y ecuaciones diferenciales necesitaran seguro un conocimiento mucho mas amplio del alge¬ 
bra lineal. 
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Matrices 


U na matriz si de dimensiones m x n es una disposicion rectangular de mn numeros formando m 
filas y n columnas. Si a /y es el elemento de la fila / y la columna j, entonces 

am\ 

a 2f) 

\ a ml a m2 a mn/ 

En algunas ocasiones, como notacion abreviada, se escribe si = (a /y ). En este caso se supone que 
/ varfa desde 1 hasta m y j desde 1 hasta n. Si m = n, se dice que sJ es una matriz cuadrada. Los 
elementos a /y de las matrices que utilizaremos en este libro seran siempre numeros reales. 

La traspuesta de una matriz si m x n es la matriz si T n x m, cuyas filas son las columnas 
de si: 


si = 


fan a 12 
a 21 a 22 




fa ii a 2i 

a i2 a 22 




Una matriz si se dice que es simetrica si si T = si. Las matrices simetricas son necesariamente 
cuadradas. Observese que (si T ) T = si para toda matriz .si M uchas veces sera conveniente consi- 
derar un vector de n componentes como una matriz n x l con n filas y una columna: 





w 


En ese caso, x se denomina vector columna. x 7 tiene entonces una fila y n columnas, y se deno- 
mina vector fila: 

X 7 = (X x X 2 ■ ■ • x n ) 

Notese que xyx 7 tienen las mismas componentes, por lo que son identicos como vectores, aun- 
que parezcan diferentes como matrices. 

La mayor parte de la utilidad de las matrices se basa en la siguiente definicion de producto 
de matrices, que permite que las matrices se combinen en una sola, de forma que se mantengan 
las relaciones lineales. 


DEFINICION 7 Producto de matrices 

Si si = ( a-ij) es una matriz m x n y 28 = (b /y ) es una matriz n x p, entonces el producto 
es la matriz m x p rg = (c y ), cuyos elementos son 

n 

Cjj — ^ djkbkj, i — 1, ..., m, j — 1, ..., p 

k= 1 

Es decir, c /y es el producto escalar de la fila ; de sJ y la columna j de 2S (que son ambas 
vectores de n componentes). 


Notese que solo se pueden multiplicar algunas parejas de matrices. El producto siffl solo esta 
definido si el numero de columnas de si es igual al numero de filas de S8. 
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Ejemplo 1 



1 1 
-1 3 
0 4 


5 1 13 15\ 

3 1 1 -v 


El factor de la izquierda tiene 2 filas y 3 columnas, y el factor de la derecha tiene 3 filas y 4 columnas. Por 
lo tanto, el producto tiene 2 filas y 4 columnas. El elemento de la primera fila y la tercera columna del 
producto, 13, es el producto escalar de la primera fila, (1, 0, 3), del factor de la izquierda y la tercera co¬ 
lumna, (1, 3, 4), del segundo factor: 


1x1 + 0x3 + 3x4 = 13 


Con un poco de practica podemos calcular facilmente los elementos de un producto de matrices moviendo 
el dedo indice izquierdo por las filas del factor izquierdo y el dedo indice derecho por las columnas del 
factor derecho y realizando a la vez los productos escalares. 


Ejemplo 2 



ix + 2y + 3z\ 

UvJ 


El producto de una matriz 3 x 3 con un vector columna de 3 componentes es un vector columna de 3 com- 
ponentes. 


La multiplicacion de matrices es asociativa. Esto significa que 

d(<3M) = (dW 

suponiendo que d,?Ji y % tienen dimensiones compatibles con la formacion de los diversos pro¬ 
ductos. Por tanto, tiene sentido escribir d^. Sin embargo, la multiplicacion de matrices no es 
conmutativa. De hecho, si d es una matriz m x n y 28 es una matriz n x p, entonces el producto 
d^ esta definido, pero el producto 'Md no esta definido a menos que m = p. Incluso si d y 93 
son matrices cuadradas del mismo tamano, no es necesariamente cierto que 5428 = 28 d. 


Ejemplo 3 




1 -1 

1 1 


1 2 
3 0 



Se deja como tarea al lector verificar que si el producto ,s£28 esta definido, entonces la traspuesta 
del producto es el producto de las traspuestas en orden inverso: 

(dW) T = ® T d T 

Determinantes e inversos de matrices 

En la Seccion 10.3 presentamos los determinantes 2 x 2 y 3 x 3 como ciertas expresiones alge- 
braicas asociadas con matrices cuadradas de dimensiones 2 x 2 y 3 x 3. En general, es posible 
definir el determinate det(si) de cualquier matriz cuadrada. Dada una matriz d n x n, definimos 

a n a i2 a in 

a 21 a 22 a 2f) 

a n 1 a n2 a n n 


det (^4) = 
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No intentaremos aqui dar una definicion formal de determinante, pero si diremos que las propie- 
dades de los determinantes que se establecieron para el caso 3 x 3 en la Seccion 10.3 continuan 
siendo validas. En particular, un determinante n x n se puede desarrollar en menores sobre cual- 
quier fila 0 columna y, por tanto, se puede expresar como una suma de productos de determinan¬ 
tes (n - 1) x (n - 1). Continuando con este proceso, siempre se puede reducir el calculo de 
cualquier determinante n x n al calculo de (quiza muchos) determinantes 2 x 2 0 3 x 3 . Es im- 
portante darse cuenta de que el metodo de la «diagonal» para calcular determinantes 2 x 2 y 
3 x 3 no se puede aplicar a determinantes 4 x 4 0 de orden mayor. 


Ejemplo 4 


2 10 1 
10 11 
3 0 0 2 
-1110 


2 

1 

1 

3 

0 

rsi 

1—1 

1 

0 

-3 

1 

1 


1 

0 


- 2 

= 3(0 - 1) + 2(2 + 1) 


2 1 1 

1 0 1 

3 0 2 

2 1 
1 1 

1(2 — 3) = 2 


- -1 


1 1 
3 2 


Se desarrolla el determinante 4 x 4 en menores sobre la tercera columna para obtener dos determinantes 
3 x 3 . El primero de el I os se desarrolla sobre la segunda fila y el otro sobre la segunda columna. 


Ademas de las propiedades indicadas en la Seccion 10.3, los determinantes tienen otras dos pro- 
piedades muy importantes, objeto del siguiente teorema. 

TEOREMA^^ Si M y 5ft son matrices n x n, entonces 

(a) det (.si 7 ") = det (si) y 

(b) det (si®) = det (si) det (93). 

• 

En esta seccion no demostraremos ningun teorema. Se remite al lector a los textos de algebra 
lineal. El apartado (a) no es muy diffcil de demostrar, incluso en el caso de n general. El aparta- 
do (b) no se puede demostrar en general sin dar una definicion formal de determinante. Sin em¬ 
bargo, se recomienda que el lector verifique (b) para el caso de matrices 2 x 2 por calculo directo. 

Se dice que la matriz cuadrada si es singular si det (si) = 0. Si det (si) / 0 se dice que si es 
no singular 0 invertible. 

Observacion Si si es una matriz 3x3, entonces det (si) es el producto escalar triple de las 
filas de si y su valor absolute es el volumen del paralelepfpedo generado por dichas filas. Por 
tanto, M es no singular si y solo si sus filas generan un paralel epf pedo de volumen positivo; los 
vectores de las filas no pueden estar todos en el mismo piano. Lo mismo se puede decir de las 
columnas de si 

En general, una matriz n x n es singular si sus filas (0 columnas), consideradas como vecto¬ 
res, cumplen una 0 mas ecuaciones lineales de la forma 

C1X1 + c 2 x 2 + ••• + c n x n = 0 

donde al menos hay un coeficiente c, distinto de cero. Un conjunto de vectores que cumplen la 
ecuacion lineal anterior se denomina linealmente dependiente porque uno de dichos vectores se 
puede expresar siempre como combinacion lineal de los otros; si q ^ 0, entonces 
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Todas las combinaciones lineales de los vectores de un conjunto Iinealmente dependiente de n 
vectores en IR n debe estar en un subespacio de dimension menor que n. 

La matriz identidad n x n se define como 

/1 0 • °\ 

/= 0 1 0 

\o 0 1/ 

con un valor de 1 en todas las posiciones de su diagonal principal y un valor de 0 en todas las 
otras posiciones. Evidentemente, / conmuta con toda matriz n x n: Id = dl = d. Ademas 
det(/) = 1. La matriz identidad tiene el mismo papel en algebra de matrices que el numero 1 en 
aritmetica. 

Todo numero x distinto de cero tiene un inverso x _1 tal quexx -1 = x _1 x = 1. En el caso de 
matrices cuadradas se puede plantear una situacion similar. La inversa de una matriz cuadrada 
no singular d es una matriz cuadrada no singular que cumple 

dd^ 1 = d~ 1 d = / 


TEOREMA(J^ Toda matriz cuadrada no singular d tiene una inversa unica d 1 . Ademas, la inversa cum¬ 
ple 

(a) detf-s^ 1 ) = 


(b) (d 


I \T 


det (d)' 

■lT\- i 


No necesitaremos calcular inversas muchas veces, pero hay que indicar que se puede hacer re- 
solviendo sistemas de ecuaciones lineales, como ilustra el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 5 


(l -1 N 

Demuestre que la matriz d = I ) es no singular y calcule su inversa. 


Solucion det(^) = 


a b 


= 1 + 1 = 2. Por consiguiente, si es no singular e invertible. Sea 


si 1 = ( , I. Entonces sisi 1 = /, es decir, 

\C d 


a 0\ (1 -1\/a b 

v 0 l)~{l lAc d 

por lo que a, b y c deben cumplir el sistema de ecuaciones 

fa c = 1 (b - d = 0 

[a + c = 0 |ib+d = l 

Evidentemente a = b = d = 1/2, c = -1/2, y 

!) 


a - c b - d 
a + c b + d 


En general, la inversion de matrices no se realiza mediante el metodo del ejemplo anterior, sino 
mediante un proceso de ordenamiento de ciertas operaciones sobre las filas de la matriz para 
transformarla en la matriz identidad. Cuando se realizan las mismas operaciones en las filas de la 
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matriz identidad, se obtiene la inversa de la matriz original. Una description mas detallada del 
metodo se puede encontrar en los textos de algebra lineal. Una matriz singular no tiene inversa. 


Transformaciones lineales 

Una funcion F cuyo dominio sea el espacio m-dimensional U m y cuyo rango este contenido en el 
espacio n-dimensional R n se denomina transformation lineal de U m en R n si cumple 

FUx + yuy) = AF(x) + /iF(y) 

para todos los puntos x e y de R m y todos los numeros reales X y p. A esa transformation lineal 
F le correspond una matriz C J n x m tal que para todo x de R m , 

F(x) = Sx 

o, expresado en funcion de los componentes de x, 

l Xl \ 

F(Xi, x 2 .x m ) = 5 . 

\ X m) 

Se dice que 5 es la representation matridal de la transformacion lineal F. Si m = n, de modo 
que F transforma U m en si mismo, entonces 5 es una matriz cuadrada. En este caso 5 es no sin¬ 
gular si y solo si F es uno a uno y su rango es el espacio R m completo. 

Una composicion de transformaciones lineales sigue siendo una transformacion lineal, y por 
tanto tendra una representation matricial. La motivacion real que subyace en la definicion del 
producto de matrices es que la representation matricial de una composicion de transformaciones 
lineales es el producto de las representaciones matriciales individuales de cada una de las trans¬ 
formaciones que se componen. 


TEOREMA^^ Si F es una transformacion lineal de R m en IR n representada por la matriz 5 de dimensiones 
n x m y si G es una transformacion lineal de UP en IR P representada por la matriz § de di¬ 
mensiones p x n, entonces la composicion G °F definida como 

G °F(x lf x 2 . x m ) = G (F(x lf x 2 .xj) 

es asimismo una transformacion lineal de R m en U p representada por la matriz §5 de di¬ 
mensiones p x m. Es decir, 


Ecuaciones lineales 

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas: 

a llXi + 3 12 x 2 + ••• + d ln X n = bj 
a 21 X l + a 22 X 2 + ••• + 3 2n x n ~ b2 

a n]X 1 "t a n2^2 + + 3 nr X n — b n 

se puede escribir en forma compacta como una unica ecuacion matricial, 

six = b 
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siendo 


ja n a i2 

■■ a ln\ 


n 


/M 

a 2 i a 22 

" a 2n 


1 x 2 ] 


1 b 2 

, x = 


y b = 


\ a nl a n2 

a nn ) 


\ X nl 


[bn/ 


Comparese la ecuacion six= b con la ecuacion ax = b para una sola Incognita x. La ecuacion 
ax = b tiene solucion unica x = a~ 1 b siempre que a 0. Por analogfa, el sistema lineal six = b 
tiene una solucion unica dada por 

x = si -1 b 

siempre que si sea no singular. Para ver que esto es asf, basta con multiplicar por la izquierda 
los dos miembros de la ecuacion six = b por x = lx = sd~ 1 six = .si^b. 

Si si es singular, entonces el sistema six = b puede tener o no tener sol uci on, y si existe 
sol ucion no sera unica. Considerese el caso b = 0 (el vector cero). Entonces, cualquier vector x 
perpendicular a todas las filas de si cumplira el sistema. Como las filas de si estan en un subes- 
pacio de dimension menor que n (porque det (si) = 0), habra al menos una recta de tales vecto¬ 
res x. Por tanto, el sistema six = 0 no tendra sol ucion unica si si es singular. Lo mismo se pue¬ 
de decir del sistema si T y = 0; existiran vectores distintos de cero y que lo cumpliran si si es 
singular. Pero entonces, si el sistema six = b tiene una sol ucion x, debe cumplirse 

(y . b) = y 7 b = y T six = (x T si T y) T = (x 7 0) 7 = (0) 

Por consiguiente, six = b solo puede tener soluciones para aquellos vectores b que sean perpen- 
diculares a toda sol ucion y de sd T y = 0. 

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas puede tener o no tener soluciones si 
n < m. Tendra soluciones si algun numero m - n de las ecuaciones del sistema son combinacio- 
nes lineales (sumas de multi pi os) de las otras n ecuaciones. Si n > m, entonces podemos intentar 
despejar m variables de las m ecuaciones, con lo que obtenemos una sol ucion que dependera de 
las otras n - m variables. Esta sol uci on existira si el determinante de los coeficientes de las m 
variables que despejamos no es cero. Este es un caso especial del Teorema de la Funcion 
Imph'cita, que presentaremos en la Seed on 12.8. 


Ejemplo 6 


Resuelva 


(2x + y 3z 4 ex esanc | 0 x e en f unc j 5 n (j e Zi 
(x + 2y + 6z = 5 


Solucion El sistema se puede expresar de la forma 


d C) = G-fe)' siendo 



El determinante de si es 3 y su inversa d 1 = 



= d ~ 1 


4 + 3z 

5 - 6 z 



2/3 

-1/3 


-1/3 \ 

2 1. Por tanto, 

-1/3\ /4 + 3z\ /I + 4z\ 
2/3/ \5 - 6zy _ \2 - 5z/ 


La solucion es x = 1 + 4z, y = 2 - 5z (por supuesto, esta solucion se podria haber obtenido eliminando la 
variable x o la variable y de las ecuaciones dadas, sin necesidad de utilizar metodos matriciales). 


El siguiente teorema establece un resultado de cierta importancia teorica, que expresa en funcion 
de determinantes la solucion del sistema ^x = b cuando si es no singular. 
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TEOREMA^^ Regia deCramer 

Sea d una matriz n x n no singular. Entonces, las componentes del vector solucion x del 
si sterna 


dx = b 


son 


det(Mlj) _ det(s4 2 ) _ det (^4 n ) 

det(^4) det (Ml). Xfl det(si) 


siendo dj la matriz d donde se ha sustituido su columna j por el vector columna b. Es 
decir, 



an ■ 

" 3 1(7 1) 

i—1 

-o 

a l(i + l) ' 

a ln 

det (dj) = 

a 21 

" d 2(j-l) 

^2 

a 2(i + l) ■ 

a 2 n 


a nl ' 

" d n(j- 1) 

bn 

a n(i +1) 

a nn 


El siguiente ejemplo ilustra de forma concreta el uso de la Regia de Cramer para resolver un 
sistema lineal especifico. Sin embargo, la Regia de Cramer se usa principalmente en un contexto 
mas general (teorico); no es eficiente utilizar determinantes para calcular soluciones de sistemas 
lineales. 


Ejemplo 7 


Calcule el punto de interseccion de los pianos 


x + y + 2z = 1 


3x + 6y - z = 0 


x - y - 4z = 3 

Solucion La solucion del sistema lineal anterior proporcionara las coordenadas del punto de intersec¬ 
cion. El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema es 


det (Ml) = 


1 1 2 
3 6 -1 

1 -1 -4 


= -32 


por lo que el sistema tiene solucion unica. Tenemos que 

|1 1 2 
i 

x = 


-32 


6 -1 
-1 -4 


-64 


32 


= 2 


y = 


z = 


-32 


32 


2 

-1 

1 3 -4 


1 1 
3 0 


1 1 
6 0 
-1 3 


32 

-32 


-32 


= -1 


= 0 


El punto de interseccion es (2, -1, 0). 
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Formas cuadraticas, autovalores y autovectores 

Si x es un vector columna en [R n y si = (a /y -) es una matriz n x n, real y simetrica (es decir, 
djj = a j7 para 1 sc /, j < n), entonces la expresion 

n 

Q(x) = x T six = Yj a ij x i x j 

M = 1 

se denomina forma cuadratica en [R n correspondiente a la matriz si. Observese que Q(x) es un 
numero real para todo vector x de n componentes. 

Se dice que si es definida positiva si Q(x) > 0 para todo vector x distinto de cero. De forma 
similar, se dice que si es definida negativa si Q(x) <0 para todo vector x distinto de cero. Se 
dice que si es semidefinida positiva (o semidefinida negativa) si Q(x) ^ 0 o Q(x) sc 0 para to¬ 
do vector x distinto de cero. 

Si Q(x) > 0 para algunos vectores x distintos de cero y Q(x) < 0 para otros vectores x (es 
decir, si si no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa), se dice que si es indefinida. 


Ejemplo 8 


La expresion Q{x, y, z) = 3x 2 
S 3 correspondiente a la matriz si metrica 


2y 2 + 5z 2 - 2xy + 4xz + 2yz es una forma cuadratica en 



Observese como se obtienen I os elementos de la matriz a parti r de I os coeficientes de Q. Los coeficientes 
de x 2 , y 2 y z 2 forman los elementos de la diagonal principal, y los coeficientes de los terminos producto se 
situan divididos por dos en los terminos simetricos correspondientes de las otras posiciones de la matriz. 

La matriz si es definida positiva ya que Q(x, y, z) se puede escribir de la forma 

0 (x, y, z) = x 2 + (x - y) 2 + (x + 2z) 2 + (y + z) 2 

de donde se puede ver que Q(x, y, z) ^ 0 para todo (x, y, z) y Q(x, y, z) = 0 solo si x = y = z = 0. 


En la Seccion 13.1 utilizaremos la definicion positiva o negativa de ciertas matrices para clasifi- 
car como maximos y minimos locales los puntos crfticos de funciones de varias variables. Exis- 
ten criterios utiles para encontrar la definicion de una matriz si que se pueden expresar en fun- 
cion de los autovalores de dicha matriz. 

Se dice que X es un autovalor de la matriz cuadrada n x n si = (a /y ) si existe un vector co¬ 
lumna x distinto de cero tal que six = 2.x o, en otros terminos, 

U4 ;./)x-o 


siendo / la matriz identidad n x n. El vector x distinto de cero se denomina autovector de si 
correspondiente al autovalor X y solo puede existir si si - XI es una matriz singular, es decir, si 


det(s4 - XI) = 


a il ^ a i2 

a 2 i a 22 X 


3 n 1 




a ln 
a 2 n 


a nn X 


= 0 


Los autovalores de si deben satisfacer esta ecuacion polinomica de grado n, por lo que pueden 
ser reales o complejos. Los siguientes teoremas se demuestran en textos estandar de algebra li¬ 
neal. 
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TEOREMA^^ Si d = (a y )"y =1 es una matriz real y simetrica, entonces 

(a) Todos los autovalores de d son reales. 

(b) Todos los autovalores de d son distintos de cero si det (d) ¥= 0. 

(c) d es definida positiva si todos sus autovalores son positivos. 

(d) d es definida negativa si todos sus autovalores son negativos. 

(e) d es semidefinida positiva si todos sus autovalores son no negativos. 

(f) d es semidefinida negativa si todos sus autovalores son no positivos. 

(g) d es indefinida si tiene al menos un autovalor positivo y al menos un autovalor negativo. 

^• 


TEOREMA^^ Sea d = (a /7 )"y =1 una matriz real simetrica y considerense los determinantes 


Di = 


3 11 a i2 

a 21 a 22 


3 a 

a 2/ 


*i 1 a i 2 


para 1 sc / s; n 


A si, Di — a i ^, D 2 — 


’ll °12 


3 21 a 22 


— ana22 ai 2 a 2 i — ana 22 ^i 2 > ^tc. 


(a) Si D; > 0 para 1 < / < n, entonces d es definida positiva. 

(b) Si Dj > 0 para los numeros pares / de {1, 2.n} y D, < 0 para los numeros impares / 

de {1, 2, ..., n}, entonces d es definida negativa. 

(c) Si det(^i) = D n =£ 0 pero no se cumple ninguna de las condiciones anteriores, entonces 
Q(x) es indefinida. 

(d) Si det(,s4) = 0, entonces d no es definida positiva ni definida negativa y puede ser se¬ 
midefinida o indefinida. 




Ejemplo 9 


Dada la matriz d del Ejemplo 8, tenemos que 

3 -1 2 

-1 2 1 

2 1 5 

lo que vuelve a confirmar que la forma cuadratica de ese ejercicio es definida positiva, 


Dx = 3 > 0, D 2 = 


3 -1 
-1 2 


= 5 > 0, D 3 = 


= 10>0 


Ejercicios 10.6 


Calcule los productos de matrices en los Ejercicios 1-4. 



2 . 0 


3. 


\l 2 

A 

3 

0 

/\o 

- 2 / 


1 

A 

A 

i 

A 

1 

i 

0 

i 

A 

0 

i/ 

lo 

0 

i/ 


w x 

y z 


4. 


5. Calcule dd T y d 2 = dd, siendo 


/! ! ! !\ 
0 111 
0 0 11 
\o 0 0 1/ 


6 . Calcule xx r , x r x y x T dx, siendo 


x = 



y 


( a p <A 

d = p b r 

\q r c l 
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En los Ejercicios 7 y 8, calcule los determinantes. 


2 

3 

-1 

0 


1 

1 

1 

1 

4 

0 

2 

1 

8 . 

1 

2 

3 

4 

1 

0 

-1 

1 

-2 

0 

2 

4 

-2 

0 

0 

1 


3 

-3 

2 

-2 


17. Utilice el resultado del Ejercicio 16 para resolver el 
si sterna lineal 

x-z=-2 
-x + y = 1 
2x + y + 3z = 13 


9. Demuestre que si d = (a j; ) es una matriz n x n 
para la que a /y = 0 siempre que / > j, entonces 
det(^) = Uti a kk' e l producto de los elementos de la 
diagonal principal de d. 


10 . Demuestre que 


1 

x 


= y — >f. 


y 


ill 
x y z 


(y -X)(z - x)(z -y) 


Intente generalizar este resultado al caso n x n. 


11. Verifique la propiedad asociativa (d<3l)% = d('3fX) 
mediante calculo directo para el caso de tres matrices 
2 x2 arbitrarias. 


12. Demuestre que det(^ T ) = det(^) para matrices n x n 
mediante induccion en n. Comience con el caso 2x2. 


13. Verifique por calculo directo que 

det (s£2fc) = det(^) det(2S) se cumple para dos 
matrices arbitrarias 2x2. 


.. r f cos9 sen0\ _ 

14. Sea d g = „ . Demuestre que 

\-sent) cos 0J 

(d 0 ) T = (de)" 1 = d- e 

Calcule las inversas de las matrices de los Ejercicios 15 y 16. 


18. Resuelva el sistema del Ejercicio 17 utilizando la 
Regia de Cramer. 

19. Resuelva el sistema 

x 3 + x 2 + x 3 + x 4 = 0 
lx x + x 2 + x 3 - x 4 = 4 
Xi + X 2 - x 3 - x 4 = 6 
Xi - x 2 - x 3 - x 4 = 2 

20. Verifique el Teorema 5 para el caso especial en el que 
F y G son transformaciones lineales de R 2 en R 2 . 


En los Ejercicios 21-26, clasifique las matrices simetricas 
dadas como definidas positivas o negativas, semidefinidas 
positivas o negativas o indefinidas. 



/ 1 2 

22 . 2 1 

\0 0 


22 . 


1 

2 

1 


( 1 1 

24. 1 1 

\0 0 



15. 


A 

i 

i 

/ i 

0 

i— 1 

1 

0 

i 

i 

i— i 

i 

ID 

pH 

1 

° 

Vo 

0 

i ) 

V 2 

1 

3 



10.7 


Uso de Maple para calculos con vectores y matrices 


El uso de un sistema de algebra por computador puede facilitar muchas tareas tediosas necesa- 
rias en el calculo. Esto es especialmente cierto en el caso del calculo multivariable y vectorial, 
ya que las operaciones pueden volverse rapidamente inmanejables cuando el numero de varia¬ 
bles crece. El Doctor Robert Israel, colega del autor de este libro, ha escrito un libro excelente, 
Calculus, the Maple Way, que muestra como utilizar Maple de forma efectiva en la realizacion 
de operaciones de calculo con una variable y con varias variables. 

En este libro presentamos algunas veces la potencia de M aple para realizar calculos con fun- 
ciones de varias variables y funciones vectoriales de una o mas variables. Esta seccion ilustra 
algunas caracteristicas basicas del calculo con vectores y matrices. Los ejemplos se han realiza- 
do utilizando M aple 9, pero M aple 6 o posterior producira un resultado similar. 

Las capacidades de operacion de M aple con vectores y matrices no estan en su nucleo, sino 
que se encuentran incluidas en un paquete de procedimientos denominado LinearAlgebra 
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Por tanto, es imprescindible cargar este paquete al comienzo de la sesion donde se va a nece- 
sitar: 

> wi th( Li nearAI gebra) : 

Los comandos de M aple se finalizan en general con un punto y coma, en vez de con dos puntos. 
Al utilizar los dos puntos se suprime la salida. Si hubieramos usado un punto y coma para finali- 
zar el comando anterior, se hubiera producido una lista de todos los procedi mientos definidos en 
el paquete Li nearAI gebra. 

M aple incluye tambien un segundo paquete de algebra lineal denominado linalg, pero es in¬ 
ferior a Li nearAI gebra, especialmente para la realizacion de calculos numericos de alto coste 
computacional, utilizando matrices grandes; ademas es algo mas dificil de usar. Sin embargo, el 
paquete linalg ya estaba presente en versiones de M aple anteriores a la 6, y todavfa esta presente 
en la version 9. No utilizaremos aqui linalg, pero se utilizo en vez de LinearAIgebra en la quinta 
edicion de este libro. 


Vec tores 


Hay varias formas de definir vectores en Maple; lamas fad I es utilizar las construed ones Vec¬ 
tor ([,]) o <, >, donde se incluye una lista de los componentes del vector separadas por comas 
dentro de los corchetes o de los parentesis angulares. Ambas construed ones producen vectores 
columna: 

> Uc : = Vector! [ 1, 2, 3]) ; Vc : = <a, b, c>; 


Uc: = 


1 

2 

3 


a 


V c\ = 


b 


Para producir un vector fila se puede utilizar Vect or[r ow] ([,]); tambien se puede definir un 
vector fila utilizando «|» para separar sus componentes: 


> Ur : = Vect or [ r ow] ([1, 2, 3]) ; Vr : = <a|b|c> 

Ur:= [1, 2, 3] 


V r\ = [a, b, c] 

Los vectores pueden tener cualquier dimension; basta con incluir el numero apropiado de comas 
o de componentes separadas por |. Tambien se puede usar la construccion Vector!) con dos 
argumentos, el primero de el I os un entero positivo que indica la dimension del vector y el segun¬ 
do, o bien una lista de componentes encerradas entre corchetes, o bien una regia de asignacion 
que permita obtener el valor de la componente /-esima: 

> <5 | - 2 13 | x >; W : = Vect or [ r ow] (5, i ->i~2) ; 


[5, -2, 3, x] 
W\= [1, 4, 9, 16, 25] 
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Tambien es posible construir un vector con componentes arbitrarias como este: 

> X : = Vect or (2, symbol =x) ; 

Y : = Vect or [ r ow] (4, symbol =y) ; 

rxfi 

X: = 

_ X 2_ 

y ■ = [yi- y 2 , y 3 , y 4 ] 

Las componentes de un vector se pueden referenciar anadiendo el indice de la componente, en- 
cerrado entre corchetes, al nombre o constructor del vector. La cuarta componente del vector w 
anterior es W[ 4] : 

> W[ 4] ; Vect or ( 16, i - > 3* i - 1) [10] ; X[ 2] +Y[ 3] ; 

16 

29 

x 2 +y 3 

Los vectores de la misma dimension y tipo (fila o columna) se pueden sumar, restar y multi pi i - 
carse por escalares utilizando I os operadores ordinarios + , - y *: 

> Uc + Vc; Vc - 3*Uc ; 


1+3 
2 + b 
_3 + c_ 

~a - 3“ 
b - 6 
_c - 9_ 

En la mayoria de los calculos con vectores no importa si consideramos los vectores como fila o 
como columna, pero en algunos operadores de LinearAlgebra hay que considerar la diferencia; si 
se intenta sumar un vector fila con un vector columna, o dos vectores de diferentes dimensiones, 
obtendremos un mensaje de error. 

El paquete LinearAlgebra define tambien las funciones producto escalar Dot Pr oduct y pro- 
ducto vectorial Cross Product , cuyos argumentos de entrada son dos vectores. En el caso de 
DotProduct los argumentos de entrada deben ser de la misma dimension. En el caso de Cross- 
Product, ambos argumentos deben ser de dimension 3. Sin embargo, ninguna de las dos funcio¬ 
nes exige que los argumentos sean del mismo tipo (fila o columna). El producto vectorial dara 
como resultado un vector columna a menos que ambos argumentos sean vectores fila. 

Tal como esta definido en el paquete LinearAlgebra, DotProduct puede producir algunos re- 
sultados extranos. Consideremos, por ejemplo: 

> DotProduct( Uc, Vc) ; DotProduct ( Vc, Uc) ; 

Dot Pr oduct( Ur, Vr) ; 

a + 2b + 3c 
a + 2b + 3c 
a + 2b + 3c 

iQue esta pasando aquf? Las barras sobre las cantidades desconocidas a, b y c indican los com- 
plejos conjugados de esas cantidades; el paquete LinearAlgebra esta disenado para satisfacer las 
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necesidades de un gran numero de usuarios del algebra lineal, no solo los estudiantes de calculo 
para los que todos los vectores se supone que tienen componentes reales. En realidad, Dot Pro¬ 
duct (U, V) suma los productos de los complejos conjugados de las componentes de u con los 
componentes de V sin conjugar si ambos vectores son vectores columna, y viceversa si ambos 
vectores son fila. En el primer ejemplo anterior, las componentes de Uc son numeros reales, por 
lo que no aparece la barra que indica conjugado sobre el I os; en los otros casos las componentes 
de Vc o Vr requieren conjugacion, y como Maple no sabe si son reales, pone las barras. 
Para evitar esta dificultad cuando se utilizan vectores reales, se incluye el argumento " conj u- 
gate =fal se" como tercera entrada de la f unci on DotProduct en el paquete L inearA Igebra: 

> DotProduct( Ur, Vr, conj ugate=fal se) ; 

a + 2b + 3c 

Tambien es posible utilizar el punto como operador binario para calcular un producto esca- 
lar. Sin embargo, el punto tambien representa multiplicacion de matrices, por lo que hay que 
usar un vector fila a la izquierda del punto y un vector columna a la derecha para asegurarse de 
obtener un producto escalar. 

> <a | b | c >. <x, y, z>; <a, b, c >. <x | y | z > ; 

a + 2b + 3c 

- a b c ~ 

2 a 2b 2c 
_3a 3b 3c_ 

L inearA Igebra tiene tambien una f unci on CrossProduct, que solo se aplica a vectores tridi- 
mensionales. No importa si sus argumentos son vectores fila o columna. La forma de llamar esta 
funcion es CrossProduct (U, V) oU&xV, 

> CrossProduct! Uc, Vc) ; Ur &x Vr; 


-2c - 3b~ 

3a - c 
_ b - 2 a _ 

[2c - 3b, 3a - c, b - 2a] 

LinearAIgebra tiene una funcion denominada Nor m( ) para calcular la longitud de un vector. De- 
safortunadamente, Maple conoce muchas definiciones diferentes de longitud de un vector. La 
que utilizaremos es la longitud euclfdea. La longitud euclfdea de un vector V se obtiene como 
Nor m( V, Eucl i dean) o Nor m ( V, 2) (en el ultimo caso el 2 indica el hecho de que para calcu¬ 
lar la longitud se utiliza la ra/z cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes). 

> Norm) Ur, Euclidean) ; N o r m( < 1, -1, 2, -3, 1>, 2) ; 


4 
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Las funciones Normal i ze( U, Eucl i dean) o No r ma I i z e ( U, 2 ) se pueden utilizar para obtener 
un vector unitario en la misma direccion que u. Por supuesto, siempre se puede multiplicar u por 
un escalar que sea el inverso de su longitud: 

> Normal i ze( <2 |-2 |1>, 2) ; (1/Nor m(Uc, 2) ) * U c; 

'2 -2 r 

3’ X’ 3 


LinearAlgebra tiene una funcion denominada VectorAngl e que devuelve el angulo entre 
dos vectores. No importa si los vectores son fila o columna. El resultado esta en radianes, por lo 
que tendremos que multiplicarlo por 180 /tc para obtener el angulo en grados. 

> Vec t o r Ang I e ( <2, 2, 1>, <1, -2, 2>) ; 

1 

2 n 

Para ilustrar algo mas estas ideas, hagamos que Maple calcule una ecuacion del piano que 
pasa por el punto (2, 1, -1) y es perpendicular a la recta de interseccion de los pianos 
2x + 3y + z = 5 y 3x - 2y - 4z = 1. 

> ( <2 |3 |1> &x <3 |-2 |-4>) . ( <x, y, z >- <2, 1, -1>) = 0 ; 

- lOx - 4 + lly - 13z = 0 

que tambien podrfamos haber escrito como lOx - lly + 13z = -4. Notese como, para calcular 
el producto escalar, hemos utilizado el producto vectorial de dos vectores fila (que es, por tanto, 
otro vector fila) a la izquierda del y una diferencia de dos vectores columna (que es, por 
tanto, un vector columna) a la derecha del 

Finalmente, utilicemos M aple para verificar la identidad 

(U xV) xW = (W .U)V - (W .V)U 

En primer lugar, definimos U, V y W como vectores con componentes arbitrarias. En vista de 
los dos productos escalares del miembro derecho de la identidad, haremos que W sea un vector 
fila y los otros dos, vectores columna: 

> U : = Vect or(3, symbol =u) ; 

V : = Vect or ( 3, symbol =v) ; 

W : = Vector! row] (3, s y mb o I =w) ; 

U : 


-ur 

u 2 

_U 3 _ 


Pil 


V : = 


v 2 


v s. 


1/1/: = [i/i/ 1( w 2 , i/i/ 3 ] 




688 CALCULO 

Ahora solo necesitamos restar el miembro derecho de la identidad del miembro izquierdo y sim- 
plificar el resultado: 

> si mpl i f y( ( U &X V) &x W - ( W . U) * V + ( W . V) * U) ; 

' 0 ' 

0 

_ 0 _ 

El resultado es el vector cero, lo que confirma la identidad. 

Observacion Maple 8 y versiones posteriores disponen de un nuevo paquete denominado 
VectorCalcuius, que dispone de mas funcionalidades que el paquete LinearAIgebra para operar 
con funciones vectoriales y funciones de variables vectoriales. Ilustraremos el uso de este paque¬ 
te en capftulos posteriores, pero notese aquf que tambien define las operaciones sobre vectores 
consideradas anteriormente, pero no todas las funciones matridales consideradas mas adelante. 
VectorCal cuius devuelve vectores en forma de combi naci ones lineales de vectores de una base, 
en vez de como matrices fila o columna. Las bases por defecto que utiliza estan formadas por 
los vectores e x , e y , e z (en vez de i, j, k) para vectores de dimension menor o igual que 3, pero 
e xl , e x2 , ... para dimensiones superiores a 3. No obstante, aunque no sea claro por la forma en la 
que VectorCalculus muestra los vectores, mantiene todavfa la distincion entre vectores fila y co¬ 
lumna, y por tanto no nos dejara sumar un vector fila con un vector columna. Una gran ventaja 
del paquete VectorCalculus sobre L inearA Igebra es que VectorCalculus utiliza la definicion ha¬ 
bitual de producto escalar (incluso cuando utiliza la notacion por lo que el orden de los 
factores en un producto escalar es irrelevante y no se utiliza la conjugacion compleja. Si se de¬ 
sea utilizar el paquete VectorCalculus y tener todavfa acceso a todas las operaciones sobre matri¬ 
ces que proporciona el paquete LinearA Igebra, basta con cargar el paquete VectorCalculus des¬ 
pues de cargar el paquete LinearA Igebra, con lo que se sustituiran las definiciones de 
operaciones sobre vectores del paquete L inearA Igebra con las nuevas definiciones del paquete 
VectorCalculus. 

> wi th( Li nearAI gebra) : 
wi t h( Vec t o r Ca I cuius) : 

Incluso con la salida suprimida, el segundo wi t h anterior producira unas cuantas Ifneas de avi¬ 
sos debidas principalmente al cambio en las definiciones de algunas operaciones sobre vectores. 

> VI : = <2, - 3, 4 >; V2 : = <a |b |c>; V 3 : = <2, - 3, 4, - 5, 6>; 

VI : = 2e x - 3e y + 4e z 
1 /2: = ae x + be y + ce z 
V 3 : = 2e xl - 3e x2 + 4e x3 - 5e x4 + 6e x5 


> VI. V 2; V 2. VI; 


2a - 3b + 4c 
2a - 3b + 4c 

Como Vl es un vector columna y V2 es un vector fila, cualquier intento de calcular una combi- 
nacion lineal de estos vectores generara un error, como tambien los intentos de calcular M. V2 o 
Vl. M siendo M una matriz 3x3. Por supuesto, M. Vl funcionara bien, como V2. M, aunque el 
resultado sera una matriz de una fila en vez de un vector. En capftulos posteriores volveremos a 
utilizar VectorCalculus. 
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Matrices 


El paquete LinearAIgebra proporciona tambien diversas formas de definir y manejar matrices. 
Una matriz se puede definir como un vector columna cuyos elementos son vectores fila, o como 
un vector fila cuyos elementos son vectores columna: 


> <<1 1 1 1 1 >, <2 1 1 13 >>; <<1, 2 > I <1, 1 > I <1, 3 >>; 


1 1 1 
2 1 3 


1 1 1 
2 1 3 


Las matrices tambien se pueden definir utilizando la f unci on Mat r i x. Esta funcion puede acep- 
tar una lista de datos que especifican las filas de la matriz, o bien dos enteros positivos (el nume- 
ro de filas y de columnas, respectivamente), junto con una regia para calcular los elementos de 
la fila / y la columna j. 

> L : = Mat ri x( [ [ 1, 1, 1] , [2, 1, 3]]) ; 

M : = Ma t ri x( 3, 3, ( i, j ) - > i -j ) ; 


L : = 


1 

2 


1 1 
1 3 


M : = 


0 

1 

2 


-1 

0 

1 



Una matriz P con 2 filas y 4 columnas con elementos arbitrarios p itj se puede construir de la 
si guiente forma: 


> P : = Ma t r i x ( 2, 4, s y mbo I = p) 


Pi, 1 P 1,2 P 1,3 Pi,4 
P2,1 Pi, 7 P2,3 P2, 4 


Como en el caso de vectores, se accede a los elementos de una matriz encerrando los indices de 
fila y columna entre corchetes, precedidos por el nombre de la matriz. 


> P[1, 2] : = Pi ; P[ 1, 4] +P[ 2, 4] ; P 


P 1 , 2 ■ = 71 

Pi, 4 + P2, 4 

Pi, 1 71 Pi,3 P 1,4 
P 2,1 Pi,2 P 2,3 PlA 
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Existen tambien construcciones abreviadas para tipos especiales de matrices, como las matri¬ 
ces todo unos o todo ceros, las matrices identidad (cuadradas) y las matrices diagonales: 

> Ma t ri x(2, 3) ; Identity Ma t ri x(3) ; 

Diagonal Ma t r i x ( [ a, b, c ] ) ; 

'0 0 O' 

_0 0 0 
'1 0 O' 

0 1 0 
_0 0 1_ 

'a 0 O' 

0 b 0 
_0 0 c_ 

La traspuesta T de una matriz se obtiene utilizando la funcion Transpose. 


> T: = Transpose(L) 


T : = 


2 

1 

3 


El producto AB de dos matrices A y B se calcula utilizando el operador binario es decir, se 
calcula A. B. Por supuesto, el numero de columnas de A debe ser igual al numero de filas de B. 


> L. T; T. L; 

'3 6" 

6 14 
'5 3 7 ' 

3 2 4 

1 4 10_ 

El determinante y la inversa de una matriz cuadrada se calculan mediante las funciones De¬ 
ter mi nant yMatrixInverse. 


> A : = «1 11 11», <2 11 13 >, <1 |1 12 >>; 

DetA : =Determi nant(A) ; Ai nv : = Matri xl nverse(A) 


A : = 


1 

2 

1 


1 1 
1 3 
1 2 


DetA: = -1 





1 

1 

-2' 

Airiv 

: = 


1 

-1 

1 



- 

1 

0 

1_ 

'1 

0 

O' 


"1 0 

O' 

0 

1 

0 

= 

0 1 

0 

_0 

0 

1 


_0 0 

1 
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Ecuaciones lineales 


Un si sterna de n ecuaciones en n variables se puede expresar de la forma AX = B, siendo A una 
matriz n x n, y X y B vectores columna de n componentes. Por tanto, la solucion se expresa 
como X = A ~ 1 B. Por ejemplo, el sistema 


x + y + z = 2, 2x + y + 3z = 9, x + y + 2z=l 


tiene como matriz de coeficientes la matriz A definida anteriormente, y B es el vector columna 
<2, 9, l >. La solucion del sistema es: 

> X : = Ai nv. <2, 9, 1>; 


X: = 



es decir, x = 9, y = -6, z = -1. LinearAlgebra proporciona una forma sencilla de resolver el 
sistema AX = B; solo necesitamos utilizar la funcion Li near Sol ve( A, B) : 



Para resolver sistemas de ecuaciones lineales es mejor usar Li near Sol ve que inversion de ma¬ 
trices, ya que LinearSolve puede resolver algunos sistemas en los que la matriz es singular o no 
es cuadrada. Consideremos los sistemas 


x+y = l x+y = l 

2 x + 2y = 2 Y 2x + 2y = 1 

El primer sistema tiene una familia de soluciones dependientes de un parametro, x = 1 - t, 
y = t, para valores de t arbitrarios. El segundo sistema es incoherente y no tiene soluciones. 

> L : = Mat r i x( [ [ 1, 1] , [2, 2] ] ) ; B1 : = <1 , 2>; B2 : = <1, 1>; 


62: = 


1 

1 


> X : = Li near Sol ve( L, B1, freee=t) 


Se ha incluido el argumento extra f r ee =t para obligar a LinearSolve a utilizar la variable t con 
subindices para indicar los parametros. Es mas seguro utilizar siempre un argumento de entrada 
de este tipo, ya que omitirlo puede hacer que la salida tenga un aspecto extrano (pruebelo para 
verlo). Si el sistema tiene solucion unica, el argumento f ree=t simplemente se ignora. 

> X : = Li near Sol ve( L, B2, f r ee=t); 

Error, ( i n Li near Sol ve) inconsistent system 
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Autovectores y autofunciones 

El paquete L inearA Igebra tiene procedi mi entos para calcular los autovectores y autovalores de 
matrices. En el caso de una matriz real y simetrica, los autovalores son siempre reales. 

> K : = Mat ri x( [ [ 3, 1, -1], [1, 4, 1], [ -1, 1, 3]]) ; 


K : = 


3 1 
1 4 
-1 1 


1 

1 

3 


> Ei genval ues ( K) 


4 

3 +^3 

_3- A 


La funcion Ei genval ues produce un vector columna con los autovalores de la matriz cuadrada 
que se introduce como argumento. En este ejemplo, los tres autovalores son positivos, por lo que 
K es una matriz definida positiva. La principal utilidad que tendran para nosotros los autovalores 
sera la de clasificar los puntos criticos de funciones de varias variables. Para este uso, no es ne- 
cesario conocer los correspondientes autovectores, pero si necesitaramos conocerlos, se puede 
utilizar la funcion Ei genvec t or s ( K) . La salida habria consistido entonces en dos elementos 
separados por una coma. El primer elemento es un vector columna que contiene los autovalores 
de K; el segundo elemento es una matriz cuadrada cuyas columnas son los autovectores corres¬ 
pondientes a dichos autovalores (si un autovalor tuviera multiplicidad m, habria m columnas li¬ 
neal mente independientes en la matriz). 


> Ei genvect or s ( K) 


4 

3 +^3 

.3- A 


-1 

0 

1 


(-2 + 73)73 
-3 + 273 
-3 + 73 
-3 + 273 

1 


(- 2 - 73)73 
- 3-273 
- 3-73 
-3 - 273 

1 


M aple no siempre realiza perfectamente las simplificaciones. Si utilizamos el comando simpli- 
f y( %[ 2] ) sobre la salida anterior, veremos que la fila superior de la matriz de autovectores es, 
en realidad, mas simple de lo que parece. 

Observacion Todas las matrices y vectores utilizados en los ejemplos de esta seccion son de 
dimensiones muy pequenas. El paquete LinearAIgebra es capaz de manejar matrices grandes con 
cientos de filas y columnas, pero en ese caso es mejor evitar las expresiones simples como 
2* M- 3* N 0 M. N para realizar combinaciones lineales 0 productos escalares, y utilizar en cambio 
Mat r i x A d d ( M, N, 2, - 3) y Matri xMatri xMul ti pi y( M, N) , que real i zan los calculos de forma 
mucho mas eficiente. Deforma similar, es conveniente utilizar Mat r i xVect or Mul t i pi y( M, X) 
en vez de M. X si X es un vector columna y Seal arMuti pi y( M, c) en vez de c * M si c es un 
numero. 
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Ejercicios 10.7 


Utilice M aple para calcular las magnitudes de los Ejercicios Utilice esta funcion para calcular la distancia entre 
1 y 2. [1, 1, 1, 1] y [3, -1, 2, 5]. 


1. La distancia entre la recta paralela al vector (3, 0, 2) 
que pasa por 2i + j - 2k y la recta paralela al vector 
(1, 2, 4) que pasa por el punto i + 3j + 4k. 

2 . El angulo (en grados) entre el vector i - j + 2k y el 
piano que pasa por el origen y contiene a los vectores 
i - 2j - 3k y 2i + 3j + 4k. 

Utilice M aple para verificar las identidades de los 
Ejercicios 3 y 4. 

3. U .(V xW) = V «(W XU) = W «(U XV) 

4. (U xV)x(U xW) = (U »(V xW))U 

En los Ejercicios 5-10, defina funciones de M aple que 
permitan obtener los resultados indicados. Puede utilizar 
funciones ya definidas en LinearAlgebra. 

5. Una funcion sp( U, V) que produzca la proyeccion 
escalar del vector U sobre el vector distinto de cero V. 

6 . Una funcion vp ( U, V) que produzca el vector 
proyeccion del vector U sobre el vector distinto de 
cero V. 

7. Una funcion an g( U, V) que produzca el angulo que 
forman los vectores distintos de cero U y V, en grados 
y como numero decimal. 

8 . Una funcion uni t n{U , V) que produzca un vector 
unitario normal a los dos vectores no paralelos U y V 
en el espacio tridimensional. 

9. Una funcion Vol T( U, V, W) que produzca el volumen 
del tetraedro del espacio tridimensional generado por 
los vectores U, V y W. 

10. Una funcion di st ( A, B) que produzca la distancia 
entre dos puntos cuyos vectores de posicion son A y B. 


En los Ejercicios 11 y 12, utilice Li nearSol ve para 
resolver los sistemas dados. 


11 . 


12 . 


'u + 2v + 3x + 4y + 5z = 20 
6u - v + 6x + 2y - 3z = 0 
< 2u + 8v - 8x - 2y + z = 6 
u + t; + x + y + z = 5 
lOu - 3v + 3x - 2y + 2z = 5 

'u + v + x + y = 10 
u + y + z = 10 
!u + x + y = 8 
u + r; + x + z = ll 
v + y - z = 1 


13. Calcule el determinante de la matriz de coeficientes del 
sistema del Ejercicio 11. 


14. Calcule los autovalores de la matriz de coeficientes del 
sistema del Ejercicio 12. Exprese sus respuestas en 
forma decimal, con cinco decimales de precision 
(utilice e v a I f ). iPiensa que algunos de el I os son 
realmente complejos? 

15. Calcule la inversa de la matriz 



" 1 

1/2 

1/3“ 

A = 

1/2 

1/3 

1/4 


_l/3 

1/4 

1/5 


16. Calcule, en forma decimal (utilizando 

eva I f (E i ge nva I s ( A) ) ), los autovalores de la 
matriz A del Ejercicio 15 y los autovalores de su 
inversa. Utilice Digits : = 10 . (Como explica el 
hecho de que algunos autovalores parecen ser 
complejos? (Que relacion parece haber entre los 
autovalores de A y los autovalores de su inversa? 


Repaso del capi'tulo 

Ideas clave 

O Vector en el espacio tridimensional 

• (Que significa lo siguiente? 

O Producto escalar de dos vectores 

O Entorno 

O Producto vectorial de dos vectores en R 3 

O Conjunto abierto 

O Producto escalar triple 

O Conjunto cerrado 

O Producto vectorial triple 

O Frontera de un conjunto 

O M atriz 

O Interior de un conjunto 

O Determinante 





694 CALCULO 


o Plano 
o Recta 
o Cono 
o Cilindro 
o Elipsoide 
o Paraboloide 
o Hiperboloide de una hoja 
c> Hiperboloide de dos hojas 
o Traspuesta de una matriz 
o Inversa de una matriz 
o Transformacion lineal 
o Autovalor de una matriz 

• (Que es el angulo queforman los vectores u y v? 

• (Como secalcula u xv dadas los componentes de 
u y v? 

• (Cual es la ecuacion del piano que pasa por P 0 y 
es normal al vector N? 

• (Cual es la ecuacion de la recta que pasa por P 0 
y es paralela al vector a? 

• Dadas dos matrices A y B de 3 x 3, (Como se 
calcula AB7 

• (Que es la distancia desde P 0 al piano 
Ax+By+Cz+D =0? 

• (Que es la Regia de Cramer, y como se usa? 


Calcule las ecuaciones de los pianos y rectas especificados 
en los Ejercicios 19-28. 

19. El piano que pasa por el origen y es perpendicular a la 
recta 

x-l_y+3_z+2 
2 -1 3 

20. El piano que pasa por el punto (2, -1, 1) y (1, 0, -1) 
y es paralelo a la recta del Ejercicio 19. 

21 . El piano que pasa por el punto (2, -1, 1) y es 
perpendicular a los pianos x-y+z=0y 

2x + y - 3z = 2. 

22. EI piano que pasa por los puntos (-1, 1, 0), (0, 4, -1) 
y (2, 0 , 0 ). 

23. El piano que contiene a la recta interseccion de los 
pianos x + y + z = 0y2x + y-3z = 2y pasa por el 
punto (2, 0, 1). 

24. El piano que contiene a la recta interseccion de los 
pianos x + y + z = 0y2x + y-3z = 2yes 
perpendicular al piano x - 2y - 5z = 17. 

25. La ecuacion parametrica vectorial de la recta que pasa 
por el punto (2, 1, -1) y (-1, 0, 1). 

26. La ecuacion en forma estandar de la recta que pasa por 
el punto (1, 0, -1) y es paralela a los pianos 

x-y = 3yx + 2y + z = l. 

27. La ecuacion parametrica escalar de la recta que pasa 
por el origen y es perpendicular al piano 

3x - 2y + 4z = 5. 


Ejercicios de repaso 

Describa los conjuntos de puntos en el espacio 
tridimensional que cumplen las ecuaciones o inecuaciones 
dadas en los Ejercicios 1-18. 


1. x + 3z = 3 

2. 

3. x + y + z^0 

4. 

5. y = 1 + x 2 + z 2 

6. 

7. x = y 2 - z 2 

8. 

9. x 2 + y 2 + 4z 2 < 4 

10. 

11. x 2 - y 2 - 4z 2 = 0 

12. 

13. (x - z) 2 + y 2 = 1 

*14. 

O 

II 

cnj 

+ 

J>< 


1.5. \ ' 

16. 

jz = 3 


fx 2 + y 2 + z 2 = 4 


17 - i 

18. 

(x + y + z = 3 



b y 2 - 4z 2 = 4 

- y 2 - 4z 2 = 4 

- z) 2 + y 2 = z 2 

x + y + 2z = 1 
x + y + z = 0 

2 + z 2 ^ 1 
■ - y 0 


28. La ecuacion parametrica vectorial de la recta que une 
puntos de las dos rectas 

r = (1 + t)i - tj - (2 + 2t)k 

r = 2ti + (t — 2)j - (1 + 3t)k 

y es perpendicular a ambas rectas. 

Exprese las condiciones o cantidades dadas en los 

Ejercicios 29 y 30 en funcion de productos escalares y 

vectoriales. 

29. Los tres puntos cuyos vectores de posicion son r lf r 2 y 
r 3 estan en la misma recta. 

30. Los cuatro puntos cuyos vectores de posicion son r lf 
r 2l r 3 y r 4 no estan en el mismo piano. 

31. Calcule el area del triangulo cuyos vertices son 
(1, 2, 1), (4, -1, 1) y (3, 4, -2). 

32. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vertices son 
(1, 2, 1), (4, -1, 1), (3, 4, -2) y (2, 2, 2). 
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33. Demuestre que la matriz 



1 0 0 0 \ 
2 10 0 

3 2 10 

4 3 2 1/ 


tiene inversa, y calcule su inversa d 1 


1 1 , 

2 1 0 . iQue condicion debe cumplir 

1 0 - 1 / 

el vector b para que la ecuacion six = b tenga 
soluciones x? iCuales son las soluciones x si b cumple 
la condicion? 



2. Dados vectores cualesquiera u, v, w y x, demuestre que 

(u x v) x (w x x) = ((u x v) »x)w - ((u x v) • w)x 
= ((w x x) »u)v - ((w x x) »v)u 
En particular, demuestre que 

(u x v) x (u x w) = ((u x v) • w)u 

3. Demuestre que el area A del triangulo cuyos vertices son 
(Xi, Yi, 0), (x 2 , y 2 , 0) y (x 3 , y 3 , 0) en el piano xy se 
expresa como 

x yi 1 

A = j I *2 Yi 1 I 

x 3 y 3 1 


/ 3 1\ 

35. iEs la matriz -1 1 -1 definida positiva, 

V 1 -1 2/ 

negativa o ninguna de las dos cosas? 

Problemas avanzados 

1. Demuestre que la distancia d desde el punto P hasta la 
recta AB se puede expresar en terminos de los vectores 
de posicion de P, A y B mediante la expresion 

|(r^ - r P ) x (r B - r P )| 

d =- 

\r A ~ r B \ 


4. (a) Si L 1 y L 2 son dos rectas que no son paralelas ni se 

cruzan, demuestre que existe una pareja de pianos 
paralelos P 1 y P 2 tales que L 3 esta en P 1 y L 2 esta 
en P 2 . 

(b) Obtenga pianos paralelos que contengan las 
siguientes rectas: L 1 que pasa por los puntos (1, 1, 

0) y (2, 0, 1) y L 2 que pasa por los puntos (0, 1, 1) 

y (1, 2, 2). 

5. iQue condicion deben cumplir los vectores a y b para 
asegurar que la ecuacion a xx = b tiene soluciones? Si 
se cumple esa condicion, calcule todas las soluciones de 
la ecuacion. Describa el conjunto de soluciones. 





CAPl'TULO 11 

Funciones vectoriales 
y curvas 


La filosofia esta escrita en este gran libro, el universo, 
que esta continuamente abierto a nuestra observacion, pe- 
ro que no se puede entender a menos que uno aprenda 
primero a comprender el lenguaje e interprete los caracte- 
res en los que esta escrito. Esta escrito en el lenguaje de 
las matematicas, y sus caracteres son triangulos, circulos y 
otras figuras geometricas, sin las que es humanamente im- 
posible entender una sola palabra de ese libro; sin el I os, 
uno simplemente esta vagando por un laberinto oscuro. 

Galileo Galilei (1564-1642) 


Introduccion Este capitulo trata de funciones de una sola variable real cuyo va¬ 
lor es un vector. Estas funciones se pueden ver como representaciones parametricas 
de curvas, y las examinaremos desde un punto de vista cinematico (considerando la 
posicion, velocidad y aceleracion de una particula en movimiento) y desde un punto 
de vista geometrico (considerando tangentes, normales, curvatura y torsion). Final- 
mente presentaremos un desarrollo simple de las leyes de Kepler del movimiento 
planetario. 
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11.1 


Funciones vectoriales de una variable 

En esta seccion vamos a examinar varios aspectos de calculo diferencial e integral aplicado a 
funciones vectoriales de una sola variable real. Estas funciones se utilizaran para representar 
curvas parametricamente. Es natural interpretar una funcion vectorial de la variable real t como 
una posicion, en el instante t, de un punto o «particula» que se mueve en el espacio. Las deriva- 
das de este vector de posicion seran entonces otra funcion vectorial que dara la velocidad y la 
aceleracion de la particula. Para motivar el estudio de funciones vectoriales, las consideraremos 
una descripcion vectorial del movimiento en el espacio tridimensional. Algunos de los ejemplos 
que presentaremos seran de movimiento en el piano; en este caso la tercera componente de los 
vectores sera 0 y se omitira. 

Si una particula se mueve en el espacio tridimensional, su movimiento se puede describir 
dando las tres coordenadas de su posicion en funcion del tiempo t: 

x = x(t), y = y(t ) y z = z(t) 

Sin embargo, es mas conveniente sustituir estas tres ecuaciones por una unica ecuacion vectorial, 

r = r(t) 

que expresa el vector de posicion de la particula en movimiento en funcion de t (recuerdese que 
el vector de posicion de un punto es el vector que va desde el origen hasta dicho punto). En 
funcion de los vectores de la base estandar i, j y k, el vector de posicion de la particula en el 
instante t es 

posicion: r = r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k 

A medida que t aumenta, la particula se mueve por un camino, una curva e en el espacio tridi¬ 
mensional. Si z(t ) = 0, entonces e es una curva plana en el piano xy. Supondremos que e es una 
curva continua; la particula no puede saltar instantaneamente de un punto a otro punto distante. 
Esto equivale a requerir que las funciones de las componentes x(t), y(t) y z(t) sean funciones 
continuas de t, y diremos, por tanto, que r (t) es una funcion vectorial continua de t. 

En el intervalo de tiempo desde t hasta t + At, la particula se mueve desde la posicion r(t) 
hasta la posicion r(t + At). Por tanto, su velocidad media es 

r(t + At) - r(t) 

At 

que es un vector paralelo al vector secante que va desde r(t) hasta r(t + At). Si la velocidad me¬ 
dia tiene limite cuando At->0, se dice que r es diferenciable en t, y denominaremos al limite 
vector velocidad (instantanea) de la particula en el instante t. Llamaremos v(t) al vector velocidad: 


vector velocidad: v(t) 


r(t + At) - r(t) 

hm -»f- 

At-0 At 



El vector velocidad tiene una direccion tangente a la curva e en el punto r(t) ( vease la Figu- 
ra 11.1), y apunta en la direccion del movimiento. La longitud del vector velocidad v(t) = |v(t)| 
se denomina velocidad de la particula: 

velocidad: v(t ) = |v(t)| 

Siempre que exista el vector velocidad, sea continuo y no se anule, la curva ees una curva sua¬ 
ve, es decir, tiene tangentes que varian de forma continua. La curva puede no ser suave en pun- 
tos donde la velocidad sea cero, aunque las componentes del vector velocidad sean funciones 
suaves de t. 
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v(0 



Figura 11.1 El vector velocidad v(t) es la derivada de la 
posicion r(t) y es tangente a la curva del 
movimiento en el punto cuyo vector de 
posicion es r(t). 


Ejemplo 1 


Considere la curva plana r = t 3 i + 2t 2 j. Sus funciones componentes t 3 y t 2 tienen deriva- 
das continuas de todos los ordenes. Sin embargo, la curva no es suave en el origen (t = 0), donde su veloci¬ 
dad v = 3t 2 i + 2tj = 0 (vease la Figura 11.2). La curva si es suave en todos los demas puntos donde v(t) # 0. 



Las reglas de la suma y la multiplicacion por escalares de vectores implican que 
dr 

V = dt 

(x{t + At) - x(t) . y(t + At) - y(t) . z(t + At) ~ z(t) \ 

“ISL-At-' + -At- )+ -At- k j 


dx . 
dt ' 


dy. 

+ J r I + 

dt 1 


dz 

dt 


k 


Por tanto, la funcion vectorial r es diferenciable en t si y solo si sus tres componentes escalares, 
x, y y z, son diferenciables en t. En general, las funciones vectoriales se pueden diferenciar (o 
integrar) diferenciando (integrando) sus funciones componentes, suponiendo que los vectores de 
la base con respecto a los que se expresan dichas componentes son fijos en el espacio y no cam- 
bian con el tiempo. 

Continuando con nuestro analisis de la partfcula movil, se define la aceleracion de dicha 
particula como la derivada con respecto al tiempo del vector velocidad: 


aceleracion: a(t) 


dv d 2 r 
dt = dF 


La Segunda Ley del M ovimiento de Newton establece que esta aceleracion es proporcional a la 
fuerza F que produce el movimiento y en su misma direccion : si la masa de la particula es m, 
entonces dicha ley se expresa mediante la ecuacion vectorial F = m a. 
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Ejemplo 2 


Describa la curva r = ti + t 2 j + t 3 k. Calcule los vectores velocidad y aceleracion de esta 
curva en (1, 1, 1). 

Solucion Como las ecuaciones parametricas escalares de la curva son 


x = t, y = t 2 y z = t 3 

que cumplen y = x 2 y z = x 3 , la curva es la interseccion de los cilindros y = x 2 y z = x 3 . En cualquier ins- 
tante t los vectores velocidad y aceleracion se expresan como 


v 


u ■ -> 

— = \ + 2t\+ 3t 2 k 
dt 


a = 


d\i 

dt 


= 2j + 6tk 


El punto (1, 1, 1) de la curva corresponde a t = 1, por lo que la velocidad y la aceleracion en ese punto son 
v = i + 2j + 3k y a = 2j + 6k, respectivamente. 


Ejemplo 3 


Calcule el vector velocidad, la velocidad y la aceleracion, y describa el movimiento de 
una particula cuya posicion en el instante t es 

r = 3cosojti + 4cosojtj + 5senojtk 

Solucion El vector velocidad, la velocidad y la aceleracion se pueden calcular inmediatamente: 

dr 

v = — = -3<a sen rati - 4msenmtj + 5racosrotk 
dt 


v = |v| = 5m 

dv , , , , 

a = — = -3m COSmtl - 4m COS ml - 5m sen rat k = -ooT 
dt 

Observese que |r| = 5. Por tanto, la curva que describe la particula esta en una esfera cuya ecuacion es 
x 2 +y 2 + z 2 = 25. Como x = 3cosoj t e y = 4cosojt, dicha curva tambien esta en el piano vertical 
4x = 3y. Es decir, la particula se mueve siguiendo una circunferencia de radio 5 centrada en el origen y que 
esta en el piano 4x = 3y. Observese tambien que r es periodico, con periodo 2 n/co. Por consiguiente, la 
particula tarda un tiempo 2n/w en realizar una revolucion sobre dicha circunferencia. La aceleracion esta 
siempre en la direccion de -r, es decir, hacia el origen. Para describir esa aceleracion «que busca el cen- 
tro» se utiliza la expresion aceleracion centripeta. 


Ejemplo 4 


(El problema del proyectil) Describa el camino que sigue una particula que experimenta 
una aceleracion constante hacia abajo, -gk, debida a la gravedad. Suponga que en el instante t = 0 la posi¬ 
cion de la particula es r 0 y su velocidad es v 0 . 


Solucion Si la posicion de la particula en el instante t es r(t), entonces su aceleracion es d 2 r/dt 2 . La 
posicion de la particula se puede obtener resolviendo el problema de valor inicial 


d 2 r 

dt 2 


-gk, 



r(0) = r 0 


Se integra la ecuacion diferencial dos veces. Esta integracion introduce un vector constante de integracion 
que se puede determinar a partir de los datos proporcionados, evaluando en t = 0: 


dr 

— = -gt k + B 0 


r 


- — k + Vnt + 


r o 
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Esta ultima ecuacion representa una parabola en el piano vertical que pasa por el punto cuyo vector de po¬ 
sicion es r 0 y contiene al vector v 0 (vease la Figura 11.3). Las ecuaciones parametricas escalares de la para¬ 
bola son 

x = u 0 t + x 0 
y = v 0 t + y 0 
gt 2 

Z = - Y + w 0 t + z 0 

siendo r 0 = x 0 i + y 0 j + z 0 k y v 0 = u 0 i + v 0 ] + w 0 k. 



Figura 11.3 La curva que sigue un proyectil disparado desde la posicion r 0 
con velocidad v„. 


Un objeto se mueve a la derecha siguiendo la curva planay = x 2 , con velocidad constante 
v = 5. Calcule el vector velocidad y la aceleracion de dicho objeto cuando esta en el punto (1, 1). 


Ejemplo 5 


Solucion La posicion del objeto en el instante t es 

r = xi + x 2 j 


siendo x la coordenada x de la posicion del objeto en funcion de t. El vector velocidad, la velocidad y la 
aceleracion en el instante t se expresan como 


v 


or 

Jt 


dx 

Jt 


i + 2x 


dx. dx 

Jt 1 ~Jt 


(i + 2xj) 


v = |v| 


a 


dv 

Jt 


dx 

Jt 


Vl + (2x) 2 


dx 

Jt 


^/l + 4x 2 


d 2 x 

dF 


(i + 2xj) + 2 



En el calculo de la velocidad se ha utilizado |dx/dt| = dx/dt, ya que el objeto se mueve hacia la derecha. 
Tenemos el dato de que la velocidad es constante: v = 5. Por tanto, 


dx _ 5 

dt + 4x 2 

Cuando x = 1, tenemos que dx/dt = 5/Jl + 4 = v /5, por lo que la velocidad del objeto en ese punto es 
v = VsT + 2V5j. Ahora podemos calcular 

d 5 ( d 5 V* 

dt 2 dt Ji + 4x 2 \dx + 4x7 dt 


5 n 5 lOOx 

2(1 + 4x 2 ) 3/2 (8X) yTMx 2 “ ~ (1 + 4x 2 ) 2 

En x = l, tenemos que d 2 x/dt 2 = -4. A si, la aceleracion en ese punto es a= -4(i + 2j) + 10j = -4i + 2j. 
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Observacion Notese que en el ejemplo anterior hemos usado x como parametro de la curva, 
por lo que podrfamos haber utilizado t para el tiempo. Si se desea analizar el movimiento por 
una curva r = r(t), siendo t un parametro, no necesariamente tiempo, entonces habra que utilizar 
un simbolo diferente, por ejemplo t (letra griega «tau»), para indicar el tiempo. En ese caso, la 
velocidad y la aceleracion fisicas de una particula que se mueve por la curva son 

dr dt dr d\i d 2 t dr /dt\ 2 d 2 r 

V dr dr dt ^ 3 dr dr 2 dt + \dx) dt 2 

Hay que tener cuidado con la forma de interpretar t en problemas donde el tiempo sea relevante. 

Diferenciacion de combinaciones de vectores 

Los vectores y I os escalares se pueden combi nar de varias formas para formar otros vectores o 
escalares. Los vectores se pueden sumar y multiplicar por escalares, y tambien pueden ser facto- 
res en productos escalares y vectoriales. Se pueden aplicar las reglas de diferenciacion apropia- 
das a todas esas combinaciones de funciones vectoriales y escalares; se resumen en el siguiente 
teorema. 


TEOREMA^^ Reglas de diferenciacion de funciones vectoriales 

Sean u(t) y v(t) funciones vectoriales diferenciables, y sea A(t) una funcion escalar diferen- 
ciable. Entonces u(t) + v(t), A(t)u(t), u(t) • v(t), u(t) xv(t) y u (X(t)) son diferenciables, y 


(a) ^ (u(t) + v(t)) = u'(t) + v'(t) 

(b) ^ (A(t)u(t)) = A'(t)u(t) + A(t)u'(t) 
dt 

(c) ^ (u(t) • v(t)) = u'(t) • v(t) + u(t) •v'(t) 
dt 

(d) ^ (u(t) xv(t)) = u'(t) x v(t) + u(t) xv'(t) 

(e) - (u(A(t))) = A'(t)u'(A(t)) 

Ademas, en todo punto donde u(t) ^ 0, 



u(t) »u'(t) 
|u(t)| 


• 

Observacion Las formulas (b), (c) y (d) son versiones de la Regia del Producto. La formu¬ 
la (e) es una version de la Regia de la Cadena. La formula (f) es tambien un caso de la Regia de 
la Cadena aplicada a |u| = Ju «u. Todas el I as tienen la forma obvia. Notese que el orden de 
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los factores es el mismo en los terminos de los dos miembros de la formula del producto vecto¬ 
rial (d). Es esencial conservar el orden ya que, a diferencia del producto escalar o del producto 
de un vector por un escalar, el producto vectorial no es conmutativo. 

Observacion La formula de la derivada de un producto vectorial es un caso especial del de la 
derivada de un determinante 3x3 (vease la Seccion 10.3). Como todos los terminos del desa- 
rrollo de un determinante de cualquier orden son un producto en el que interviene un elemento 
de cada fila (o columna), la Regia del Producto general implica que la derivada de un determi¬ 
nante n x n cuyos elementos sean funciones sera una suma de n determinantes n x n, y en cada 
uno de el los los elementos de una de las filas (o columnas) estaran diferenciados. Para el caso 
3x3 tenemos que 


d 

a u (t) 

a 12 (t) 

a i 3 (t) 


a'u(t) 

ai 2 (t) 

a i 3 (t) 

dt 

a 2 i(t) 

a 22 (t) 

a 23 (t) 

= 

a 21 (t) 

a 22 (t) 

a 23 (f) 

a 3 i(t) 

a 32 (t) 

a 33 (t ) 


a 31(f) 

a 32 (t) 

a 33(f) 


a n(t) 

a 12 (t) 

a 13 (t) 


a n(f) 

a 12 (t) 

a i 3 (t) 

+ 

a ' 2 i(t) 

a 22 (t) 

a' 23 (t) 

+ 

a 2 i(t) 

a 22 (t) 

a 23 (t) 


a 3 i(t) 

a 32 (t) 

3 33(f) 


331(f) 

a 32 (t) 

a 33(f) 


Ejemplo 6 


Demuestre que la velocidad de una particula movil permanece constante durante un inter- 
valo de tiempo si y solo si la aceleracion es perpendicular al vector velocidad durante dicho intervalo. 

Solucion Como (v(t )) 2 = v(t) • v(t), tenemos que 


dv d , d 
dt dt dt 


= a (t) • v(t) + v(t) • aft) = 2v(t) • aft) 

Si suponemos que v( t) # 0, se deduce que dv/dt = 0 si y solo si v • a = 0. La velocidad es constante si y 
solo si el vector velocidad es perpendicular a la aceleracion. 


Ejemplo 7 


Si u es tres veces diferenciable, calcule y simplifique la derivada del producto triple 


d_ 

dt 



d u d 2 u 
dt X dF 


Solucion Utilizando varias versiones de la Regia del Producto, se calcula 


d_ 

dt 



(d _u 

U 



cfu (d u d 2 u\ 
= dt\dt X dFj 


(d 2 u d 2 u\ 

\dF X dtV 


+ u • 


/du d 3 u\ 

\dt X dFj 


= 0 + 0 + u» 


/du d 3 u\ 

V di X ^Fj 


u • 


/du d 3 u\ 
\dt X ~dF ) 


El primer termino se anula porque du/dtes perpendicular a su producto vectorial con otro vector; el segun- 
do termino se anula porque es el producto vectorial de vectores identicos. 
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Ejercicios 11.1 


En los Ejercicios 1-14, calcule el vector velocidad, la 
velocidad y la aceleracion en el instante t de la particula 
cuya posicion es r(t). Describa la curva que sigue la 


particula. 


1. r = i + tj 

2. r = t 2 i + k 

3. r = t 2 j + tk 

4. r = i + tj + tk 

5. r = t 2 i - t 2 j + k 

6. r = ti + t 2 j + t 2 k 

7. r = a cos ti + a sen tj + ctk 


8. r = a cos cuti + b j + a sen cutk 

9. r = 3 cos ti + 4 cos tj + 5 sen tk 

10. r = 3 cos ti + 4 sen tj + tk 

11. r = ae ( i + Jbe f j + ce f k 

12. r = at cos ajti + at sen ojtj + t) In tk 

13. r = e _1 cos(e t )i + e f sen (e f )j - e f k 


21. Demuestre que si el producto escalar de la velocidad y 
la aceleracion de una particula movil es positivo 
(negativo), entonces la velocidad de la particula es 
creciente (o decreciente). 

22 . Verifique la formula de la derivada del producto 
escalar dada en el Teorema 1(c). 

23. Verifique la formula de la derivada de un determinante 
3x3, que se presenta en la segunda observacion que 
sigue al Teorema 1. Utilice esta formula para verificar 
la formula de la derivada del producto vectorial del 

T eorema 1. 

24. Si los vectores de posicion y de velocidad de una 
particula movil son siempre perpendiculares, 
demuestre que la curva que sigue la particula esta en 
una esfera. 

25. Generalice el Ejercicio 24 al caso en el que el vector 
velocidad de la particula es siempre perpendicular a la 
recta que une la particula con un punto fijo P 0 . 


14. r = acostsenti + asen 2 tj + acostk 

15. Una particula se mueve por la circunferencia 

x 2 + y 2 = 25 a velocidad constante, realizando una 
revolucion en 2 s. Calcule su aceleracion cuando esta 
en el punto (3, 4). 

16. Una particula se mueve hacia la derecha por la curva 
y = 3/x. Si su velocidad es 10 cuando pasa por el punto 
(2, §), icual es su velocidad en ese instante? 


26. iQue se puede decir sobre el movimiento de una 
particula en un determinado instante cuando sus 
vectores de posicion y de velocidad cumplen 
r • v > 0? iQue se puede decir cuando r • v < 0? 


En los Ejercicios 27-32, suponga que las funciones 
vectoriales que aparecen tienen derivadas continuas de 
todos los ordenes necesarios. 


d /du d 2 u\ 
27. Demuestre que — — x — T 
dt\dt dr/ 


du d 3 u 


17. Un punto P se mueve por la curva de interseccion del 
cilindro z = x 2 y el piano x + y = 2 en la direccion 
de valores de y crecientes, con velocidad constante 

v = 3. Calcule la velocidad de P cuando esta en el 
punto (1, 1, 1). 

18. U n objeto se mueve por la curva y = x 2 , z = x 3 con 
velocidad vertical constante dz/dt= 3. Calcule el 
vector velocidad y la aceleracion del objeto cuando 
esta en el punto (2, 4, 8). 

19. Una particula se mueve por la curva 

r = 3ui + 3u 2 j + 2u 3 k en la direccion 
correspondiente a valores de u crecientes, con una 
velocidad constante de 6. Calcule el vector velocidad 
y la aceleracion de la particula cuando esta en el 
punto (3, 3, 2). 


28. Exprese la Regia del Producto para — (u • (vxw)). 

d 

29. Exprese la Regia del Producto para — (u x(vxw)). 

d ( (du d 2 u\\ 

30. Desarrolle y simplifique: — I ux ( I)' 

d 

31. Desarrolle y simplifique: — ((u + u") «(uxuj). 

d 

32. Desarrolle y simplifique: — ((u xu) «(u' xu")). 

33. Si en todos los instantes t los vectores de posicion y 
velocidad de una particula movil cumplen v(t) = 2r(t), 
y si r(0) = r 0 , calcule r(t) y la aceleracion aft). iCual 
es la curva del movimiento? 


20. Una particula se mueve por la curva interseccion de 
los cilindros y = -x 2 y z = x 2 en la direccion en la que 
x crece (todas las distancias estan en centimetres). En 
el instante en el que la particula esta en el punto 
(1, -1, 1), su velocidad es de 9 cm/s, y esta creciendo 
a razon de 3 cm/s 2 . Calcule el vector velocidad y la 
aceleracion de la particula en ese instante. 


❖34. Verifique que r = r 0 cos (cut) + (v 0 /cu)sen (cut) 
satisface el problema de valor inicial 
cf 2 r , 

^ 2 =-c» 2 r, r'(0) = v 0 , r(0) = r 0 

Es la unica solucion. Describa la curva r(t). iCual es 
la curva si r 0 es perpendicular a v 0 ? 
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❖35. (Cafda librecon resistencia del aire) La posicion 
de un proyectil que cae bajo la accion de la gravedad 
y es frenado por la resistencia del aire, que es 
proporcional a su velocidad, cumple 


d 2 r 

dF 


= -gk - c 


dr 

dt 


siendo c una constante positiva. Si r = r 0 y dr/dt = v 0 
en el instante t = 0, calcule r(t) ( Sugerencia : Sea 
w = e ct (dr/dt). Demuestre que la solucion tiende a la 
del problema del proyectil presentado en esta seccion 
cuando c -»0. 


11.2 


Algunas aplicaciones de la diferenciacion vectorial 


En muchos problemas interesantes de mecanica interviene la diferenciacion de funciones vecto¬ 
riales. En esta seccion se realiza una breve presentation de algunos de el I os. 


Movimiento de una masa variable 


El momento p de un objeto en movimiento es el producto de su masa m (un escalar) y su velo¬ 
cidad (un vector) v: p = mv. La Segunda Ley del M ovimiento de Newton establece que la velo¬ 
cidad de cambio del momento es igual a la fuerza externa que actua sobre el objeto: 


F 


dp 

dt 


d_ 

Jt 


(mv) 


Solo en el caso de que la masa del objeto permanezca constante esta ley se reduce a su forma 
mas familiar F = ma. Cuando la masa cambia debe considerarse el momento en vez de la acele- 
racion. 


Ejemplo 1 


(Cambio en la velocidad de un cohete) Un cohete acelera quemando el combustible que 
transporta. Si los gases de la combustion se expulsan del cohete con una velocidad constante v e retativa al 
cohete, y si el cohete expulsa p% de su masa inicial mientras sus motores estan funcionando, icuanto cam- 
biara la velocidad del cohete? Suponga que el cohete esta en el espacio profundo, de forma que se puede 
despreciar la fuerza gravitatoria y cualquier otra fuerza externa que pudiera actuar sobre el. 


Solucion Como no actuan fuerzas externas sobre el cohete (es decir, F = 0), la ley de Newton implica 
que el momento total del cohete y de los gases que expulsa permanecera constante. En el instante t, la masa 
del cohete es m(t) y su velocidad es v(t). En el instante t + At la masa del cohete es m + Am (siendo 
Am < 0), su velocidad es v + Av, y la masa -Am de los gases expulsados ha escapado con velocidad 
v + v e (relativa a un sistema de coordenadas fijo en el espacio). Igualando los momentos totales en t y en 
t + At se obtiene 


(m + Am)(v + Av) + ( - Am)(v + v e ) = mv 
Simplificando esta ecuacion y dividiendo por At resulta 


Av Am 


(m + Am) — = 


y, tomando el limite cuando At->0, 


At At 


dv dm 

m — = — v e 
dt dt e 


Supongamos que el motor se enciende desde t = 0 hasta t = T. Por el Teorema Fundamental del Calculo, la 
variacion de la velocidad del cohete sera 

r T dv / r T 1 dm , 
v(T)-v( 0)= 37 dt = ( - — dt v, 

Jo dt 


o m dt 
= (Inm(T) - In m(0))v e = -In 


m( 0 ) 
m(T) 


Como m( 0) >m(T), tenemos que In (m(0)/m(T)) > 0 y, tal como se esperaba, la variacion de la 
velocidad del cohete se producira en la direccion opuesta a la velocidad de expulsion v e . Si p% 
de la masa del cohete se expulsa durante la ignicion, entonces su velocidad cambiara en la canti- 
dad -v e In (100/(100 - p)). 


Observacion Es interesante advertir que este modelo no impone restricciones en la magnitud 
que puede alcanzar la velocidad del cohete, suponiendo que un porcentaje suficientemente gran¬ 
de de su masa inicial es de combustible. 1/ease el Ejercicio 1 al final de la seccion. 


Movimiento circular 


La velocidad angular Q de un cuerpo en rotacion es su velocidad de rotacion medida en radianes 
por unidad de tiempo. Por ejemplo, la lampara de un faro que gira con una velocidad de 3 revo- 
luciones por minuto tiene una velocidad angular de Q = 6n radianes por minuto. Es util repre- 
sentar la velocidad de rotacion de un cuerpo rigido alrededor de un eje en f unci on de un vector 
velocidad angular en vez de representarla simplemente respecto a la velocidad angular escalar. 
El vector velocidad angular Q tiene un modulo igual a la velocidad angular Q y su direccion 
coincide con el eje de rotacion, de forma que si el pulgar extendido apunta en la direccion de Q, 
entonces los demas dedos rodean al eje en la direccion de la rotacion. 

Si el origen del si sterna de coordenadas esta en el eje de rotacion, y si r = r(t) es el vector 
de posicion en el instante t de un punto P del cuerpo en rotacion, entonces dicho punto se mueve 
siguiendo una circunferencia de radio D = |r(t)| sen0, siendo 6 el angulo (constante) entre Q y 
r(t) (vease la Figura 11.4). Por tanto, P recorre una distancia 2nD en un tiempo 2n/Q y su velo¬ 
cidad lineal es 


distancia 

tiempo 


2n/D 

2n/fl 


= QD = |Q| |r(t)| sen 9 


|Gxr(t)| 


Como la direccion de Q se define de forma que Q xr(t) apunte en la direccion del movimiento 
de P, la velocidad lineal de P en el instante t se expresa como 




Q x r(t) 


Figura 11.4 Rotacion con velocidad angular £2: v = £2 x r. 


Ejemplo 2 


inicial 


El vector de posicion r(t) de una particula P en movimiento satisface el problema de valor 


f dr 

(r(0) - I + 3j 


Calcule r(t) y describa el movimiento de P. 
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Solucion Hay dos formas de resolver este problema. Lo haremos de ambas. 

METODO I. Teniendo en cuenta la presentacion anterior, la ecuacion diferencial dada es compatible con 
una rotacion alrededor del eje x con un vector de velocidad angular 2i, de forma que la velocidad angular 
es 2, y el movimiento se produce en sentido contrario al de las agujas del reloj visto de lejos desde el eje x 
positivo. Por tanto, la particula P se mueve siguiendo una circunferencia en un piano x = constante y cen- 
trada en el eje x. Como P esta en (1, 3, 0) en el instante t = 0, el piano de movimiento es x = 1, y el radio 
de la circunferencia es 3. Por consiguiente, la ecuacion parametrica de la circunferencia es de la forma 

r = i + 3 cos(lt)j + 3 sen (2t)k 

P recorre una vez la circunferencia (2n radianes) en un tiempo t = 2n/X, por lo que la velocidad angular es 
X. Por consiguiente, X = 2 y el movimiento de la particula se expresa como 

r = i + 3 cos (2t)j + 3sen(2t)k 


METODO II. Se descompone la ecuacion diferencial vectorial dada en sus componentes: 


dx dy dz 

Jt' + Jt l+ Jt 


k = 2i x (xi + yj + zk) = - 2zj + 2yk 


dx 

Jt 


= 0 , 



dz 

Jt 


= 2 y 


La primera ecuacion implica que x = constante. Como x(0) = 1, tenemos que x(t) = 1 para todo t. Diferen- 
ciando la segunda ecuacion con respecto a t y sustituyendo en la tercera ecuacion, se Mega a la ecuacion del 
movimiento armonico simple en y: 


cry 

J 7 



Una solucion general de esta ecuacion es 

y = A cos (2 1) + B sen (2 1) 

Entonces, z = -\[dy/dt) = A sen (2t) - B cos(2 1). Como y(0) = 3 y z(0) = 0, tenemos que A = 3 y B = 0. 
Por consiguiente, la particula P se mueve en sentido contrario al de las agujas del reloj siguiendo el camino 
circular 

r = i + 3 cos (2t)j + 3 sen (2t)k 
en el piano x = 1 con velocidad angular 2. 


Observacion La Segunda Ley de Newton establece que F = (d/dt)(mv) = dp/dt, siendo 
p = mv el momenta (lineal) de una particula de masa m que se mueve bajo la influencia de una 
fuerza F. Esta ley se puede reformular de forma apropiada para describir el movimiento rotacio- 
nal. Si r(t) es la posicion de la particula en el instante t, entonces, como vxv = 0, 

d d d 

— (r x P) = x ( mv )) = v x ( mv ) + r x ( mv ) = r xF 


Las magnitudes H = r x(mv) y T = r xF son, respectivamente, el momento angular de la par¬ 
ticula respecto al origen y el torque de F respecto al origen. Hemos demostrado que 


T 


d H 

It 


El torque de las fuerzas externas es igual a la velocidad de cambio del momento angular de una 
particula. Esta expresion es la analoga de F = dp/dt para el caso de movimiento rotacional. 



708 CALCULO 

Sistemas en rotacion y el efecto de Coriolis 

El procedimiento de diferenciar una fund on vectorial diferenciando sus componentes solo es va- 
lido si los actores de la base no dependen de las variables de diferenciacion. Este no es el caso 
en algunas situaciones en mecanica. Por ejemplo, al modelar fenomenos meteorologicos a gran 
escala, el anal i sis esta afectado por el hecho de que un si sterna de coordenadas fijo con respecto 
a la tierra es de hecho un sistema en rotacion (con la tierra) con respecto a direcciones fijas en el 
espacio. 

Para entender el efecto que tiene la rotacion del sistema de coordenadas en la representacion 
de la velocidad y de la aceleracion, consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas (es 
decir, sistemas de ejes con los correspondientes vectores unitarios de la base), un sistema (fijo) 
cuya base es {I, J , K}, que no rota con la tierra, y un sistema en rotacion cuya base es {i, j, k}, 
unido a la tierra y, por lo tanto, en rotacion con su misma velocidad angular, concretamente, 
tt/12 radianes/hora. Supongamos que el origen del sistema de coordenadas fijo es el centro de la 
tierra, y que K apunta al norte. Entonces la velocidad angular de la tierra es fi = U/12)K. El 
sistema fijo se mueve con la tierra en su orbita alrededor del Sol, pero no rota con la tierra y, 
como la rotacion orbital de la tierra alrededor del Sol tiene una velocidad angular de 1/365 de la 
velocidad angular de rotacion alrededor de su eje, podemos despreciar este efecto, mucho menor 
de la rotacion de la tierra debido a su orbita alrededor del Sol. 

Tomemos el origen del sistema de coordenadas que rota en la posicion del observador en la 
superficie de la tierra, por ejemplo, en un punto P 0 cuyo vector de posicion es R 0 con respecto al 
sistema de coordenadas fijo 1 . Supongamos que P 0 tiene una colatitud de 0 (angulo entre R 0 y 
K), que cumple 0 < 0 < n, de forma que P 0 no esta en el polo norte ni en el polo sur. Suponga¬ 
mos que i y j apuntan, respectivamente, al este y al norte de P 0 . Entonces, k debe apuntar direc- 
tamente hacia arriba (vease la Figura 11.5). 



Figura 11.5 Los sistemas de coordenadas fijo 
y local. 


Como los vectores i, j, k y R 0 estan rotando con la tierra (con velocidad angular Q), tenemos, 
como se ha demostrado anteriormente en esta seed on, 

di dj dk , dR 0 

dt dt 1 dt dt 


1 El autor desea agradecer a su colega, el Profesor Lon Rosen, la sugerencia de este enfoque en el analisis de un siste¬ 
ma de coordenadas en rotacion. 
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Toda funcion vectorial se puede expresar en funcion de cualquier base. Sean R (t), V(t) y A(t) la 
posicion, velocidad y aceleracion de un objeto en movimiento con respecto al sistema de coorde- 
nadas fijo, y r(t), v(t) y a(t) las mismas magnitudes con respecto al sistema de coordenadas en 
rotacion. Entonces, 


R = XI + YJ + ZK 

dX dY dZ 
V = — I + —J + —K 
dt dt dt 

d 2 X d 2 Y d 2 Z 

A “ dF 1 + dF J + dF K 


r = xi + yj + zk 
dx . dy . dz . 
V= dt' + dt J + dt k 


d 2 x 

dF 


+ 


Fy : , d 2 z 
dt 


2 j + dt 2 k 


iQue relacion guardan los valores de estos vectores en el sistema de coordenadas en rotacion 
con los valores en el sistema de coordenadas fijo? Como el origen del sistema de coordenadas en 
rotacion es R 0 , tenemos que (vease la Figura 11.6) 


R = R n + r 


objeto en movimiento 



Po 

observador 


Figura 11.6 Vectores de posicion respecto a los sistemas de coordenadas fijo 
y en rotacion. 


Cuando se diferencia con respecto al tiempo, hay que recordar que R 0 , i, j y k dependen del 
tiempo. Por tanto, 


V = 


dR 

FF 


dR 0 dx . 
FF + dt 1 


di dy . dj 
+ x — + F j + yF + 
dt dt 1 7 dt 



+ z 


dk 

dF 


= v + Q x R 0 + xQ X i + yQ X j + zQ x k 
= V + QxR 0 + Qxr 
= v + QxR 

De forma similar, 

dV d 

A =vrz t (v+nxR » 

d 2 x. dx di d 2 y. dy dj d 2 z „ dz dk dR 

dt 2 dt dt dt 2 1 dt dt dt 2 dt dt dt 

= a + Q xv + Q x (V) 

= a + 2Qxv + Qx(QxR) 

El termino 2Qxv se denomina aceleracion de Coriolis, y el termino Qx(QxR) se denomina 

aceleracion centrfpeta. 




Supongamos que nuestro objeto movil tiene una masa m y que actua sobre el una fuerza ex¬ 
terna F. Por la Segunda Ley de Newton, 

F = mA = ma + 2m£i x v + m Q x(QxR) 

o, en otros termi nos, 

a = — -2Qxv-Qx(QxR) 
m 

Para un observador situado en la superficie de la tierra, el objeto parece estar sujeto a F y a dos 
fuerzas adicionales, la fuerza de Coriolis, cuyo valor por unidad de masa es -2£2xv, y la 
fuerza centrffuga, cuyo valor por unidad de masa es -Qx(QxR), Las fuerzas centrffuga y de 
Coriolis no son fuerzas «reales» actuando sobre el objeto. Son fuerzas ficticias que compensan el 
hecho de que estamos midiendo la aceleracion con respecto a un sistema que estamos conside- 
rando fijo, aunque en realidad esta en rotacion y, por tanto, tiene aceleracion. 

Observese que la fuerza centrffuga apunta directamente hacia el exterior del eje polar de la 
tierra. Representa el efecto correspondiente a que el objeto movil desea continuar moviendose en 
Ifnea recta y «despegar» de la tierra, en vez de continuar su rotaci on con el observador. Esta 
fuerza tiene su maxi mo en el ecuador (donde Q es perpendicular a R), pero su magnitud es muy 
pequena: |Q| 2 |R 0 | ~ 0.003g. 

La fuerza de Coriolis es de una naturaleza muy diferente a la fuerza centrffuga. En particular, 
es cero si el observador percibe que el objeto esta en reposo. Es perpendicular a la velocidad del 
objeto y al eje polar de la tierra, y su magnitud puede alcanzar un valor de 2|Q| |v| y, en particu¬ 
lar, puede ser mayor que la de la fuerza centrffuga si |v| es suficientemente grande. 


Figura 11.7 

(a) Componentes tangencial y normal 
de la velocidad angular de la tierra 
en los hemisferios norte y sur. 

(b) En el hemisferio norte, la fuerza 
tangencial de Coriolis modifica la 
direccion de los vientos hacia la 
derecha cuando se dirigen hacia 
el area de bajas presiones B, por 
lo que los vientos se mueven en 
sentido contrario al de las agujas 
del reloj alrededor del centra de 8. 



Ejemplo 3 


(Vientos que giran alrededor del ojo de una tormenta) La circulacion de los vientos 
alrededor del centra de una tormenta es un ejemplo del efecto de Coriolis. El ojo de una tormenta es un 
area de bajas presiones que absorbe aire hacia ella. La direccion de rotacion de la tierra es tal que la veloci¬ 
dad angular £2 apunta al norte y es paralela a su eje de rotacion. En cualquier punto P de la superficie de la 
tierra, podemos expresar £2 como una suma de una componente tangencial (a la superficie de la tierra) y 
una componente normal (vease la Figura 11.7(a)), 


£2(P) = £2 r (P) + £2 W (P) 

Si P esta en el hemisferio norte, £2 N (P) apunta hacia arriba (en sentido contrario al centra de la tierra). En 
ese punto la «fuerza» de Coriolis C = — 2£2(P) xv que actua sobre una partfcula de aire moviendose con la 
velocidad horizontal v tiene componentes horizontal y normal 


C — 2£2 r Xv 2£2 W xv — Q^ Qj 
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El efecto de la componente normal de la fuerza de Coriolis se puede despreciar, ya que el aire no es libre 
de viajar grandes distancias en sentido vertical. Sin embargo, la componente tangencial de la fuerza de Co¬ 
riolis, C T = -2Q n xv, esta orientada a 90° a la derecha de v (en el sentido de las agujas del reloj respecto 
a v). Por tanto, las particulas de aire que estan siendo absorbidas hacia el ojo de la tormenta experimentan 
una desviacion de Coriolis hacia la derecha y realmente recorren una espiral hacia el ojo en sentido contra- 
rio al de las agujas del reloj. En el hemisferio sur, donde la componente normal £2 W esta dirigida hacia el 
centra de la tierra, ocurre lo contrario. La fuerza de succion F, la velocidad v y la componente tangencial a 
la superficie de la tierra de la fuerza de Coriolis, C r , de una particula de aire en dos posiciones de su cami- 
no alrededor de un area de bajas presiones en el hemisferio norte se muestran en la Figura 11.7(b). 


Observacion Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia dentro alrededor de un area 
de bajas presiones se denominan cidones. Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia 
fuera alrededor de un area de altas presiones se denominan antiddones. Estos ultimos se mue¬ 
ven en espiral en sentido contrario al de las agujas del reloj en el hemisferio sur y en el sentido 
de las agujas del reloj en el hemisferio norte. El efecto de Coriolis es tambien la causa de la alta 
velocidad del flujo hacia el este de las corrientes en chorro de las capas altas de la atmosfera en 
latitudes medias en ambos hemisferios, cuya energfa es suministrada por la subida de aire tropi¬ 
cal caliente y su posterior movimiento hacia I os polos. 

Las relaciones entre I os vectores de la base en I os sistemas de coordenadas fijo y movil se 
pueden utilizar para analizar muchos fenomenos. Recuerdese que R 0 forma un angulo 0 con K. 
Supongamos que la proyeccion de R 0 en el piano ecuatorial (que contiene a I y a J) forma un 
angulo 6 con I como se muestra en la Figura 11.5. Una observacion cuidadosa de dicha figura 
deberia convencernos de que 


i = - sen 0 1 + cosOJ 

j =-cos0cos0l - cos0sen0J + sen 0K 
k = sen 0cos0l + sen 0sen0J + cos0K 
De forma similar, o despejando I, J y K de las ecuaciones anteriores, 

I = - sen0i - cos0cosflj + sen 0cos6)k 
J = cosOi - cos0sen0j + sen0sen0k 
K = sen 0j + cos 0k 

Notese que cuando la tierra rota alrededor de su eje, 0 permanece constante, pero 0 se incremen- 
ta a razon de (n/ 12) radianes/hora. 


Ejemplo 4 


Suponga que la direccion al sol esta en el piano de I 
Por tanto, el sol esta en la direccion del vector 


y K, y que forma un angulo a con I. 


S = cos <t I + sen trK 


a = 0 en los equinoccios de marzo y septiembre, y a x 23.5° y -23.5° en los solsticios de junio y diciem- 
bre. Calcule la longitud del dia (el tiempo que transcurre entre la salida y la puesta del sol) para un obser- 
vador situado en una colatitud de 0. 

Solucion El sol sera visible para el observador si el angulo entre S y K no es superior a n/2, es decir, si 
S*k > 0. Por tanto, el tiempo que dura el dia corresponde a 


cos a sen 0cos 6 + sen a cos 0 ^ 0 
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o, en otros terminos, cos0 ^ - -— 7 . La salida y la puesta del sol se producen cuando se alcan- 

tan 4> 

za la igualdad. Concretamente, cuando 

, / tanoA 
6 = 0 n = +cos 1 - --: 


si tal valor existe (existira si cp^ a ^ 0 o si n - cp ^ - a ^ 0). En este caso, el tiempo que dura 
el dfa para el observador es 

2 0 0 24 , / tan cr\ , 

—2 x 24 = — cos ( - -—- horas 
2n n \ tan cp) 

Por ejemplo, el 21 de junio en el cfrculo polar artico (donde cp = a) el dfa tendra una duracion 
de (24/7r)cos _1 (-l) = 24 horas. 


Ejercicios 11.2 


1. /Que fraccion de su masa total inicial debera quemar 
como combustible el cohete considerado en el Ejemplo 
1 para acelerar en linea recta desde el reposo hasta la 
velocidad de expulsion de sus propios gases? /Y hasta el 
doble de esa velocidad? 

*2. Cuando actua con su maxima potencia, el motor de un 
vehiculo autopropulsado puede acelerar dicho vehiculo 
(cuya masa es de M kg) en una pista horizontal a razon 
de a m/s 2 . El tanque de combustible esta lleno en el 
instante cero, pero su contenido se pierde por un 
agujero en su fondo con una velocidad de k kg/s desde 
el instante inicial. Si el coche esta en reposo en el 
instante cero y se aplica toda la potencia a partir de ese 
instante, /con que velocidad se estara moviendo en un 
instante t antes de que el tanque se vacie? 

❖3. Resuelva el problema de valor inicial 

dr 

— = kxr, r(0) = ixk 
dt 

Describa la curva r = r(t). 

❖4. Un objeto se mueve de forma que su vector de 
posicion r(t) satisface 

dr 

— = ax r t - b) 
dt 

y r(0) = r 0 . a, b y r 0 son vectores constantes dados, 
con a # 0. Describa la curva que sigue el objeto en su 
movimiento. 

El efecto Coriolis 

*5. Un satelite describe una orbita baja, circular y polar 
alrededor de la tierra (es decir, pasa sobre los polos 
norte y sur). Realiza una revolucion cada dos horas. 

Un observador situado sobre la tierra en el ecuador ve 


pasar al satelite directamente por encima de el. /En 
que direccion le parece al observador que se mueve? 
Desde el punto de vista del observador, /cual es el 
valor aproximado de la fuerza de Coriolis que actua 
sobre el satelite? 

* 6 . Repita el Ejercicio 5 para un observador situado a una 

latitud de 45° en el hemisferio norte. 

* 7. Describa las componentes tangencial y normal de la 

fuerza de Coriolis que actua sobre una particula que 
se mueve con velocidad horizontal v en (a) el polo 
norte, (b) el polo sur, (c) el ecuador. En general, /cual 
es el efecto de la componente normal de la fuerza de 
Coriolis en las proximidades del ojo de una tormenta? 

* 8. (Localization de la salida y puesta del sol) Amplie 

el argumento del Ejemplo 4 para determinar donde 
saldra y se pondra el sol en el horizonte de un 
observador situado en P 0 . Concretamente, si /( es el 
angulo que forman j y S (la direccion al sol) en la 
salida o en la puesta del sol, demuestre que 

sen a 

cos /( =-- 

sen <p 

Por ejemplo, si a = 0 (los equinoccios), entonces 
/( = 7c/2 en todas las colatitudes <p\ el sol se levanta 
exactamente por el este y se pone exactamente por el 
oeste en esos dias. 

9. Vancouver, Canada, esta a una latitud de 49.2° N, por 
lo que su colatitud es de 40.8°. /Cuanto tiempo estara 
el sol visible en Vancouver el 21 de junio? 0, de otra 
manera, /cuanto tiempo seria visible si no estuviera 
Moviendo y no hubiera montanas alrededor? /A que 
angulos respecto al norte sale y se pone el sol? 

10. Repita el Ejercicio 9 para Umea, Suecia (latitud 
63.5° N). 
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11.3 


Curvas y parametrizaciones 


En esta seed on consideraremos las curvas como objetos geometricos en vez de como caminos 
que siguen particulas en movimiento. Todo el mundo tiene una idea intuitiva de lo que es una 
curva, pero es dificil dar una definicion formal de el la como objeto geometrico (es decir, como 
una cierta clase de conjunto de puntos) sin utilizar el concepto de represented on parametrica. 
Para evitar esta dificultad continuaremos considerando las curvas en el espacio tridimensional 
como el conjunto de puntos cuyas posiciones estan dadas por la funcion vectorial de posicion 


r = r(t) = x(t)i + y(t)j + z(fjk, a ^t^b 


Sin embargo, el parametro tya no tiene que representar el tiempo o ninguna otra magnitud ffsica 
concreta. 

Las curvas pueden ser muy extranas. Por ejemplo, existen curvas continuas que pasan por 
todos los puntos de un cubo. Es dificil imaginar una curva de ese tipo como un objeto unidimen¬ 
sional. Para evitar estos objetos extranos supondremos a partir de ahora que la funcion r(t) que 
define la curva tiene primera derivada, dr/dt, continua, y la seguiremos llamando «vector veloci- 
dad» y expresandola como v(t), por analogfa con el caso ffsico en el que t es el tiempo (tambien 
continuaremos llamando a v(t) = |v(t)| «velocidad»). Como veremos posteriormente, esto implica 
que se puede definir una longitud de arco de la curva entre dos puntos cualesquiera correspon- 
dientes a valores del parametro fy y t 2 ; si t x < t 2 , dicha longitud de arco es 


f 2 »(t)dt 


Jh 


P |v(t)| dt 


Jt i 


't 2 

Jti 


dr 

dt 


dt 


Desearemos frecuentemente que r(t) tenga derivadas de orden superior que tambien sean conti¬ 
nuas. Siempre que sea necesario, supondremos que la «aceleracion», a(t) = d 2 r/di 2 , e incluso la 
tercera derivada, d 3 rdt 3 , son continuas. Por supuesto, la mayoria de las curvas que apareceran en 
la practica tendran parametrizaciones con derivadas de todos los ordenes que seran continuas. 

Sin embargo, hay que tener en cuenta que ninguna suposicion sobre la continuidad de las de¬ 
rivadas de la funcion r(t) es suficiente para garantizar que la curva r = r(t) es una curva «sua- 
ve». Puede no serlo en un punto donde v = 0 (vease el Ejemplo 1 de la Seccion 11.1). En la 
seccion siguiente demostraremos que si, ademas de ser continuo, el vector velocidad v(t) nunca 
se anula, entonces la curva r = r(t) es suave en el sentido de tener una tangente que varfa de 
forma continua. 

Aunque hemos dicho que una curva es un conjunto de puntos que cumplen una ecuacion pa¬ 
rametrica r = r(t), no existe una forma unica de representar parametricamente una curva. De la 
misma forma que los coches pueden viajar por la misma autopista a diferentes velocidades, y 
parar y arrancar en diferentes sitios, la misma curva puede ser definida mediante diferentes para¬ 
metrizaciones; de hecho, una curva puede tener infinitas. 


Ejemplo 1 


Demuestre que todas las funciones vectoriales 

r^t) = sen ti + costj, (-tt/ 2 < t < jt/2), 

r 2 (t) = (t-l)i + J2t-t 2 \, (0<t^2), y 

r 3 (t) = tj2 - t 2 i + (1 - t 2 )j, {-1 < t < 1) 
representan la misma curva. Describa dicha curva. 

Solucion Todas las funciones representan puntos en el piano xy. La funcion r^t) empieza en el punto 
(-1, 0), cuyo vector de posicion es r^-n/2) = - i y termina en el punto (1, 0), cuyo vector de posicion 
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es i. Esta contenida en la mitad del piano xy dondey ^ 0 (porque cost ^ 0 para ( -n/2 ^ t ^ n/2)). Final- 
mente, todos los puntos de la curva estan a distancia 1 del origen: 

|i"i(t)| = ^(sent) 2 + (cost) 2 = 1 

Por tanto, r^t) representa la semicircunferencia y = Jl - x 2 en el piano xy, recorrida de izquierda a dere- 
cha. 

Las otras dos funciones tienen las mismas propiedades: ambas graficas estan en y > 0, 

r 2 (0) = - i, r 2 (2) = i, |r 2 (t)| = J(t - l) 2 + 2t - t 2 = 1 

r 3 ( — 1) = -i, r 3 (l) = i, |r 3 (t)| = 2 - t 2 ) + (1 - t 2 ) 2 = 1 

Por tanto, las tres funciones representan la misma semicircunferencia (vease la Figura 11.8). Por supuesto, 
las tres parametrizaciones recorren la curva a diferentes velocidades. 



Figura 11.8 En el Ejemplo 1 se muestran tres parametrizaciones 
de la semicircunferencia £ 


La curva r = r(t), (a sc t«c b) se denomina curva cerrada si r(a) = r (b), es decir, si la curva 
empieza y termina en el mismo punto. La curva e no se cruza consigo misma si existe alguna 
parametrizacion r = r(t), (a < t < b ), de e que sea uno a uno excepto porque los extremos po- 
drian ser el mismo punto: 

r(t 1 ) = r(t 2 ) a < ti < t 2 < ft => t : = a y t 2 = b 

Si una curva es cerrada, pero no se cruza consigo misma, se denomina curva cerrada simple. 
Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas simples. Toda parametrizacion 
de una curva concreta determina una de dos posibles orientaciones, correspondientes a la direc- 
cion de la curva en la que el parametro crece. La Figura 11.9 ilustra estos conceptos. Las tres 
parametrizaciones de la semicircunferencia del Ejemplo 1 la orientan en el sentido de las agujas 
del reloj, vista desde un punto por encima del piano xy. Esta orientacion se indica mediante las 
flechas que hay sobre la curva en la Figura 11.8. Esa misma semicircunferencia podria tener la 
orientacion opuesta si se parametrizara, por ejemplo, como 

r(t) = costi + sen tj, 0 ^ t ^ n 



Figura 11.9 Las curvas y e 3 no se cruzan consigo mismas. 

Las curvas e 2 y £, se cruzan consigo mismas. 
Las curvas y e 2 no son cerradas. 

Las curvas c 3 y £, son cerradas. 

La curva e 3 es una curva cerrada simple. 
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Parametrizacion de la curva de interseccion de dos superficies 

Frecuentemente, una curva se especifica como interseccion de dos superficies con ecuaciones 
cartesianas dadas. Puede ser necesario representar dicha curva mediante ecuaciones parametricas. 
No hay una unica forma de hacerlo, pero si una de las superficies dadas es un cilindro paralelo a 
un eje de coordenadas (de modo que su ecuacion sea independiente de una de las variables), po- 
demos comenzar parametrizando esa superficie. Los siguientes ejemplos clarifican el metodo. 


Ejemplo 2 


x 2 + 4y 2 = 4. 


Parametrice la curva de interseccion del piano x + 2y + 4z = 4 con el cilindro eliptico 


Solucion Empezaremos con la ecuacion x 2 + 4y 2 = 4, que es independiente de z. Se puede parametrizar 
de muchas formas; una manera comoda es 


x = 2cos t, y = sent, (0^t^2n) 

En la ecuacion del piano se puede despejar z, por lo que z se puede expresar en funcion de t: 

1 1 
z = -(4-x-2y) = l- - (cos t + sen t) 


Entonces, las superficies dadas se cruzan formando la curva (vease la Figura 11.10) 

cost + sen ft 


r = 2 costi + sen tj + 1 


k, 


(0 < t< 27r) 



Ejemplo 3 


Calcule una representacion parametrica de la curva de interseccion de las superficies 


z = 1 


x + y + z = 2 y xy 

Solucion En este caso ninguna de las ecuaciones es independiente de una variable, pero podemos obte- 
ner una tercera ecuacion que represente a una superficie que contenga a la curva de interseccion de las dos 
superficies dadas, restando las dos ecuaciones para eliminar la variable z: 

x 2 + y - xy = 1 

Esta ecuacion se puede parametrizar rapidamente. Si, por ejemplo, hacemos x = t, entonces 


t 2 + y(l - t) = 1, 


1 - t 2 

de forma que y = ——- = 1 + t 


Cualquiera de las ecuaciones dadas se puede utilizar para expresar z en funcion de t: 

z = 1 — xy = 1 — t(l + t) = 1 — t — t 2 
Por tanto, una posible parametrizacion de la curva es 

r = ti + (1 + t)j + (1 - t - t 2 )k 

Por supuesto, esta respuesta no es unica. Se pueden encontrar muchas otras parametrizaciones de la curva, 
con orientaciones en cualquier direccion. 
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Longitud de arco 

Consideraremos ahora la forma de definir y calcular la longitud de una curva. Sea e una curva 
continua y acotada, especificada por 

r = r (t), a ^ t fa 

Subdividamos el intervalo cerrado [a, fa] en n subintervalos por los puntos 

a = t 0 < ti < t 2 < ■■■ < t n _i < t n = fa 

Los puntos r, = r(t,), (0 < / < n) subdividen e en n arcos. Si se utiliza la longitud de la cuerda 
|r, - r,-_ i| como aproximacion a la longitud del arco entre r,- : y r ; , entonces la suma 

n 

S n = z |r, - r,_!| 

/ = i 

es una aproximacion a la longitud de e mediante la longitud de una linea poligonal (vease la Fi- 
gura 11.11). Evidentemente, la longitud de esa aproximacion sera menor o igual que la longitud 
real de d Se dice que e es rectificable si existe una constante K tal que s n K para todo n y 
toda seleccion de los puntos t r En este caso, el axioma de completitud de los numeros reales 
asegura que existira un valor deK minimo. Denominaremos a este valor de K longitud de e y la 
representaremos por s. 

Sea At, = t; - t i _ 1 y Ar, = r ; - r,^. Entonces, s n se puede expresar de la forma 



Figura 11.11 Aproximacion poligonal a una curva e 

La longitud de la linea poligonal no puede 
superar a la longitud de la curva. En esta 
figura los puntos de la curva se designan 
mediante sus vectores de posicion, pero el 
origen y los propios vectores no se muestran. 


Si r(t) tiene derivada conti nua v(t), entonces 


s = lim s n = 


dr 

It 

dt = 

'•b 

|v(t)| dt = 

v(t) dt 

n—> oo 
max At;->0 

a 

* 

a 

a 


En terminos cinematicos, esta formula indica que la distancia recorrida por una particula en mo- 
vimiento es la integral de su velocidad. 


Observacion Aunque la formula anterior se expresa en funcion del parametro t, la longitud 
de arco, tal como se ha definido anteriormente, es una propiedad estrictamente geometrica de la 
curva d Es independiente de la parametrizacion concreta utilizada para representar a d 1/ease el 
Ejercicio 27 posterior. 

Si s(t) es la longitud de arco de la parte de ecorrespondiente a los valores del parametro con- 
tenidos en [a, t], entonces 


ds 

It 


d_ 

It 


Ja 


v(x) dx = v(t) 
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de forma que el elemento longitud de arco de e se expresa como 



d 


ds = v(t) dt = 

di r(t) 

dt 


La longitud de ees la integral de esos elementos longitud de arco; expresamos 


ds = longitud de e = 

e 


f v(t) dt 


Varias formulas familiares de la longitud de arco se deducen de la formula anterior utilizando 
parametrizaciones especificas de curvas. Por ejemplo, el elemento longitud de arco ds de la cur- 
va plana cartesiana y = f(x) en el intervalo [a, b] se obtiene utilizando x como parametro; en 
este caso, r = xi + f(x)j, por lo que v = i + f'(x)j y 


ds = + (f'(x)) 2 dx 


De forma similar, el elemento longitud de arco ds de una curva plana en polares r = g(6) se pue- 
de calcular mediante la parametrizacion 


r(0) = g(6) cos 0i + g(9) sen0j 

Y vale 

ds = V(g(0)) 2 + (g'(0)) 2 d0 


Ejemplo 4 


Calcule la longitud de la parte de la helice circular 


r = a cos ti + a sen tj + ibtk 


que esta entre los puntos (a, 0, 0) y (a, 0, 2nb). 


Solucion Esta curva realiza un movimiento en espiral alrededor del ejez, elevandose mientras gira (vea- 
se la Figura 11.12). Esta contenida en la superficie del cilindro circular x 2 + y 2 = a 2 . Tenemos que 

dr 

v = — = - a sen ti + a cos tj + b k 


v = Ja 2 + b 2 


por lo que en fund on del parametro t la helice se recorre a velocidad constante. La longitud pedida s co- 
rresponde al intervalo del parametro [0, 2n], Entonces, 
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Curvas suaves portramos 

Como se observo anteriormente, una curva parametrica e dada por r = r (t) puede no ser suave 
en los puntos donde dr/dt = 0. Si hay un numero finito de puntos de ese tipo, se dice que la 
curva es suave por tramos. 

En general, una curva suave por tramos e esta formada por un numero finito de arcos sua¬ 
ves, 4, e 2 , 4, como se muestra en la Figura 11.13. 



En este caso se expresa e como suma de los arcos individuales: 


e = 4 + e 2 + • • • + 4 

Cada arco q posee su propia parametrizacion 

r = r,(t), (a, 4 t 4 b,) 


siendo v, = dr-Jdt^ 0 para a, < t < bj. El hecho de que Q +1 debe comenzar en el punto donde 
termina C) impone las condiciones 


r /+ i(a /+ i) = r,(b,) para 1 ^ ^ k - 1 


Si ademas r k (b k ) = r^a^, entonces e es una curva suave por tramos cerrada. 

La longitud de una curva suave por tramos e= 4 + 4 + + 4 es la suma de las longitu¬ 

des de los arcos que la componen: 


k 

longitud de e = £ 

i = l 


'bi 

dr i 

J 3j 

dt 


dt 


Parametrizacion mediante la longitud de arco 

La seleccion de un parametro particular para especificar una curva dada dependera generalmente 
del problema en el que surge la curva: no hay una «forma correcta» de parametrizar una curva. 
Sin embargo, existe un parametro que es «natural», en el sentido de que surge de la geometrfa 
(forma y tamano) de la propia curva y no del sistema de coordenadas en el que se exprese la 
ecuacion de dicha curva. Este parametro es la longitud de arco medida desde algun punto parti¬ 
cular (el punto inicial) de la curva. El vector de posicion de un punto arbitrario P sobre la curva 
se puede especificar en funcion de la longitud del arco s de dicha curva desde el punto inicial P 0 
hasta P , 

r = r(s) 

Esta ecuacion se denomina parametrizacion mediante la longitud de arco 0 parametrizacion 
intrinseca de la curva. Como ds = v(t)dt para cualquier parametrizacion r = r(t), en el caso de 
parametrizacion mediante la longitud de arco tenemos que ds = v(s)ds. Por tanto, v(s) = 1; una 
curva parametrizada en funcion de la longitud de arco se recorre con velocidad unidad. Aunque 
raramente es facil (y en general es imposible) obtener explicitamente r(s) cuando la curva se ex¬ 
presa en funcion de algun otro parametro, las curvas suaves siempre admiten esta parametriza¬ 
cion ( vease el Ejercicio 28 posterior), que sera de utilidad cuando desarrollemos en la seccion 
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siguiente los fundamentos de la geometria diferencial de las curvas en el espacio tridimensional. 

Supongamos que una curva se especifica en funcion de un parametro arbitrario t. Si la longi- 
tud del arco en el intervalo de valores del parametro [t 0 , t]. 



'•t 

d 

s = s(t) = 

to 

* rW 


se puede calcular explfcitamente, y si se puede despejar t explfcitamente en la ecuacion s = s(t) 
como funcion de s (t = t(s)), entonces la curva se puede volver a parametrizar mediante la longi- 
tud de arco sustituyendo t en la parametrizacion original: 

r = r(t(s)) 


Ejemplo 5 


Parametrice la helice circular 

r = a costi + a sen tj + ibtk 

en funcion de la longitud de arco medida desde el punto (a, 0, 0) en la direccion de t creciente (vease la 
Figura 11.12). 

Solucion El punto inicial corresponde a t = 0. Como se muestra en el Ejemplo 4, tenemos que ds/dt = 
= Ja 2 + b 2 , por lo que 


s = s(t) = 


/a + b dr = ./a + b t 


Por tanto, t = s/Ja 2 + b 2 y la parametrizacion mediante la longitud de arco es 


r(s) = a cos 


3 2 + b 2 


i + a sen 


bs 


Ja^b 2 )' 


Ejercicios 11.3 


En los Ejercicios 1-4, calcule la parametrizacion requerida 
de la parte que esta en el primer cuadrante del arco de 
circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . 

1. En funcion de la coordenada y, con orientacion en 
sentido contrario al de las agujas del reloj. 

2. En funcion de la coordenada x, con orientacion en el 
sentido de las agujas del reloj. 

3. En funcion del angulo que forma la tangente y el eje x 
positivo, con orientacion en sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 

4. En funcion de la longitud medida desde (0, a), con 
orientacion en el sentido de las agujas del reloj. 

5. Los cilindros z = x 2 y z = 4y 2 se cortan en dos curvas, 
una de las cuales pasa por el punto (2, -1, 4). Obtenga 
una parametrizacion de dicha curva utilizando t = y 
como parametro. 

6 . El piano x + y + z = 1 corta al cilindro z = x 2 
formando una parabola. Parametrice dicha parabola 
utilizando t = x como parametro. 


En los Ejercicios 7-10, parametrice las curvas de 
interseccion de las superficies dadas. Nota: Las respuestas 
no son unicas. 

7. x 2 +y 2 = 9yz = x + y 

8 . z = Jl - x 2 - y 2 y x + y = 1 

9. z = x 2 + y 2 y 2x - 4y - z - 1 = 0 

10. yz + x = 1 y xz - x = 1 

11 . El piano z = 1 + x corta al cono z 2 = x 2 + y 2 
formando una parabola. Intente parametrizar dicha 
parabola utilizando como parametro: (a) t = x, 

(b) t = yy (c) t = z. 

iCual de estas posibilidades de seleccion de t produce 
una parametrizacion que representa toda la parabola? 
iQue es dicha parametrizacion? iQue sucede con las 
otras dos posibilidades? 

*12. El piano x + y + z = 1 corta a la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 1 formando una circunferencia £ 
Calcule el centra r 0 y el radio r de £ Calcule 
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tambien dos vectores unitarios perpendiculares v y v 2 
paralelos al piano dee. ( Sugerencia : Para concretar, 
demuestre que v x = (i — j 1/^/2 es uno de esos 
vectores; obtenga despues un segundo vector que sea 
perpendicular a Vx). Utilice sus resultados para 
construir una parametrizacion de d 

13. Calcule la longitud de la curva r = t 2 i + t 2 j + t 3 k 
desde t = 0 hasta t = 1. 

14. iPara que valores del parametro 1 la longitud s(T) de 
la curva r = ti + lt 2 j + t 3 k, (0 sc t < T) se expresa 
como s(T) = T + T 3 ? 

15. Exprese la longitud de la curva 

r = at 2 i + btj + c In tk, (1 < t < T), en forma de 
integral definida. E value la integral si b 2 = 4ac. 

16. Describa la curva parametrica e dada por 

x = acostsent, y = asen 2 t, z = bt 
iCual es la longitud de e entre t = 0 y t = T >0? 

17. Calcule la longitud de la helice conica 

r = tcosti + tsentj + tk, (0 ^ t ^ 2n). iPor que se 
denomina a esta curva helice conica? 

18. Describa la interseccion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
con el cilindro eliptico x 2 + 2z 2 = 1. Calcule la 
longitud total de la curva de interseccion. 

19. Sea e la curva x = e f cos t, y = e f sen t, z = t entre t = 0 
y t = In. Calcule la longitud de d 

20. Calcule la longitud de la curva suave por tramos 
r = t 3 i + t 2 j, (-1 < t<2). 

21. Describa la curva suave por tramos e= + e 2 , siendo 

rx(t) = ti + tj, (0 < 1) y 

r 2 (t) = (1 — t)i + (1 + t)j, (0 < t < 1). 

*22. Un cable de longitud L y seccion cruzada circular de 
radio a se enrol la sin solapamiento alrededor de un 


carrete cilindrico de radio b, de forma que las vueltas 
contiguas se tocan entre si. iQue longitud del cilindro 
es cubierta por el cable? 

En los Ejercicios 23-26, vuelva a parametrizar la curva 
dada, en la misma orientacion, en funcion de su longitud de 
arco medida desde el punto donde t = 0. 

23. r = Ati + Btj + C tk, (A 2 + B 2 + C 2 >0) 

24. r = e f i + v /2tj - e f k 

*25. r = a cos 3 ti + a sen 3 tj + b cos2tk, (0 < t < 

*26. r = 3t cos ti + 3tsentj + 2^2t 3/2 k 

27. Sean r = rx(t), (a < t < b), y r = r 2 (u), (c ^ u ^ of), 
dos parametrizaciones de la misma curva e, siendo 
cada una de el I as uno a uno en su dominio y con la 
misma orientacion (de forma que r^a) = r 2 (c) y 
rx(b) = r 2 (d). Entonces, para todo t en el intervalo 
[a, d] existe un unico u = u(t) tal que r 2 (u(t)) = rx(t). 
Demuestre que 


r 

d 

- i-x(t) 

*.r 

d 

— r 2 (u) 

Ja 

dt 

}c 

du 


y, por tanto, que la longitud de e es independiente de la 
parametrizacion. 

*28. Si la curva r = r(t) tiene una velocidad v(t) continua 
que no se anula en el intervalo [a, b], y si t 0 es un 
punto del intervalo [a, b], demuestre que la funcion 

s = g(t) = f |v(u)|du 

J to 

es creciente en el intervalo [a, b] y, por tanto, tiene 
inversa: 

t = g _1 (s) s = g(t) 

A partir de aqui, demuestre que la curva se puede 
parametrizar en funcion de su longitud de arco 
medida desde r(t 0 ). 


11.4 


Curvatura, torsion y sistema de referenda de Frenet 


En esta seccion presentaremos algunas nuevas fund ones escalares y vectoriales asociadas a una 
curva d Las mas importantes son la curvatura y la torsion de la curva, y un trio de vectores mu- 
tuamente perpendiculares, con orientacion derecha, que forman una base que se denomina siste¬ 
ma de referencia de Frenet. La curvatura mide la velocidad con la que cambia una curva (alejan- 
dose de su tangente) en cualquier punto. La torsion mide la velocidad con que la curva se tuerce 
(fuera del piano en el que esta evolucionando) en cualquier punto. 


El vector tangente unitario 

El vector velocidad v(t) = dr/dt es tangente a la curva parametrica r = r(t) en el punto r(t), y 
apunta en la direccion de la orientacion de la curva en dicho punto. Como estamos suponiendo 
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que v(t) # 0, se puede obtener un vector tangente unitario, T(t), en r(t) dividiendo v(t) por su 
longitud: 


T(t) 


v(t) _ dr 
v(t) dt 


dr 

dt 


Recuerdese que una curva parametrizada en funcion de su longitud de arco, r = r(s), se recorre 
con velocidad unidad, v(s) = 1. En funcion de la parametrizacion de la longitud de arco, el vec¬ 
tor tangente unitario es 



Ejemplo 1 


Calcule el vector tangente unitario, T, de la helice circular del Ejemplo 4 de la Seccion 11.3, 
en funcion de t y del parametro de longitud de arco s. 

Solucion En funcion de t tenemos que 

r = a cos ti + a sen tj + ibtk 
v(t) = — a sen ti + a cos tj + ibk 


v(t) = ,/a 2 sen 2 1 + a 2 cos 2 t + b 2 = Ja 2 + b 2 

a .a b 


T(t) = — 




sen 1 1 


costj 


V a + d Ja' + b' 

En funcion del parametro de longitud de arco (vease el Ejemplo 5 de la Seccion 11.3) 


r(s) = a cos 


dr 

T s = . =- 

ds 


i + a sen 


bs 


a + b 2 


/a 2 + b 2 
b 

/=,2 , l .2 


sen 


cos 


Ja 2 + b 2 ) Ja 2 + b 2 \Ja 2 + b 


Observacion Si la curva r = r(t) tiene una velocidad continua y distinta de cero v(t), enton- 
ces el vector tangente unitario T(t) es una funcion continua de t. El angulo d(t) que forman T(t) 
y cualquier vector unitario fijo u es tambien continuo en t: 

9(t) = cos 1 (T(t) *u) 

Por tanto, como se dijo anteriormente, la curva es suave, en el sentido de que tiene una tangente 
que varfa de forma continua. La velocidad con la que varia esta tangente se cuantifica mediante 
la curvatura, que presentaremos a continuacion. 

Curvatura y normal unitaria 

En el resto de esta seccion consideraremos una curva abstracta e, parametrizada en funcion de la 
longitud de arco, medida desde algun punto de la misma: 

r = r(s) 

En la siguiente seccion volveremos a las curvas con parametrizaciones arbitrarias, y aplicaremos 
los principios desarrol I ados en esta seccion a problemas especificos. Supondremos que las ecua- 
ciones parametricas de las curvas tienen derivadas conti nuas hasta tercer orden en los interval os 
donde estan definidas. 
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Como tiene longitud unidad, el vector tangente T(s) = dr/cfs cumple T(s) *T(s) = 1. Dife- 
renciando esta ecuacion con respecto a s se obtiene 


d T 

2T(s).^ = 0 


de modo que dT/ds es perpendicular a T(s). 


DEFINICION 1 Curvatura y radio de curvatura 


La curvatura deeen el punto r(s) es la longitud de dT/ds en dicho punto. Se indica como 
k, la letra griega «kappa»: 

.. I rff | 

k(s) = 


ds 

El radio de curvatura, que se indica como p, la letra griega «rho», es el inverso de la 
curvatura: 


Como veremos posteriormente, la curvatura de een r(s) mide la velocidad de giro de la tangente 
a la curva en dicho punto. El radio de curvatura es el radio de la circunferencia que mejor apro- 
xima en el punto r(s) la curva de ecerca de dicho punto. 

a De acuerdo con esta definicion, k(s) ^ 0 en toda la curva e. Si k(s) / 0, se puede dividir 
dT/ds por su longitud, k(s), y obtener un vector unitario N(s) en la misma direccion. Este vector 
unitario se denomina normal principal unitaria a een r(s) o, mas comunmente, solo normal 
unitaria: 

1 df dT / dT 

N s =— ~r = — — 

k(s) ds ds / ds 


Notese que N(s) es perpendicular a e en r(s), y apunta en la direccion en la queT, y por tanto e, 
esta girando. La normal principal no esta definida en los puntos donde la curvatura k(s) es cero. 
Por ejemplo, una recta no tiene normal principal. La Figura 11.14(a) muestra T y N en un punto 
de una curva tfpica. 




(b) 


Figura 11.14 

(a) Los vectores tangente unitario 
y normal principal de una 
curva. 

(b) Los vectores tangente unitario 
y normal principal de una 
circunferencia. 
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Ejemplo 2 


Sea a > 0. Demuestre que la curva e dada por 


r = a cos 


i + a sen 


es una circunferencia en el piano xy de radio a y centro el origen, y que esta parametrizada en funcion de la 
longitud de arco. Calcule la curvatura, el radio de curvatura, y los vectores tangente unitario y normal prin¬ 
cipal en todo punto de £ 

Solucion Como 


|r(s)| = a / cos 


sen 


= a 


ees de hecho una circunferencia de radio a centrada en el origen en el piano xy. Como la velocidad es 

= 1 


dr 


(s V (s\ 

ds 


-sen^. + cosy. 


el parametro s debe representar la longitud de arco. Por tanto, el vector tangente unitario es 


T (s) = - sen 


■ + cos(-)j 


Entonces, 


dT 


1 


ds a 

y la curvatura y el radio de curvatura en r(s) son 


— = — cos - i — sen 


1 


dT 

ds 


k(s) = 

Finalmente, la normal principal unitaria es 

N(s) = - cos 


p{s} -W)~ a 


i - sen 


j = - r(s) 

a 


Notese que la curvatura y el radio de curvatura son constantes; este ultimo es de hecho el radio de la cir¬ 
cunferencia. La circunferencia y sus vectores tangente unitario y normal en una posicion tipica se muestran 
en la Figura 11.14(b). Notese que N apunta hacia el centro de la circunferencia. 


Observacion Se puede hacer otra observacion sobre el ejemplo anterior. El vector de posi¬ 
cion r(s) forma un angulo 8 = s/a con el eje x positivo. Por tanto, T(s) forma el mismo angulo 
con el eje x positivo. Por esta razon, la velocidad de rotacion de T con respecto a s es 

dO 1 

~r = - = k 

ds a 

Es decir, k es la velocidad con la queT gira (medida con respecto a la longitud de arco). Esta 
observacion se puede aplicar a cualquier curva general suave. 

TEOREMA^^ La curvatura es la velocidad de giro del vector tangente unitario 

Sea k > 0 en un intervalo que contiene a s, y sea A 6 el angulo que forman T(s + As) y 
T(s), los vectores tangentes unitarios en dos puntos cercanos de la curva, Entonces, 
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DEMOSTRACION Sea At = T(s + As) - T(s). Como T(s) y f (s + As) son vectores 
unitarios, |AT/A0| es la razon entre la longitud de una cuerda y la longitud del arco corres- 
pondiente en una circunferencia de radio 1 (vease la Figura 11.15). Entonces, 


I i m 

As->0 


At 

A0 


i v 


k(S ) 


AT 

= lim 

AT 

a e 

= lim 

a e 

As 

As->0 

a e 

As 

As-»0 

As 



Figura 11.15 |AT | 


|A0| para valores pequenos de |As|. 




La tangente unitaria f y la normal unitaria N en un punto r(s) de una curva e pueden considerar- 
se con su origen en ese punto. Son perpendiculares, y N apunta en la direction en la que gira 
f (s) cuando s aumenta. El piano que pasa por r(s) y contiene los vectores T(s) y N(s) se deno- 
mina piano osculante de e en r(s) (del latin osculum, que significa beso). En una curva plana, 
como la circunferencia del Ejemplo 2, el piano osculante es el piano que contiene a la curva. En 
el caso mas general de curvas tridimensionales, el piano osculante varia de un punto a otro; en 
un punto cualquiera es el piano mas cercano que contiene a la parte de la curva que esta alrede- 
dor de dicho punto. El piano osculante no esta definido en los puntos donde k(s) = 0, aunque si 
esos puntos estan aislados, algunas veces se puede definir como el limite de los pianos osculan- 
tes en los puntos vecinos. 

Suponiendo todavia que k(s) =£ 0, sea 

r c (s) = r(s) + p(s)N(s) 

Para cada valor de s, el punto cuyo vector de posicion es r c (s) esta en el piano osculante de e en 
r(s), en la parte concava de e, y a una distancia p(s) de r(s). Se denomina centro de curvatura 
de e en el punto r(s). La circunferencia en el piano osculante cuyo centro es el centro de curva¬ 
tura y su radio es igual al radio de curvatura p(s) se denomina circunferencia osculante de e en 
r(s). De todas las circunferencias que pasan por el punto r(s), la circunferencia osculante es 
aquella que mejor describe el comportamiento de ecerca de dicho punto. Por supuesto, la cir¬ 
cunferencia osculante de una circunferencia en cualquier punto es la misma circunferencia. La 
Figura 11.16 muestra un ejemplo tipico de circunferencia osculante. 
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Torsion y binormal, formulas de Frenet-Serret 

En todo punto r(s) de la curva edonde T y N esten definidos, se define un tercer vector unitario, 
denominado binormal unitario B, mediante la formula 


B = T XN 

Notese que B(s) es normal al piano osculante de e en r(s); si e es una curva plana, entonces B es 
un vector constante, independiente de s en cualquier intervalo donde k(s) 0. En todo punto 
r(s) de e, los tres vectores {T, N, B} constituyen una base de vectores unitarios mutuamente per- 
pendiculares orientada a la derecha, como la base estandar {i, j, k} (vease la Figura 11.17). Esta 
base se denomina sistema de referenda de Frenet de een el punto r(s). Notese que 



Como 1 = B[s) •B(s) l entonces B(s) • (dB/ds) = 0 y dB/ds es perpendicular a B(s). Ademas, di- 
ferenciando B = T xN se obtiene 


dB 

ds 


di 

ds 


xN + T x 


d N 

ds 


kNxN+Tx 


d N 

ds 


T X 


d N 

ds 


Por tanto, dB/ds es tambien perpendicular a T. Como es perpendicular a T y B, dB/ds debe ser 
paralelo a N. Este hecho es la base de nuestra definicion de torsion. 


DEFIIMICIOIM 2 Torsion 

En cualquier intervalo donde k(s) ^ 0, existe una funcion t(s) tal que 

dB 

El numero t(s) se denomina torsion de een r(s). 


La torsion mide el grado de retorcimiento que tiene una curva en las proximidades de un punto, 
es decir, mide cuanto se aleja la curva de ser plana. Puede ser positiva o negativa, en funcion de su 
orientacion a la izquierda o la derecha. Presentaremos un ejemplo posteriormente en esta seccion. 

El Teorema 2 tiene un analogo para la torsion, y la demostracion es similar. Establece que el 
valor absoluto de la torsion, |t(s)|, en un punto r(s) de la curva e es la velocidad de giro de la 
binormal unitaria: 


lim 

As-0 


Al// 

As 


|t(s)| 


siendo Aip el angulo que forman B(s + As) y B(s). 
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Ejemplo 3 


rametrica 


(La helice circular.) Como se indico en el Ejemplo 5 de la Seccion 11.3, la ecuacion pa- 

1 

r(s) = a cos (cs)i + a sen (cs) i + desk, siendo c = , „ 


representa una helice circular sobre la superficie del cilindro x 2 + y 2 = a 2 , y parametrizada en funcion de la 
longitud de arco. Supongamos que a > 0. Calcule las funciones de curvatura y de torsion k(s) y x (s) de esta 
helice y tambien los vectores unitarios que forman el sistema de referenda de Frenet en todo punto r(s) 
ante dicha helice. 


Solucion En el Ejemplo 1 calculamos el vector tangente unitario, cuyo valor era 

f (s) = ac sen (cs)i + ac cos (cs)j + dek 
Diferenciando de nuevo se Mega a 

dT 


ds 


= - ac cos (cs)i - ac sen (cs)j 


de forma que la curvatura de la helice es 


k(s) = 


dT 


ds 


= ac 2 = ■ 


a 2 + fc> 2 


y el vector normal unitario es 


1 dT 

N(s) = — — = — cos (cs) i - sen (cs) j 
k(s) ds 


B(s) = T(s) x N(s) = 


Ahora tenemos 

i j k 

-ac sen (cs) ac cos (cs) be 
- cos (cs) - sen (cs) 0 
= be sen (cs) i - bccos(cs)j + ack 
Diferenciando esta formula se Mega a 

d B 

-jj- = iac 2 cos (cs)i + bc 2 sen(cs)j = -bc 2 N(s) 


Por tanto, la torsion es 


*>—<-* 1 > = FTF 


Observacion Observese que la curvatura k(s) y la torsion x (s) son constantes (es decir, inde- 
pendientes de s) para el caso de la helice circular. En el ejemplo anterior, x > 0 (suponiendo que 
b > 0). Esto corresponde al hecho de que la helice esta orientada a la derecha (cease la Figura 
11.12). Si rodeamos la helice con la mano derecha de forma que los dedos apunten en la direc¬ 
cion de s creciente (en sentido contrario al de las agujas del reloj, mirando hacia abajo desde el 
ejez positivo), entonces el pulgar apuntara tambien en la direccion axial correspondiente a s cre¬ 
ciente (en direccion hacia arriba). Si hubieramos partido de una helice orientada a la izquierda, 
tal como 

r = asenti + acostj + btk, (a, b > 0) 


habriamos obtenido x = ~b/(a 2 + b 2 ). n 

Utilizando las formulas dT/ds = kN y dB/ds= -tN, se puede calcular tambien dN/ds: 


dN 

ds 


d . . dB . . dT 

— B XT = — XT + B x — 
ds ds ds 


= - tN xf + kB XN = - 


kT + tB 
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J untas, las tres formulas 


df 

ds 


kU 


dN 

ds 


kT + k'B 


dB 

ds 


= -tN 


se conocen con el nombre de formulas de Frenet-Serret (vease la Figura 11.18). Son de impor- 
tancia fundamental en la teorfa de curvas. Estas formulas se pueden expresar en forma matricial 
de la siguiente forma: 


d 

ds 


/f 

N 

\B 


/ 0 

— K 

\ 0 


K 

0 

- K 



Utilizando las formulas de Frenet-Serret se puede demostrar que la forma de una curva con cur- 
vatura distinta de cero queda completamente determinada por sus funciones de curvatura y de 
torsion k(s) y t(s). 


-tN 



Figura 11.18 T, N y B, y sus direcciones de cambio. 


TEOREMA Teorema fundamental de las curvas en el espacio 

Sean y e 2 dos curvas, ambas con la misma funcion de curvatura distinta de cero k(s) y 
con la misma funcion de torsion x (s). Entonces las curvas son congruentes. Esto quiere 
decir que una de el I as se puede mover rfgidamente (mediante traslaciones y rotaciones) de 
forma que sea haga coincidir exactamente con la otra. 

DEMOSTRACION Es necesario que k 0 porque N y B no estan definidas donde 
k = 0. M ovamos rfgidamente e 2 de forma que su punto inicial coincida con el punto inicial 
de e lf y de forma que I os sistemas de referencia de F renet de ambas curvas coincidan en 
ese punto. Sean T 1( T 2 , N 1( N 2 , B x y B 2 las tangentes unitarias, las normales y las binorma- 
les de las dos curvas. 

f(s) = Ti(s) • T 2 (s) + N x (s) .N 2 (s) + B x (s) • B 2 (s) 

Calculamos la derivada de f(s) utilizando la Regia del Producto y las formulas de Frenet- 
Serret: 

f'(s) = Tj*T 2 + Ti *T 2 + N{ • N 2 + + B{ • B 2 + B^ • B 2 

= xN 1 *T 2 + kT 1 »N 2 — kT 1 »N 2 + tB 1 «N 2 — kN 1 »T 2 

+ tN i • B 2 ~ tN ! • B 2 — tB 1 *N 2 
= 0 
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Por tanto, f(s) es constante. Como los sistemas de referencia coinciden en s = 0, la cons- 
tante debe ser concretamente 3: 


f i(s) •t 2 (s) + N x (s) • N 2 (s) + Bi(s) • B 2 (s) = 3 
Sin embargo, ninguno de los productos escalares puede ser mayor que 1 porque los factores 
son vectores unitarios. Por tanto, todos los productos escalares deben ser iguales a 1. En 
particular, T^s) • T 2 (s) = 1 para todo s; entonces, 


dr, 

ds 


ii(s) 


T 2 (s) 


dr 2 

ds 


Integrando con respecto a s y utilizando el hecho de que las dos curvas empiezan en el mis- 
mo punto cuando s = 0, se obtiene r^s) = r 2 (s) para todo s, como queriamos demostrar. 


Observacion Una consecuencia del teorema anterior es que toda curva con curvatura cons¬ 
tante distinta de cero y con torsion constante debe, de hecho, ser una circunferencia (si la torsion 
es cero) o una helice circular (si la torsion es distinta de cero). Veanse los Ejercicios 7 y 8 poste- 
riores. 


Ejercicios 11.4 


Calcule el vector tangenteT(t) en las curvas de los 
Ejercicios 1-4. 

1. r = ti - 2t 2 j + 3t 3 k 

2. r = a sen mti + a cosojtk 

3. r = costsenti + sen 2 1| + costk 

4. r = a cos ti + b sen fj + tk 

5. Demuestre que si k(s) = 0 para todo s, entonces la curva 
r = r(s) es una recta. 


6. Demuestre que si x (s) = 0 para todo s, entonces la curva 
r = r(s) es una curva plana. Sugerencia: Demuestre que 
r(s) esta en el piano que pasa por r(0) y su vector 
normal es B(0). 

7. Demuestre que si k(s) = C es una constante positiva y 
t(s) = 0 para todo s, entonces la curva r = r(s) es una 
circunferencia. Sugerencia: Obtenga una circunferencia 
que tenga la curvatura constante dada. Utilice entonces 
el T eorema 3. 

8. Demuestre que si la curvatura k(s) y la torsion x (s) son 
ambas constantes distintas de cero, entonces la curva 

r = r(s) es una helice circular. Sugerencia : Obtenga una 
helice que tenga la curvatura y torsion dadas. 


11.5 


Curvatura y torsion para parametrizaciones generales 

Las formulas de la curvatura y la torsion desarrolladas anteriormente, asi como las de los vecto¬ 
res normal unitario y binormal, no son de mucha utilidad si la curva que se desea analizar no se 
expresa en funcion del parametro de longitud de arco. Consideraremos a continuacion la forma 
de obtener esas cantidades en funcion de una parametrizacion general r = r(t). Las expresaremos 
en funcion del vector velocidad, v(t), la velocidad, v(t) = |v(t)| y la aceleracion, a(t). Observe- 
mos en primer lugar que 

dr dr ds 

V dt ds dt v 

dv dv * off 

a = = T + v 

dt dt dt 

dv « di ds dv « , , 

= -^T + t;—- = -T + ™ 

dt ds dt dt 

dV A , A „ 

vxa = n- T XT + v kT xN = v kB 
dt 
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Notese que a B esta en la direccion de vxa. A partir de estas formulas se pueden obtener formu¬ 
las utiles para T, B y k\ 


V 

vxa 

|vxa| 

T = , 

B = 

K — , 

V 

< 

X 

Q) 

v 3 


Hay varias formas de calcular N. Quiza la mas send I la es 


N = B xf 


Algunas veces puede ser mas facil utilizar 


d T 

~dt 


di ds 
ds dt 


— = vkU para calcular 
ds 


N 


1 dT p d T dT 


VK 


dt 


dt dt 


d T 

~dt 


Queda por calcular la torsion. Observese que 

d a d (dv 


, ,. T = i/kN 
dt dt \dt 

Esta diferenciacion producira varios terminos. El unico en el que interviene B es el que procede 
de evaluar v 2 K(dN/dt) = v\(dU/ds) = v 3 k( tB - kT). Por tanto, 


da 

dt 


= AT + pN + v 3 k tB 


para ciertos valores de los escalares A y p. Como vxa = v 3 kB, se deduce que 


cfs 

(v x a) • — = (v 3 k ) 2 t = |v x a| 2 r 


Por consiguiente, 


T = 


(vxa) • (da/dt) 
|vxa| 2 


Ejemplo 1 


Calcule la curvatura, la torsion y el sistema de referenda de Frenet en un punto general 
r = (t + cos t)i + (t - cos t) j + Ja sen tk 


de la curva 
Describa esta curva. 

Solucion Calcularemos lo que se pide utilizando el procedimiento descrito anteriormente. En primer lugar, 

v = (1 - sen t)i + (1 + sen t)j + Jl costk 

a = - cos ti + cos fj - Jl sen tk 

da r 

— = sen ti - sen ti - Jl cos tk 
dt v 


v xa = 


i j k 

1 - sen t 1 + sen t Jl cost 
-cost cost - x /2sent 


= ~Jl[l + sent)i - Jl(l - sent)j + 2 costk 
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da 

Ivxa).- 


- Jl sen t(l + sen t) + v fl sen t(l sen t) - 2 Jl cos 2 t 


= ~2y/2 

v = |v| = V2 + 2 sen 2 1 + 2 cos 2 t = 2 
|vxa| = J2(2 + 2 sen 2 t) + 4cos 2 t = ^8 = ijl 


Entonces tenemos que 


|vxa| ijl 1 

v 3 8 2 Jl 

(vxa) • (da/dt) -2^2 
|vxa| 2 (ijl) 2 

v 1 - sen t 1 + sen t 
~ = -r-i +--- 


1 

2./2 


1 

—7= costk 

72 


B = 


vxa 

|vxa| 


1 + sen t 
2 


i - 


1 - sen t 
2 


j + 


1 

— 7 = costk 

Jl 


N = B xT =- -= costi H— 7 = costj - sen tk 

Como la curvatura y la torsion son ambas constantes (y, por tanto, son constantes cuando se expresan en 
funcion de cualquier parametrizacion), la curva debe ser una helice circular por el Teorema 3. Esta orienta- 
da a la izquierda, ya que % < 0. Por el Ejemplo 3 de la Seccion 11.4, es congruente con la helice 


r = a costi + a sentj + ibtk 

suponiendo que a/(a 2 + b 2 ) = l/(2^/2) = -b/(a 2 + b 2 ). Resolviendo estas ecuaciones se obtiene a = Jl y 
b = - Jl, por lo que la helice esta enrollada sobre un cilindro de radio Jl. El eje de este cilindro es la 
recta x = y, z = 0 , como se puede ver examinando las componentes de r(t). 


Ejemplo 2 


(Curvatura de la grafica de una funcion de una variable) Calcule la curvatura de la 
curva plana cuya ecuacion esy = f(x) en un punto arbitrario (x, f(x)) de aquella. 


Solucion La grafica se puede parametrizar: r = xi + f (x)j. Por consiguiente, 


Por tanto, la curvatura es 


v = i + f'(x)j 
a = f"(x)j 
v xa = f"(x)k 

|vxa| |f"(x)| 
v 3 (1 + (f'(x )) 2 ) 3/2 


Aceleracion tangencial y normal 

En la formula de la aceleracion obtenida anteriormente en funcion de la tangente y la normal 

unitarias, , 

dv , » 
a = — T + t) 2 rcN 
dt 



CAPITULO 11. Funciones vectoriales y curvas 731 


el termino (dv/dt )T se denomino aceleracion tangencial, y el termino v 2 kN, aceleracion normal 
o centripeta. Esta ultima componente esta dirigida hacia el centro de curvatura y su modulo es 
v 2 k = v 2 /p. Los disenadores de autopistas, ferrocarriles y montanas rusas peraltan las curvas de 
forma que la resultante de la fuerza centrffuga, -m(v 2 /p)fi, y el peso, -mgk, del vehfculo sea 
normal a la superficie a una velocidad deseada. 


Ejemplo 3 


(Peralte de una curva) Una carretera nivelada sigue la curva y = x 2 en el piano hori¬ 
zontal xy. Calcule, en funcion de x, el angulo de peralte que hay que aplicar a la carretera (es decir, el an- 
gulo entre la vertical y la normal a la superficie de la carretera) de forma que la resultante de las fuerzas 
centrffuga y gravitatoria (-mgk) que actuan sobre el vehfculo que viaja una velocidad constante v 0 sea 
siempre normal a la superficie de la carretera. 

Solucion Por el Ejemplo 2, la ruta que sigue la carretera, y = x 2 , tiene curvatura 

|d 2 y/dx 2 | 2 


K = 


(1 + (dy/dx) 2 ) 3/2 (1 + 4x 2 ) 3/2 


La componente normal de la aceleracion de un vehfculo que viaja a velocidad v 0 por la carretera es 

2vl 


a N ~ v O K _ 


(1 + 4x 2 ) 3/2 


Si la carretera esta peraltada un angulo 6 (vease la Figura 11.19), entonces la resultante de la fuerza centrf¬ 
fuga -ma w N y la fuerza gravitatoria -mgk sera normal a la superficie de la carretera si se cumple 


tan 6- 


ma h 


mg 


es decir, 6 = tan 


2vl 


g(l + 4 x 2 ) 3/2 



Observacion La definicion de aceleracion centripeta dada anteriormente es coherente con la 
que se deduce de la presentacion de los sistemas de referenda en rotacion que se hizo en la Sec- 
cion 11.2. Si r(t) es la posicion de una partfcula movil en el instante t, podemos ver el movi- 
miento en cualquier instante como una rotacion alrededor del centro de curvatura, de forma que 
la velocidad angular debe ser Q = QB. El vector velocidad lineal es v = Qx(r - r c ) = vT, por 
lo que la velocidad es v = Qp y Q = (v/p) B. Como se vio en la Seccion 11.2, la aceleracion cen- 
trfpeta es 

2 2 

Qx(Qx(r - r c )) = Qxv = — Bxf = — N 

P P 


Evolutas 

El centro de curvatura r c (t) de una curva dada puede trazar a su vez otra curva cuando t varfa. 
Esta curva se denomina evoluta de la curva dada r(t). 
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Ejemplo 4 


Calcule la evoluta de la espiral exponencial 

r = ae _t costi + ae f sen tj 


Solucion La curva es una curva plana, por lo que % = 0. Emplearemos un atajo para calcular la curvatu- 
ra y la normal unitaria sin calcular vxa. Calcularemos primero 

v = ae _t (( - cost + sent)i - (sent - cost)j) 

ds -t 


T(t) = — (-(cost + sen t)i - (sent - cos t)j) 

V 2 

dT 1 cff 1 

— = -—— t ((sen t - cos t)i - (cos t + sen t)j) 


ds (ds/dt) dt 2ae 


K(t) = 


d T 

ds 


1 


sfi ae _t 


Se deduce entonces que el radio de curvatura es p[t) = ^flae f . Como df/ds = /cN, tenemos que 
N = p(di/ds). El centra de curvatura es 

r c (t) = r(t) + p(t)N(t) 

, dT 

= r( t ) + ^- 
= ae _t (costi + sen tj) 


2 ara 


2 „ 21 


1 


2ae 


— t ((sent - cost)i - (cost + sent)j) 


= ae f (sen ti — cos tj) 


= ae cos t- - i + sen t - - j 


Por tanto, se llega al interesante resultado de que la evoluta de la espiral exponencial es la misma espiral 
exponencial rotada en el piano 90° en el sentido de las agujas del reloj (cease la Figura 11.20(a)). 


Aplicacion al diseno de vi'as (o carreteras) 

Los trenes de juguete vienen frecuentemente con dos tipos de seed ones de vias: rectas y curvas. 
Las secciones curvas son arcos de circunferencia de radio R, y la forma total de la via es como 
se muestra en la Figura 11.20(b); AB y CD son rectas, y BC y DA son semicircunferencias. La 
pista parece suave, pero <;es suficientemente suave? 

La via se mantiene unida por friccion, y de vez en cuando puede salirse cuando el tren pasa. 
Esto es especialmente probable en los puntos4, B, C y D. Para ver por que, supongamos que el 
tren viaja a velocidad constante v. Entonces la aceleracion tangencial, (dv/dt) f, es cero y la ace- 
leracion total es solo la aceleracion centripeta, a = (v 2 /p)N. Por tanto, |a| = 0 a lo largo de las 
secciones rectas, y |a| = v 2 k = v 2 /R en las secciones semicirculares. La aceleracion es disconti¬ 
nue en los puntos A, B, C y D, y la fuerza de reaccion que ejerce el tren sobre la via es tambien 
discontinua en esos puntos. Hay un «choque» o «sacudida» cuando el tren entra o sale de la par¬ 
te curva de la via. Para evitar esos puntos de tension, las vias se disenan de forma que la curva¬ 
tura varfe de forma continua punto a punto. 
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Figura 11.20 

(a) La evoluta de una espiral 
exponencial es otra espiral 
exponencial. 

(b) Forma de la via de un tren 
de juguete. 


Ejemplo 5 


Se desea unir una via existente en la direccion del eje x negativo con otra que sigue la 
direccion y = x — 1, x > 2. Se desea que la union sea suave mediante una curva de transicion y = f(x), 
0 sg x 2, siendo f(x) un polinomio de grado tan pequeno como sea posible. Calcule f (x) de forma que un 
tren que se mueva por la via no experimente discontinuidades de la aceleracion en los puntos de union. 


Solucion La situacion se muestra en la Figura 11.21. El polinomio f(x) se debe escoger de forma que la 
via sea continua, tenga pendiente continua y tenga curvatura continua en x = 0 y x = 2. Como la curvatura 
de y = f(x) es 

K = |f"(x)|(l + (f'(x)) 2 )- 3 / 2 


solo tenemos que conseguir que f, V y f" tomen los mismos valores en x = 0 y x = 2 que en las secciones 
rectas: 

f(0) = 0, f'( 0) = 0, f"( 0) = 0, 

f (2) = 1, f'( 2) = 1, f"( 2) = 0 



Figura 11.21 U nion de dos vias rectas 
mediante una via curva. 


Esas seis condiciones independientes sugieren que se debe probar con un polinomio de grado 5 
con seis coeficientes arbitrarios: 

f(x) = A + Bx + Cx 2 + Dx 3 + Ex 4 + Fx 5 

f'[x) = B + 2Cx + 3 Dx 2 + 4 Ex 3 + 5 Fx 4 

f"[x) = 2 C + 6 Dx + 12Ex 2 + 20 Fx 3 
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Las tres condiciones en x = 0 implican que A = 8 = C = 0. Las de x = 2 implican que 

8 D + 16E + 32 F = f( 2) = 1 
12 D + 32 E + 80F = f'( 2) = 1 
12D + 488 + 160F = f"(2) = 0 

La solucion de este si sterna es D = 1/4, E = -1/16 y F = 0, por lo que debemos utilizar f(x) = 
= (x 3 /4) - (x 4 /16). 

Observacion Los disenadores de carreteras y de vfas de ferrocarril no utilizan en general cur- 
vas polinomicas en las transiciones. Se utilizan habitualmente otras clases de curvas denomina- 
das dotoides o lemniscatas (vease el Ejercicio 7 en los Ejercicios de repaso al final de este ca- 
pitulo). 

Calculos con Maple 

El tipo de calculos realizados en esta seccion con curvas bastante simples puede ser muy tedioso 
con curvas mas complicadas. Como es habitual, Maple puede acudir al rescate. Antes de la in- 
corporacion del paquete VectorCalcuius en Maple 8, que introdujo una verdadera estructura de 
datos vector, la definicion de una funcion vectorial tenia truco: habia que hacer algo como 

> R: = [t - >f(t), t - >g(t), t - > h (t) ] ; 
en vez de la construccion mas obvia 

> R : =t ->[f(t), g(t), h (t) ] ; 

porque en este ultimo caso no se consideraba que la funcion R fuera vectorial, aun cuando sus 
valores fueran vectores. 

En lo que sigue supondremos que los paquetes LinearAIgebra y VectorCalculus han sido car- 
gados (en ese orden): 

> wi t h ( L i n ea r Al g e b r a) : wi th(VectorCal cul us) : 

A si podriamos definir una funcion vectorial que representara una helice circular: 

> R:=t - ><a*cos(t), a * s i n ( t) , b*t>; 

La salida de esta definicion (que omitiremos) puede parecer al principio un poco criptica; dice 
que R esta definida como un procedimiento «VectorCalculus-< >» cuyos argumentos son tres 
procedi mientos «VectorCalculus-*» correspondientes a los productos que representan las tres 
componentes de R. Llamando a la funcion se generan los resultados esperados. 

> R( t ) ; R( Pi ) ; 

a cos (t)e x + a sen (t)e y + bte z 
-ae x + bne z 

Las funciones vector velocidad, aceleracion y velocidad se pueden definir ahora en la forma ob¬ 
via, y utilizar los resultados para calcular esas magnitudes en cualquier punto: 

> V : = t - >diff(R(t), t): A : =t - > d i f f ( V ( t ) , t ) : 

> V: = t - >Norm(V(t),2): 

> V(t); A(t); v (t); 

- a sen ( t) e x + a cos ( t) e y + be z 
-a cos(<r)e x - asen(t)e y 
J\a sen (t)| 2 + |a cos (t)| 2 + |b| 2 
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Ningun intento de simplificar la ultima expresion surtira mucho efecto a menos que le digamos 
a Maple que a y b son numeros reales. De hecho, es util a efectos de simplificacion decir a 
M aple que a, by t son reales, con lo que evitamos que M aple nos caliente la cabeza colocando 
una tilde (~) detras de cada una de esas variables en todas las salidas posteriores. Esto lo po- 
demos hacer asf: 

> assume(a: : real , b: : real , t : : real ) ; 

> i n t er f ac e( s howas s u med =0) ; 

> s i mp I i f y ( v ( t) ) ; 

■Jb^T 2 

El paquete VectorCalcuius tiene una funcion denominada TN BFrame, cuya salida es una lista de 
funciones para generar los vectores tangente unitaria, normal principal y binormal T (t), N(t) y 
B(t). Podemos utilizar los componentes de esta lista para definir cada vector: 

> T : = TNBFr a me( R, t) [ 1] : T( t ) ; 

asen(t) acos(t) b 

“ 7PT7 01 + 7FT7 e " + vPrl 5 02 

> N : = TNBFr ame( R, t ) [ 2] : N( t ) ; 

a cos (t) asen(t) 

\a\ e *“ R Sy 

> B : = TNBFr a me ( R, t) [ 3]: B( t) ; 

ba sen (t) ba cos (t) / a 2 sen (t) 2 a 2 cos(t) 2 \ 

V b 2 + a 2 |a| x J~lb 2 + a 2 |a| y V^/b 2 + a 2 |a| Jb 2 + a 2 |a|J 

> s i mp I i f y ( %) ; 

basen(t) ba cos(t) |a| 

y/a 2 + a 2 |a| x ^/b 2 + a 2 |a| y Jb 2 + a 2 

VectorCal cuius tambien define las funciones Curvature y Torsion, que se pueden utilizar como 
sigue: 

> si mpl i fy(Curvature( R, t) (t); 

la I 

Jb 2 + a 2 

> si mpl i fy(Torsi on( R, t) (t) ) ; 

\b\ 

\/b 2 + a 2 

La torsion es erronea si b < 0; en este caso la torsion deberia ser negativa. De hecho, el resulta- 
do anterior podria hacer falsa la tercera formula de Frenet-Serret, como podemos ver asf: 

> Si mpl i f y( di f f ( B( t) , t) + t au* N( t) ); 

a cos (t)(b - t Jb 2 + a 2 ) a sen (t) (b - x^b 2 + a 2 ) 

sjb 2 + a 2 \a\ Sx Jb 2 + a 2 |a| 6y 

que debe ser 0, pero solo lo sera si t = b/Jb 2 + a 2 . Se comunico este error a M apleSoft, y se ha 
corregido en M aple 10. 
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Ejercicios 11.5 


En los Ejercicios 1-4, calcule los radios de curvatura de las 
curvas en los puntos indicados. 

1. y = x 2 en x = 0 y en x = 

2 . y = cosx en x = 0 y en x = n/2 

3. r = 2ti + (l/t)j - 2tk en (2, 1, -2) 

4. r = t 3 i + t 2 j + tk en el punto donde t = 1 

Calcule los sistemas de referencia de Frenet {T, N, B} para 
las curvas de los Ejercicios 5 y 6 en los puntos indicados. 

5. r = ti + t 2 j + 2k en (1, 1, 2) 

6. r = ti + t 2 j + tk en (1, 1, 1) 

En los Ejercicios 7 y 8, calcule los vectores tangente 
unitario, normal y binormal, y la curvatura y la torsion en 
un punto general de las curvas dadas. 

t 2 t 3 

7. r = ri + - j + - k 

8. r = e f (cos ti + sen tj + k) 

9. Calcule la curvatura y la torsion de la curva 
parametrica 

x = 2 + cos t, y = 1 - sen t, z = 3 + sen t 
en un punto arbitrario t. iQue curva es? 

10. Una particula se mueve siguiendo la curva plana 

y = senx, en la direccion dex creciente, con velocidad 
horizontal constante dx/dt = k. Calcule las 
componentes tangencial y normal de la aceleracion de 
la particula cuando esta en la posicion x. 

11. Calcule la tangente unitaria, la normal y la binormal, y 
la curvatura y torsion de la curva 

r = sent cos ti + sen 2 tj + costk 
en los puntos (a) t = 0 y (b) t = jt/4. 

12 . Una particula se mueve siguiendo un camino eliptico 
en el piano xy, de forma que su posicion en el instante 
t es r = a costi + b sen tj. Calcule las componentes 
tangencial y normal de su aceleracion en el instante t. 
iEn que puntos es cero su aceracion tangencial? 

13. Calcule los valores maximo y minimo de la curvatura 
de la elipse x = a cost, y = b sent, siendo a > b > 0. 

14. Una cuenta de masa m se desliza sin rozamiento por un 
hilo curvo con la forma y = x 2 , bajo la influencia de la 
fuerza gravitatoria -mgj. Cuando pasa por el punto 
(1, 1), la velocidad de la cuenta es v. Calcule, en ese 
instante, el modulo de su aceleracion normal y la tasa 
de cambio de su velocidad. 


15. Calcule la curvatura de la curva plana y = e x en x. 
Obtenga la ecuacion de la evoluta de esta curva. 

16. Demuestre que la curvatura de la grafica polar plana 
r = f(6) en un punto generico 0 es 

//n |2( f'(9)) 2 + (f(0)) 2 - f(6) f"(6)\ 

K{] l(fm 2 + (f(e)) 2 ? /2 

17. Calcule la curvatura de la cardioide r = a(l - cos 0). 

*18. Obtenga la curva r = r(t) para la que /eft) = 1 y 
r(t) = 1 para todo t, y r(0) = T (0) = i, N (0) = j 
y B(0) = k. 

dr 

19. Suponga que la curva r = r(t) cumple — = cx r(t), 

siendo c un vector constante. Demuestre que esa curva 
es la circunferencia en la que el piano que pasa por 
r(0) y es normal a c corta a una esfera de radio |r(0)| 
centrada en el origen. 

20. Calcule la evoluta de la helice circular 

r = a costi + a sen tj + btk 

21. Calcule la evoluta de la parabola y = x 2 . 

22. Calcule la evoluta de la elipse x = 2cost, y = sent. 

23. Calcule el polinomio de grado minimo f(x), tal que 
una via que siga la curva y = f(x), desde x = -1 hasta 
x = 1, se una con segmentos rectos existentes y = -1, 
x < ™ 1 e y = 1, x^lde forma lo suficientemente 
suave para que un tren que se mueva a velocidad 
constante no experimente discontinuidades de la 
aceleracion en los puntos de union. 

*24. Ayude a los fabricantes de trenes de juguete. Disene 
un segmento de via y = f (x), -1 ^ x ^ 0 para 
producir una union libre de tensiones entre una 
seccion de via recta y = 1, x < -1, y una seccion en 
forma de arco semicircular x 2 + y 2 = 1, x ^ 0. 

*25. Si la posicion r, la velocidad v y la aceleracion a de 
una particula en movimiento cumplen 
aft) = 2(t)r(t) + /((t)v(t), siendo iff) y n (t) funciones 
escalares del tiempo t, y si vxa # O, demuestre que 
el camino que sigue una particula esta contenido en 
un piano. 

En los Ejercicios 26-31 utilice M aple. Asegurese de cargar 
los paquetes LinearAIgebra y VectorCalculus. 

En los Ejercicios 26-29, determine las funciones de 
curvatura y de torsion de las curvas dadas. Debido al 
problema con la funcion Torsion en algunas versiones del 
paquete VectorCalculus (como se ha indicado al final de 
esta seccion), es preferible utilizar las formulas procedentes 
de las derivadas de la posicion para determinar la torsion, y 
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probablemente tambien la curvatura. Intente describir las 
curvas. 

26. r(t) = cos (t)i + 2 sen (t)j + cos (t)k. iPor que (p 

no debe sorprendernos el valor de la torsion? ™ 

iCuanto valen las curvaturas maxima y minima? 
Describa la curva. 

27. r(t) = (t - sen t)i + (1 - cost)] + tk. iSon p 
continuas la curvatura y la torsion para todo t? 103 

28. r(t) = cos(t) cos (2t) i + cos(t) sen (2t)j + sen (t)k. p 
Demuestre que la curva esta sobre la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 1. iCual es el minimo valor de su 
curvatura? 

29. r(t) = (t + cos t)i + (t + sent)j + (1 + 1- cost)k D 


En los Ejercicios 30 y 31, defina nuevas funciones p 
de M aple para calcular los valores requeridos. ^ 

Suponga que se han cargado los paquetes LinearA Igebra 
y VectorCalculus. 

30. La funcion evol ut e(R) (t) , cuyo valor en R es p 

la funcion cuyo valor en t es el vector de ™ 

posicion del centra de curvatura de la curva R, en el 
punto R( t ). 

31. La funcion t a n I i n e ( R ) ( t , u ) , cuyo valor en R es 
una funcion, cuyo valor en (t, u) es el vector de 
posicion del punto de la tangente a la curva R, en un 
valor de t situado a una distancia u de R( t ) , en la 
direccion de t creciente. 


11.6 


Leyes de Kepler del movimiento planetario 


El matematico y astronomo aleman J ohannes Kepler (1571-1630) fue estudiante y colega del as¬ 
tronomo danes Tycho Brahe (1546-1601). Tras una vida de observacion de las posiciones de los 
planetas sin la ayuda del telescopio, Brahe recopi 16 una gran cantidad de datos, que Kepler ana- 
lizo. Aunque Nicolas Copernico (1473-1543) habia postulado que la tierra y los otros planetas se 
movfan alrededor del sol, el clima religioso y filosofico de Europa a finales del siglo xvi favore- 
cfa todavfa la explicacion del movimiento de los cuerpos celestes mediante orbitas circulares al¬ 
rededor de la tierra. Se sabfa que planetas como Marte podfan no moverse en orbitas circulares 
centradas en la tierra, pero se habian propuesto modelos en los que su movimiento estaba com- 
puesto por otras circunferencias (epiciclos), cuyos centros se movfan sobre circunferencias cen¬ 
tradas en la tierra. 

Las observaciones de Brahe sobre M arte fueron lo suficientemente detalladas como para que 
Kepler se diera cuenta de que ningun modelo simple basado en circunferencias podrfa ajustarse 
lo suficientemente bien a la orbita real. Sin embargo, el fue capaz de ajustar una curva cuadrati- 
ca mas general, una el ipse con uno de sus focos en el sol. Basandose en este exito y en los datos 
de Brahe sobre otros planetas, formulo las tres siguientes leyes del movimiento planetario: 


Leyes de Kepler 

1. Los planetas se mueven siguiendo orbitas elfpticas con el sol en uno de sus focos. 

2. La recta que une el sol con cada planeta barre areas iguales en tiempos iguales. 

3. Los cuadrados de los periodos de revolucion de los planetas alrededor del sol son pro- 
porcionales a los cubos de los ejes mayores de sus orbitas. 


La formulacion de Kepler de la tercera ley dice realmente que los cuadrados de los periodos de 
revolucion de los planetas son proporcionales a los cubos de sus distancias medias al sol. La dis¬ 
tancia media de los puntos de una elipse a uno de sus focos es igual al semieje mayor (vease el 
Ejercicio 17 posterior). Por tanto, las dos formulaciones son equivalentes. 

La eleccion de elipses era razonable, una vez verificado que las circunferencias no funciona- 
ban. Las propiedades de las secciones conicas se entendfan bien, desde que habian sido desarro- 
lladas por el matematico griego Apolonio de Perga sobre el ano 200 a. C. No obstante, basando¬ 
se, como hizo, en observaciones en vez de en la teorfa, la formulacion que hizo Kepler de sus 
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leyes sin ninguna explication causal fue algo realmente notable. Los fundamentos teoricos vinie- 
ron mas tarde, cuando Newton, con la ayuda de su calculo recien creado, demostro que las leyes 
de Kepler implicaban una fuerza gravitatoria proporcional al inverso del cuadrado (veanse los 
Ejercicios de repaso 14-16 al final de este capftulo). Newton crefa que su ley de la gravitacion 
universal implicaba tambien las leyes de Kepler, pero no fue capaz en sus escritos de dar una 
demostracion que fuera convincente segun los estandares actuales 2 . 

M as adelante en esta seed on, obtendremos las leyes de Kepler a parti r de la ley de la gravi¬ 
tacion mediante un metodo ingenioso que explota hasta sus limites la diferenciacion vectorial. 
Sin embargo, primero necesitamos establecer algunos resultados preliminares. 


Elipses en coordenadas polares 

Las coordenadas polares [r, 6] de un punto en el piano cuya distancia r al origen sea £ ve- 
ces su distancia p-rcos6 a la recta x = p (vease la Figura 11.22), cumple la ecuacion 
r = s(p - rcosfl), o, despejando r, 


£ 

1 + £COS0 


siendo £ = sp. Como se observo en las Secciones 8.1 y 8.5, para 0 ^ e < 1, esta ecuacion repre- 
senta una el ipse con excentricidad £ (que sera una circunferencia si £ = 0). Para ver que esto es 
asf, transformemos la ecuacion a coordenadas cartesianas: 


x 2 + y 2 = r 2 = e 2 (p - rcos0) 2 = e 2 [p - x) 2 = s 2 (p 2 - 2 px + x 2 ) 


X 


Figura 11.22 Una elipse con foco en el origen, directriz x = p y excentricidad e. 



Realizando algunas transformaciones algebraicas, esta ecuacion se puede transformar en 



que puede reconocerse como una elipse centrada en el punto C = (— c, 0), siendo 
c = s£/( 1 - £ 2 ), y semiejes ay b dados por 


£ 

a = l-£ 2 

(semieje mayor) 

„ - ^ 

(semieje menor) 

~ £ 2 


2 Se pueden encontrar interesantes artfculos donde se debate la significacion historica del trabajo de Newton, como 
los de Robert Weinstock, Curtis Wilson y otros en The Collage Mathematics Journal, vol. 25, n.° 3, 1994. 
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La ecuacion cartesiana de la el ipse demuestra que la curva es simetrica respecto a las rectas 
x = - c ey = 0 y, por tanto, su segundo foco esta en F = (-2c, 0) y tiene una segunda directriz 
cuya ecuacion es x = -2 c-p (vease la Figura 11.23). Los extremos del eje mayor son 
/\ = (a — c, 0) y /\' = (— a — c, 0) y los extremos del eje menor son B = (-c, b) y B' = (-c, -b). 



Figura 11.23 Lasumadelas 
distancias desde cualquier punto P 
de la elipse a los dos focos 0 y F es 
constante, y vale e veces la distancia 
entre las directrices. 


Si P es un punto cualquiera de la elipse, entonces la distancia OP es e veces la distancia PQ 
desde P a la directriz derecha. Analogamente, la distancia FP es e veces la distancia Q'P desde P 
a la directriz izquierda. Por tanto, la suma de los radios focales OP +FP es la constante 
sQ'Q = c;(2c + 2p), independientemente de la posicion del punto P en la elipse. Cuando P esA o 
B, la suma es 

2a = (a - c) + (a + c) = OA + FA = OB + FB = 2jb 2 + c 2 
Se deduce entonces que 


,_ fo 

a 2 = b 2 + c 2 , c = V a2 “ = ^37 = £ a 

El numero € es el semi-latus rectum de la elipse; el latus rectum es la anchura de la elipse me- 
dida sobre la linea que pasa por un foco, perpendicular al eje mayor (vease la Figura 11.24). 



Figura 11.24 Algunos parametros de una elipse. 


Observacion La ecuacion en polares r = €/(l + scos 0) representa una curva acotada solo si 
e < 1; en este caso tenemos que €/(l + e) sc r sc €/( 1 - s) para todas las direcciones 0. Si £ = 1, 
la ecuacion representa una parabola, y si £ > 1, una hiperbola. Es posible que haya objetos que 
viajen en orbitas parabolicas o hiperbolicas, pero solo se aproximaran al sol una vez, sin trazar 
orbitas a su alrededor. Algunos cometas tienen orbitas hi perbol i cas. 
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Componentes polares de la velocidad y la aceleracion 

Sea r (t) el vector de posicion en el instante t de una particula P que se mueve en el piano xy. Se 
forman dos vectores unitarios en P: el vector r, que apunta en la direccion del vector de posi¬ 
cion r, y el vector 0 , rotado 90° en sentido contrario al de las agujas del reloj desde r (vease la 
Figura 11.25). Si las coordenadas polares de P son [r, 0], entonces r apunta en la direccion de r 
creciente en P, y 0 apunta en la direccion de 0 creciente. Evidentemente, 



r = cos 0 i + sen 0 j 
0 = - sen 0 i + cos 0 j 


Figura 11.25 Vectores de la base en direcciones crecientes de r y 6. 


Notese que r y 0 no dependen de r, sino solo de 0 : 


dr 

dO 


= 0 


y 


do 

do 


-r 


La pareja {r, 0} forma un sistema de referencia (una base) en P, de forma que los vectores del 
piano se pueden expresar en funcion de estos dos vectores unitarios. La componente r de un vec¬ 
tor se denomina componente radial y la componente 0 se denomina componente transversal. 
El sistema de referencia varia de un punto a otro, por lo que debemos recordar que r y 0 son 
funciones de t. En funcion de este sistema de referencia movil, la posicion r(t) de P se puede 
expresar de forma muy sencilla: 

r = rr 


siendo r = r(t) = |r(t)| la distancia desde P al origen en el instante t. 

Vamos a diferenciar esta ecuacion con respecto a t para expresar la velocidad y la acelera¬ 
cion de P con respecto a este sistema de referencia movil, A lo largo del movimiento, r se puede 
ver como una funcion de 0 o de t; 0 es a su vez funcion de t. Para evitar confusiones, adoptare- 
mos una notacion que se utiliza frecuentemente en mecanica, y que recuerda la notacion utiliza- 
da originalmente por Newton en sus calculos. 


Un punto sobre una magnitud indica la derivada con respecto al tiempo de dicha magnitud. 
Dos puntos indican la segunda derivada con respecto al tiempo. A si, 

u = du/dt, y Ci = d 2 u/dt 2 


Consideremos primero las derivadas con respecto al tiempo de los vectores r y 0. Por la Regia 
de la Cadena, tenemos que 


r = 

0 = 


dr dO 
do dt 

do dO 
dO ~dt 


= 00 

= -0r 
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La velocidad de P es 


v = 


d 

— (rr) = rr + rOQ 
dt 


Componentes polares de la velocidad: 

La componente radial de la velocidad es r. 

La componente transversal de la velocidad es rd. 

Como r y 0 son vectores unitarios perpendiculares, la velocidad (escalar) de P se expresa como 

v = |v| = ^r 2 + r 2 d 2 

De forma similar, la aceleracion de P se puede expresar en funcion de sus componentes radial y 
transversal: 

a = v = r = ^(fr + rdd) 

= rr + rOQ + rOQ + rdd - rd 2 r 
= (f - rd 2 ) r + (rd + 2rd)d 


Componentes polares de la aceleracion: 

La componente radial de la aceleracion es r - rd 2 . 

La componente transversal de la aceleracion es r6 + 2 r6. 


Fuerzas centrales y segunda ley de Kepler 

Las coordenadas polares son las mas apropiadas para analizar el movimiento debido a una fuer- 
za central, que se dirige slempre hacia (o en sentido contrario a) un unico punto, el origen: 
F = 2(r)r, donde el escalar 2(r) depende de la posicion r del objeto. Si la velocidad y la acelera¬ 
cion del objeto son v = r y a = v, entonces la Segunda Ley de Newton del Movimiento 
(F = ma) dice que a es paralelo a r, Por tanto, 

- (rxv) = rxv +rxv = vxv+rxa = 0 + 0 = 0 

y r xv = h, un vector constante que representa el momento angular del objeto por unidad de ma- 
sa respecto al origen. Esto indica que r es siempre perpendicular a h, por lo que el movimiento 
debido una fuerza central tiene siempre lugar en un piano que pasa por origen y es normal al 
vector h. 

Si se escoge el eje z en la direccion de h, y siendo |h| = h, entonces h = hk y el camino que 
sigue el objeto esta en el piano xy. En este caso la posicion y la velocidad del objeto cumplen 

r = rr y v = fr + rOQ 

Como r X0 = k, tenemos que 

hk = rxv = rrr xr + r 2 0r xe = r 2 9k 
Por tanto, para cualquier movimiento debido una fuerza central, 

r 2 0 = h (constante en el camino de movimiento) 
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Esta formula es equivalente a la Segunda Ley de Kepler; si A(t) es el area en el piano de movi- 
miento limitada por la orbita y las rectas radiales 0 = 0 O y 0 = 6(t), entonces 


por lo que 


A(t) 



r 2 dO 


dA _dA dO _ 1 2 . _ h 
~dt~ dO Jt~2 r ° ~ 2 


Entonces, el area se barre con una velocidad constante h/2, y por tanto se barren areas iguales en 
tiempos iguales. Notese que esta ley no depende del modulo ni de la direccion de la fuerza que 
actua sobre el objeto movil, si no solo del hecho de que es central. Tambien se puede obtener la 
ecuacion r 2 0 = h (constante) directamente del hecho de que la aceleracion transversal es cero: 

^ (r 2 0) = 2rrO + r 2 0 = r{2r0 + rO) = 0 


Ejemplo 1 


U n objeto se mueve siguiendo la curva en polares r = I/O bajo la influencia de una fuerza 
que lo atrae hacia el origen. Si la velocidad del objeto es v 0 en el instante en que 0 = 1, calcule el modulo 
de la aceleracion del objeto en cualquier punto de su trayectoria en funcion de su distancia r al origen. 

Solucion Como la fuerza es central, sabemos que la aceleracion transversal es cero y que r 2 0 = h es 
constante. Diferenciando la ecuacion de la trayectoria con respecto al tiempo y expresando el resultado en 
funcion de r, se obtiene 

1 . ,h 

r = -- 2 e = -r 2 ? = -n 


Por tanto, la componente radial de la aceleracion es 

a r = r 


h 2 h 2 
r(6) 2 = 0 - r ^ 


En 0 = 1, tenemos que r = 1, por lo que 0 = h. En ese instante el cuadrado de la velocidad es 

v 2 0 = r 2 + r 2 0 2 = h 2 + h 2 = 2 h 2 

Por tanto, h 2 = vq/2 y, en cualquier punto de su trayectoria, el modulo de la aceleracion del objeto es 

, 4 

|a '' - p 


Obtencion de las leyes de Kepler prlmera y tercera 


Los planetas y el sol se mueven alrededor de su centro de masas comun. Como el sol es mucho 
mas masivo que los planetas, el centro de masas esta muy cercano al centro del sol. Por ejemplo, 
el centro de masas conjunto del sol y la tierra esta en el interior del sol. En el desarrollo que 
sigue consideraremos que el sol y los planetas son masas puntuales y consideraremos tambien 
que el sol esta fijo en el origen. Mas adelante, cuando sea necesario, especificaremos las direc- 
ciones de los ejes de coordenadas. 

De acuerdo con la ley de la gravitacion de Newton, la fuerza que ejerce el sol sobre un pla- 
neta de masa m cuyo vector de posicion es r es 


F 



r 
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siendo k una constante positiva que depende de la masa del sol, y r = r/r. 

Como se ha observado anteriormente, el hecho de que la fuerza que actua sobre el planeta 
este siempre dirigida hacia el origen implica que r xv es constante. Escogeremos como direccion 
del eje z la de r xv = hk, por lo que el movimiento se realizara en el piano xy y r 2 0 = h. Toda- 
vfa no hemos especificado las direcciones de los ejes x e y, pero lo haremos en breve. Utilizando 
coordenadas polares en el piano xy, podemos calcular 

_ k . 

dv v r 2 _ k „ 

dO~0~ h_ ~~h r 

r 2 

Como dO/d0 = -r, podemos integrar la ecuacion diferencial anterior para obtener v: 


v 


k r k „ 

- r d0 = r 0 + C 

h h 

«/ 


siendo C un vector correspond!ente a la constante de integracion. Por tanto, hemos demostrado 
que 



Este resultado, conocido por el nombre de Teorema de Hamilton, indica quecuando un planeta 
se mueve por su orbita, su vector velocidad (cuando se situa con su inicio en el origen) traza una 
circunferencia cuyo centro es un punto C con vector de posicion C. Quiza resulta sorprendente 
que despues de todo haya una circunferencia asociada con la orbita de un planeta. Pero no solo 
es el vector de posicion el que se mueve siguiendo una circunferencia, si no el vector velocidad 
(vease la Figura 11.26). 



Figura 11.26 Los vectores velocidad definen una circunferencia. 


Recuerdese que hasta ahora solo hemos especificado la posicion del origen y la direccion del eje 
z. Por lo tanto, el piano xy esta determinado, pero no lo estan las direcciones de los ejes x e y. 
Escojamos ahora estos ejes en el piano xy de modo que C este en la direccion del ejey; sera, por 
ejemplo, C = (sk/h) j, siendo s una constante positiva. Por consiguiente, tenemos que 


k a 

V = - (0 + £j) 
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La posicion del ejex queda ahora determinada por el hecho de que los vectores i, j y k son per¬ 
pendiculars entre si y forman una base orientada a la derecha. Calcularemos de nuevo r xv. Re- 
cuerdese que r = r cos0i + rsen0j, y tambien que r = r r: 

k A 

hk = r xv = - (rr xe + recosfli xj + rs sen 6] xj) 

= - r(l + scosO)k 
kr 

Por tanto, h = — (1 + ecos0) o, despejando r, 

h 2 /k 

1 + £COS0 


Esta es la ecuacion en polares de la orbita. Si £ < 1, se trata de una elipse con un foco en el 
origen (el sol), cuyos parametros son 



h 2 


Semi-latus rectum: 




h 2 

£ 

Semieje mayor: 

d ~k( 1 - £ 2 )" 

~ 1 - £ 2 


h 2 

€ 

Semieje menor: 

b = , -, 

/ -i 


kjl - £ 2 

V 1 - £ 

Semidistancia focal: 

c = Ja 2 - b 2 

e£ 

1 £ 2 


Hemos deducido la Primera Ley de Kepler. La eleccion que se ha hecho de los ejes de coordena- 
das implica que el perihelio (el punto de la orbita mas cerca del sol) esta en el eje x positivo 
(0 = 0 ). 


Ejemplo 2 


La orbita de un planeta tiene excentricidad s (siendo 0 < s < 1), y su velocidad en el peri¬ 
helio es up. Calcule su velocidad v A en el afelio (el punto de su orbita mas lejos del sol). 


Solucion En el perihelio y en el afelio la velocidad radial del planeta f es cero (ya que r es minimo o 
maximo), por lo que la velocidad es totalmente transversal. Entonces v P = r P 0 P y v A = r A 0 A . Como r 2 0 = h 
tiene el mismo valor en todos los puntos de la orbita, tenemos que 

r P v P = r P 9 P = h = r 2 A 0 A = r A v A 


La ecuacion de la orbita del planeta es 


/ 

1 + 6COS0 


por lo que el perihelio corresponde a 6 = 0 y el afelio a 6 = n\ 


r P = 


€ 

1 + e 


y 



r P 

Por tanto, v A = — v P = 

r A 


1-6 


1 + £ 


Vp. 
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Podemos obtener la Tercera Ley de Kepler a partir de las otras dos de la siguiente forma. Como 
la linea radial que va desde el sol a un planeta barre area con una velocidad constante de h/2, el 
area total A encerrada por la orbita sera A = [h/2)T, siendo T el periodo de revolucion. El area 
de una elipse cuyos semiejes son a y b esA = nab. Como b 2 = (a = h 2 a/k, tenemos 

, 4 , 4 , ,,, An 2 , 

T 2 = - 2 A 2 = ^n 2 a 2 b 2 = — a 3 
h 2 h z k 

Notese que la expresion final de T 2 no depende de h, que es una constante para la orbita de cual- 
quier planeta, pero varfa de un planeta a otro. La constante 4n 2 /k no depende de un planeta en 
particular (k depende de la masa del sol y una constante gravitatoria universal). Por tanto, 



indica que el cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo de la longitud, 2a, del 
eje mayor de su orbita, y la constante de proporcionalidad es valida para todos los planetas. Esta 
es la Tercera Ley de Kepler. Los datos astronomicos modernos demuestran que T 2 /a 3 varfa solo 
unas tres centesimas del 1% en los nueve planetas conocidos. 

Conservation de la energia 

La solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden del movimiento F = mr para obtener la 
orbita de un planeta requiere dos integraciones. En el desarrollo anterior hemos explotado las 
propiedades del producto vectorial para facilitar dichas integraciones. Existen procedi mi entos 
mas tradicionales para obtener las leyes de Kepler, que en general comienzan por separar las 
componentes radial y transversal de la ecuacion del movimiento: 

. k ... 
r - r8 2 = - -5, r6 + 2r6 = 0 
r 

Como se ha visto antes, la segunda ecuacion anterior implica que r 2 0 = h = constante, que es la 
Segunda Ley de Kepler. Esto se puede utilizar para eliminar 6 en la primera ecuacion y obtener 

.. _ h 2 _ _ k 

r ~ 7 ~ ~ 7 

Por tanto, 



Si se integra esta ecuacion, se obtiene 



que es una ley de conservation de la energfa. El primer termino de la izquierda es v 2 /2, la ener¬ 
gia cinetica (por unidad de masa) del planeta. El termino -k/r es la energia potencial por unidad 
de masa. Es diffcil integrar esta ecuacion para obtener r en funcion de t. En todo caso, lo que 
realmente queremos calcular es r en funcion de 6, de forma que podamos reconocer que hemos 
obtenido una elipse. Otra forma de obtener este resultado se sugiere en el Ejercicio 18 posterior. 
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Observacion El procedimiento utilizado anteriormente para demostrar las leyes de Kepler 
demuestra de hecho que si un objeto se mueve bajo la influencia de una fuerza que lo atrae hacia 
el origen (o que lo repele desde el origen), cuyo modulo sea proporcional al inverso del cuadra- 
do de su distancia al origen, entonces dicho objeto debe moverse en una orbita plana cuya forma 
debe ser una seccion conica. Si la energia total E definida anteriormente es negativa, entonces la 
orbita esta acotada y, por tanto, debe ser una elipse. Si E = 0, la orbita es una parabola. Si 
E > 0, la orbita es una hiperbola. Las orbitas hiperbolicas son tipicas de las fuerzas repulsivas 
que pueden aparecer en el caso de atracciones si el objeto tiene suficiente velocidad (superior a 
la velocidad de escape). Como ejemplo, vease el Ejercicio 22 posterior. 


Ejercicios 11.6 


1. (Elipses en polares) Complete los detalles del calculo 
sugerido en el texto para transformar la ecuacion en 
polares de una elipse, r = €/(l + ecos 9), siendo 

0 < e < 1, en coordenadas cartesianas, de forma que 
muestre explicitamente el centra y los semiejes. 

C omponentes polares de la velocidad y la aceleracion 

2 . Una particula se mueve siguiendo una circunferencia 
cuya ecuacion en polares es r = k, (k > 0). iQue son 
las componentes radial y transversal de su vector 
velocidad y de su aceleracion? Demuestre que la 
componente transversal de la aceleracion es igual a la 
velocidad de cambio de la velocidad de la particula, 

3. Calcule las componentes radial y transversal del vector 
velocidad y de la aceleracion de una particula que se 
mueve con velocidad unidad siguiendo la espiral 
exponencial r = e°. Exprese sus respuestas en funcion 
del angulo 9. 

4. Si una particula se mueve siguiendo la curva en polares 
r = 9 bajo la influencia de una fuerza central que la 
atrae hacia el origen, calcule el modulo de la 
aceleracion en funcion de r y de la velocidad de la 
particula. 

5. Un objeto se mueve siguiendo la curva en polares 

r = 9~ 2 bajo la influencia de una fuerza que lo atrae 
hacia el origen. Si la velocidad del objeto es v 0 en el 
instante en el que 0 = 1, calcule el modulo de la 
aceleracion del objeto en cualquier punto de su 
trayectoria en funcion de su distancia r al origen. 

Deducciones de las leyes de Kepler 

6 . La distancia media de la tierra al sol es 
aproximadamente 150 millones de kilometros. El 
cometa Halley se acerca a su perihelio (punto mas 
cercano al sol) de su orbita eliptica aproximadamente 
cada 76 anos. Estime el eje mayor de la orbita del 
cometa Halley. 

7. La distancia media de la luna a la tierra es 
aproximadamente 385.000 km, y su periodo de 


revolucion alrededor de la tierra es de 
aproximadamente 27 dias (el mes sideral). iA que 
distancia aproximada del centra de la tierra, y en que 
piano, deberia situarse un satelite de comunicaciones 
en orbita circular si debe estar todo el tiempo 
exactamente sobre la misma posicion de la tierra? 

8 . Un asteroide sigue una orbita circular alrededor del sol. 
Si su periodo de revolucion es T, calcule el radio de su 
orbita. 

* 9. Si el asteroide del Ejercicio 8 se detiene 

instantaneamente en su orbita, caera hacia el sol. 
iCuanto tardara en llegar? Sugerencia: Esta pregunta 
se puede responder facilmente si se piensa que el 
asteroide esta casi parado, de forma que sigue una 
orbita con alta excentricidad, cuyo eje mayor es un 
poco mayor que el radio de la orbita original 
circular. 

10. Calcule la excentricidad de la orbita de un asteroide si 
la velocidad de dicho asteroide en el perihelio es el 
doble de su velocidad en el afelio. 

11. Demuestre que la velocidad orbital de un planeta es 
constante si y solo si su orbita es circular. Sugerencia: 
Utilice la identidad de conservacion de la energia. 

12. La distancia de un planeta al sol en su perihelio es el 
80% de su distancia en el afelio. Calcule la razon de 
sus velocidades en el perihelio y en el afelio, y la 
excentricidad de su orbita. 

*13. Como resultado de una colision, un asteroide cuya 
orbita inicial era circular alrededor del sol pierde 
instantaneamente la mitad de su velocidad, de forma 
que cae en una orbita eliptica cuya maxima distancia 
al sol es igual al radio de la orbita original circular. 
Calcule la excentricidad de su nueva orbita. 

14. Si las velocidades de un planeta en su perihelio y su 
afelio son, respectivamente, v P y v A , icual es su 
velocidad cuando esta en los extremos del eje menor 
de su orbita? 
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15. iQue fraccion de su «ano» (es decir, del periodo de 
su orbita) emplea un planeta en viajar por la mitad 
de su orbita mas cercana al sol? Exprese su respuesta 
en funcion de la excentricidad e de la orbita del 
planeta. 


*16. Suponga que un planeta viaja con una velocidad de v 0 
en el momenta en que su distancia al sol es r 0 . 
Demuestre que el periodo orbital del planeta es 

r _ 2n ( 2 t; py 3/2 

y/kV 0 k / 

k 1 , 

Sugerencia: La magnitud - - - v es constante en 

todos los puntos de la orbita, como se demostro en el 
razonamiento sobre la conservacion de la energia. 
Calcule el valor de esta expresion en el perihelio en 
funcion del semieje mayor, a. 


*17. La suma de las distancias de un punto P de una elipse 
& a sus focos es la constante 2a, la longitud del eje 
mayor de la elipse. Utilice este hecho como parte de 
un argumento geometrico para demostrar que la 
distancia media de los puntos P a un foco de & es a. 
Es decir, demuestre que 


1 

c(&) 


rds = a 


*19. (cQue pasaria si la ley de gravitacion dependiera 
del inverso del cubo?) Utilice la tecnica del 
Ejercicio 18 para obtener la trayectoria de un objeto 
de masa unidad atraido hacia el origen por una fuerza 
de modulo f(r) = k/r 3 . iExisten orbitas que no 
tiendan a infinito o al origen cuando t-> oo? 


20. Utilice la formula de conservacion de la energia para 
demostrar que si E < 0 la orbita debe estar acotada; es 
decir, no puede alejarse arbitrariamente del origen. 


*21. (Hiperbolas en polares) Si s > 1, entonces la 
ecuacion 


€ 

1 + 6COS0 


representa una hiperbola en vez de una elipse. Dibuje 
dicha hi perbola, calcule su centra y las direcciones 
de sus asintotas, y determine su semieje transversal, 
su semieje conjugado y su semidistancia focal, en 
funcion de ( y e. 

*22. (Orbitas hiperbolicas) Un meteoro que precede del 
infinito sigue una orbita hiperbolica que pasa cerca 
del sol. A distancias muy grandes del sol, su 
velocidad es v x . Las asintotas de su orbita estan a una 
distancia D, medida perpendicularmente desde el sol 
(vease la Figura 11.27). Demuestre que el angulo (5 de 
deflexion del meteoro debido a la atraccion 
gravitatoria del sol se expresa como 


siendo c(&) la circunferencia de &, y r la distancia de 
un punto de & a un foco. 



D v 


2 

00 


k 


*18. (Un planteamiento directo de la Primera Ley de 
Kepler) El resultado de eliminar 6 en las ecuaciones 
de las componentes radial y transversal de la 
aceleracion de un planeta es 


h 2 k 



Demuestre el cambio de las variables dependiente e 
independiente: 

nt)^ y e = 0(t) 

transforma esta ecuacion en una mas simple: 

d 2 u k 
dO ? + U 

Demuestre que la solucion de esta ecuacion es 
k 

u = T 2 (1 + £COS(0 - 0 O )) 
n 

siendo e y 9 0 constantes. A partir de aqui, demuestre 
que la orbita es eliptica sen |e| < 1. 



Figura 11.27 Trayectoria de un meteoro. 


Sugerencia: Necesitara el resultado del Ejercicio 21. 
El mismo analisis y, por tanto, los mismos resultados 
son validos en el caso de atraccion o repulsion 
electrostatica, f(r) = ±k/r 2 . La constante k depende 
de la carga de las dos particulas y r es la distancia 
entre el I as. 
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Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue es una funcion vectorial de una variable 
real, y por que representa una curva? 

• Enuncie la Regia del Producto para la derivada 
de u(t) • (v(t) xw(t)). 

• iQue significan las siguientes expresiones? 

o Velocidad angular o M omento angular 
o Aceleracion centripeta o Aceleracion de Coriolis 
o Parametrizacion mediante la longitud de arco 
o Fuerza central 

• Calcule las siguientes magnitudes asociadas con 
una curva parametrica e con parametrizacion 

r = r(t), (as$ b). 


o El vector velocidad v(t) 

O La velocidad v(t) 

o La longitud de arco 

o La aceleracion aft) 

o La tangente unitaria T (t) 

O La curvatura /eft) 

o La normal unitaria Nft) 

O El piano osculante 

o El radio de curvatura p(t) 

O La torsion rft) 

o La circunferencia osculante 

O La evoluta 

o La binormal unitaria B(t) 

O La aceleracion normal 

o La aceleracion tangencial 



• E nuncie las formulas de F renet-Serret. 


• Enuncie las leyes de Kepler del movimiento 
planetario. 

• (Que son las componentes radial y transversal 
del vector velocidad y de la aceleracion? 


Ejercicios de repaso 

1. Si r(t), v(t) y aft) representan la posicion, el vector 
velocidad y la aceleracion en el instante t de una 
particula que se mueve en el espacio tridimensional, y 
si, en todo instante t, a es perpendicular a r y v, 
demuestre que el vector r(t) - tv(t) tiene longitud 
constante. 

2. Describa la curva parametrica 

r = tcosti + tsentj + [2n - t)k 
(0 < t < 2k), y calcule su longitud. 


3. Una particula se mueve siguiendo la curva de 
interseccion de las superficies y = x 2 y z = 2x 3 /3 con 
velocidad 

constante v = 6. Se mueve en la direccion de x 
creciente. Calcule su vector velocidad y su aceleracion 
cuando esta en el punto (1, 1, 2/3). 

4. U na particula se mueve siguiendo la curva y = x 2 en el 
piano xy, de forma que en el instante t su velocidad es 
v = t. Calcule su aceleracion en el instante t = 3, si en 
ese momenta esta en el punto f^/2, 2). 

5. Calcule la curvatura y la torsion en un punto general de 
la curva r = e f i + v /'2tj + e f k. 

6 . Una particula se mueve siguiendo la curva del 
Ejercicio 5, de forma que en el instante t esta en la 
posicion r(t). Calcule su aceleracion normal y su 
aceleracion tangencial en cualquier instante t. (Cual es 
su velocidad minima? 

7. (Una curva dotoide) Las ecuaciones parametricas de 
la curva plana eque se muestra en la Figura 11.28 son 

f s kt 2 f s kt 2 

x(s) = cosydt e yfs) = sen — dt 

Verifique ques es, de hecho, la longitud de arco en e 
medida desde (0, 0), y que la curvatura de e se expresa 
como k(s) = ks. Como la curvatura cambia realmente 
con la distancia recorrida sobre la curva, este tipo de 
curvas, denominadas clotoides, resultan de utilidad 
para unir secciones de pistas o de vias con diferentes 
curvaturas. 



8 . Una particula se mueve siguiendo la curva en polares 
r = e B con velocidad angular constante en 6 = k. 
Exprese su vector velocidad y su aceleracion en 
funcion de sus componentes radial y transversal, que 
solo dependen de la distancia r al origen. 
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Algunas propiedades de las cidoides 

Los Ejercicios 9-12 tratan de la cicloide 

r = a(t - sen t)i + a(l - cos t)j 

Recuerdese que esta curva es el camino que sigue un punto 
de una circunferencia de radio a cuando dicha 
circunferencia rueda por el ejex. 

9. Calcule la longitud de arco s = s(T) de la parte de la 
cicloide que va desde t = 0 hasta t = T ^2n. 

10. Calcule la parametrizacion mediante longitud de arco 
r = r(s) del arco 0 ^ t sc In de la cicloide, siendo s 
medida desde el punto (0, 0). 

11. Calcule la evoluta de la cicloide, es decir, calcule las 
ecuaciones parametricas del centro de curvatura 

r = r c (t) de la cicloide. Demuestre que la evoluta es la 
misma cicloide trasladada na unidades hacia la derecha 
y 2a unidades hacia abajo. 



Las leyes de Kepler implican la ley de la gravitacion 
de Newton 

En los Ejercicios 14-16, se supone que un planeta de masa 
m se mueve siguiendo una orbita eliptica 
r = €/(l + scos 0), con foco en el origen (el sol), bajo la 
influencia de una fuerza F = F(r) que depende solo de la 
posicion del planeta. 

14. Utilizando la Segunda Ley de Kepler, demuestre que 
r xv = h es constante y, a partir de aqui, que r 2 0 es 
constante. 

15. Utilice la Segunda Ley del M ovimiento de Newton 
F = mr para demostrar que r x F(r) = 0. Por tanto, 

F(r) es paralela a r: F(r) = -f(r)r para alguna 
funcion escalar f (r), y la componente transversal de 
F(r) es cero. 

16. Mediante el calculo directo de la aceleracion radial del 
planeta, demuestre que f (r) = mh 2 /((r 2 ), siendo 

r = |r|. Por tanto, F es una fuerza de atraccion hacia el 
origen que es proporcional a la masa del planeta, e 
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia 
al sol. 

Problemas avanzados 

1. Sea P un punto en la superficie de la tierra situado a 45° 
de latitud norte. Utilice un sistema de coordenadas con 
origen en P y con vectores de la base i y j apuntando al 
este y al norte, respectivamente, de forma que k apunte 
verticalmente hacia arriba. 


12. Una cuerda de longitud 4a tiene un extremo fijo en el 
origen y se enrol la siguiendo el arco de la cicloide a la 
derecha del origen. Como la longitud total de ese arco 
es 8a, el extremo libre de la cuerda queda en el punto 
mas alto A de la cicloide. Calcule el camino que sigue 
el extremo libre Q de la cuerda cuando se desenrolla de 
la cicloide y se mantiene tensa mientras tanto (vease la 
Figura 11.29). Si la cuerda deja a la cicloide en el 
punto P, entonces 

(arc OP) + PQ = 4a 

La trayectoria que sigue el punto Q se denomina 
involuta de la cicloide. Demuestre que, como la 
evoluta, la involuta es tambien una traslacion de la 
cicloide original. De hecho, la cicloide es la evoluta de 
su involuta. 

13. Sea P un punto en el espacio tridimensional cuyas 
coordenadas esfericas son (p, </>, 0). Suponga que P no 
esta en el eje z. Obtenga una triada de vectores 
unitarios mutuamente perpendiculares, {p, 4>, 0}, en P, 
en las direcciones de p, </> y 6 crecientes, 
respectivamente. iEsta la triada orientada a la derecha 
o a la izquierda? 


(a) Exprese la velocidad angular Q de la tierra en 
funcion de los vectores de la base en P. iQue es el 
modulo D de Q en radianes por segundo? 

(b) Calcule la aceleracion de Coriolis a c = 2Q x v de 
un objeto que cae verticalmente con velocidad v 
sobre P. 

(c) Si el objeto de (b) se suelta desde el reposo a una 
altura de 100 m sobre P, icuando Mega 
aproximadamente al suelo? Ignore la resistencia del 
aire, pero no la aceleracion de Coriolis. Como la 
aceleracion de Coriolis es mucho menor en modulo 
que la aceleracion gravitatoria, se puede utilizar la 
velocidad vertical como una buena aproximacion de 
la velocidad real del objeto en cualquier instante 
durante su caida. 

*2. (El espfn de una bola de beisbol) Cuando se lanza 
una bola con un espfn respecto un eje que no es 
paralelo a su velocidad, experimenta una aceleracion 
lateral debido a las diferencias de rozamiento en sus 
lados. Esta aceleracion de espfn se expresa como 
a s = kS x v, siendo v la velocidad de la bola, S la 
velocidad angular de su espfn y k una constante 
positiva que depende de la superficie de la bola. 
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Suponga que una bola para la que k = 0,001 se lanza 
horizontalmente segun la direccion del ejex, con una 
velocidad inicial de 70 ft/s y un espin de 1000 rad/s 
respecto a su eje vertical. Su velocidad v debe cumplir 

f dv 

— = (0.001 1000k X V - 32k = k X V - 32k 
(»(0) - 70i 

ya que la aceleracion de la gravedad es de 32 pies/s 2 . 


(a) Demuestre que las componentes de 
v — v\\ + v 2 \ + u 3 k cumplen 


(dv i 

[dv 2 _ 

dt " 2 

dt Vl 

U(0) = 70 

_v 2 (0)=0 



= -32 


(b) Resuelva esas ecuaciones y calcule la posicion de la 
bola t s tras su lanzamiento. Suponga que se lanza 
desde el origen en el instante t = 0. 


(c) En t = 1/5 s, ia que distancia y en que direccion se 
habra desviado la bola de la trayectoria parabolica 
que habrfa seguido si se hubiera lanzado sin espin? 


*3. (Partfculas cargadas en movimiento en campos 
magneticos) Los campos magneticos ejercen fuerzas 
sobre las partfculas cargadas en movimiento. Si una 
partfcula de masa m y carga q se mueve con velocidad 
v en un campo magnetico B, entonces experimenta una 
fuerza F = qv x B, por lo que su velocidad esta 
gobernada por la ecuacion 

dv 

m — = qv x B 


En este ejercicio, suponga que el campo magnetico es 
constante y vertical, es decir, B = 8 k (como, por 
ejemplo, en un tubo de rayos catodicos). Si la 
velocidad inicial de la partfcula en movimiento es v 0 , 
su velocidad en el instante t se puede expresar como 


f dv qB 

— = ojv x k, siendo m = — 

< dt m 

(v(0) = v 0 

(a) Demuestre que v»k = v 0 »k y |v| = |v 0 | para todo 
t. 

(b) Sea w(t) = v(t) - (v 0 • k)k, de forma que w es 
perpendicular a k para todo t. Demuestre que w 
cumple 

d 2 w . 

—TY = - CO VJ 

dt 2 

] w(0) = v 0 - (v 0 • k)k 

w'(0) = ojv 0 x k 


(c) Obtenga w(t) a partir del problema de valor inicial 
de (b), y a partir de aquf calcule v(t). 


(d) Calcule el vector de posicion r(t) de la partfcula en 
el instante t, si en el instante t = 0 dicha partfcula 
esta en el origen. Verifique que la trayectoria de la 
partfcula es, en general, una helice circular. iEn que 
circunstancias sera dicha trayectoria una recta? (Y 
una circunferencia? 

*4. (La tautocrona) Las ecuaciones parametricas 
x = a(0-sen0) e y = a(cos0-l) 

(para 0 ^ 9 2n) describen un arco de cicloide 

seguido por un punto sobre una circunferencia de radio 
a que rueda por el eje x. Suponga que la curva esta 
formada por un alambre por el que se puede deslizar 
una cuenta sin rozamiento (vease la Figura 11.30). Si la 
cuenta se desliza partiendo del reposo bajo la accion de 
la gravedad, empezando en un punto cuyo valor del 
parametro es d Q , demuestre que el tiempo que tarda la 
cuenta en alcanzar el punto mas bajo del arco 
(correspondiente a 0 = n) es constante, independiente 
de la posicion inicial 0 O . Es decir, dos cuentas que se 
suelten simultaneamente desde puntos diferentes del 
alambre siempre se encontraran en el punto mas bajo. 
Por esta razon, la cicloide se denomina a veces 
tautocrona, termino procedente del griego que significa 
«tiempo constante». Sugerencia: Cuando la cuenta cae 
desde la altura y(8 0 ) hasta la altura y(0) su velocidad es 
v = J2g(y(0 0 ) -y(0)) (ipor que?). El tiempo que 
tarda la cuenta en llegar al fondo es 

1*0 = n 2 

T = -ds 

Je=e o v 

siendo ds la longitud de un elemento de arco sobre la 
cicloide. 



Figura 11.30 


*5. (La cafda al abismo) Un parque de atracciones de 
West Edmonton M all en Alberta, Canada, ofrece a I os 
que buscan emociones fuertes probar la cafda libre. 
Consiste en un coche que se mueve por una pista 
formada por seed ones rectas horizontal es y verticales 
unidas por curvas suaves. El coche se lanza desde la 
parte superior y cae verticalmente bajo la accion de 
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la gravedad durante 10 - ijl « 7.2 m antes de 
entrar en la seccion curva en el punto B (vease 
la Figura 11.31). Cae otros ijl « 2.8 m mientras 
traza la curva y entra en la seccion horizontal DE a 
nivel del suelo, donde se aplican los frenos para 
detener el coche (por tanto, la caida vertical total desde 
A hasta D o £ es de 10 m, cifra, como las otras de este 
problema, que se ha escogido por conveniencia 
matematica y no por precision de ingenieria). A efectos 
de este problema es util tomar los ejes coordenados 
formando un angulo de 45° con la vertical, de forma 
que las dos secciones rectas de la pista coincidan con 
la grafica de y = |x|. En ese caso la seccion curva va 
desde (-2, 2) hasta (2, 2), y se puede considerar 
simetrica respecto al ejey. Con este sistema de 
coordenadas, la aceleracion gravitatoria esta en la 
direccion de i - j. 



(a) Calcule un polinomio de cuarto grado cuya grafica 
se pueda usar para enlazar las dos secciones rectas 
de la pista sin producir aceleraciones discontinuas 
en el coche que cae (ipor que es adecuado un 
polinomio de cuarto grado?). 

(b) Ignorando el rozamiento y la resistencia del aire, 
icon que velocidad se estara moviendo el coche 
cuando entra a la curva en el punto 6? iY cuando 
deja la curva en el punto D? 


(c) Calcule el modulo de la aceleracion normal y de la 
aceleracion total del coche cuando pasa por el 
punto C. 

*6. (Un problema decaza) Un zorro y una liebre corren 
por el piano xy. Ambos corren a la misma velocidad v. 
La liebre corre por el ejey en direccion dey creciente 
y parte del origen en el instante t = 0. El zorro corre 
siempre directamente hacia la liebre. En el instante 
t = 0 el zorro esta en el punto (a, 0), siendo a > 0. Sea 
(x(t), y(t)) la posicion del zorro en el instante t. 

(a) Verifique que la pendiente de la tangente a la 
trayectoria del zorro en el instante t es 

dy y(t) - vt 
dx x(t) 

(b) Demuestre que la ecuacion de la trayectoria del 
zorro cumple 



Sugerencia : Diferencie la ecuacion de (a) con 
respecto a t. Observe que en el miembro izquierdo 
(i d/dt ) = (dx/dt)(d/dx). 

(c) Resuelva la ecuacion de (b) sustituyendo 

u(x) = dy/dx y separando variables. Observe que 
y = 0 y u = 0 cuando x = a. 

7. Suponga que la tierra es una esfera perfecta de radio a. 
Suponga que esta situado en un punto en el ecuador 
cuyas coordenadas esfericas son [p, 0, 6) = (a, n/2, 0), 
y que viaja por la superficie de la tierra con una 
velocidad constante v, desplazandose hacia el noreste 
(45° al este del norte). 

(a) iConseguira llegar al polo norte? Si es asi, icuanto 
tardara en llegar? 

(b) Calcule las funciones <f>(t) y 0(t) correspondientes a 
las coordenadas angulares esfericas de su posicion 
en el instante t > 0. 

(c) iCuantas veces cortara su trayectoria al meridiano 
0 = 0 ? 






CAPl'TULO 12 

Diferenciacion parcial 


Soy un experto en materias matematicas, 

Entiendo ecuaciones simples y cuadraticas, 

Reboso de noticias sobre el teorema binomial, 

Y de muchas cosas alegres sobre el cuadrado de la hipo- 
tenusa. 

William Schenck Gilbert (1564-1642) 

de The Pirates of Penzance 


Introduction Este capftulo trata sobre la ampliation de la idea de derivada de 
funciones reales al caso de variables vector, es decir, a funciones que dependen de 
varias variables reales. Aunque la diferenciacion se realiza sobre una variable cada 
vez, la relacion entre las derivadas con respecto a diferentes variables hace que el 
analisis de estas funciones sea mucho mas complicado y sutil que en el caso de una 
sola variable. 
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12.1 


Funciones de varias variables 


La notacion y = f(x) se utiliza para indicar que la variable y depende de la unica variable real x, 
es decir, que y es funcion de x. El dominio de esa f unci on f es un conjunto de numeros reales. 
Existen muchas magnitudes que dependen de mas de una variable real y, por tanto, que son fun¬ 
ciones de mas de una variable. Por ejemplo, el volumen de un cilindro circular de radio r y altu- 
ra h se expresa como 1/ = nr 2 h; se dice que 1/ es funcion de dos variables: r y h. Si denomina- 
mos f a esta funcion, entonces expresaremos 1/ = f(r, h ), siendo 


f(r, h) = nr 2 h, (r ^ 0 , h ^ 0 ) 


A si, f es una funcion de dos variables cuyo dominio es el conjunto de puntos del piano rh cuyas 
coordenadas (r, h ) cumplen r ^ 0 y h ^ 0. De forma similar, la relacion w = f[x, y, z) = 
= x + 2y - 3z define w como funcion de las variables x, y y z, cuyo dominio es R 3 completo, o, 
si se indica explicitamente, algun subconjunto particular de R 3 . 

Por analogia con la correspondiente definicion de funciones de una variable, definiremos una 
funcion de n variables de la siguiente forma: 


DEFIIMICION 1 

Una funcion f de n variables reales es una regia que asigna un unico numero real 

f(x 1( x 2 .x„) a cada punto (x 1( x 2 . x n ) de algun subconjunto 3(f) de R". 3(f) se de- 

nomina dominio de f. El conjunto de numeros reales f(x lf x 2 , x n ) obtenido a partir de 
los puntos del dominio se denomina rango de f. 

Como en el caso de funciones de una variable, la convencion del dominio especifica 
que el dominio de una funcion de n variables es el maximo conjunto de puntos (x 1( x 2 , ..., 
x n ) para el que f(x v x 2 ,..., x„) tiene sentido como numero real, a menos que el dominio se 
establezca explicitamente como un conjunto menor. 


La mayorfa de los ejemplos que consideraremos de aqui en adelante seran funciones de dos o 
tres variables independientes. Cuando una funcion f depende de dos variables, en general llama- 
remos a dichas variables independientes x e y, y utilizaremos z para indicar la variable depen- 
diente que representa el valor de la funcion; es decir, z = f(x, y). En general utilizaremos x, y y z 
como variables independientes de una funcion de tres variables, y en ese caso expresaremos el 
valor de la funcion como 1 / 1 / = f(x, y, z). Daremos algunas definiciones, y plantearemos (y de- 
mostraremos) algunos teoremas solo en el caso de dos variables, pero su extension al caso de 
tres o mas variables en general sera obvia. 

Representaciones graficas 

La grafica de una funcion f de una variable (es decir, la grafica de la ecuacion y = f(x)) es el 
conjunto de puntos del piano xy cuyas coordenadas son (x, f (x)), siendo x perteneciente al domi¬ 
nio de f. De forma similar, la grafica de una funcion f de dos variables (es decir, la grafica de la 
ecuacion z = f(x, y)) es el conjunto de puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas son 
(x, y, f(x, y)), donde (x, y) pertenece al dominio de f. Esta grafica es una superficie en R 3 , que 
esta situada por encima (si f(x, y) > 0) o por debajo (si f(x, y) < 0) del dominio de f en el 
piano xy (vease la Figura 12.1). La grafica de una funcion de tres variables es una hipersuperfi- 
cie tridimensional en el espacio tetradimensional R 4 . En general, la grafica de una funcion de n 
variables sera una superficie n-dimensional en R n+1 . No intentaremos dibujar graficas de funcio¬ 
nes de mas de dos variables. 
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z 


x 


- v Figura 12.1 La grafica de f(x, y) es la superficie 
de ecuacion z = f(x, y) definida en los puntos (x, y) 
del dominio de f. 



Ejemplo 


Considere la funcion 


fix, y) = 3 1 1 


2 4 ' 


(0 ^ x < 2, 0 ^y ^ 4 - 2x) 


La grafica de f es la superficie plana triangular cuyos vertices son (2, 0, 0), (0, 4, 0) y (0, 0, 3) (vease la 
Figura 12.2). Si el dominio de f no se hubiera indicado explicitamente como un conjunto particular del 
piano xy, la grafica hubiera sido todo el piano que pasa por esos tres puntos. 



Considere f(x, y ) = J9 - x 2 - y 2 . La expresion bajo la raiz cuadrada no puede ser nega- 
tiva, por lo que el dominio es el disco x 2 + y 2 ^ 9 en el piano xy. 

Si elevamos al cuadrado la ecuacion z = J 9 -x 2 -y 2 , podemos expresar el resultado en la forma 
x 2 + y 2 + z 2 = 9. Esta ecuacion representa una esfera de radio 3 centrada en el origen. Sin embargo, la gra¬ 
fica de f es solo el hemisferio superior, donde z ^ 0 (vease la Figura 12.3). 
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Como es necesario proyectar la superficie z = f(x, y) en una hoja bidimensional, la mayoria de 
esas graficas son diffciles de dibujar sin un considerable talento artistico y entrenamiento. Sin 
embargo, siempre es conveniente intentar visualizar estas graficas y dibujarlas lo mejor posible. 
Algunas veces es conveniente dibujar solo parte de una grafica, por ejemplo, la parte que esta en 
el primer octante. Tambien sirve de ayuda determinar (y dibujar) las intersecciones de la grafica 
con diversos pianos, especialmente con los pianos coordenados, y con pianos paralelos a los pia¬ 
nos coordenados (vease la Figura 12.1). 

Existen algunos paquetes de software matematico que producen dibujos de graficas tridimen- 
sionales, y que nos pueden ayudar a adquirir sensibilidad sobre el comportamiento de las corres- 
pondientes funciones. La Figura 12.1 es un ejemplo de una grafica dibujada por computador, co- 
mo la Figura 12.4. J unto con la mayoria de las otras graficas matematicas de este texto, ambas se 
han realizado utilizando el paquete de software para graficos matematicos MG. Mas adelante en 
esta seed on presentaremos la forma de util izar M aple para generar graficas. 



Otra forma de representar graficamente la funcion f(x, y) es elaborar un mapa topografico bidi¬ 
mensional de la superficie z = f(x, y). En el piano xy se dibujan las curvas f(x, y) = C para va- 
rios valores de la constante C. Estas curvas se denominan curvas de nivel de f porque son las 
proyecciones verticales en el piano xy de las curvas en las que la grafica z = f(x, y) corta a los 
pianos horizontales (de nivel) z = C. La grafica de la funcion f(x, y) = x 2 + y 2 y algunas de sus 
curvas de nivel se muestran en la Figura 12.5. La grafica es un paraboloide circular en el espacio 
tridimensional. Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen del piano xy. 

Las curvas de contorno en el mapa topografico de la Figura 12.6 muestran las elevaciones, 
en incrementos de 100 m sobre el nivel del mar, de parte de la isla de Nelson en la costa de la 


Z 
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Columbia Britanica. Como estos contornos se dibujan para valores equiespaciados de C, el espa- 
ciado de los propios contornos Neva informacion sobre la pendiente en diversos lugares de las 
montanas; la tierra esta mas inclinada donde las lineas de contorno estan mas juntas. Observese 
tambien que las corrientes de agua cruzan las lineas de contorno formando angulos rectos. Indi¬ 
can la ruta de la maxima pendiente. Las isotermas (curvas de temperatura constante) y las isoba- 
ras (curvas de presion constante) en los mapas del tiempo son tambien ejemplos de curvas de 
nivel. 


Ejemplo 3 


Las curvas de nivel de la funcion f(x, y) = 3 1 


tos de las rectas 


del Ejemplo 1 son los segmen- 


, x y\ 

311 -2~i - C 


x y C 

2 + r 1 "3' 


(0 3) 


que esta en el primer cuadrante. La Figura 12.7(a) muestra varias curvas de nivel. Corresponden a valores 
equiespaciados de C, y como tienen igual separacion, indican una pendiente uniforme de la grafica de f de 
la Figura 12.2. 



Las curvas de nivel de la funcion f(x, y ) = ^/9 - x 2 - y 2 del Ejemplo 2 son las circunfe- 
rencias concentricas 


Ejemplo 4 


J°>-x 2 -y 2 = C o x 2 + y 2 = 9 - C 2 , (0s=C<3) 

Observese el espaciado de estas circunferencias en la Figura 12.7(b). Se muestran para varios valores 
equiespaciados de C. El acercamiento de las circunferencias cuando C ^0+ indica que la superficie he- 
misferica correspondiente a la grafica de f se va haciendo cada vez mas abrupta (vease la Figura 12.3). 


Una funcion determina sus curvas de nivel con cualquier espaciado dado entre valores consecu- 
tivos de C. Sin embargo, las curvas de nivel solo determinan la funcion si todas ellas son cono- 
cidas. 


Ejemplo 5 


Las curvas de nivel de la funcion f(x, y) = x 2 - y 2 se corresponden con las curvas 


x 2 - y 2 = C. Para C = 0 la «curva» de nivel es la pareja de rectas x = y y x = -y. Para otros valores de C, 
las curvas de nivel son hiperbolas rectangulares cuyas asintotas son esas rectas (vease la Figura 12.8(a)). La 
grafica de f es el paraboloide hiperbolico con forma de silla de montar que se muestra en la Figura 12.8(b). 
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Ejemplo 6 


x z + (y- zY = 


Describa y dibuje algunas curvas de nivel de la funcion 
2z 2 . Dibuje tambien la grafica de g. 


z = 


g(x, y), definida como z > 0, 


Solucion La ecuacion de la curva de nivel z = g(x, y) = C (siendo C una constante positiva) es 
x 2 + (y - C) 2 = 2C 2 , que corresponde a una circunferencia de radio JlC, centrada en (0, C). La Figura 
12.9(a) muestra las curvas de nivel para incrementos de C de 0.1, desde 0 hasta 1. Estas curvas de nivel 
cortan a rayos que salen del origen con igual espaciado (aunque el espaciado es diferente para diferentes 
rayos), lo que indica que la superficie z = g(x, y) es un cono oblicuo. l/ease la Figura 12.9(b). 



z 



(b) 


Figura 12.9 

(a) Curvas de nivel de 

z = g(x, y) en el Ejemplo 6. 

(b) Grafica de z = g[x, y). 


Aunque la grafica de una funcion f(x, y, z) de tres variables no se puede dibujar facilmente 
(es una hipersuperficie tridimensional en un espacio tetradimensional), una funcion de este tipo 
tiene superficies de nivel en el espacio tridimensional que quiza se pueden dibujar. Estas super¬ 
ficies de nivel corresponden a las ecuaciones f(x, y, z) = C para diversos valores de la constante 
C. Por ejemplo, las superficies de nivel de la funcion f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 son esferas con- 
centricas centradas en el origen. La Figura 12.10 muestra algunas superficies de nivel de la fun¬ 
cion f(x, y, z) = x 2 - z. Son cilindros parabolicos. 

Uso de graficos en Maple 

Como muchos paquetes de software matematico, Maple dispone de varias rutinas graficas que 
nos pueden ayudar a visualizar el comportamiento de funciones de dos y tres variables. M encio- 
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y 


Figura 12.10 Superficies de nivel de 
f(x, y, z) = x 2 - 2 . 

naremos aqui solo unas pocas; hay muchas mas. La mayoria de la rutinas graficas estan en el 
paquete plots, por lo que cualquier sesion de M aple donde queramos utilizar dichas rutinas grafi¬ 
cas debera empezar con la entrada 

> wi t h( pi ot s) : 

Para ahorrar espacio, no mostraremos las salidas graficas. Posiblemente necesitaremos hacer mo- 
dificaciones a los comandos graficos para obtener el tipo de grafica deseada. 

La grafica de una funcion f(x, y) de dos variables (o de una expresion en x e y) se puede 
dibujar en un rectangulo del piano xy llamando a la rutina plot3d. Por ejemplo, 

> f : = - 6* y/ (2 +x~2 +y~2) ; 

> pi o13d(f, x=- 6. . 6, y=- 6. . 6) ; 

dibujara una superficie similar a la de la Figura 12.4, pero sin ejes y vista desde un angulo mas 
alto. Se pueden anadir muchas opciones al comando para cambiar el aspecto de la salida. Por 
ejemplo, 

> pi o13d(f, x =-6.. 6, y =-6.. 6, axes=boxed, 

ori entati on=[ 30, 70] ) ; 

dibujara la misma superficie dentro de una caja rectangular tridimensional con escalas en tres de 
sus lados, que indican los valores de las coordenadas (si hubieramos escrito axes=nor mal , ha- 
briamos obtenido los ejes de coordenadas habituales en el origen, pero estos tienden a ser mas 
diffciles de ver contra el fondo de la superficie, por lo que en general es preferible la opcion 
axes =boxed ). La opcion or i ent at i on =[ 3 0, 7 0 ] hace que la grafica se vea desde una direc- 
cion que forma un angulo de 70° con el eje z y que esta en un piano que contiene al eje z y 
forma un angulo de 30° con el piano xz (si no se especifica esta opcion, el valor por defecto de 
la orientacion es [45, 45]). Por defecto, la superficie que dibuja la rutina plot3d esta graduada 
mediante dos familias de curvas, que representan su interseccion con pianos verticales x = a e 
y = b para varios valores equiespaciados de a y b, y esta coloreada de forma que las partes ocul- 
tas no se muestran. 
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En vez de plot3d se puede usar contourplot3d, que muestra la superficie graduada mediante 
contornos en los que el valor de la funcion es constante. Si no se obtienen suficientes contornos 
por defecto, se puede incluir la opcion contours=n para especificar el numero deseado. 

> contourpl ot3d(f, x =-6.. 6, y =-6.. 6, axes =boxed, 

c o n t o u r s =2 4) ; 

Los contornos son las proyecciones de las curvas de nivel sobre la grafica de la superficie. De 
forma alternativa, se puede obtener una grafica bidimensional de las curvas de nivel utilizando la 
rutin a contour plot: 

> cont our pi ot (f, x =- 6. . 6, y =-6. . 6, axes=normal, 

c o n t o u r s =2 4) ; 

Otras opciones que puede ser interesante incluir en las funciones plot3d y contourplot3d son: 

(a) vi ew=zmi n. . zmax para especificar el intervalo de valores de la funcion (es decir, de z) a 
mostrar en la grafica. 

(b) g r i d =[ m, n] para especificar el numero de valores de x e y donde evaluar la funcion. Si la 
grafica no es lo suficientemente suave, se puede probar con los valores m = n = 20 o 30, o 
incluso valores mas altos. 

La grafica de una ecuacion, f(x, y) = 0, en el piano xy se puede generar sin necesidad de resol¬ 
ver la ecuacion en x o y previamente, utilizando implicitplot. 

> i mp li c i t p I o t ( x~3- y~2 - 5* x* y- x- 5, x =-6. . 7, y =- 5. . 6) ; 

dibujara la grafica de x 3 - y 2 - 5xy - x - 5 = 0 en el rectangulo -6 sjx ^ 7, -5 =%y s? 6. 
Existe tambien una rutina implicitplot3d que permite dibujar la superficie en el espacio tridi¬ 
mensional cuya ecuacion es de la forma f(x, y, z) = 0. En esta rutina se deben especificar los 
interval os de las tres variables. 

> i mp I i c i t p I o t 3d ( x~2 +y~2 - z~2 -1, x =-4. . 4 , y =-4 . . 4 , 

z =-3.. 3, axes=boxed) ; 
dibuja el hiperboloide z 2 = x 2 + y 2 - 1. 

Finalmente, hay que observar que M aple no es mas capaz que nosotros de dibujar graficas de 
funciones de tres o mas variables, ya que no dispone de capacidades de dibujo en cuatro dimen- 
siones. Lo mejor que podemos hacer es dibujar una serie de superficies de nivel: 

> i mp I i c i t p I o 13d ( {z - x~2 - 2, z-x~2, z-x~2+2}, x =- 2. . 2, 

y =-2.. 2, z =-2.. 5, axes =boxed) ; 

Es posible construir una secuencia de estructuras graficas y asignarlas, por ejemplo, a los ele- 
mentos de una variable de lista sin dibuj arias real mente. De esa forma se pueden trazar todas las 
graficas simultaneamente utilizando la funcion display. 

> for c from-1 to 1 do 

p[c] : = i mp I i c i t p I o 1 3d (z "2- x~2- y~2- 2* c, x =- 3. . 3, 
y=- 3. . 3, z =0. . 2, col or=C0L0R( RGB, (1+c)/2, (1-c) / 2, 1)) 
od: 

> di spI ay([seq( p[c ] , c =-1.. 1)], axex=boxed, 

orientation =[30, 40]) ; 

Notese que el comando que crea las graficas se termina con dos puntos en vez de con punto y 
coma habitual. Si no se suprime la salida de esta forma, se obtendra una gran cantidad de infor- 
macion numerica sin sentido mientras se construyen las graficas. La opcion col or =. . . intenta 
dar a las tres graficas un color diferente de forma que se puedan distinguir entre si. 
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Ejercicios 12.1 


En los Ejercicios 1-10, especifique los dominios de las 
funciones. 


1. fix, y) = 


3. f(x, y) = p- 


x-y 
x 


5. fix, y) = J\x 2 + 9y 2 

6 . f(x,y)=—L= 


36 


/ x - y 

,-l 


2 . f(x, y) = ^/xy 
xy 

4. fix, y) = 

x-y 

7. f(x, y) = In(1 + xy) 


8. f(x, y) = sen 1 (x + y) 
xyz 


9. fix, y, z) = 2 
x 


0 *y z 


10. f (x, y, z) = 


xyz 


Dibuje las graficas de las funciones de los Ejercicios 11-18. 

11. f(x, y) = x, (0 ssx^2, 0 <y<3) 

12 . f(x, y) = senx, (0^x^27i, O^y^l) 

13. f(x, y)=y 2 , («-1 <x< 1, -l<y<l) 

14. fix, y) = 4 - x 2 - y 2 , (x 2 + y 2 < 4, x ^ 0, y ^ 0) 

15. fix, y) = ,/x 2 + y 2 16. f(x, y) = 4 - x 2 

17. fix, y) = |x| + |y| 18. fix, y) = 6 - x- 2y 

En los Ejercicios 19-26, dibuje algunas de las curvas de 
nivel de las funciones. 


19. fix, y) = x - y 
21. fix, y) = xy 


20. fix, y) = x 2 + 2y 2 
x 2 

22. fix, y) = — 
y 


23. fix, y) 


x-y 

x + y 


24. fix, y) = 

x 2 + y 2 


25. fix, y) = xe _y 


26. f (x, y) 



Los Ejercicios 27 y 28 se refieren a la Figura 12.11, que 
muestra los contornos de una region montanosa con las 
alturas dadas en metros. 


27. iEn cual de los puntos A o B es mas abrupto el 
paisaje? iComo lo sabe? 

28. Describa la topografia de la region proxima al punto C. 

Describa las graficas de las funciones fix, y) para las que 
se muestran las familias de curvas de nivel fix, y) = C en 
las figuras a las que se refieren los Ejercicios 29-32. Asuma 



que cada familia corresponde a valores equiespaciados de C 
y que el comportamiento de la familia es representative de 
todas las posibles familias de la funcion. 

29. I/ease la Figura 12.12(a). 

30. I/ease la Figura 12.12(b). 

31. I/ease la Figura 12.12(c). 

32. I/ease la Figura 12.12(d). 



33. iSon las curvas y = (x - C) 2 curvas de nivel de alguna 
funcion fix, y)? iQue propiedad debe tener una familia 
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de curvas de una region del piano xy para que pueda 
ser una familia de curvas de nivel de una fund on 
definida en dicha region? 

34. Si se supone que z > 0, la ecuacion 

4z 2 = (x - z) 2 + (y - z) 2 define z como funcion de x 
ey. Dibuje algunas curvas de nivel de esta funcion. 
Describa su grafica. 

35. Calcule f(x, y) si cada una de sus curvas de nivel 

f(x, y) = C es una circunferencia centrada en el origen 
y con radio 

(a) C (b) C 2 (c) VC (d) InC 

36. Obtenga f(x, y, z) si para toda constante C la 
superficie de nivel f(x, y, z) = C es un piano que corta 
a los ejes x, y y z en los valores C 3 , 2C 3 y 3C 3 , 
respectivamente. 

Describa las superficies de nivel de las funciones 
especificadas en los Ejercicios 37-41. 

37. f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 


38. f(x, y, z) = x + 2y + 3z 

39. f(x, y, z) = x 2 + y 2 40. f(x, y, z) = X 

41. f(x, y, z) = |x| + |y| + |z| 

42. Describa las «hipersuperficies de nivel» de la funcion 

f(x, y, z, t) = x 2 + y 2 + z 2 + t 2 

Utilice M aple u otro software de graficos por computador 
para dibujar las graficas y las curvas de nivel de las 
funciones de los Ejercicios 43-48. 


43. 

1 + x 2 + y 2 

44. 

1+y 2 

45. 

y 

46. 

X 

1 + x 2 + y 2 

(x 2 - l) 2 + y : 

47. 

xy 

48. 

1 mm 

xy 


12.2 


Limites y continuidad 


Antes de abordar esta seccion convendrfa revisar los conceptos de entorno, conjuntos abiertos y 
cerrados, y puntos interior y frontera que se presentaron en la Seccion 10.1. 

El concepto de limite de una funcion de varias variables es similar al de funciones de una 
variable. Por claridad presentaremos la definicion solo para el caso de funciones de dos varia¬ 
bles; el caso general es similar. 

Podriamos decir que f(x, y) se aproxima al limite L cuando el punto (x, y) se aproxima al 
punto (a, b ), y escribirfamos 


lim f(x,y) = L 

( X, y)—(a, b) 


si todos los puntos de un entorno de (a, b), excepto posiblemente el propio punto (a, b), pertene- 
cen al dominio de f, y si f(x, y) se aproxima a L cuando (x, y) se aproxima a (a, b). Sin embar¬ 
go, es mas comodo definir el limite de forma que (a, b) pueda ser tambien un punto frontera del 
dominio de f. Por tanto, nuestra defi nicion formal generalizara tambien la nocion unidimensio¬ 
nal de limite unilateral. 


DEFINICION 2 Definicion de limite 

Se dice que lim f(x, y) = L, cuando: 

(x, y) — (a, b) 

(i) Todo entorno de (a, b) contiene puntos del dominio de f diferentes de (a, b). 

(ii) Para todo entero positivo e existe un numero positivo S = d(e) tal que 
|f(x, y) - L | < e se cumple siempre que (x, y) este en el dominio de f y satisfaga 

0 < ^/(x - a) 2 + (y - b) 2 < S 


La condicion (i) se incluye en la Definicion 2 porque no es apropiado considerar limites en pun¬ 
tos aislados del dominio de f, es decir, en puntos con entornos que no contengan ningun otro 
punto del dominio. 



CAPlTULO 12. Diferenciacion parcial 763 


Si existe limite es unico. En el caso de una funcion de una sola variable f, la existencia de 
Iim x _ a f(x) implica que f(x) se acerca al mismo numero finito cuando x tiende a a, bien por la 
izquierda, bien por la derecha. De forma similar, en el caso de una funcion de dos variables, po- 
demostener Iim (x y) _ (a> b) f(x, y) = L solo si f(x, y ) seaproxima al mismo numero L sin impor¬ 
ter la forma en que (x, y) se acerca a (a, b ) en el dominio de f. En particular, (x, y) se puede 
aproximar a (a, b ) siguiendo cualquier curve que este en 3(f). No es necesario que L = f(a, b), 
incluso aunque f(a, b) este definido. Los ejemplos posteriores ilustran estas afirmaciones. 

Todas las leyes habituales de los I (mites se extienden al caso de funciones de varias variables 
de forma obvia. Por ejemplo, si lim (x _ y) _ (ai b) f(x, y) = L, Iim (x _ y) _ >(a> b) g(x, y) = M y todo en- 
torno de (a, b) contiene puntos de®(f) n®(g) distintos de (a, b), entonces 



lim 

(fix 

r y) 

±g(x 

,y))=L±M 

(X, 

y)-*(a, b) 



lim 

fix, 

y)g(x, y) 

= LM 

(X, 

y)—(a, b) 

fix, 





lim 

L 

suponiendo que M #0 

(X. 

y)—(a, b) 

g(x, 

y) 

M ' 


Ademas, F(t) es continua en t = L, entonces 

lim F(f(x, y)) = F(L) 

(x, y)-»(a, b) 


Ejemplo 1 


(a) lim 2x - y 2 = 4 - 9 = -5 

(x, y)-(2, 3) 

(b) lim x 2 y = a 2 b 

[x, y)-(a, b) 


(c) lim ysen 

U, y)-»(ji/3, 2) 


= 2 sen 


= 1 


La funcion f(x, y) = ^/l 

su dominio, el disco cerrado x 2 + y 2 ^ 1, y por tanto se considera que es continua en su dominio. Por su- 


Ejemplo 2 


x 2 - y 2 tiene como limite f(a, b) en todos los puntos (a, b) de 

imin 

puesto, (x, y) solo se puede aproximar a los puntos de la circunferencia frontera x 2 +y 2 = 1 desde el 
interior del disco. 


Los siguientes ejemplos muestran que el requisite de que f(x, y) se acerque al mismo limite sin 
importar como (x, y) se acerca a (a, b) puede ser muy restrictive, y hace que los 1 1 mites en dos o 
mas variables sean mucho mas sutiles que en el caso de una sola variable. 


Ejemplo 3 


Investigue el comportamiento limite de f(x, y) = 


2 xy 

x 2 + y 2 


cuando (x, y) tiende a (0, 0). 


Solucion Notese que f(x, y) esta definido para todos los puntos del piano xy excepto el origen (0, 0). 
Podemos preguntarnos todavia si existe Iim (x y) _ (0i 0) f(x, y). Si hacemos que (x, y) tienda a (0, 0) a lo 
largo del eje x (y = 0), entonces f(x, y) = fix, 0)^0 (ya que f(x, 0) = 0 identicamente). Por lo tanto, 
Iim (x y) _ (0i o) f(x, y) debe ser 0, si es que existe. De forma similar, para todos los puntos del ejey tenemos 
que 'f [x, y) = f(0, y) = 0. Sin embargo, en los puntos de la recta x = y, f tiene un valor constante diferen- 
te: f(x, x) = 1. Como el limite de f(x, y) es 1 cuando (x, y) tiende a (0, 0) por esta recta, se deduce que 
f(x, y) no puede tener un limite unico en el origen. Es decir, 

2 xy 

lim -5 

[x, y)->( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


no existe 
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Observese que f(x, y) tiene un valor constante siguiendo cualquier rayo que saiga del origen (por el rayo 
y = lex el valor es 2k/(l + k 2 )), pero los valores son diferentes para rayos diferentes. Las curvas de nivel de 
f son rayos que parten del origen (excluido el propio origen). Es dificil dibujar las graficas de f cerca del 
origen. La parte de la grafica correspondiente al primer octante es la superficie con forma de «capucha» 
que se muestra en la Figura 12.13(a). 


Ejemplo 4 


Investigue el comportamiento limite de f(x, y) = 


2 x 2 y 


cuando (x, y) tiende a (0, 0). 


Soiucion Como en el Ejemplo 3, f(x, y) se hace cero en los ejes coordenados, por lo que Iim (x y) ^ (0 0) 
f(x, y ) debe ser 0, si es que existe. Si examinamos f(x, y ) en todos los puntos del rayo y = kx, obtenemos 

2 kx 3 2kx 

f(x, (cx )=^—= —T9->-0, cuando x^O (k / 0) 

x 4 + (rx 2 x 2 + k 2 


Por tanto, f(x, y) -► 0 cuando (x, y) -> (0, 0) siguiendo cualquier recta que pase por el origen. Podriamos 
tener la tentacion de concluir, por tanto, que lim (x y) ^ (0 0) f(x, y) = 0, pero esto es incorrecto. Observese 
el comportamiento de f(x, y) a lo largo de la curva y = x 2 : 


2x 4 

f(x, x 2 ) = 4 4 

x 4 + x 4 


= 1 


Es decir, f(x, y) no tiende a 0 cuando (x, y) se acerca al origen siguiendo esta curva, por lo que no existe 

Iim (x yj >( 0 , o) f(x, y). Las curvas de nivel de f son parejas de parabolas con la forma y = kx 2 , y = x 2 /Ac, 

excluido el origen. \/ease la Figura 12.13(b), donde se muestra la parte del primer octante de la grafica de f. 




Figura 12.13 

(a) f(x, y) tiene I (mites diferentes 
cuando (x, y) -> (0, 0) siguiendo 
diferentes rectas. 

(b) f(x, y) tiene el mismo limite 0 
cuando (x, y) -> (0, 0) siguiendo 
cualquier recta, pero tiene limite 1 
cuando (x, y) (0, 0) siguiendo 

la curva y = x 2 . 


Ejemplo 5 


x 2 y 

Demuestre que la funcion f(x, y) = -=*■ tiene limite en el origen; concretamente, 

x + y 

x 2 y 

lim 5 = 0 

[x, y>-< o, o) x 2 + y 2 


Soiucion Esta funcion esta tambien definida en todo punto excepto el origen. Observese que como 
x 2 ^x 2 + y 2 , tenemos que 


I fix, y) — 0| = 


x 2 y 






que tiende a cero cuando (x, y) ->(0, 0) (vease la Figura 12.14). Formalmente, si se da e> 0 y se toma 
<5 = e, entonces | f(x, y) - 0| < e siempre que 0 < Jx 2 + y 2 < 8, por lo que f(x, y) tiene limite 0 cuando 
(x, y) -► (0, 0) por la Definicion 2. 
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Figura 12.14 


lim 

(x, y)—(0, 


x 2 y 

o) x 2 + y 2 


= 0 . 


Como en el caso de funciones de una variable, la continuidad de una funcion f en un punto de 
su dominio se define directamente en funcion del limite ( vease , por ejemplo, el Ejemplo 2). 

DEFINICION 3 

La funcion f(x, y) es continua en el punto (a, b) si 

lim f(x, y) = f(a, b) 

( x, y)—(a, b) 


Sigue siendo cierto que las sumas, diferencias, productos, cocientes y composiciones de funcio¬ 
nes continuas son continuas. Las funciones de los Ejemplos anteriores 3 y 4 son continuas en 
todos los puntos donde estan definidas, es decir, en todos los puntos excepto el origen. No hay 
posibilidad de definir f(0, 0) de forma que estas funciones sean continuas en origen. Esto mues- 
tra que la continuidad de las funciones de una sola variable f(x, b) en x = a y f(a, y) en y = b 
no implica que f(x, y) sea continua en (a, b). De hecho, incluso si f(x, y) fuera continua siguien- 
do cualquier recta que pase por (a, b), podria no ser continua en (a, b) (veanse los Ejercicios 
16-17 posteriores). Notese, sin embargo, que la funcion f(x, y) del Ejemplo 5, aunque no esta 
definida en el origen, admite una extension continua en ese punto. Si extendieramos el dominio 
de f en ese caso definiendo f(0, 0) = lim (x _ y) _ >(0 _ 0) f(x, y) = 0, entonces f seria continua en 
todo el piano xy. 

Como en el caso de funciones de una variable, la existencia del limite de una funcion en un 
punto no implica que la funcion sea continua en ese punto. La funcion 


fix, y) 


fO si (x, y) / (0, 0) 
(1 si (x, y) = (0, 0) 


cumple que lim (x _ y) _ >(0 _ 0) f(x, y) = 0, que no es igual a f(0, 0), por lo que f no es continua en 
(0, 0). Por supuesto, podemos hacer que f sea continua en (0, 0) redefiniendo su valor a 0 en 
dicho punto. 


Ejercicios 12.2 


En los Ejercicios 1-12, calcule los limites indicados o 
explique por que no existen. 

lim xy + x 2 2 . lim Jx 2 + y 2 

(X, y)-(2,-1) (x, y)-(0, 0) v 


3. 


lim 

(X, y)—(0, 0) 


x 2 + y 2 

y 


cos(xy) 

5. lim i _ Y _ rr) ci/ 

(x, y)— ( 1 , n) 1 x cosy 


4. 


lim 


x 


6 . 


(x, y)->( 0 , 0 ) X + y z 

x 2 (y -1) 2 


lim 


(X, y)->( 0 , 1) X 2 + (y - l) 2 


1 . 
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7. 


lim 


(x, y)M 0, 0) X 2 + y 2 


9. 


lim 


sen (xy) 


(x, y) —»(0, 0) x z + y z 


11 . 


lim 


x 2 y 2 


8 . 

10 . 

12 . 


lim 


sen (x - y) 


(x, y) —»(0, 0) x + y H 

13. iComo se puede definir la funcion 


(x, y)-( 0 , 0 ) cos(x + y) 

2x 2 - xy 

lilTI -2 

(x, y)— »(1, 2) 4x 4 - y z 

x 2 y 2 

(x, yl^o, 0) 2x 4 + y 4 


fix, y) = 


x 2 + y 2 - x 3 y 3 
x 2 + y 2 


(x, y) # (0, 0) 


en el origen, de forma que sea continua en todos los 
puntos del piano xy? 

14. iComo se puede definir la funcion 

x 3 - y 3 

f(x, y) =- (x#y) 

x -y 

siguiendo la recta x = y, de forma que la funcion 
resultante sea continua en todo el piano xy? 

15. iCual es el dominio de 


iTiene f(x, y) limite cuando (x, y) (1, 1)? iSe puede 
extender el dominio de f de forma que la funcion 
resultante sea continua en (1, 1)? iSe puede extender el 
dominio de forma que la funcion resultante sea 
continua en todo punto del piano xy? 


16. Dada una funcion f(x, y) y un punto (a, b) de su 
dominio, defina dos funciones de una sola variable g y 
h como sigue: 

glx) = fix, b), hly) = f(a, y) 


la funcion de una sola variable que se obtiene 
restringiendo el dominio de f(x, y) a puntos de la 
recta que pasa por (a, b) y es paralela a u. Si f u (t) es 
continua en t = 0 para todo vector unitario u, ise 
puede deducir que f es continua en (a, b)l A la 
inversa, igarantiza la continuidad de f en (a, b) la 
continuidad de f u (t) en t = 0? J ustifique sus 
respuestas. 

*18. iQue condicion deben cumplir los enteros no 
negativos m, n y p para garantizar que existe 
Iim (x y)M0i o) x m y7(x 2 + y 2 ) p ? Demuestre su 
respuesta. 

*19. iQue condicion deben cumplir las constantes a, b y c 
para garantizar que existe lim (x y) ^ (0i 0) xy/ 

(ax 2 + bxy + cy 2 ? Demuestre su respuesta. 

senxsen 3 y 

*20. ;Se puede definir la funcion f(x,y)=- - 

l-cos(x 2 + y 2 ) 

en (0, 0) de forma que sea continua en ese punto? Si 
es asi, icomo? 

21 . Utilice software de graficos matematicos en dos 
o tres dimensiones para examinar la grafica y las 
curvas de nivel de la funcion f(x, y) del Ejemplo 3 en 
la region -1 < x < 1, -1 y «c 1, (x, y) # (0, 0). 
iComo describiria el comportamiento de la grafica 
cerca de (x, y) = (0, 0)? 

22 . Utilice software de graficos matematicos en dos 
o tres dimensiones para examinar la grafica y las 
curvas de nivel de la funcion f(x, y) del Ejemplo 4 en 
la region -1 < x < 1, -1 < y < 1, (x, y) / (0, 0). 
iComo describiria el comportamiento de la grafica 
cerca de (x, y) = (0, 0)? 


Si g es continua en x = a y h es continua en y = b, ise 
puede decir que f es continua en (a, b)? A la inversa, 
igarantiza la continuidad de f en (a, b) la continuidad 
de g en a y de h en lb? J ustifique sus respuestas. 

*17. Sea u = ui + v j un vector unitario, y sea 
f u (t) = f(a + tu, b + tv) 


23. La grafica de una funcion de una sola variable f(x) que 
es continua en un intervalo es una curva sin 
interrupciones en dicho intervalo y que corta solo una 
vez a cualquier linea vertical que pasa por un punto en 
dicho intervalo. iQue afirmacion analoga se puede 
hacer sobre la grafica de una funcion de dos variables 
f(x, y) que es continua en una region del piano xy? 


12.3 


Derivadas parciales 


En esta seccion empezaremos el proceso de ampliacion de los conceptos y tecnicas de calculo de 
una variable a funciones de mas de una variable. Es conveniente empezar considerando la tasa 
de cambio de estas funciones con respecto a una variable cada vez. 

Asi, una funcion de n variables tiene n derivadas parciales de primer orden, una con respec¬ 
to a cada una de sus variables independientes. En el caso de una funcion de dos variables, preci- 
saremos esta idea en la siguiente definicion: 
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DEFIIMICION 4 

Las primeras derivadas parcialesde la funcion f(x, y ) con respecto a las variables x ey 

son las funciones fAx, y ) y f 2 (x, y) dadas por 


fAx, y) = lim 

h~* 0 


f(x + h, y) - f(x, y) 


f 2 (x, y) = lim 

k->0 


fix, y + h)- f(x, y) 


suponiendo que esos limites existen. 


Cada una de las dos derivadas parciales es el limite de un cociente de Newton en una de las 
variables. Observese que fAx, y) es exactamente la primera derivada ordinaria de fix, y) consi- 
derada como si fuera solo una funcion dex, ey fuera un parametro constante. De forma similar, 
f 2 (x, y) es la primera derivada de fix, y) considerada como una funcion dey, con x fija. 


Ejemplo 1 


Si fix, y) = x 2 seny, entonces 


fAx, y) = 2xseny y f 2 (x, y) = x 2 cosy 


Los subindices 1 y 2 en las notaciones de las derivadas parciales se refieren a la primera y se- 
gunda variable de f. En el caso de funciones de una variable, utilizamos la notacion V para indi¬ 
car la derivada; la prima (') indica diferenciacion con respecto a la unica variable de la que de- 
pende f. En el caso de funciones f de dos variables, utilizamos fj o f 2 para indicar la variable 
de diferenciacion. No hay que confundir estos subindices con los subindices utilizados para otros 
propositos, por ejemplo, para indicar las componentes de vectores. 

La derivada parcial fj(a, b ) mide la tasa de cambio de fix, y) con respecto a x en x = a, 
mientras y permanece fija en b. En terminos graficos, la superficie z = fix, y) corta al piano ver¬ 
tical y = b en una curva. Si trazamos una recta horizontal y otra vertical por el punto (0, b, 0), 
como ejes de coordenadas en el piano y = b, entonces la ecuacion de la curva es z = fix, b), y 
su pendiente en x = a es f^a, b) (vease la Figura 12.15). De forma similar, f 2 (a, b) representa la 
tasa de cambio de f con respecto a y en y = b, cuando x permanece fija en a. La superficie 
z = fix, y) corta al piano vertical x = a en una curva z = f(a, y), cuya pendiente en y = b es 
f 2 (a, b) (vease la Figura 12.16). 

Para indicar las derivadas parciales de z = f(x, y), consideradas como funciones de x e y se 
pueden utilizar varias notaciones: 


Notaciones para las primeras derivadas parciales 

?- = t~ f ( x ' y) = f i(x, y)=D i f(x, y) 
ox ox 

Jy = Jy f ( X < y) =f 2< X ' y) = D 2 f(X, y) 


El simbolo d/dx debe leerse como «derivada parcial con respecto a x», por lo que dz/dx debe 
leerse como «derivada parcial de z con respecto a x». La razon para distinguir d de la d de las 
derivadas ordinarias de funciones de una sola variable se aclarara mas adelante. 
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Figura 12.15 f^a, b) es la pendiente de la curva de Figura 12.16 f 2 (a, b) es la pendiente de la curva de 

interseccion de z=f(x, y ) con el piano vertical y = b en x=a. interseccion de z = f(x, y) con el piano vertical x = a en y = b. 


Se pueden utilizar notaciones similares para indicar los valores de las derivadas parciales en 
un punto concreto (a, b): 

Valores de las derivadas parciales 


Yx = (^ f(x ' y) ) =fi(a,b) = D 1 f(a,b) 

ox ( a,b) \ ox / ( a,b ) 

? = (jr f ( x ' y)) = f 2 [a,b) = D 2 f(a,b) 

dy (a,b) \dy J ( a,b ) 


Algunos autores prefieren utilizar f x , D x f o df/dx, y f y , D y f o df/dy en vez de y f 2 . Sin em¬ 
bargo, esto puede causar problemas de ambigCiedad cuando aparecen composiciones de funcio- 
nes. Por ejemplo, supongamos que f(x, y) = x 2 y. Por f^x 2 , xy) queremos decir claramente 

= 2 uv = (2 )(x 2 )(xy) = 2x 3 y 

u=x 2 ,v = xy u = x 2 ,v = xy 



El argumento del parrafo anterior es un tanto sutil. Intenta explicar 
por que, al menos por el momento, utilizamos los subindices 1 y 2 en 
vez de los subindices x ey para indicar las derivadas parciales de f(x, 
y). Despues, y especialmente cuando hablemos de las ecuaciones dife- 
renciales en derivadas parciales o al hablar de funciones vectoriales 
en las que los subindices numericos representan normalmente a sus 
componentes, preferiremos utilizar subindices de letras para indicar 
las derivadas parciales. 


Pero isignifica f x [x 2 , xy) lo mismo? Se podria argumentar que f x (x 2 , xy) podria significar 

p r\ 

~z~ ( f{x 2 , xy)) = - ((x 2 ) 2 (xy)) = - (x 5 y) = 5x 4 y 

8x 8x dx 


ii ATENCION !! 
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Para evitar estas ambiguedades, en general preferiremos utilizar y f 2 en vez de f x y f y (sin 
embargo, en algunas situaciones en las que no es probable que aparezca confusion utilizaremos 
todavia las notaciones f x y f y , y tambien D x f, D y f, df/dx y df/dy). 

Todas las reglas estandar de la diferenciacion de sumas, productos, inversos y cocientes se 
pueden aplicar a las derivadas parciales. 



fi(x, y) = ye xy cos (x + y) - e xy sen (x + y) 
fi(0, n) = ne°cos(n) - e°sen(n) = -n 


La version de una variable de la Regia de la Cadena tambien se puede aplicar en el caso de 
f(g(x, y)), siendo f una funcion de una sola variable con derivada f'\ 

f f(g(x, y)) = f'(g(x, y)) 9 i(x, y), f f(g(x, y)) = f'(g(x, y))g 2 (x, y) 
ox dy 

Desarrollaremos versiones de la Regia de la Cadena para composiciones mas complejas de fun- 
ciones de varias variables en la Seccion 12.5. 



La Definicion 4 se puede extender en la forma obvia para considerar funciones de mas de dos 

variables. Si f es una funcion de n variables x 1( x 2 . x n , entonces f tiene n derivadas parciales 

primeras, fi(x lf x 2 . x n ), f 2 (x 1; x 2 . x n ), ..., f n (x 1 , x 2 . x n ), una con respecto a cada variable. 


Ejemplo 5 


d f 2 xy \ 2 xy 

Jz \1 + xz + yz) ~ ~ (1 + xz + yz) 2 (X + y) 

De nuevo, todas las reglas de la diferenciacion estandar se pueden aplicar al calculo de las derivadas par¬ 
ciales. 





Observacion Si una funcion de una sola variable f (x) tiene derivada f'(a) en x = a, entonces 
dicha funcion es necesariamente continua en x = a. Esta propiedad no se puede extender al caso 
de las derivadas parciales. Aunque todas las derivadas parciales primeras de una funcion de va- 
rias variables existieran en un punto, la funcion puede no ser continua en dicho punto. 1/ease el 
Ejercicio 36 posterior. 


Pianos tangentes y rectas normales 

Si la grafica de z = f(x, y) es una superficie «suave» cerca del punto P cuyas coordenadas son 
(a, b, f(a, b)), entonces dicha grafica tendra un piano tangente y una recta normal en P. La 
recta normal es la recta que pasa por P y es perpendicular a la superficie; por ejemplo, una recta 
que une un punto de una esfera con su centro es normal a dicha esfera. Cualquier vector distinto 
de cero que sea paralelo a la recta normal en P se denomina vector normal a la superficie en P. 
El piano tangente a la superficie z = f(x, y) en P es aquel que pasa por P y es perpendicular a la 
recta normal en P. 

Supongamos que la superficie z= f(x, y) tiene un piano tangente no vertical (y, por tanto, 
una recta normal no horizontal) en el punto P (posteriormente en este capitulo estableceremos 
condiciones precisas que garantizan que la grafica de una funcion tiene un piano tangente no 
vertical en un punto). El piano tangente corta al piano vertical y = b e n una recta que es tangen¬ 
te en P a la curva de interseccion de la superficie z = f(x, y) con el piano y = b (veanse las Fi- 
guras 12.15 y 12.17). La pendiente de esta recta es f^a, b), por lo que es paralela al vector 
Ti = i + f^a, b) k. De forma similar, el piano tangente corta al piano vertical x = a en una recta 
cuya pendiente es f 2 (a, b). Por tanto, esta recta es paralela al vector T 2 = j + f 2 (a, b) k. Se dedu¬ 
ce entonces que el piano tangente, y por tanto la propia superficie z = f(x, y), tiene como vector 
normal 


n = T 2 xT 1 


i j k 

0 1 f 2 (a, b) 

1 0 fjfa, b) 


= f^a, b)i + f 2 (a, b)j 


k 


Un vector normal z= f(x, y) en (a, b f(a, b)) es 

n = f^a, b)i + f 2 (a, b)j - k 
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Como el piano tangente pasa por P = (a, fa, f(a, b)), su ecuacion es 

fjfa, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) - (z - f(a, b)) = 0 

o, en otros terminos, 

Una ecuacion del piano tangente a z= f(x, y) en (a, f(a, fc)) es 

z = f(a, fa) + f^a, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - fa) 

En la Seccion 12.7 obtendremos este resultado por un metodo diferente. 

La recta normal a z = f(x, y) en (a, fa, f(a, fa)) tiene como vector director f^a, fa)i + 
+ f 2 (a, fa)j - k y, por tanto, sus ecuaciones son 

x - a _ y-fa _ z - f(a, fa) 
fi(a, fa) = f 2 (a, fa) = r l 

con las modificaciones adecuadas si f^a, fa) = 0 o f 2 (a, fa) = 0. 


IBjEmSwwSl Obtenga un vector normal y las ecuaciones del piano tangente y de la recta normal a la 
grafica de z = sen (xy) en el punto donde x = n/3 y y = -1. 

Solucion Las coordenadas del punto en la grafica son (n/3, — 1, -J3/2). Entonces, 

dz 8z 

— = ycos(xy) y — = xcos (xy) 


En (n/3, -1) tenemos que 8z/8x = -1/2 y 8z/8y = n/6. Por tanto, un vector normal a la superficie es 
n = — (1/2)i + (n/ 6)j - k y el piano tangente es 



n\ n 

3 + 6<* + 1 > 


o, de forma mas sencilla, 3x - ny + 6z = 2n - 3^3. La ecuacion de la recta normal es 

_ n ys 

^_3 _y + 1 _ 2 6x - 2n _ 6y + 6 _ 6z + 3^3 

—1 n —1 —3 n —6 

6 


Ejemplo 7 


iQue piano horizontal es tangente a la superficie 

z = x 2 - 4xy - 2y 2 + 12x — 12y — 1 


y cual es el punto de tangencia? 

Solucion U n piano es horizontal solo si su ecuacion es de la forma z = k, es decir, es independiente de x 
e y. Por tanto, en el punto de tangencia debe cumplirse dz/dx = dz/dy =0. Las ecuaciones 

dz 

— = 2x - 4y + 12 = 0 
dx 


— = -4x - 4y - 12 = 0 
8y 

tienen como solucion x = -4, y = 1. Para estos valores tenemos que z = -31, por lo que la ecuacion del 
piano tangente pedido es z = -31, y el punto de tangencia es (-4, 1, -31). 
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Distancia de un punto a una superficie: un ejemplo geometrico 


Ejemplo 8 


z = x 2 - y 2 . 


Calcule la distancia del punto (3, 0, 0) al paraboloide hiperbolico cuya ecuacion es 


Solucion Se trata de un problema de optimizacion del tipo que consideraremos de forma mas sistemati- 
ca en el capitulo siguiente. Sin embargo, los problemas que tratan de la minimizacion de distancias de pun- 
tos a superficies se pueden resolver a menudo utilizando metodos geometricos. 

_Si Q = (X, Y, Z) es el punto de la superficie z = x 2 - y 2 mas cercano a P = (3, 0, 0), entonces el vector 
PQ = (X - 3)i + Y] +Zk debe ser normal a dicha superficie en Q (vease la Figura 12.18(a)). Utilizando 
las derivadas parciales de z = x 2 - y 2 , sabemos que el vector n = 2X i - 2Yj k es normal a la superficie 
en Q. Por tanto, PQ debe ser paralelo a n, y PCf = tn para al gun escalar t. Separando esta ecuacion vecto¬ 
rial en sus componentes resulta 


X - 3 = 2 Xt, Y = -2 Yt y Z = -t 

La ecuacion del centra implica que, o bien Y = 0, o bien t = - \. Debemos considerar ambas posibilida- 
des. 


CASO I Si Y = 0, entonces 


X = 


1 - 2 1 


Z = -t 


Pero Z = X 2 - Y 2 , por lo que debemos tener 


9 

f “ (1 - 2 t ) 2 

Se trata de una ecuacion cubica en t, que en principio habria que resolver numericamente, por ejemplo, 
utilizando el M etodo de Newton. Sin embargo, si probamos con valores enteros pequenos de t, descubrire- 
mos rapidamente que t = — 1 es una solucion. La Figura 12.18(b) muestra los dos miembros de la ecua¬ 
cion. Puede verse que t = -1 es la unica solucion real. Calculando los correspondientes valores de X y Z, 
se obtiene el punto (1, 0, 1) como candidate a Q. La distancia de este punto a P es ^5. 

CASO II Si t = -1/2, entonces X = 3/2, Z = 1/2 y Y = ± Jx 2 - Z = ± Jlfl, y la distancia desde es- 
tos puntos a P es ^17/2. 

Como 77 < 5, los puntos (3/2, ± ^7/2, 1/2) son los puntos de la superficie z = x 2 - y 2 mas cercanos a 
(3, 0, 0), y la distancia de (3, 0, 0) a la superficie es ^/l7/2 unidades. 



Figura 12.18 (a) Si Q es el punto de la superficie z = x 2 - y 2 mas cercano a P, entonces PQ es normal a dicha superficie. 

9 

(b) La ecuacion -t = ———i t' 6116 s °l° una raiz rea '' f = “!■ 
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Ejercicios 12.3 


En los Ejercicios 1-10, calcule todas las derivadas parciales 
primeras de las funciones especificadas, y evaluelas en los 
puntos dados. 


20. fix, y) = en ( 0 , 2 ) 

x 2 + y 

21 . f[x, y) = tan _ 1 (y/x) en ( 1 , - 1 ) 


1. fix, y) =x-y + 2, (3,2) 

2 . fix, y) = xy + x 2 , ( 2 , 0 ) 

3. f(x, y, z) = x 3 y 4 z 5 , (0, -1, -1) 

4. g(x, y, z) = —, (1, 1, 1) 

y + z 

5. z = tan " 1 ^ 1 ( 1, 1) 

6 . w = In(1 + e xyz ), (2, 0,-1) 


7. f(x, y) = sen(x^y), (^, 4^) 


8 . fix, y) = 


9. w = x (ylnz) , (e, 2, e) 


:-3,4) 


10. glx h x 2 , x 3 , x 4 ) = Xl X ; , (3, 1, -1, -2) 
X 3 + x 4 


En los Ejercicios 11 y 12, calcule las derivadas parciales 
primeras de las funciones dadas en el punto (0, 0). Tendra 
que utilizar la Definicion 4. 


11 . fix, y) 


[2 x 3 -y 3 
- 5 —r- 7 , si 

<x 2 + 3 y 2 
[ 0 , si 


(x, y) # ( 0 , 0 ) 
(x, y) = ( 0 , 0 ) 


12 . fix, y) 


x 2 - 2 y 2 

-, si x # y 

x-y 


( 0 , si x = y 

En los Ejercicios 13-22, obtenga ecuaciones del piano 
tangente y de la recta normal a las graficas de las funciones 
dadas en los puntos con los valores especificados de x e y. 


13. f[x, y) = x 2 - y 2 en (- 2, 1) 


22 . fix, y ) = yTTxV en ( 2 , 1 ) 

23. Calcule las coordenadas de todos los puntos de la 
superficie z = x 4 - 4xy 3 + 6 y 2 - 2 donde dicha 
superficie tiene un piano tangente horizontal. 

24. Calcule todos los pianos horizontales que son tangentes 
a la superficie cuya ecuacion es z = xye _(x2+y2)/2 . iEn 
que puntos son tangentes? 


En los Ejercicios 25-31, demuestre que las funciones dadas 
satisfacen las ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales. 

„ 8z 8z 

<>25. z = xe y , x — = — 

8x 8y 


1 . z = 


8z 8z 

x ^+y^ =0 

8x 8y 


<S>27. z = Jx + y , x 


8z 

8x 


8w 


8z 

y r z 

3w 3w 


w = x 2 + yz, x — + y — + z — = 2 w 


8x 


<>29. w = , 
x 2 


1 


ay 

aw aw 

*^- + y^- 

ax 8y 


8z 


y‘ + z‘ 

L z = f(x 2 + y 2 ), siendo f cualquier funcion 
diferenciable de una variable, 


aw 

z — = - 2 w 
8z 


y 


az 

ax 


- X 


8z 

8y 


= 0 


^31. z = f(x 2 - y 2 ), siendo f cualquier funcion 
diferenciable de una variable, 


y 


az 

8x 


+ X 


az 

ay 


= 0 


32. Enuncie una definicion formal de las tres derivadas 
parciales primeras de la funcion fix, y, z). 


14. fix, y) = -— - en (1, 1) 

x + y 

15. fix, y) = cos (x/y) en In, 4) 

16. fix, y) = e xy en ( 2 , 0 ) 

17. fix, y) = 2 X 2 en (1, 2) 

x 2 + y 2 

18. f (x, y) = ye " x2 en ( 0 , 1 ) 

19. fix, y) = In (x 2 + y 2 ) en (1, -2) 


33. iCual es la ecuacion del «hiperplano tangente» a la 
grafica w = fix, y, z) en (a, b, c, f(a, b, c))? 

*34. Calcule la distancia del punto (1, 1, 0) al paraboloide 
circular cuya ecuacion es z = x 2 + y 2 . 


*35. Calcule la distancia del punto (0, 0, 1) al paraboloide 
el Iptico cuya ecuacion es z = x 2 + 2 y 2 . 


2 xy 

*36. Sea fix, y) = <x 2 + y 2 ' Sl 
(. 0 , si 


(x, y) # ( 0 , 0 ) 
(x, y) = ( 0 , 0 ) 
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Notese que f no es continua en (0, 0) ( vease el 
Ejemplo 3 de la Seccion 12.2). Por tanto, su grafica 
no es suave en ese punto. Demuestre, sin embargo, 
que fi(0, 0) y f 2 (0, 0) existen. A partir de aqui, se 
puede deducir que la existencia de derivadas parciales 
no implica que una funcion de varias variables sea 
continua. Esto es una diferencia con el caso de una 
sola variable. 

37. Determine fj(0, 0) y f 2 (0, 0) si existen, siendo 
, 1 

(x 3 + y) sen 2 2 , si (x, y) # (0, 0) 

A + Y 

0 , si (x, y) = (0, 0) 

38. Calcule f 2 (x, y) para la funcion del Ejercicio 37. iEs 
continua f 2 (x, y) en (0, 0)? 



x 3 - y 3 

*39. Sea f(x, y) = <x 2 + y 2 ' 


si 

si 


(x, y) # (0, 0) 
(x, y) = (0, 0)' 


Calcule f 2 (x, y) y f 2 (x, y) en todos los puntos (x, y) 
del piano. iEs f continua en (0, 0)? iSon f 2 y f 2 
continuas en (0, 0)? 


*40. Sea 


xy 2 z 


i, si (x, y, z)#(0, 0, 0) 


fix, y, z) = <x 4 +y 4 +z 4 ' 

[o, si (x, y, z) = (0, 0, 0) 


Calcule fj(0, 0, 0), f 2 (0, 0, 0) y f 3 (0, 0, 0). iEs f 
continua en (0, 0, 0)? iSon f lf f 2 y f 3 continuas 
en (0, 0, 0)? 


12.4 


Derivadas de orden superior 


Las derivadas parciales de orden segundo y superior se calculan tomando las derivadas parciales 
de otras derivadas parciales ya calculadas previamente. La notacion utilizada indica el orden en 
el que se realizan las diferenciaciones. Si z = f (x, y), se pueden calcular cuatro derivadas parcia¬ 
les de segundo orden, concretamente dos derivadas parciales segundas puras con respecto a x 
ey, 


d 2 z d dz 
dx 2 dx dx 


fnU, y) 


fjx, y ) 


d 2 z d dz 
dy 2 dy dy 


f 22 (x, y) 


fyy(X, y) 


y dos derivadas parciales segundas mixtas con respecto a x e y, 


d 2 z 

dxdy 


d dz 
dx dy 


h i(x, y) 


fyx(X. y ) 


d 2 z 

dydx 


d dz 
dy dx 


fi 2 (x, y) 




Recalcamos de nuevo que las notaciones f n , f 12 , f 2i y f 22 son en general preferibles a f xx , f xy , 
f yx y fyy, aunque estas ultimas se utilizan muy a menudo en ecuaciones diferenciales en deriva¬ 
das parciales. Notese que f 12 indica diferenciacion de f primero con respecto a su primera varia¬ 
ble y despues con respecto a su segunda variable; f 21 indica el orden de diferenciacion inverso. 
El subindice mas cercano a f indica que diferenciacion se realiza primero. 

De forma similar, si w = f(x, y, z), entonces 

d 5 w d d d d dw , , 

a a a 2a = T~ ~r~ = h 2212U- Y- Z ) = 4yyxyU, y, Z 

dydxdy dz dy dx dy dy dz yy y 
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Ejemplo 1 


Calcule las cuatro derivadas parciales segundas de f(x, y) = x 3 y 4 . 


Solucion 


fi(x, y) = 3x 2 y 4 , 
fn(x, y) = — (3x 2 y 4 ) = 6xy 4 , 

OX 

f 12 (x, y) = - (3 xY) = 12x 2 y 3 , 
8y 


f 2 (x, y) = 4x 3 y 3 , 
f 2 i(x, y)=- (4x 3 y 3 ) = 12x 2 y 3 , 

OX 

f 22 (x, y) = - (4x 3 y 3 ) = 12x 3 y 2 
dy 


Ejemplo 2 


Solucion 


Calcule f 223 (x, y, z), f 232 (x, y, z) y f 322 (x, y, z) para la funcion f(x, y, z) = e x 2y+3z . 


= ill p x-2y + 3z 
3z dy dy 


f 223 (x, y, z) = — — — e 


a s 

8z dy 


(-2e x_2y+3z ) 


= — (4e x 2y+3z ) = I2e x_2y+3z 
8z 


f 232 (x, y, z) = 


d d d 
dy dz dy' 


;1 x-2y + 3z 


= f^(-2e x - 2y+3z ) 

dy dz 


dy 

d d d 
dy dy dz 


-6e x_2y+3z ) = 12e x ~ 2y+3z 


f 322 (X, y, Z) = -r -r -r e x ' 2y+3z 


Y y (3e x ~ 2y+3z ) 
dy dy 


= —(^6e x_2y+3z ) = 12e x_2y+3z 
dy 


Observese en los dos ejemplos anteriores que las derivadas parciales mixtas tomadas con respec- 
to a las mismas variables pero en orden diferente son iguales. Esto no es una coincidencia. Siem- 
pre ocurre para funciones suficientemente suaves. En particular, se requiere que las derivadas 
parciales mixtas que intervienen sean continuas. El siguiente teorema presenta de forma mas 
precisa este importante fenomeno. 


TEOREMA Igualdad de las derivadas parciales mixtas 

Supongamos que dos derivadas parciales mixtas de orden n requieren las mismas diferen- 
ciaciones pero en ordenes diferentes. Si esas derivadas parciales son continuas en un punto 
P, y si f y todas las derivadas parciales de f de orden inferior a n son continuas en un 
entorno de P, entonces las dos derivadas parciales mixtas son iguales en el punto P. 
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DEMOSTRACION Demostraremos solo un caso especial representative, correspondiente 
a la igualdad de f 12 (a, b) y f 21 (a, b) para una fund on f de dos variables, suponiendo que 
f i2 y f 21 estan definidas, que f v f 2 y f son continuas en un disco de radio positivo centrado 
en (a, b), y que f 12 y f 21 son continuas en (a, b). Sean b y k dos numeros con valor ab¬ 
solute lo suficientemente pequeno para que el punto (a + h, b + k) este en dicho disco. 
Entonces tambien lo estaran todos los puntos del rectangulo cuyos lados son paralelos a los 
ejes coordenados y con vertices diagonalmente opuestos a (a, b) y (a + h, b + k) (vease la 
Figura 12.19). 


Figura 12.19 Un rectangulo contenido en un disco donde f y ciertas derivadas 
parciales son continuas. 

Sea Q = f(a + h, b + k) - f(a + h, b) - f(a, b + k) + f(a, b) y definamos funciones 
de una variable u(x ) y v(y): 

u(x ) = f(x, b + k) - f(x, b) y v(y) = f(a + h,y) - f(a, y) 

Evidentemente, Q = u(a + h) - u(a) y ademas Q = v(b + k) - v(b). Por el Teorema del 
Valor M edio (de una variable) existe un numero 0 1( con 0 < 6 1 < 1, tal que a + 9^ esta 
entre a y a + h, de forma que 

Q = u(a + h) - u(a) = hu'(a + 0^) = h[ f 3 (a + 6^, b + k) - f^a + 9J, b)] 

Aplicaremos ahora el Teorema del Valor M edio de nuevo, esta vez a considerada como 
una funcion de su segunda variable, para obtener otro numero 0 2 , con 0 < 0 2 < 1, tal que 

fi(a + dih, b + k) - fx(a + 6ih, b) = kf u (a + 0-^h, b + 0 2 k) 

Por tanto, Q = hkf u (a + 6-^h, b + 0 2 k). Dos aplicaciones similares del Teorema del Valor 
M edio a Q = v(b + k) - v(b ) conducen a Q = hkf 21 (a + 0 3 h, b + 0 4 k), siendo 0 3 y 0 4 dos 
numeros comprendidos entre 0 y 1. Igualando estas dos expresiones de Q y eliminando el 
factor comun hk, se obtiene 

f 12 (a + 0Q.A?, b + 0 2 k) = f 21 (a + 0 3 h, b + 0 4 k) 

Como f 12 y f 21 son continuas en (a, b), podemos hacer que h y k tiendan a cero para obte¬ 
ner f 12 (a, b) = f 21 (a, b), como se querfa demostrar. 

• 



El Teorema del Valor M edio se utiliza cuatro veces en esta demostra- 
ci on, cada una de el I as para expresar una diferencia de la forma 
g(p + m) - g(p) como g'[c)m, siendo c algun numero entre p y 
p + m. Es conveniente expresar c en la forma p + dm, siendo 0 algun 
numero entre 0 y 1. 


ii ATENCION !! 
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El Ejercicio 16 posterior desarrolla un ejemplo de una funcion en la que f 12 y f 21 existen pero no 
son continuas en (0, 0), y para la que f 12 (0, 0) / f 21 (0, 0). 

Observacion Derivadas parciales en MapleCuando seutiliza la funcion de M aple diff para 
calcular una derivada, debe incluirse el nombre de la variable de diferenciacion. Por ejemplo, 
di f f ( x~2+y~3, x) da como resultado 2x. No importa que la funcion que se diferencia dependa 
de mas de una variable, ya que estamos indicando a M aple que hay que diferenciar con respecto 
a x. Si se deseara la derivada con respecto a y, habrfa que introducir di f f ( x~2+y~3, y) , y la 
salida seria 3y 2 . En este contexto, no hay distincion entre derivadas ordinarias y derivadas par¬ 
ciales. Existe, sin embargo, una diferencia cuando se desea aplicar un operador diferencial a una 
funcion f. Si f es una funcion de la variable, se puede expresar su derivada f en Maple como 
D( f ) . Por ejemplo, 

> f : = x- >sin(2*x) ; f p r i me : = D (f) ; 

f: = x -> sen (2x) 
fprime\ = x -> 2 cos (2x) 

La entrada f pr i me (Pi / 6) producira ahora la salida 1, como cabrfa esperar. 

Si f es una funcion de dos (o mas) variables, entonces D( f) no tiene sentido; iqueremos 
decir o f 2 ? Distinguiremos las dos (o mas) derivadas parciales primeras utilizando subindices 
con D. 

> f : = ( x, y) -> ex p ( 3* y ) * s e n ( 2 * x ) ; 

f: = (x, y) —> e (3y) * sen (2x) 

> f one : = D[ 1] (f) ; f t wo : = D[ 2] (f) ; 

tone: = (x, y) -> 2e (3y) * cos (2x) 
ftwo : = (x, y) -> 3e (3y) * sen (2x) 

Las derivadas parciales de orden superior se indican con subindices multiples (encerrados entre 
corchetes). 

> D[ 1, 1, 2] (f ) ( Pi /4, 0) ; 

-12 

No hay que preocuparse por el orden de los subindices en una derivada parcial mixta. Maple 
asume que las derivadas parciales son continuas, aun cuando no sepa si la funcion lo es. Incluso 
aunque no se hubiera asignado a g ningun significado durante la sesion de Maple actual, la en¬ 
trada D[ 1, 2] ( g) ( x, y) -D[ 2, 1] ( g) ( x, y) ; producira una salida de 0. 


Las ecuaciones de Laplace y de onda 

M uchos fenomenos importantes e interesantes se model an mediante funciones de varias variables 
que satisfacen ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En los ejemplos que si- 
guen presentaremos dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales concretas que surgen fre- 
cuentemente en ciencias ffsicas y matematicas, Los Ejercicios 17-19 posteriores presentan otra 
ecuacion con importantes aplicaciones. 
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Ejemplo 3 


Demuestre que para cualquier numero real k las funciones 
z = e kx cos (ky) y z = e kx sen (Ary) 
satisfacen la ecuacion diferencial en derivadas parciales 

d 2 z 8 2 z n 

-9 d-9 — 0 

8x 2 dy 2 

en todo punto del piano xy. 

Solucion Para z = e kx cos (ky) tenemos 


— = ke kx cos (ky), 
8x 

d^z 

—4 = k 2 e kx cos {ky), 

8x 2 


— = - ke kx sen (Icy) 
dy 

d^z 

— 4 = -k 2 e kx cos (ky) 
sy 


Entonces, 


S 2 z S 2 z , . , . 

—-9 + —2 = k 2 e kx cos (ky) - k 2 e kx cos (ky) = 0 
8x 2 8y 


El calculo para z = e kx sen (ky) es similar. 


Observacion La ecuacion diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi- 
na ecuacion de Laplace (bidimensional). Se dice que una funcion de dos variables con deriva¬ 
das parciales segundas continuas en una region del piano es armonica si cumple la ecuacion de 
Laplace. Estas funciones tienen un papel fundamental en la teoria de funciones diferenciables de 
variable compleja (vease el Apendice II), y se utilizan para modelar varias magnitudes ffsicas 
como las distribuciones de temperatura en estado estacionario, flujos de fluidos y campos elec- 
tromagneticos. Las funciones armonicas tienen muchas propiedades interesantes. Tienen deriva¬ 
das de todos los ordenes, y son analiticas, es decir, son sumas de sus series de Taylor (multiva¬ 
riables). Es mas, una funcion armonica solo puede alcanzar valores maximo y minimo en la 
frontera de su dominio. La ecuacion de Laplace, y por tanto las funciones armonicas, se pueden 
considerar en cualquier numero de dimensiones (veanse los Ejercicios 13 y 14 posteriores). 


Ejemplo 4 


Si f y g son funciones de una variable diferenciables dos veces, demuestre que 
w = f(x - ct) + g(x + ct) 

satisface la ecuacion diferencial en derivadas parciales 


8 2 w 

~8? 


= c 


8 2 \n 

a? 


Solucion Utilizando la Regia de la Cadena para funciones de una variable se obtiene 


8w 
Tt 
8 2 w 
~ 8 1 2 


= - cf'(x - ct) + cg'(x + ct), 


— T = c 2 f"(x - ct) + c 2 g"(x + ct), — J = f"(x - ct) + g"(x + ct) 


8w 

8x 

8 2 w 

a? 


= f'(x - ct) + g'(x + ct) 


Por tanto, w cumple la ecuacion diferencial dada. 


Observacion La ecuacion diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi- 
na funcion de onda (unidimensional). Si t representa el tiempo, entonces f(x - ct) representa 
una onda que viaja hacia la derecha por el eje x con velocidad c (vease la Figura 12.20). De 
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forma similar, g(x + ct) representa una onda que viaja hacia la izquierda con velocidad c. A di- 
ferencia de las soluciones de la ecuacion de Laplace que deben ser diferenciables infinitas veces, 
las soluciones de la ecuacion de onda solo necesitan tener suficientes derivadas para satisfacer la 
ecuacion diferencial. Por lo demas, f y g son arbitrarias. 



Figura 12.20 w = f(x - ct) representa una onda que 
se mueve hacia la derecha con velocidad c. 


Ejercicios 12.4 


En los Ejercicios 1-6, calcule todas las derivadas parciales 
segundas de las funciones dadas. 

1 . z = x 2 (1 + y 2 ) 2 . f(x,y) = x 2 + y 2 

3 .w= x 3 y 3 z 3 4. z = J3x 2 + y 2 

5. z = xe y - ye x 

6. f(x, y) = In (1 + sen (xy)) 

* 7. iCuantas derivadas parciales mixtas de orden 3 puede 
tener una funcion de tres variables? Si son todas el I as 
continuas, icuantos valores diferentes pueden tener en 
un punto? Calcule las derivadas parciales mixtas de 
orden 3 de f(x, y, z) = xe* y cos(xz) que requieren dos 
diferenciaciones con respecto a z y una con respecto 
a x. 

Demuestre que las funciones de los Ejercicios 8-12 son 
armonicas en las regiones del piano indicadas. 

8 . f(x, y) = A(x 2 - y 2 ) + Bxy en todo el piano (A y B son 
constantes). 

9. f(x, y) = 3x 2 y - y 3 en todo el piano. (iPuede pensar 
en otro polinomio de grado 3 en x e y que sea tambien 
armonico?). 


10 . f (x, y) 


en todas partes excepto en el origen. 


11. f(x, y) = In (x 2 + y 2 ) en todas partes excepto en el 
origen. 

12 . tan 1 (y/x) excepto en puntos del ejey. 

13. Demuestre que w = e 3x+4y sen (5z) es armonica en todo 
1 R 3 , es decir que satisface en todas partes la ecuacion 
de Laplace tridimensional 

8 2 w 8 2 w 8 2 w 

-y H-y H-y = 0 

8x 2 8y 2 8z 2 

14. Suponga que f(x, y) es armonica en el piano xy. 
Demuestre que las funciones zf(x, y), x f(y, z) e 
yf(z, x) son armonicas en todo R 3 . iQue condicion 
deberian cumplir las constantes a, b y c para asegurar 
que f(ax + by, cz) es armonica en R 3 ? 

15. Sean las funciones u(x, y) y v(x, y) con derivadas 
parciales segundas continuas, tales que satisfacen las 

ecuaciones de Cauchy-Riemann 

8u 8v 8v 8u 

8x 8y ^ 8x 8y 


Demuestre que u y v son armonicas. 

f 2 xy(x 2 - y 2 ) . 

*16. Sea F(x, y) = < x 2 + y 2 Sl * 


si (x, y) # (0 0 ) 


Si (X, y) = (0, 0) 
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Calcule Fj(x, y), F 2 (x, y), F 12 (x, y) y F 21 (x, y) en los 
puntos (x, y) / (0, 0). Calcule tambien estas derivadas 
en (0, 0). Observe que F 21 (0, 0) = 2 y F 12 (0, 0) = -2. 
iContradice este resultado el Teorema 1? Explique 
por que. 

L a ecuacion (de difusion) del calor 

<S>17. Demuestre que la funcion u(x, t) = t~ 1/2 e x2/4t satisface 
la ecuacion diferencial en derivadas parciales 

8u d 2 u 
~8t~dx 2 

Esta ecuacion se denomina ecuacion del calor 
unidimensional, porque modela la difusion del calor 
en una barra aislada (donde u(x, t) representa la 
temperatura en la posicion x en el instante t) y otros 
fenomenos similares. 

<^18. Demuestre que la funcion u(x, y, t) = t 2 e < x2+ y 2 )/ 4 ^ 
cumple la ecuacion del calor bidimensional 

8u _ 8 2 u 8 2 u 

Tt~8x 2 + 8y 2 

019. Comparando los resultados de los Ejercicios 17 y 18, 
plantee una solucion a la ecuacion del calor 
tridimensional 

8u 8 2 u 8 2 u 8 2 u 
8t 8x 2 + 8y 2 + 8z 2 

Verifique su planteamiento (si esta perezoso, utilice 
M aple). 


Funciones biarmonicas 


Una funcion u(x, y) con derivadas parciales de cuarto orden 

. 8 2 u 8 2 u 

continuas se denomina biarmomca si — T es una 

8x 2 8y 2 


funcion armonica. 


<S>20, Demuestre que u(x, y) es biarmonica si y solo si 
cumple la ecuacion biarmonica 

8 4 u 3 4 u 8 4 u _ 

a? + 2 axV + ¥“° 

21. Verifique que u(x, y) = x 4 - 3x 2 y 2 es biarmonica. 

22. Demuestre que si u(x, y) es armonica, entonces 

v(x, y) = xu(x, y) y w(x, y) = yu(x, y) son biarmonicas. 

Utilice el resultado del Ejercicio 22 para demostrar que las 
funciones de los Ejercicios 23-25 son biarmonicas. 

23. xe x seny 

24. yIn(x 2 + y 2 ) 


026. Proponga una definicion de funcion biarmonica de tres 
variables, y demuestre resultados analogos a los 
de los Ejercicios 20 y 22 para funciones biarmonicas 
u(x, y, z ). 

27. Utilice M aple para verificar directamente que la Q 
funcion del Ejercicio 25 es biarmonica. 


12.5 


La Regia de la Cadena 


La Regia de la Cadena para funciones de una variable es una formula que permite obtener la 
derivada de una composicion f(g(x)) de dos funciones f y g: 


d_ 

dx 


f(gW) 


f'(g(x))g'(x) 


La situacion para el caso de varias variables es mas complicada. Si f depende de mas de una 
variable, y cualquiera de esas variables puede ser a su vez funcion de una o mas de otras varia¬ 
bles, no se puede obtener una formula simple de la composicion que cubra todos los posibles 
casos. En este caso debemos ver la Regia de la Cadena como un procedimiento de diferencia- 
cion de composiciones de funciones, en vez de una formula de sus derivadas. Para motivar la 
formulacion de la Regia de la Cadena en el caso de funciones de dos variables, empezaremos 
con un ejemplo concreto. 


Ejemplo 1 


Supongamos que estamos realizando una excursion por una region montanosa y tenemos 
un mapa. Sea (x, y) las coordenadas de nuestra posicion en el mapa (es decir, las coordenadas horizontales 
de nuestra posicion real en la region). Sea z = f(x, y) la altura del terreno (por ejemplo, sobre el nivel del 
mar) en la posicion (x, y). Supongamos que caminamos por una senda, de forma que nuestra posicion en el 
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instante t se puede expresar como x = u(t) e y = v(t) (son las ecuaciones parametricas del sendero sobre el 
mapa). En el instante t nuestra altitud sobre el nivel del mar se expresa mediante la funcion compuesta 

z = f(u(t), v(t)) = g[t) 

que es una funcion de una sola variable. iCon que rapidez esta cambiando nuestra altitud con respecto al 
tiempo en el instante t? 

Solucion La respuesta es la derivada de g(t): 

g(t + h)-g(t) mt + h), v(t + h)) -f{u{t), v(t)) 

h->0 h h->0 h 

f(u(t + h), v(t + h)) - f(u(t), v(t + h)) 

= lim-:- 

h-i -0 h 

, f{u(t), v(t + h)) -f(u(t), v(t)) 

+ lim- 7 - 

h->0 h 

Hemos sumado 0 al numerador del cociente de Newton de una forma creativa, para separar el cociente en 
una suma de dos cocientes. En el primero de ellos, en la diferencia de valores de f interviene solo la pri- 
mera variable de f, y en el segundo, en la diferencia interviene solo la segunda variable de f. La Regia de 
la Cadena de una sola variable sugiere que la suma de los dos limites anteriores es 

g'(t) = fMt), v(t))u'(t) +f 2 (u(t), v(t))v’(t) 


La formula anterior es la Regia de la Cadena para 


d_ 

It 


Leibniz tenemos 


f(u(t), v(t)). Empleando la notacion de 


Una version de la Regia de la Cadena 

Si z es funcion de x e y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y son 
funciones diferenciables de t, entonces 

dz _ dz dx dz dy 
dt dx dt + dy dt 


Notese que hay dos terminos en la expresion de dz/dt(o de g’(t)) y cada uno de ellos proviene de 
cada una de las variables de f que depende de t. 

Considere ahora una funcion f de dos variables, x e y, cada una de las cuales es a su vez una 
funcion de otras dos variables, s y t: 

z = f(x, y), siendo x = u(s, t) e y = v(s, t) 

Podemos formar la funcion compuesta 

z = f(u(s, t), v(s, t)) = g(s, t) 

Por ejemplo, si f(x, y) =x 2 + 3y, siendo u(s, t) = st 2 y v(s, t) = s - t, entonces g(s, t) = 
= s¥ + 3(s - t). 

Supongamos que f, u y v tienen derivadas parciales primeras con respecto a sus respectivas 
variables, y que las de f son continuas. Entonces las derivadas parciales primeras de g se expre- 
san como 

gi(s, t) = fMs, t), v(s, f))u!(s, t) + f 2 (u(s, t), iis, tyv^s, t) 
g 2 (s, t) = fj(u(s, t ), v(s, t))u 2 (s, t) + f 2 (u(s, t), v(s, t))v 2 (s, t) 
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Estas formulas se pueden expresar de forma mas send 11 a utilizando la notacion de Leibniz: 

Otra version de la Regia de la Cadena 

Si z es funcion de x e y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y depen- 
den de s y de t, entonces 

dz _ dz dx dz dy 
dS dx dS dy dS 
dz _ dz dx dz dy 
dt dx dt + dy dt 


Esto se puede deducir de la version obtenida en el Ejemplo 1 haciendo que u y v dependan de 
dos variables, pero manteniendo una de el las fija mientras diferenciamos con respecto a la otra. 
En la seccion siguiente se dara una demostracion mas formal de este caso simple pero represen¬ 
tative de la Regia de la Cadena. 

Las dos ecuaciones de la caja anterior se pueden combinar en una unica ecuacion matricial: 


/dz dz\ 

\5s dt) 




jdx 

dx\ 

~dS 

Jt 

8y 

dy 

\ds 

dt) 


Al final de esta seccion comentaremos del significado de esta matriz. 

En general, si z es una funcion de varias variables «pri mari as», y cada una de el I as depende 
de algunas variables «secundarias», entonces la derivada parcial de z con respecto a una de las 
variables secundarias tendra varios terminos, siendo cada uno de ellos la contribucion a la deri¬ 
vada que proviene de cada una de las variables primarias de las que depende z. 


Observacion Notese el significado de los diversos subindices que indican derivadas parciales 
en la forma funcional de la Regia de la Cadena: 

gi(s, t) = f^uis, t), v(s, t))c/ 1 (s, t) + f 2 (u(s, t), v(s, t))i >i(s, t) 

El «1» en g^s, t ) indica diferenciacion con respecto a x, la primera variable de la que depende g. 
En cambio, el «1» en fi(u(s, t), v(s, t )) indica diferenciacion con respecto ax, la primera variable 
de la que depende f (estas derivadas se evaluan despues en x = u(s, t), y = v(s, t)). 


Ejemplo 2 


Si z = sen (x y), siendo x = st z y y = s 


-, calcule dz/ds y dz/dt 


(a) M ediante sustitucion directa y la version de una variable de la Regia de la Cadena. 

(b) Utilizando la version de dos variables de la Regia de la Cadena. 

Solucion 

(a) M ediante sustitucion directa: 

z = sen ([st 2 ) 2 (s 2 + = sen (s 4 t 4 + s 2 t 3 ) 

— = (4s 3 t 4 + 2st 3 ) cos (s 4 t 4 + s 2 t 3 ) 
dx 


dz 

Jt 


(4s 4 t 3 + 3s 2 t 2 ) cos (s 4 t 4 + s 2 t 3 ) 
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(b) Utilizando la Regia de la Cadena: 

dz _ dz 8x 8z 8y 

8s 8x 8s 8y 8s 

= (2xy cos (x 2 y))t 2 + (x 2 cos (x 2 y))2s 
= ^2st 2 ^s 2 + ^ t 2 + 2s 3 t 4 ^ cos {sY + s 2 t 3 ) 

= (4s¥ + 2st 3 )cos(s 4 t 4 + s¥) 

dz 8z 8x 8z 8y 

8t 8x 8t + 8y 8t 

= (2xycos(x 2 y))2st + (x 2 cos(x 2 y)) 

= ^2 st 2 ^s 2 + ^ 2 st + s¥ cos (s 4f4 + s 2f3 ) 

= (4s¥ + 3s¥) cos (s¥ + s¥) 

Notese que todavia hemos tenido que utilizar sustitucion directa en las derivadas obtenidas en (b) para de- 
mostrar que los valores son los mismos que los obtenidos en (a). 


Ejemplo 3 


8 8 

Calcule — f(xy, x + 2y) y — r(x y, x + 2y) en funcion de las derivadas parciales de f, 

8x 8y 


suponiendo que dichas derivadas parciales son continuas. 

Solucion Tenemosque 

0 0 0 

— f (x 2 y, x + 2y) = f^y, x+ 2y) — (x 2 y) + f 2 (x 2 y, x + 2y) — (x + 2y) 

OX Ox Ox 

= 2xy fx(x 2 y, x + 2y) + f 2 (x 2 y, x + 2y) 

0 0 0 

— f (x 2 y, x + 2y) = f^y, x+ 2y) — (x 2 y) + f 2 (x 2 y, x + 2y) — (x + 2y) 

Oy Oy Oy 

= x 2 fx(x 2 y, x + 2y) + 2 f 2 (x 2 y, x + 2y) 


Ejemplo 4 


Exprese las derivadas parciales dez = h(s, t) = f(g(s, t)) en funcion de la derivada f de f 
y de las derivadas parciales de g. 

Solucion Las derivadas parciales de h se pueden calcular utilizando la version de una variable de la Re¬ 
gia de la Cadena: si x = g(s, t), entonces z = f(x) y 

dz dz 8x 

hits, t) = — = — — = f'(g(s, t))gi(s, t) 

3s dx 3s 

3z dz 3x 

Ws ' (l - s s ■ f ' l9,s ’ t)tols ' (l 


El siguiente ejemplo presenta una aplicacion hfbrida de la Regia de la Cadena a una funcion que 
depende directa e indirectamente de la variable de diferenciacion. 




784 CALCULO 


Ejemplo 5 


das continuas). 


Calcule dz/dt, siendo z = f (x, y, t), x = g(t) e y = h(t ) (suponga que f, g y h tienen deriva- 


Solucion Como z depende de t a traves de cada una de las tres variables de f, la expresion de la Regia 
de la Cadena tendra tres terminos: 


dz dz dx 8z dy 8z 
dt dx dt + 8y dt + 8t 

= h[x, y, t)g'(t) + f 2 (x, y, t)h'(t) + f 3 (x, y, t) 


Observacion En el ejemplo anterior se puede distinguir facilmente entre los significados de 
los sfmbolos dz/dt y dz/dt. Sin embargo, si la situacion que hubieramos tenido fuera 

z = f(x,y,s,t) siendo x = g(s, t) e y = h(s,t) 

entonces el significado del sfmbolo dz/dt no estaria claro; podria referirse a la derivada parcial 
simple de f con respecto a su cuarta variable primaria (es decir, f 4 (x, y, s, t)), o podria referirse 
a la derivada de la funcion compuesta f(g(s, t), h(s, t), s, t). Tres de las cuatro variables prima¬ 
ries de f dependen de t y, por tanto, contribuyen a la tasa de cambio de z con respecto a t. La 
derivada parcial f 4 (x, y, s, t) indica la contribucion de solo una de estas tres variables. Es habi¬ 
tual utilizar dz/dt para indicar la derivada complete de la funcion compuesta con respecto a la 
variable secundaria t: 

? = 4 f( 9 (s, t), h(s, t), s, t) 

dt dt 

= f x [x, y, s, t)g 2 (s, t) + f 2 (x, y, s, t)h 2 (s, t) + f 4 (x, y, s, t) 

Cuando sea necesario, podemos indicar la contribucion de la variable primaria t como 

(§) w - I ,{x ' y ■ s ' f) - Uix ' y ■ s ' f) 

En este caso, los subindices indican las variables primarias de f que se mantienen fijas, es decir, 
cuyas contribuciones a la tasa de cambio de z con respecto a t se ignoran. Por supuesto, en la 
situacion descrita anteriormente, ( dz/dt) s significa lo mismo que dz/dt. 

En las aplicaciones, las variables que contribuyen a una derivada parcial concreta, en general 
estaran claras a partir del contexto. El ejemplo que sigue presenta una aplicacion de este tipo. Es 
un ejemplo de un procedimiento denominado diferenciacion tras el movimiento. 


Ejemplo 6 


La temperatura atmosferica depende de la posicion y del tiempo. Si la posicion se indica 
mediante tres coordenadas espaciales x, y y z (medidas en kilometres) y el tiempo se indica como t (medido 
en horas), entonces la temperatura T °C es una funcion de cuatro variables, T(x, y, z, t). 


(a) Si un termometro se fija a un globo atmosferico que se mueve siguiendo una trayectoria cuyas ecuacio- 
nes parametricas son x = f(t), y = g(t) y z = h(t), icual es la tasa de cambio en el instante t de la tem¬ 
peratura T medida por el termometro? 

(b) Calcule la tasa de cambio de la temperatura medida en el instante t = 1 si 


T(x, y, z, t) = Yf~ z (1 + t) 


y = 2t, z = t-t 2 


y si el globo se mueve siguiendo la curva 

x — t, 
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Solucion 

(a) 


(b) 


En este caso, la tasa de cambio de la medida del termometro depende del cambio en la posicion del 
termometro, asi como del tiempo. Por tanto, ninguna de las cuatro variables de T se puede ignorar en la 
diferenciacion. La tasa se expresa como 


dT 

dt 


dT dx 
dx dt 


dT dy 
dy dt 


dT dz 
dz dt 


dT 

dt 


El termino dT/dt se refiere solo a la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo en una 
posicion fija de la atmosfera. Los otros tres terminos provienen del movimiento del globo. 

Los valores de las tres coordenadas y de sus derivadas en t = 1 son x = 1, y = 2, z = 0, dx/dt = 1, 


dy/dt = 2 y dz/dt = 

— 1. Ademas, en t = 1, 



dT y 

- ' 1 + t - 4, 

dx 1 + z 

dT 

dz 


dT x 

^ = 7— d + t) = 2, 
dy 1 + z 

|— 1 

ro 1 ^ 

Entonces, 

dT 

dt 




= (4)(l) + (2)(2) + { 

t=l 


-xy 


(1 + z)‘ 


(1 + t) = -4 


xy 


= 2 


4)( — 1) + 2 = 14 


La temperatura medida se incrementa con una tasa de 14°C/h en el instante t = 1. 


La presentacion y los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la Regia de la Cadena puede 
tomar formas diferentes en el caso de varias variables, dependiendo del numero de variables que 
intervengan en las funciones que se componen. Como ayuda para determinar la forma correcta 
de la Regia de la Cadena en una situacion dada, se puede construir un diagrama que ilustre la 
dependencia de las variables. En la Figura 12.21 se muestra un ejemplo de diagrama para la fun- 
cion de temperatura del Ejemplo 6. En la aplicacion de la Regia de la Cadena para dT/dt inter- 
viene un termino para cada ruta desde T hasta t que se pueda seguir en el diagrama. Por ejemplo, 

, , . dT dx 

la ruta desde T que pasa por x y t produce el termino — —, y asi sucesivamente. 


X 


t 


T 

^ _I_!_ 

y z t 

t t 


Figura 12.21 Diagrama que muestra la dependencia de T con t en el Ejemplo 6. 


Ejemplo 7 


Escriba la aplicacion de la Regia de la Cadena a dz/dx, donde z depende de u, v y r; u y v 
dependen de x, y y r; r depende de x e y. 


Solucion El diagrama apropiado para este ejemplo se muestra en la Figura 12.22. Flay 5 rutas para ir de 
z a x: 


dz dz du dz du dr dz dv dz dv dr dz dr 
z dx du dx du dr dx dv dx dv dr dx dr dx 


u v r 


x y r x y r x y 

Ci Ci 

x y x y 


Figura 12.22 Diagrama de dependencia del Ejemplo 7. 
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Funciones homogeneas 

Se dice que una funcion f(x lt .... x n ) es positivamente homogenea degrado k si, para todo pun- 
to (x lf x 2 . x n ), de su dominio y todo numero real t > 0, se cumple que 

f(tx v tx 2 . tx„) = t k f(x 1 .x„) 


Por ejemplo, 


f(x, y) = x 2 + xy - y 2 es positivamente homogenea de grado 2 


fix, y) = V * 2 + y 2 


es positivamente homogenea de grado 1 


fix, y) 

fix, y, z) 
fix, y) 


2 xy 

x 2 + y 2 
x - y + 5z 


x 2 +y 


es positivamente homogenea de grado 0 

es positivamente homogenea de grado -1 
no es positivamente homogenea 


Observese que una funcion positivamente homogenea de grado 0 permanece constante a lo largo 
de rayos que surjan del origen. De forma mas general, una funcion positivamente homogenea 
crece o decrece a lo largo de dichos rayos proporcionalmente a la /c-esima potencia de la distan¬ 
ce al origen. 


TEOREMA T eorema de E uler 

Si f(x lf x„) tiene derivadas parciales primeras continuas y es positivamente homogenea 
de grado k, entonces 

n 

L Xif/lx . . x n ) = kflXi . x„) 

i = i 

DEMOSTRACION Diferenciando la ecuacion f(tx lf tx 2 , tx n ) = t k f(x h x n ) con res- 
pecto a t se obtiene 

XififtXi.txj + x 2 f 2 (tx x . tx n ) + ■■■ +x n f n (tx x .tx n ) = kt k ~ 1 f(x 1 .x n ) 

Basta con sustituir ahora t = 1 para obtener el resultado. 

Notese que los Ejercicios 26-29 de la Seccion 12.3 ilustran este teorema. 


Derivadas de orden superior 

La aplicacion de la Regia de la Cadena a derivadas de orden superior puede ser muy complica- 
da. Es importante tener en cuenta en cada etapa que variables dependen de otras. 


Ejemplo 8 


Calcule 


dxdy 


f(x 2 - y 2 , xy) en funcion de las derivadas parciales de la funcion f. Suponga 


que las derivadas parciales de segundo orden de f son continuas. 


Solucion En este problema no se indican explicitamente los simbolos de las variables primarias de las 
que depende f. Las denominaremos u y v. Por tanto, el problema nos pide calcular 

d 2 7 , 

——f(u,v), siendo u = x -y y v = xy 
dxdy 
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Diferenciando primero con respecto a y: 

8 

— f(u, v) = -2yf 1 (u, v) + xf 2 (u, v) 

8y 

Ahora se diferencia el resultado con respecto a x. Notese que el segundo termino de la derecha es un pro- 
ducto de dos funciones de x, por lo que hay que aplicar la Regia del Producto: 

d 2 

f(u, v)= - 2y(2x f n (u, v) + yf 12 (u, v)) 

8x8y 

+ f 2 (u, v) + x(2x f 21 (u, v ) + yf 22 (u, v )) 

= f 2 (u, v) - 4 xyf u (u, v ) + 2(x 2 - y 2 ) f 12 (u, v) + xyf 22 (u, v) 

En el ultimo paso hemos usado el hecho de que las derivadas parciales mixtas de f son continuas, por lo 
que se pueden igualar f 12 y f 21 . 


Revise cuidadosamente el calculo anterior y asegurese de entender lo que se hace en cada paso. 
Notese que todas las derivadas de f que aparecen se evaluan en (u, v) = (x 2 - y 2 , xy), no en 
(x, y), ya que x e y no son las variables primarias de las que depende f. 

Observacion Los calculos realizados en el ejemplo anterior (y en los siguientes) se pueden 
hacer facilmente mediante un programa de matematicas por computador. En M aple: 

> g : = ( x, y) - > f ( x~2 - y~2, x* y) : 

si mpli f y( D[1, 2] ( g) ( x, y) ) ; 

-4yD 11 (f)(x 2 -y 2 , xy)x - 2 *D 12 (f)(x 2 - y 2 , xy)y 2 

+ 2D 12 ( f)(x 2 ~ y 2 , xy)x 2 

+ xD 2 2 [ f)[x 2 - y 2 , xy)y + D 2 (f)(x 2 - y 2 , xy) 

que, tras inspeccionarla de cerca, se puede ver que es el mismo resultado calculado en el 
ejemplo. 


Ejemplo 9 


Si f(x, y) es armonica, demuestre que f(x 2 - y 2 , 2xy) es tambien armonica. 
Solucion Sea u = x 2 - y 2 y v = 2xy. Si z = f(u, v), entonces 
dz 

= 2x f^u, v) + 2 yf 2 (u, v ) 


8x 
dz 

— = -2yfj(u, v) + 2 xf 2 (u, v) 
dy 


d 2 z 


dx‘ 


2 = 2 f 2 (u, v) + 2x(2x f n (u, v) + 2y f 12 (u, v)) 


+ 2y(2xf n (u, v) + 2 yf 22 (u, v)) 

= 2fi(u, v ) + 4 x 2 f n (u, v) + 8 xyf 12 (u, v) + 4 y 2 f 22 (u, v) 
d 2 z 

^2 = -2 f x (u, v) - 2y(-2yf n (u, v) + 2 xf 12 (u, v )) 

+ 2x( — 2 yf 21 (u, v ) + 2 xf 22 (u, v)) 

= -2 fj(u, v) + 4 y 2 f n (u, v) - 8 xyf 12 (u, v) + 4x 2 f 22 (u, v) 
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Por tanto, 

^5 + ^ = 4 < x2 + y 2 )( f ll(u, V ) + f 22 (u, v)) = 0 
ya que f es armonica. E ntonces, z = f (x 2 - y 2 , 2xy) es una funcion armonica de x e y. 


En el siguiente ejemplo se demuestra que la ecuacion diferencial bidimensional de Laplace 
(vease el Ejemplo 3 en la Seccion 12.4) tiene la forma 

d 2 z 1 8z 1 d 2 z 

- 2 “P-“P -7 — 0 

dr 2 r dr r 2 dd 2 

cuando se plantea para una funcion z expresada en las coordenadas polares r y 6. 


Ejemplo 10 


(Ecuacion de Laplace en coordenadas polares) Si z = f(x, y) tiene derivadas parciales 
de segundo orden conti nuas, y si x = r cos 6 e y = r sen 6, demuestre que 


d 2 z 1 8z 1 8 2 z d 2 z 8 2 z 
dr 2 r dr r 2 86 2 8x 2 8y 2 


Solucion Se puede hacer de dos formas diferentes. Podemos partir de cada miembro de la ecuacion y 
utilizar la Regia de la Cadena para demostrar que son iguales. En este ejemplo calcularemos las derivadas 
parciales con respecto a r y 6 que aparecen en el miembro izquierdo y las expresaremos en funcion de las 
derivadas parciales con respecto a x ey. El otro metodo, que se basa en expresar las derivadas parciales con 
respecto a x e y en funcion de las derivadas parciales con respecto a r y 6, es algo mas dificil (vease el 
Ejercicio 24 posterior). Sin embargo, tendriamos que haberlo planteado de esta manera si no nos hubieran 
dado la forma de la ecuacion diferencial en coordenadas polares y tuvieramos que obtenerla. 

En primer lugar, notese que 

8x 8x 8y 8y 

— = cos0, —=-r sen0, — = sen0, — = rcos0 

dr 86 8r 86 

Por tanto, 

8z 8z 8x 8z 8y 8z 8z 

— = — — + — — = ces6 — + ser\6 — 

dr 8x 8r 8y 8r 8x 8y 


ii ATENCION !! 


Este ejemplo es dificil pero importante. Examine cada paso cuidadosamente has- 
ta asegurarse de entender lo que se hace. 


Ahora se diferencia de nuevo con respecto a r. Recuerdese que r y 6 son variables independientes, por lo 
que los factores cos 6 y sen 6 se pueden considerar constantes. Sin embargo, 8z/8x y 8z/8y dependen de x e 
y y, por tanto, de r y 6. 


d 2 z 8 8z 

“2 = cos 6 — — 
dr 8r 8x 


8 8z 

sen 6 — — 
dr 8y 


= cost) cos 6 


8 2 z 

8 ? 


sen 6 


8 2 z 


= cos 2 6 —^ + 2 cos 6 sen 6 
8x 2 


8 2 z 
8y8x 

8 ^_ 

8x8y 


+ sen 0 cos 6 


8 2 z 

8x8y 


7 8z 

sen 2 6 —j 

8y 2 


sen 6 


8 2 z 

8y‘ 
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En la ultima linea se ha utilizado la igualdad de las derivadas parciales mixtas. De forma similar, 

dz 8z 8z 

— = -rsen 0 — + rcosO — 

80 8x 8y 

AI diferenciar por segunda vez con respecto a 0, r se puede considerar constante, pero cada uno de los ter- 
minos anteriores sigue siendo un producto de dos funciones que dependen de 0. Entonces, 


8 2 z 


86 


8z 


8 dz 


—i = - r cos 6 — + sen 0 — — + r - sen 0 — + cos 0 — — 


8x 


80 8x 


8z 


8 8z 


8z 


= - r — - r sen 6 
dr 


8 2 z 8 2 z \ 

-rser\0 —+ rcosO 1 
8x 2 


8y 

—) 

dydxj 


80 8y 


( 8 2 z 8 2 z 

rcosfl -rsenfl —— + rcosfl —^ 

\ 8x8y 8y 

8z J , 8 2 z 


8r 


= - r —i- r sen 0 — 5 - 2 sen 0 cos 0 


8x 2 


8 2 z 
8x8y 

Combinando estos resultados, se obtiene la formula deseada: 

8 2 z 1 8z 1 8 2 z 8 2 z 8 2 z 
8r 2 r dr r 2 80 2 8x 2 8y 2 


2 8z 

COS 2 0 —— j 

sy 


Ejercicios 12.5 


En los Ejercicios 1-4, escriba las versiones apropiadas de la 
Regia de la Cadena para las derivadas indicadas. 

1. 8w/8t si w = f(x, y, z), siendo x = g(s, t), y = h(s, t) y 
z = k(s,t). 

2. 8w/8t si w = f(x, y, z), siendo x = g(s), y = h(s, t) y 
z = k(t). 

3. 8z/8u si z = g(x, y), siendo y = f(x) y x = h(u, v). 

4. dw/dt si w = f(x, y), x = g(r, s), y = h(r, t), r = k(s, t) 
y s = m(t). 

5. Si w = f(x, y, z), siendo x = g(y, z) e y = h(z), indique 

dw 

versiones apropiadas de la Regia de la Cadena para —, 



6 . Utilice dos metodos diferentes para calcular 8u/8t si 
u = Jx 2 + y 2 , x = e st y 1 + s 2 cos t. 

7. Utilice dos metodos diferentes para calcular 8z/8x si 
z = tan -1 (u/t>), u = 2x + y y v = 3x - y. 

8 . Utilice dos metodos diferentes para calcular dz/dt si 
z = txy 2 , x = t + I n (y + t 2 ) e y = e c . 

En los Ejercicios 9-12, calcule las derivadas que se indican, 
suponiendo que la funcion f(x, y) tiene derivadas parciales 
primeras continuas. 


9. 


8 

8x 


f(2x, 3y) 



f(2y, 3x) 


3 3 

11 . - f(y 2 , x 2 ) 12 . - f(yf(x, t), f(y, t)) 

13. Supongamos que la temperatura T de un cierto liquido 
varia con la profundidad z y el tiempo t de acuerdo con 
la formula T = e _t z. Calcule la tasa de cambio de la 
temperatura con respecto al tiempo en un punto que se 
mueve por el liquido de forma que en el instante t su 
profundidad es f(t). iCual es la tasa de cambio si 

f(t) = e f ? iQue sucede en este caso? 

14. Suponga que la intensidad de un campo electrico E 
varia con la posicion (x, y, z) y con el tiempo t de 
acuerdo con la formula E = f(x, y, z, t). Calcule la tasa 
de cambio con respecto al tiempo de la intensidad de 
campo medida por un instrumento que se mueve por el 
espacio siguiendo la trayectoria helicoidal x = sent, 

y = cost, z = t. 

En los Ejercicios 15-20, suponga que f tiene derivadas 
parciales continuas de todos los ordenes. 


15. Si z = f(x, y), siendo x = 2s + 3t e y = 3s - 2t, 
calcule 

8 2 z 8 2 z 8 2 z 

{B) W lb) *3t y {C) W 

16. Si f(x, y) es armonica, demuestre que 
x -y 


f 


x 2 + y 2 ' x 2 


es tambien armonica. 
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17. Si x = tsens e y = tcoss, calcule —— f(x, y). 

8s8t 


18. Calcule ■ 


f(2x + 3y, xy) en funcion de las 


8x8y 2 

derivadas parciales de la funcion f. 


19. Calcule 


f(y 2 , xy, -x 2 ) en funcion de las 


dydx 

derivadas parciales de la funcion f. 

8 3 


20. Calcule 


8t 2 8s 


f(s 2 - t, s + t 2 ) en funcion de I 


as 


derivadas parciales de la funcion f. 


21. Suponga que u(x, y) y v(x, y) tienen derivadas parciales 
segundas continuas y satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann 

8u 8v 8v 8u 

8x 8y ^ 8x 8y 


Suponga tambien que f(u, v) es una funcion armonica 
de u y v. Demuestre que f(u(x, y), v(x, y)) es una 
funcion armonica de x ey. Sugerencia: u y v son 
armonicas por el Ejercicio 15 de la Seccion 12.4. 

22. Si r 2 = x 2 + y 2 + z 2 , verifique que u(x, y, z) = 1/r es 
armonica en R 3 , excepto en el origen. 


*23. Si x = e s cosf, y = e £ sen t y z = u(x, y) = u(s, t), 
demuestre que 


dh 
8s 2 


8h 

8t 2 


= (x 2 + y 2 ) 




*24. (Transformacion de la ecuacion de Laplace a 
coordenadas polares) La transformacion a 
coordenadas polares x = rcosO, y = rser\0, implica 
que r 2 = x 2 + y 2 y tan0 = y/x. Utilice estas 
ecuaciones para demostrar que 


8r 

8r 

sen 0 

— = cos 6 

8x 

8y 

80 sen 0 

80 

cosO 

8x r 

8y 

r 


Utilice estas formulas como ayuda para expresar 

8 2 u 8 2 u 

T^ + r^en funcion de las derivadas parciales de u 

8x 2 8y 2 

con respecto aryfl, volviendo asi a demostrar la 
formula de la ecuacion diferencial de Laplace en 
coordenadas polares dada en el Ejemplo 10. 

25. Si u(x, y) = r 2 In r, siendo r 2 = x 2 + y 2 , verifique que u 
es una funcion biarmonica, demostrando que 


26. Si f(x, y) es positivamente homogenea de grado k y 
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, 
demuestre que 

x 2 fn(x, y) + 2xyf 12 (x, y) + y 2 f 22 (x, y) 

= M-l)f(x, y) 

*27. Generalice el resultado del Ejercicio 26 a funciones 
de n variables. 


*28. Generalice los resultados de los Ejercicios 26 y 27 a 
expresiones en las que intervengan las derivadas 
parciales de orden m de la funcion f. 


Los Ejercicios 29 y 30 vuelven sobre el Ejercicio 16 de la 
Seccion 12.4. Sea 


2xy(x 2 - y 2 ) 
F (x, y) = x 2 + y 2 


si (x, y) # (0 0) 


0, si (x, y) = (0, 0) 


29. (a) Demuestre que F(x, y) = - F(y, x) para todo (x, y). 

(b) Demuestre que F x (x, y) = — F 2 (y, x) y 

F i 2 (x, y) = — F 21 (y, x) para (x, y) # (0, 0). 

(c) Demuestre que Fi(0, y) = -2y para todo y; a 
partir de aqui, demuestre que F 12 (0, 0) = 2. 

(d) Deduzca que F 2 (x, 0) = 2x y F n ( 0, 0) = 2. 

30. (a) Utilice el Ejercicio 29(b) para calcular F 12 (x, x) 

para x # 0. 

(b) iEs F 12 (x, y) continua en (0, 0)? iPor que? 

<S>31. Utilice los cambios de variable c = x + ct, r\ = x para 
transformar la ecuacion diferencial en derivadas 
parciales 

8u 8u 

— = c —, (c = constante) 

8t8x 


en la ecuacion mas simple dv/drj = 0, con 
v{£, rj) = v(x + ct, x) = u(x, t). Esta ecuacion indica 
que vU, r\) no depende de r /, por lo que v = f(^) para 
alguna funcion diferenciable arbitraria f. iCual es la 
correspondiente «solucion general» u(x, t) de la 
ecuacion diferencial en derivadas parciales original? 


032. Habiendo considerado el Ejercicio 31, plantee una 
«solucion general* w(r, s) de la ecuacion diferencial en 
derivadas parciales de segundo orden 


8 2 

drds 


w(r, s) = 0 


En la respuesta deben intervenir dos funciones 
arbitrarias. 


<S>33. Utilice los cambios de variable r = x + ct, s = x - ct, 
w(r, s) = u(x, t) para transformar la ecuacion de onda 
unidimensional 


/ 8 2 8 2 \/'8 2 u 8 2 u\ 8 2 u 2 8 2 u 

\8x 1 + W 2 )\8x I + W 2 ) = 0 W = C 8? 
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a una forma mas simple. Utilice ahora el resultado del 
Ejercicio 32 para obtener la solution general de esta 
ecuacion de onda en la forma dada en el Ejemplo 4 de 
la Seccion 12.4. 

034. Demuestre que el problema de valor inicial de la 
ecuacion de onda unidimensional 

u n (x, t) = c 2 ujx, t) 

<u(x, 0) = p(x) 
u t (x, 0) = q(x) 

\ 

tiene como solucion 

1 1 f x+ct 

u(x, t)=- [p(x - ct) + p(x + ct)] + — q(s) ds 

4 4C J x _ ct 

Notese que aqui hemos utilizado los subindices x y t 
en lugar de 1 y 2 para indicar las derivadas parciales. 
Esto es practica habitual cuando se trata con 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. 


Observacion El problema de valor inicial del Ejercicio 
34 proporciona el pequeno desplazamiento lateral u(x, t) de 
la posicion x en el instante t de una cuerda que vibra bajo 
tension segun el ejex. La funcion p(x) proporciona el 
desplazamiento initial en la posicion x, es decir, el 
desplazamiento en t = 0. De forma similar, q(x) 
proporciona la velocidad inicial en la posicion x. Observese 
que la posicion en el instante t depende solo de los valores 
de esos datos iniciales en puntos no separados mas de ct 
unidades. Esto es coherente con la observacion hecha 
anteriormente de que las soluciones de la ecuacion de onda 
representan ondas que viajan con velocidad c. 

Vuelva a realizar los ejemplos y ejercicios que se indican 
en los Ejercicios 35-40 utilizando M aple para efectuar los 
calculos. 


Ejemplo 10 

□ 

36. 

Ejercicio 16 

□ 

ma 


MU 

Ejercicio 19 

□ 

38. 

Ejercicio 20 

□ 

(===) 



Ejercicio 23 

□ 

40. 

Ejercicio 34 

□ 


12.6 


Aproximaciones lineales, diferenciabilidad y diferenciales 


La recta tangente a la grafica y = f(x) en x = a proporciona una aproximacion adecuada a los 
valores de f(x) para valores dex cercanos al punto a (vease la Figura 12.23): 


f(x) «L(x) = f(a) + f'(a)(x - a) 



Figura 12.23 Linealizacion de la funcion f alrededor de a. 


L(x) es la linealizacion de f en a; su grafica es una recta tangente a y = f(x) en ese punto. La 
mera existencia de f'(a) es suficiente para garantizar que el error de la aproximacion (la distan¬ 
ce vertical entre la curva y la tangente en x) es pequena comparada con la di stand a a h = x - a 
entre a y x, es decir, 

f(a + h) - L(a + h) f(a + h) - f(a) - f'(a)h 

lim-7-= lim-7- 

h->0 h h->0 h 


f(a + h)-f(a) 

= lim- ; - 

h-0 h 


m 


= f'(a) - f’(a) = 0 

De forma similar, el piano tangente a la grafica de z = f(x, y) en (a, b) es z = L(x, y), siendo 
L(x, y) = f(a, b) + f^a, b)(x - a) + f 2 (a, b)[y - b) 
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la linealizacion de f en (a, b). Podemos utilizar L(x, y ) como aproximacion a los valores de 
f(x, y ) cerca de (a, b): 

f(x, y) x L (x, y) = f(a, b) + f^a, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) 


Ejemplo 1 


Calcule un valor aproximado de f(x, y) = J2x 2 + e 2y en (2.2, -0.2). 


Solucion Es conveniente utilizar la linealizacion en (2, 0), donde los valores de f y de sus derivadas 
parciales se pueden calcular facilmente: 

f(2, 0) = 3 


f i(x, y) = -=-, 

J2x 2 + e 2y 

f i(2, 0) = - 

e 2y 

1 

f 2 (x, y ) = „— T , 
J2x 2 + e 2y 

f 2 ( 2, 0) = 3 

4 1 


Por tanto, L(x, y) = 3 + - (x - 2) + - (y - 0), y 



4 1 

f(2.2, -0.2) »t(2.2, -0.2) = 3 + - (2.2 - 2) + - ( — 0.2 - 0) = 3.2 


A efectos de comparacion, f(2.2, -0.2) « 3.2172 con una precision de 4 cifras decimales. 


A diferencia del caso de una sola variable, la mera existencia de las derivadas parciales f^a, b) 
y f 2 (a, b) no implica siempre que f sea continua en (a b), y mucho meno s que el error de linea¬ 
lizacion sea pequeno comparado con la distancia J[x - a) 2 + (y - b) 2 entre (a, b) y (x, y). 
Adoptaremos esta ultima condicion en nuestra definicion de lo que quiere decir que una funcion 
de dos variables sea diferenciable en un punto. 


DEFINICION 5 

Se dice que la funcion f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si 

f(a + h, b + k) - f(a, b) - hf^a, b) - kf 2 (a, b) 

IlfTl - 7 j - 

(h.k)M 0,0) ^h 2 + k 2 


Esta defi nicion y los teoremas que siguen se pueden generalizar a funciones de cualquier numero 
de variables en la forma obvia. Por motivos de sencillez, solo los enunciaremos para el caso de 
dos variables. 

La funcion f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si y solo si la superficie z = f(x, y) 
tiene un piano tangente no vertical en (a, b). Esto implica que fi(a, b) y f 2 (a, b) deben existir y 
que f debe ser continua en (a, b) (sin embargo, recuerdese que la existencia de las derivadas 
parciales no implica siempre que f sea continua, y mucho menos que sea diferenciable). En par¬ 
ticular, la funcion sera continua allf donde sea diferenciable. Demostraremos una version de dos 
variables del Teoremas del Valor Medio y la utilizaremos para demostrar que las funciones son 
diferenciables siempre que tengan derivadas parciales primeras continuas. 
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TEOREMA Un Teorema del Valor Medio 

Si fi(x, y) y f 2 [x, y) son continuas en un entorno del punto (a, b ), y si los valores absolutos 
de h y k son lo suficientemente pequenos, entonces existen valores 0 1 y 0 2 , ambos entre 0 y 
1, tales que 

f(a + h, b + k) - f (a, b) = h f 2 (a + 0 2 h, b + k) + kf 2 [a, b + 0 2 k) 

DEMOSTRACION La demostracion de este teorema es muy similar a la del Teorema 1 
de la Seccion 12.4, por lo que solo daremos algunas ideas. El lector puede completar los 
detalles. Se expresa 

f (a + h, b + k) - f(a, b) = (f(a + h, b + k) - f(a, b + k)) + (f (a, b + k) - f(a, b)) 

y despues se aplica el Teorema del Valor Medio de una variable a f(x, b + k) en el inter¬ 
val comprendido entre a y a + h, y a f(a, y) en el intervalo comprendido entre b y b + k, 
para obtener el resultado deseado. 

^• 


TEOREMA Q 


Si fj y f 2 son funciones continuas en un entorno del punto (a, b), entonces f es diferencia- 
ble en (a, b). 


DEMOSTRACION Utilizando el Teorema 3 y que 


estimamos 



k 

VF+ie 


i 


f(a + h, b + k) - f(a, b) - hf^a, b) - kf 2 {a, b) 


[ fi(a + 0^, b + k) 


+ ,J l2 ( f 2<a, b + 0 2 k) 
Jh 2 + k 2 


- fi(a, b)) 
f 2 (a, b)) 


|fi(a + Bih, b + k) - f^a, b)\ + |f 2 (a, b + 0 2 k) - f 2 (a, b)\ 

Como fj y f 2 son continuas en (a, b), cada uno de los terminos finales tiende a 0 cuando h 
y k tienden a 0. Esto es lo que queriamos demostrar. 




llustraremos la diferenciabilidad con un ejemplo en el que podemos calcular directamente el 
error de la aproximacion mediante piano tangente. 


Ejemplo 2 


Calcule f(x + h,y + k) - f(x, y ) - f^x, y)h - f 2 (x, y)k si f (x, y) = x 3 + xy 2 . 
Solucion Como fj(x, y) = 3x 2 + y 2 y f 2 (x, y) = 2 xy, tenemos que 

f (x + h,y + k)~ f (x, y) - f x (x, y)h - f 2 (x, y)k 
= (x + h) 3 + (x + /i)(y + « 2 - x 3 - xy 2 - (3x 2 + y 2 )/? - 2xyAr 


= 3xh 2 + h 3 + 2 yhk + /rfc 2 + xk 2 
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Observese que el resultado anterior es un polinomio en h y k que no tiene ningun termino cuyo grado sea 
menor que 2 en dichas variables. Por tanto, esta diferencia tiende a cero cuando ( h, k) ->(0, 0) como el 
cuadrado de la distancia Jh 2 + k 2 desde (x, y) a (x + h, y + k), por lo que realmente se cumple la condi- 
cion de diferenciabilidad: 

3 xh 2 + h 3 + 2yhk + hk 2 + xk 2 
lim - . -= 0 

[h,k)M0,0) ^h 2 + k 2 

Este comportamiento cuadratico ocurrira para cualquier funcion f con derivadas parciales segundas conti- 
nuas (vease el Ejercicio 19 posterior). 


Demostracion de la Regia de la Cadena 

Ahora estamos en disposicion de dar un planteamiento y demostracion formal es de un caso sim¬ 
ple pero representative de la Regia de la Cadena para funciones con varias variables. 


TEOREMA^^ Una Regia de la Cadena 

Sea z = f(x, y), siendo x = u(s, t ) e y = v(s, t). Supongamos que: 

(i) u(a, b) = p y v(a, b) = q. 

(ii) Las derivadas parciales primeras de u y v existen en el punto (a, b). 

(iii) f es diferenciable en el punto (p, q). 

Entonces, z = i/i/(s, t) = f(u(s, t), v(s, t) tiene derivadas parciales primeras con respecto a s 
y t en (a, b), y 

i/i/i(a, b) = fi(p, q)u 1 (a, b) + f 2 (p, q)v 1 (a, b) 
i/i/ 2 (a, b) = fi(p, q)u 2 (a, b) + f 2 (p, q)v 2 (a, b) 

es decir, 

dz dz dx dz dy dz dz dx dz dy 

8s dx 8s dy ds ^ dt dx dt dy dt 


DEMOSTRACION Definamos una funcion de dos variables E de la siguiente forma: 
E (0, 0) = 0 y, si (h, k) / (0, 0), entonces 


E(h, k) 


f(p + h, q+k) - f(p, q) - hf^p, q) - kf 2 (p, q) 
N h 2 • k 2 


Observese que E(h, k) es continua en (0, 0) porque f es diferenciable en (p, q). Entonces 


f(p + h,q + k) - f(p, q) =hf 1 (p, q) + kf 2 (p, q) + Jh 2 + k 2 E(h, k) 

Si en esta formula ponemos h = u(a + a, b) - u(a, b) y k = v(a + a, b) - v(a, b) y dividi- 
mos por o, se obtiene 

i/i /(a + a, b) - i/i /(a, b) _ f(u(a + a, b), v(a + a, b)) - f(u(a, b), v(a, b)) 

O (7 


f(p + h, q+k) - f(p, q) 

O 


h k 

= flip, q)- + f 2 (p, q)~ + 

O G 



E(h, k) 
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Vamos a hacer que a tienda a 0 en esta formula. Notese que 

h u(a + a, b) - u(a, b) 

1 1 m - = 1 1 m-= u 2 (a, b) 

g— >0 G g — >0 G 

y, de forma similar, lim ff _ 0 (k/a) = vi(a, b). Como (h, k) (0, 0) si a -> 0, tenemos que 
Wi(a, b) = fi(p, q)u 1 (a, b) + f 2 (p, q)v 1 (a, b) 

La demostracion para i/i / 2 es similar. 


Diferenciales 

Si existen las derivadas parciales primeras de una f unci on z = f(x v x n ) en un punto, podemos 
formar un diferencial dz o df de la funcion en ese punto de forma similar a como se hizo para 
funciones de una variable: 

dz dz dz 

dz = d f = — dx 1 + — dx 2 + ••• + —dx„ 
dx 1 dx 2 dx n 

= fii*! . x n )dx 1 + ■■■ + f n (Xi. x n ) dx n 

En este caso, el diferencial dz se considera funcion de las 2 n variables independientes x lt x 2 , .... 
x n , dx lt dx 2 . dx n . 

Dada una funcion diferenciable f, el diferencial df e s una aproximacion al cambio Af en el 
valor de la funcion, que se expresa como 

Af = f (Xi + dx lt .,,, x n + dx n ) - f(x 1 , x n ) 

El error de esta aproximacion es pequeno comparado con la distancia entre los dos puntos del 
dominio de f, es decir, 

7 df o si todo dXj 0, (1 < / < n) 

V(dx 1 ) 2 + - + (dx n ) 2 

En este sentido, los diferenciales se pueden ver como otra forma de expresar la linealizacion. 


Ejemplo 


Estime el cambio porcentual del periodo 


^ 2 *V» 

de un pendulo simple si su longitud L crece un 2% y la aceleracion de la gravedad g disminuye un 0.6%. 
Solucion Calculamos el diferencial del: 

8T dT 

dT = -dL+-dg 
di dg 

2 n 2:i./T 

= —p= dL - X 2 dg 
2 jLg 2g 3/2 


Los datos indican que dL = —— L y dg = - —— 
H 100 y y 1000 

dT = —271 /--( 
100 g y 

Por tanto, el periodo T del pendulo crece un 1.3%. 


g. Entonces, 


6 \ 2n L 13 


1000y 2 v g 1000 
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Funciones de un espacio de n dimensiones en un espacio 
de m dimensiones 

(Esta seccion es opcionai). Un vector f = (f 1( f 2 . fj de m funciones, donde cada una depen- 

de de n variables (x lf x 2 , x n ), define una transformacion (es decir, una funcion) de R n en R m ; 
concretamente, si x = (x lf x 2 , x n ) es un punto de R", y 

Yl = h(Xl. *2 . X n ) 

y 2 = f 2 (x i, x 2 .x n ) 

Ym = fm(X i, X 2 .X n ) 

entonces y = [y lt y 2 .yj es el punto de R m que corresponde a x mediante la transformacion f. 

Estas ecuaciones se pueden expresar de forma mas breve como 

y = f(x) 

Las derivadas parciales dy-JdXj, (1 sc / sc m, 1 ^ n) contienen informacion sobre la tasa de 

cambio de y con respecto a x, y es conveniente organizarlas en forma de matriz m x n, D f(x), 
denominada matriz jacobiana de la transformacion f: 


D f(x) 



SYi 

5yi 1 

dXi 

dx 2 

8x n 

dy 2 

dy 2 

dy 2 

dx 1 

dx 2 

dx n 

dYm 


d Ym 

dXi 

8x 2 

dx nj 


La transformacion lineal ( vease la Seccion 10.6) representada por la matriz jacobiana se denomi- 
na derivada de la transformacion f. 

Observacion Una funcion escalar de dos variables, por ejemplo f(x, y), se puede ver como 
una transformacion de IR 2 en IR. Su derivada es entonces la transformacion lineal cuya matriz es 

D f(x, y) = (fi(x, y), f 2 (x, y)) 

No es nuestra intencion entrar en el estudio de estas funciones vectoriales de una variable vec¬ 
tor, pero podemos observar aquf que la matriz jacobiana de la composicion de dos transforma- 
ciones de este tipo es el producto de sus matrices jacobianas. 

Para ver que esto es asi, sea y = f(x) una transformacion de R n en R m como se ha descrito 
antes, y sea z = g(y) otra transformacion de R m en U k dada por 

Zi = 9l(Yl, Yi . Ym) 

z 2 = g 2 (yi. y 2 .yJ 


4 = 9k(y i. y 2 . y m ) 
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cuya matriz jacobiana k x m es 

IdZi dZi dzA 



f 5yi 

dy 2 

^ 1 
3 1 


dz 2 

dz 2 

dz 2 

Dg(y) = 

8y 1 

dy 2 

3 1 



tek 

dzj 


\dyi 

dy 2 

sy m \ 


Entonces la composicion z = g°f(x) = g(f(x)) dada por 

Zi = g^f^ . x n ), ... fjx 1 .x„)) 

4 = . x n ), ... f m (x 1 .x„)) 

4 = 9k(fi(xi . x n ), ... f m (xj.x n )) 

tiene, de acuerdo con la Regia de la Cadena, la matriz jacobiana k x n 


IdZi 

54 

54\ 


/5zi 

54 

54 \ 

Ityi 

54 

3)M 

8x 1 

5x 2 

5x n j 


fsyi 

5y 2 

3 

5x : 

5x 2 

5x n 

dz 2 

5z 2 

5z 2 


5z 2 

5z 2 

5z 2 

5y 2 

5y 2 

5y 2 

5x : 

5x 2 

5x n 

= 

5yi 

5y 2 

3 I 

5x : 

5x 2 

5x n 

54 

54 

541 


54 

54 

54 

3)4 

3)4 


\5xi 

5x 2 

8xJ 


Wi 

5y 2 

_ 

\5Xi 

5x 2 

5x n / 


que es, de hecho, la Regia de la Cadena para composiciones de transformaciones: 

D(gof)(x) =Dg(f(x))Df(x) 

que imita exactamente a la Regia de la Cadena en el caso de una variable D(g°f)(x ) = 
= Dg(f(x))D f (x). 

La transformed on y = f(x) define tambien un vector d y de diferenciales de las variables y, 
en terminos del vector dx de diferenciales de las variables x r Expresando d y y dx como vectores 
columna tenemos 



/syi 

54 

34 \ 


1 

1 dx. 

5 x 2 

5 x n 



1—1 


dy 2 

dy 2 

5y 2 

[dx A 



dy 2 


5Xi 

5 x 2 

5x n 

dx 2 


dy = 


— 





= Df(x)dx 


^y m j 





\dx n J 


1 

1 3 

1 3 

1 3 



\ 5 Xi 

5 x 2 

dX n j 
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Ejemplo 4 


Calcule la matriz jacobiana D f(l, 0) de la transformacion de R 2 en R 3 dada por 
f(x, y) = (xe y + cos (ny), x 2 , x - e y ) 


y utilicela para calcular un valor aproximado de f( 1.02, 0.01). 


Solucion D f (x, y) es la matriz 3x2 cuya fila j esta formada por las derivadas parciales de la compo- 
nente j de f con respecto a x e y. E ntonces, 


1 e y xe y - n sen {ny)\ 
D f (1, 0) = I 2x 0 


Como f(1, 0) = (2, 1, 0) y dx = 


0.02 

0.01 


,1 -e y 

j, tenemos que 
/I 


( 1 , 0 ) 


1 

df = Df(l, 0)dx = I 2 0 

vl -1 





Por tanto, f(1.02, 0.01) « (2.03, 1.04, 0.01). 


Para transformaciones entre espacios de la misma dimension (por ejemplo, de U n a R n ), las ma¬ 
trices jacobianas correspondientes son cuadradas y tienen determinantes. Estos determinantes ja- 
cobianos tendran un papel importante en nuestra presentacion de las funciones implicitas y de las 
funciones inversas de la Seccion 12.8, y en los cambios de variables en integrales multiples del 
Capitulo 14. 

El paquete VectorCalculus de Maple tiene una funcion denominada jacobian que toma dos 
entradas, una lista (o vector) de expresiones y una lista de variables, y produce la matriz jacobia¬ 
na de las derivadas parciales de esas expresiones con respecto a las variables. Por ejemplo, 

> with(VectorCalculus) : 

> J acobi an([x*y* exp(z) , (x+2 *y)*cos(z)] , [x, y, z ] ) ; 

ye z xe z xye z 

cos (z) 2 cos (z) - (x + 2y) sen (z) 

VectorCalculus solo esta incluido desde M aple 8. Si se emplea una version anterior hay que uti¬ 
lizer I i n a I g y la funcion j a c o b i an. 


Ejercicios 12.6 


En los Ejercicios 1-6, utilice las linealizaciones adecuadas 
para calcular valores aproximados de las funciones dadas 
en los puntos indicados. 

1. f(x, y) = x 2 y 2 en (3.1, 0.9) 


6 . f(x, y) = xe y+ * 2 en (2.05, -3.92) 

7. Los bordes de una caja rectangular se miden con una 
precision del 1% de su valor. Indique cual es el 
maximo error porcentual aproximado en: 


2. f(x, y) = tan" 1 )-) en (3.01, 2.99) 


3. f(x, y) = sen [nxy + Iny) en (0.01, 1.05) 

4. f(x, y) = 2 24 2 en (2.1, 1.8) 

x + xy + y 


5. f (x, y, z) = Jx + 2y + 3z en (1.9, 1.8, 1.1) 


(a) El calculo del volumen de la caja. 

(b) El calculo del area de una de las caras de la caja. 

(c) El calculo de la longitud de una diagonal de la 
caja. 

8 . Las medidas del radio y la altura de un tanque njg 
conico circular recto son, respectivamente, 25 pies It 
y 21 pies. La precision de cada medida esta dentro de 
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media pulgada. iCuanto puede ser el error en el calculo 
del volumen del tanque? 


Utilice D f(2, 2, 1) como ayuda para calcular un valor 
aproximado de f(1.98, 2.01, 1.03). 


9. iCuanto sera aproximadamente el error en el ig 
calculo del area de la superficie conica del tanque LIU 
del Ejercicio 8? 

10. Dos lados y el angulo entre el I os de un terreno isi 
con forma triangular miden 224 m, 158 m y 64°, Lil 
respectivamente. La precision de las medidas de 
longitud es de 0.4 m y la de la medida del angulo de 
2°. iCual es el maxi mo error porcentual aproximado si 
se calcula el area del terreno a partir de estas medidas? 


11 . El angulo de elevacion de la parte superior de ig 
una torre se mide en dos puntos A y B situados en ill 
la misma direccion desde la base de la torre. Los 
angulos medidos son de 50° en A y de 35° en B, ambos 
con una precision de 1°. La medida de la distancia AB 
es de 100 m, con un error maximo del 0.1%. iCuanto 
vale la altura del edificio, y cual sera su error maximo? 
iA cual de las tres medidas es mas sensible la altura 
calculada? 


12. iPor que porcentaje aproximado crecera o n=a 

x 2 y 3 LUJ 

decrecera el valor de w = —r~ si x crece el 1%, 

z 

y crece el 2% y z crece el 3%? 

13. Calcule la matriz jacobiana de la transformacion 
f (r, 0) = (x, y), siendo 

x = r cos0 e y = rsend 

Aunque (r, 0) se pueden ver como las coordenadas 
polares en el piano xy, son coordenadas cartesianas en 
su propio piano rO. 

14. Calcule la matriz jacobiana de la transformacion 
f (p, (j>, 0) = (x, y, z), siendo 

x = psen 0cos0, y = psen 0sen0, z = pcos0 

Aqui, (p, 0, 0) son coordenadas esfericas en el espacio 
xyz. Se presentaran formalmente en la Seccion 14.5. 

15. Calcule la matriz jacobiana D f(x, y, z) de la 
transformacion de R 3 en R 2 dada por 

f(x, y, z) = (x 2 + yz, y 2 - x Inz) 


16. Calcule la matriz jacobiana D g(l, 3, 3) de la 
transformacion de R 3 en R 3 dada por 

g(r, s, t) = (r 2 s, r 2 t, s 2 - t 2 ) 

y utilice el resultado para calcular un valor 
aproximado de g(0.99, 3.02, 2.97). 

17. Demuestre que si f(x, y) es diferenciable en (a, b), 
entonces f(x, y) es continua en (a, b). 

*18. Demuestre la siguiente version del Teorema del Valor 
Medio: si f(x, y) tiene derivadas parciales primeras 
continuas en las proximidades de todos los puntos del 
segmento que une los puntos (a, b) y (a + h, b + k), 
entonces existe un numero 0, con 0 < 0 < 1, tal que 

f(a + h, b + k) = f (a, b) + h f x (a + 0h, b + 0k) 

+ kf 2 (a + 0h, b + 0k) 

Sugerencia : Aplique el Teorema del Valor M edio de 
una variable g(t) = f (a + th, b + tk). iPor que no 
podemos utilizar este resultado en lugar del Teorema 
3 para demostrar el Teorema 4 y de aqui la version de 
la Regia de la Cadena dada en esta seccion? 

*19. Generalice el Ejercicio 18 de la siguiente forma: 
demuestre que, si f(x, y) tiene derivadas parciales de 
segundo orden continuas cerca del punto (a, b), 
entonces existe un numero 0, con 0 < 0 < 1, tal que, 
con h y k suficientemente pequenos en valor absolute, 

f(a + h, b + k) = f (a, b) + hf^a, b) + kf 2 (a, b) 

+ h 2 f u (a + 0h, b + 0k) 

+ 2hkf u (a + 0h, b + 6k) 

+ k 2 f 22 (a + 0h, b + 0k) 

A partir de aqui, demuestre que existe una constante 
K tal que para todos los valores de h y k 
suficientemente pequenos en valor absolute, 

\f(a + h, b + k) - f(a, b) ~ hfrfa, b) - kf 2 (a, b)| 

sc K(h 2 + k 2 ) 


12.7 


Gradientes y derivadas direccionales 


Una derivada parcial primera de una fund on de varias variables proporciona la tasa de cambio 
de esa funcion con respecto a la distancia medida en la direccion de uno de los ejes coordena- 
dos. En esta seccion desarrollaremos un metodo para calcular la tasa de cambio de dicha funcion 
con respecto a una distancia medida en cualquier direccion de su dominio. 

Para empezar, es util combinar las derivadas parciales primeras de una funcion en una unica 
funcion vector denominada gradiente. Por motivos de sencillez, desarrollaremos e interpretare- 
mos el gradiente para funciones de dos variables. La extension a funciones de tres o mas varia¬ 
bles es directa y se presentara mas adelante en esta seccion. 
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DEFINICION 6 

En cualquier punto (x, y) donde existan las derivadas parciales primeras de la funcion 
f(x, y), se define el vector gradiente V f(x, y) = grad f (x, y) como 

Vf(x, y) = gradf(x, y) = f x (x, y)i + f 2 (x, y)j 

Recuerdese que i y j indican los vectores unitarios de la base que van del origen a los puntos 
(1, 0) y (0, 1), respectivamente. El simbolo V se denomina nabla, y es un operador de diferen- 
ciacion vectorial: 



Se puede aplicar este operador a una funcion f(x, y) escribiendo el operador a la izquierda de la 
funcion. El resultado es el gradiente de dicha funcion 

Vf(x, y) = (‘ Jx +1 y) = fl(X ' y) ‘ + f2<X ' y)j 

En el Capitulo 16 haremos un uso general de este operador. 

SJfgMmllw Si f(x, y) = x 2 + y 2 , entonces Vf(x, y) = 2xi + 2yj. En particular, Vf(1, 2) = 2i + 4j. 
Observese que este vector es perpendicular a la tangente x + 2y = 5 a la circunferencia x 2 +y 2 = 5 en (1, 2). 
Esta circunferencia es la curva de nivel de f que pasa por el punto (1, 2) (vease la Figura 12.24). Como 
indica el siguiente teorema, esta perpendicularidad no es una coincidencia. 



TEOREMA^^ Si f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b ) y Vf (a, b ) / 0, entonces V f(a, b) es un vector 
normal a la curva de nivel de f que pasa por (a, b). 

DEMOSTRACION Sea r = r(t) = x(t)i + y(t)j una parametrizacion de la curva de nivel 
de f tal que x(0) = a e y(0) = b. Entonces, para todo t cercano a 0, f(x(t), y(t )) = f(a, b). 
Diferenciando esta ecuacion con respecto a t y utilizando la Regia de la Cadena, obtenemos 

fi(x(t), y(t)) ^ + f 2 (x(t), y(t)) ^ = 0 
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En t = 0, esto indica que Vf(a, b ) 


dr 

'dt 


= 0, es decir, Vf es perpendicular al vector tan- 


t = 0 


gente dr/dt a la curva de nivel en (a, b). 


Derivadas direccionales 

Las derivadas parciales primeras f^a, b) y f 2 (a, b) proporcionan las tasas de cambio de f(x, y) 
en (a, b), medidas en las direcciones de los ejes x e y positivos, respectivamente. Si se desea 
conocer con que rapidez cambia f(x, y) cuando nos movemos por el dominio de f desde el pun- 
to (a, b) en alguna otra direccion, se requiere una derivada direccional mas general. Podemos 
especificar la direccion mediante un vector distinto de cero. Es mas comodo utilizar un vector 
unitario. 


DEFINICION 7 


Sea u = ui + v] un vector unitario, tal que u + v = 1. La derivada direccional de 
f(x, y) en el punto (a, b) y en la direccion de u es la tasa de cambio de f(x, y) con respec- 
to a la distancia medida desde (a, b) siguiendo un rayo en la direccion de u en el piano xy 
(vease la Figura 12.25). La derivada direccional se expresa como 


D u f(a, b) = lim 

/ 7-0 + 

Tambien se puede expresar como 


f(a + hu, b + hv) - f(a, b) 


D u f(a, b) = — f(a + tu, b + tv) 
dt 


t = 0 


si existe la derivada del miembro derecho. 


z 



Figura 12.25 Un vector unitario u determina una recta L que pasa por el punto (a, b ) 
en el dominio de f. El piano vertical que contiene a L corta a la grafica de f formando 
una curva e, cuya tangente T en (a, b, f(a, b)) tiene pendiente en D u f(a, b ). 


Observese que las derivadas direccionales en direcciones paral el as a los ejes coordenados 
son directamente las derivadas parciales primeras: Djf(a, b) = fj(a, b), Djf(a, b) = f 2 (a, b), 
D f(a, b) = - fi(a, b) y D i f(a, b) = -f 2 (a, b). El siguiente teorema muestra como se puede 
utilizar el gradiente para calcular cualquier derivada direccional. 


TEOREMA Uso del gradiente para calcular derivadas direccionales 

Si f es diferenciable en (a, b) y u = ui + v] es un vector unitario, entonces la derivada 
direccional de f en el punto (a, b) y en la direccion de u se expresa como 

D u f(a, b) = u •Vf(a, b) 
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DEMOSTRACION Por la Regia de la Cadena: 

d 

D u f(a, b) = — f(a + tu, b + tv) 
dt 


= uf^a, b) + v f 2 (a, b) = u •Vf(a, b) 


Ya sabemos que tener derivadas parciales en un punto no implica que una funcion sea continua 
en dicho punto, y ni siquiera que sea diferenciable. Lo mismo se puede declr sobre las derivadas 
direccionales. Es posible que una funcion tenga derivada direccional en cualquier direccion des- 
de un punto dado y aun asf no sea continua en dicho punto. 1/ease el Ejercicio 37 posterior don- 
de se presenta un ejemplo de una funcion de ese tipo. 

Dado cualquier vector v distinto de cero, siempre se puede obtener un vector unitario en la 
misma direccion dividiendo v por su longitud. La derivada direccional de f en (a, b) y en la 
direccion de v se expresa, por tanto, como 

D v/M f(a, b) = • Vf(a, b) 


Calcule la tasa de cambio de f(x, y) = y 4 + 2xy 3 + x 2 y 2 en (0, 1), medida en cada una de 
las siguientes direcciones: 

(a) i + 2j, (b) j - 2i, (c) 3i, (d) i + j. 

Solucion Calculamos 

Vf(x, y) = (2y 3 + 2xy 2 )i + (4y 3 + 6xy 2 + 2x 2 y)j 
Vf(0, 1) = 2i + 4j 

(a) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccion de i + 2j es 

Observese que i + 2j apunta en la misma direccion que Vf(0, 1), por lo que la derivada direccional es 
positiva e igual a la longitud de Vf (0, 1). 

(b) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccion de j — 2i es 

— 2 i + j -4 + 4 

__i_. (2 , + 4j) = _ r ^„ 

Como j - 2i es perpendicular a Vf(0, 1), es tangente a la curva de nivel de f que pasa por (0, 1), por 
lo que la derivada direccional en esa direccion es cero. 

(c) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccion de 3i es 

i • (2i + 4j) = 2 

Como se dijo anteriormente, la derivada direccional de f en la direccion del eje x positivo es precisa- 
mente f x (0, 1). 

(d) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccion de i + j es 

i + j 2 + 4 , 

_i. (2 , +4)l ._. 3 y2 

Si nos movemos por la superficiez = f(x, y) partiendo del punto (0, 1, 1) y en una direccion que forme 
angulos horizontales de 45° con las direcciones positivas de los ejes x e y, estaremos subiendo a razon 
de 3^2 unidades verticales por unidad horizontal de desplazamiento. 
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Observacion Una direccion del piano se puede especificar mediante un angulo polar. La di¬ 
rection que forma un angulo 0 con la direccion positiva del eje x corresponde al vector unitario 
(vease la Figura 12.26) 



= cos 0 i + sen 0 j 


Figura 12.26 El vector unitario especificado por un angulo polar 


por lo que la derivada direccional de f en (x, y) en esa direccion es 

Djf(x, y ) = D U 0 f(x, y) = u*«Vf(x, y) = fjx, y)cos0 + f 2 (x, y)sen0 

Notese el uso del sfmbolo D (/> f(x, y) para indicar la derivada de f con respecto a la distancia 
medida en la direccion 0 . 

Como se ha observado en el ejemplo anterior, el Teorema 7 proporciona una interpretacion 
util del vector gradiente. Dado cualquier vector unitario u tenemos 

D u f(a, b) = u *Vf(a, b) = |Vf(a, b)\cosO 

siendo 6 el angulo que forman los vectores u y Vf(a, b ). Como cos 6 solo toma valores entre 
-1 y 1, D u f(a, b) solo toma valores entre — |Vf(a, b)| y |Vf(a, b)\. Es mas, D u f(a, b) = 
= -|Vf(a, b)| si y solo si u apunta en la direccion opuesta a Vf(a, b) (de forma que 
cos0 = -1), y D u f(a, b) = |Vf(a, fa)| si y solo si u apunta en la misma direccion que Vf(a, b) 
(de forma que cos 6 = 1). La derivada direccional es cero en la direccion 6 = 7 t/2 ; esta es la di¬ 
reccion de la (tangente a la) curva de nivel de f que pasa por (a, b). 

Resumimos estas propiedades del gradiente como sigue: 


Propiedades geometricas del vector gradiente 

(i) En (a, b), f(x, y) tiene su maxima tasa de crecimiento en la direccion del vector gra¬ 
diente Vf(a, b). La maxima tasa de incremento es |Vf(a, b)|. 

(ii) En (a, b), f(x, y) tiene su maxima tasa de decrecimiento en la direccion de - Vf(a,b). 
La maxima tasa de decrecimiento es |Vf(a, b)|. 

(iii) La tasa de cambio de f(x, y) en (a, b) es cero en direcciones tangentes a la curva de 
nivel de f que pasa por (a, b). 


Observese de nuevo el mapa topografico de la Figura 12.6 en la Seccion 12.1. Las corrientes del 
mapa fluyen en la direccion de la maxima pendiente, es decir, en la direccion de - Vf, siendo f 
la elevacion de la tierra. Por tanto, las corrientes cruzan las curvas de nivel de f formando angu- 
los rectos. Como las corrientes, un esquiador experto escogerfa una trayectoria cercana a la di¬ 
reccion del gradiente negativo, mientras que un esquiador novato prefer!rfa permanecer mas pa- 
ralelo las curvas de nivel. 


Ejemplo 3 


La temperatura en la posicion (x, y) en una region del piano xy es de T °C, siendo 

T(x, y) = x 2 e -y 


iEn que direccion a partir del punto (2, 1) crece mas rapidamente la temperatura? iCual es la tasa de creci¬ 
miento de f en esa direccion? 
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Solucion Tenemosque 


VT(x, y) = 2xe y i - x 2 e y j 


4 4 4 

VT(2, 1) — i —| — (i - J) 
e e e 


En (2, 1), T(x, y) crece con la maxima velocidad en la direccion del vector i - j. La tasa de incremento en 
esta direccion es |VT(2, 1)| = 4^/2/e°C/unidad de distancia. 


Ejemplo 4 


Una escaladora esta de pie al lado de una corriente en la ladera de una montana, exami- 
nando su mapa de la region. La altura de la tierra (en metros) en una posicion cualquiera (x, y) se expresa 
mediante la funcion 

20 000 

h(x, y) = , , 2 , i 2 
3 + t + 2y^ 


dondex ey (en kilometros) indican las coordenadas del punto en el mapa de la escaladora. La escaladora 

esta en el punto (3, 2). 

(a) iCual es la direccion de flujo de la corriente en (3, 2) sobre el mapa de la escaladora? /Con que pen- 
diente desciende la corriente en su posicion? 

(b) Calcule la ecuacion de la trayectoria de la corriente en el mapa de la escaladora. 

(c) /Con que angulo respecto a la trayectoria de la corriente (sobre el mapa) deberia desplazarse la escala¬ 
dora si desea escalar con una inclinacion de 15° respecto a la horizontal? 

(d) Dibuje aproximadamente el mapa de la escaladora, mostrando algunas curvas de elevacion constante y 
relejando la corriente. 

Solucion 


(a) Empezamos calculando el gradiente de h y su longitud en (3, 2): 


Vh(x, y) 


20 000 

(3 + x 2 + 2 y 2 ) 2 


(2x1 + 4yj) 


Vh( 3, 2) = —100(3i + 4j) 
|V/i(3, 2)| = 500 


La corriente fluye en la direccion cuya proyeccion horizontal en (3, 2) es -Vh(3, 2), es decir, en la 
direccion horizontal del vector 3i + 4j. La corriente desciende a una tasa de 500 m/km, es decir, 0.5 m 
por cada metro horizontal recorrido. 

(b) Las coordenadas del mapa son las coordenadas (x, y) en el dominio de la funcion de altura h. Podemos 
calcular la ecuacion de la trayectoria de la corriente en el mapa de la region planteando una ecuacion 
diferencial para relacionar el cambio de posicion a lo largo de dicha trayectoria. Si el vector 
dr = dxi + dyj es tangente a la trayectoria de la corriente en el punto (x, y) del mapa, entonces dr es 
paralelo a Vh(x, y). Por tanto, los componentes de estos dos vectores son proporcionales: 

dx dy dy 2 dx 

2x 4y y x 

Integrando ambos miembros de esta ecuacion se obtiene Iny = 2Inx + InC, o y = Cx 2 . Como la 
trayectoria de la corriente pasa por el punto (3, 2), tenemos que C = 2/9 y por consiguiente la ecuacion 
es 9y = 2x 2 . 

(c) Supongamos que la escaladora se desplaza desde el punto (3, 2) en la direccion del vector unitario u. 
Ascendera con una inclinacion de 15° si la derivada direccional de h en la direccion de u es 
1000 tan 15° a 268 (el factor de 1000 compensa el hecho de que las unidades verticales son metros y 
las unidades horizontales son kilometros). Si 0 es el angulo que forman u y la direccion de la corriente, 
entonces 


500cos0 = |VAj( 3, 2)|cos0 = D u h(3, 2) * 268 
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Por tanto, cos 6 * 0.536 y 9 « 57.6°. La escaladora debe moverse en una direccion que forme un angu- 
lo horizontal de aproximadamente 58° con la direccion ascendente de la corriente. 

(d) La Figura 12.27 muestra un dibujo del mapa. 



Figura 12.27 El mapa de la escaladora. A diferencia de la 
mayorfa de las montanas, esta tiene contornos perfectamente 
ellpticos. 


Ejemplo 5 


Calcule la derivada direccional segunda de f(x, y ) en la direccion que forma un angulo 0 
con el eje x positivo. 

Solucion Como se ha observado anteriormente, la derivada direccional primera es 

D ^ f(x, y) = (cos 0i + sen 0j) • Vf(x, y) = f 2 (x, y) cos 0 + f 2 (x, y) sen 0 
Por tanto, la derivada direccional segunda es 
D 2 cf,f(x, y) =D 4> (D <j) f(x, y)) 

= (cos 0 i + sen 0j) • V( f 2 (x, y) cos 0 + f 2 (x, y) sen 0) 

= (fn(x, y) cos 4> + y) sen 4>) c °s 4> 

+ ( fu( x ’ y) cos (f> + f 22 (x, y) sen 4>) sen 0 

= f n (x, y) cos 2 0 + 2 f 12 (x, y) cos 0sen 0 + f 22 (x, y) sen 2 0 

Notese que si 0=0 o 0=7t (de forma que la derivada direccional sea paralela al eje x), entonces f(x, y) = 
= f n (x, y). De forma similar, si 0 = n/7 o 37 e/2 , entonces D ^ f(x, y) = f 22 (x, y). 


Tasas de cambio percibidas por un observador en movimiento 

Supongamos que un observador se mueve por el piano xy, midiendo el valor de una fund on 
f(x, y) definida en dicho piano cuando pasa por cada punto (x, y) (por ejemplo, f(x, y) podria 
ser la temperatura en (x, yj). Si el observador se mueve con velocidad v cuando pasa por el pun¬ 
to (a, b), icon que rapidez observara que cambia f(x, y) en ese momenta? 

En el momenta en cuestion el observador se mueve en la direccion del vector unitario v/|v|. 
La tasa de cambio de f(x, y) en (a, b) y en esa direccion es 

Dv/,v| f(a, b) = j^j.Vf(a, b) 
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medida en unidades de f por unidad de distancia en el piano xy. Para convertir esta tasa a unida- 

des de f por unidad de tiempo, debemos multiplicar por el modulo de la velocidad del obser- 

vador, |v|, en unidades de distancia por unidad de tiempo. Por tanto, la tasa de cambio con el 

tiempo de f(x, y), tal como la mide un observador que pasa por el punto (a, b), es 

|v| -^-*Vf(a, b) = v*Vf(a, b) 

|v| 

Resulta natural extender nuestro uso del simbolo D v f(a, b) a la representacion de esta tasa aun 
cuando v no sea (necesariamente) un vector unitario. A si, 


La tasa de cambio de f(x, y) en el punto (a, b), medida por un observador que se mueve 
en dicho punto (a, b) con velocidad v, es 

D v f(a, b) = v*Vf(a, b) 

unidades de f por unidad de tiempo. 


Si la escaladora del Ejemplo 4 se desplaza desde el punto (3, 2) con velocidad horizontal 
v = -i - j km/h, estara escalando con una velocidad de 

v• V/a(3, 2) = ( —i — J)*^ — ^ (31 + 4j)^ = ^ km/h 

Tal como se ha definido, D v f es la componente espacial de la derivada de f siguiendo el movi- 
miento. 1/ease el Ejemplo 6 de la Seccion 12.5. La tasa de cambio de los valores que se leerian 
en un termometro en movimiento en ese ejemplo se expresarian como 

6T , dT 

- - D,T(x, y, z, t) + - 

siendo v la velocidad del termometro en movimiento y D V T = v*VT. El gradiente se toma solo 
con respecto a las tres variables espaciales (seguidamente se considera el gradiente en el espacio 
tridimensional). 


El gradiente en tres y mas dimensiones 

Por analogfa con el caso bidimensional, una funcion f(x lf x 2 .x„) de n variables que tenga 

derivadas parciales primeras, tiene un gradiente que se expresa como 


Vf(x 1( x 2 . x n ) 


df df df 

dx 1 dx 2 dx n 


siendo e y - el vector unitario que va desde el origen hasta un punto situado a una distancia unidad 
del mismo en el eje coordenado j. En particular, para el caso de una funcion de tres variables, 


4 df. 

df . 

df . 

Vf x, y, z )= — i 
dx 

l + 8y i 

+ F k 
dz 


La superficie de nivel de f(x, y, z) que pasa por el punto (a, b, c) tiene un piano tangente en 
dicho punto si f es diferenciable en (a, b, c) y Vf(a, b, c) / 0 . 

Para funciones de cualquier numero de variables, el vector Vf(P 0 ) es normal a la «super- 
ficie de nivel» de f que pasa por el punto P 0 (es decir, la hipersuperficie cuya ecuacion es 
f(x 1 xj = f(P 0 )), y, si f es diferenciable en P 0 , su tasa de cambio en P 0 en la direccion del 
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vector unitario u esta dada por u*Vf(P 0 ). Con la ayuda de los gradientes se pueden obtener 
ecuaciones de pianos tangentes a superficies en el espacio tridimensional. 


Ejemplo 6 


Sea f(x, y, z) 


x 2 + y 2 + z 2 . 


(a) Calcule Vf(x, y, z) y Vf(1, -1, 2). 

(b) Obtenga una ecuacion del piano tangente a la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 6 en el punto (1, — 1, 2). 

(c) iCual es la maxima tasa de incremento de f en (1, -1, 2)1 

(d) iCual es la tasa de cambio de f con respecto a la distancia en el punto (1, -1, 2), medida en la direc- 
cion que va de ese punto hacia el punto (3, 1, 1)? 


Solucion 


(a) Vf(x, y, z) = 2xi + 2yj + 2zk, por lo que Vf(1, — 1, 2) = 2i — 2j + 4k. 

(b) El piano tangente requerido tiene como vector normal Vf(1, -1, 2) (vease la Figura 12.28(a)). Por 
tanto, su ecuacion es 2(x - 1) - 2(y + 1) + 4(z - 2) = 0 o, de forma sencilla, x - y + 2z = 6. 

(c) La tasa maxima de incremento de f en (1, -1, 2) es |Vf(1, -1, 2)| = 2^/6, y se produce en la direc¬ 
cion del vector i - j + 2k. 

(d) La direccion que va desde (1, -1, 2) hacia (3, 1, 1) corresponde al vector 2i + 2j — k. La tasa de 
cambio de f con respecto a la distancia en esta direccion es 


2i + 2j - k 
^4 + 4 + 1 


4-4-4 
(2 i — 2 j + 4k) =--- 


4 

3 


es decir, f decrece con una tasa de 4/3 de unidad, por unidad de desplazamiento horizontal. 


Ejemplo 7 


La grafica de una funcion f(x, y) de dos variables es la grafica de la ecuacion z = f(x, y) 
en el espacio tridimensional. Esta superficie es tambien la superficie de nivel g(x, y, z) = 0 de la funcion de 
tres variables 

g(x, y, z) = f(x, y) - z 


Si f es diferenciable en (a, b) y c = f(a, b), entonces g es diferenciable en (a, b, c) y 

Vg(a, b, c) = fx(a, b)i + f 2 (a, b)j - k 

es normal a g(x, y, z) = 0 en (a, b, c) (notese que Vg(a, b, c) # 0, ya que su componente z es -1). Se 
deduce entonces que la grafica de f tiene un piano tangente no vertical en (a, b) dado por 


0 bien 


h(a, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) - (z - c) = 0 


z = f(a, b) + fx(a, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) 

Vease la Figura 12.28(b). Este resultado se ha obtenido, empleando un argumento diferente, en la Sec- 
cion 12.3. 


z 


z 



(a) 



(b) 


Figura 12.28 

(a) El piano tangente a 
x 2 + y 2 + z 2 = 6 en 
( 1 , - 1 , 2 ). 

(b) El gradiente de 

f(x, y) —z en (a, b, f(a, b)) 
es normal al piano 
tangente a z = f(x,y) 
en dicho punto. 
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ii ATENCION !! 


Asegurese de entender la diferencia entre la grafica de una fund on y 
una curva o superficie de nivel de dicha fund on ( vease la exposition 
que sigue a este ejemplo). Aquf, la superficie z = f(x, y) es la grafica 
de la fund on f, pero es tambien una superficie de nivel de una fun- 
cion diferente g. 


Algunas veces los estudiantes confunden las graficas de funciones con las curvas o superficies 
de nivel de dichas funciones. En el ejemplo anterior hablabamos de una superficie de nivel de la 
funcion g(x, y, z), que coincide con la grafica de una funcion diferente f(x, y). No hay que con- 
fundir esa superficie con la grafica de g, que es una hipersuperficie tridimensional en el espacio 
de cuatro dimensiones, cuya ecuacion es w = g[x, y, z). De forma similar, no hay que confundir 
el piano tangente a la grafica de f(x, y) (es decir, el piano obtenido en el ejemplo anterior) con 
la recta tangente a la curva de nivel de f(x, y) que pasa por el punto (a, b ) y que esta en el piano 
xy. En la ecuacion de esta recta solo intervienen x e y: f^a, bj(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) = 0. 


Ejemplo 8 


Calcule un vector tangente a la curva de interseccion de las superficies 


en el punto (-3, 2, 5). 


z = x 2 - y 2 y xyz + 30 = 0 


Solucion Las coordenadas del punto dado cumplen las ecuaciones de ambas superficies, por lo que di- 
cho punto esta en la interseccion de estas. Un vector tangente a esta curva en dicho punto sera perpendicu¬ 
lar a las normales a ambas superficies, es decir, a los vectores 


n! = V(x 2 - y 2 - z) 


n 2 = V(xyz + 30) 


= 2xi — 2yj — k 

(- 3 , 2 , 5 ) 

= (yzi + xzj + xyk) 


(- 3 , 2 , 5 ) 


= -6i - 4j - k 


(- 3 , 2 , 5 ) 


= 10i - 15j - 6k 


|(- 3 , 2 , 5 ) 

Por tanto, para obtener el vector tangente T podemos utilizar el producto vectorial de estas normales: 

i j k 

T = ni x n 2 = -6 -4 -1 

10 -15 -6 


= 9i 46j + 130k 


□ Observacion El paquete VectorCalculus de Maple define una funcion Gradient que toma 
^ una pareja de argumentos (una expresion y una lista de variables) y produce el gradiente de di¬ 
cha expresion con respecto a las variables: 

> with(VectorCalculus) : 

> f : = x~2+y~3+z~4; G : = Gr a d i e n t ( f, [x, y, z ] ) ; 

f: = x 2 + y 3 + z 4 
G : = 2xe x + 3y 2 e y + 4z 3 e z 

Aunque el resultado de G parece un vector, realmente es algo diferente, denominado campo vec¬ 
torial, que es una funcion vectorial de una variable vector. Este hecho se indica con las barras 
que aparecen sobre los vectores de la base de la salida. En los Capitulos 15 y 16 trataremos fre- 
cuentemente los campos vectoriales, por lo que aquf los consideraremos poco excepto para indi¬ 
car que la evaluacion de la funcion Gradient en un punto particular requiere la funcion e va I VF, 
que toma dos argumentos: un campo vectorial y un vector donde evaluarlo. 

> eval V F ( G, <2, 3, -1>) ; 

4e x + 27e y - 4e z 
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Observese que la sal i da es un vector, no un campo vectorial; no hay barras sobre I os vectores de 
la base. 

Si desearamos definir una fund on gradiente (que denominariamos grad) para obtener el va¬ 
lor anterior utilizando como entrada a gr ad(f) (2, 3, -1 ), podrfamos utilizer 

> grad : = g - >((u, v, w) - > 

> e v a I VF(Gradi ent(g, [x, y, z ] ) , <u, v, w>) ) ; 


Ejercicios 12.7 


En los Ejercicios 1-6, calcule: 

(a) El gradiente de las funciones dadas en los puntos 
indicados. 

(b) Una ecuacion del piano tangente a la grafica de las 
funciones dadas en los puntos cuyas coordenadas x ey 
se proporcionan. 

(c) Una ecuacion de la recta tangente, en los puntos 
indicados, a las curvas de nivel de las funciones dadas 
que pasan por esos puntos. 

1. fix, y) = x 2 - y 2 en (2, -1) 


2 . fix, y) = -—- en (1, 1) 

x + y 

3. fix, y) = en (1, 2) 

x x + y L 

4. fix, y ) = e xy en (2, 0) 

5. fix, y) = In (x 2 + y 2 ) en (1, -2) 

6. fix, y) = y/l + xy 2 en (2, -2) 

En los Ejercicios 7-9, calcule una ecuacion de los pianos 
tangentes a las superficies de nivel de las funciones dadas 
que pasan por los puntos indicados. 

7. fix, y, z) = x 2 y + y 2 z + z 2 en (1, - 1, 1) 

8. fix, y, z) = cos(x + 2y + 3z) en (^, n, 

9. fix, y, z) = ye _x 'senz en (0, 1, n/3) 

En los Ejercicios 10-13, calcule las tasas de cambio de las 
funciones dadas en los puntos indicados y en las 
direcciones especificadas. 

10. fix, y) = 3x — 4y en (0, 2) y en la direccion del vector 

-2i. 

11 . fix, y) = x 2 y en (-1, -1) y en la direccion del vector 

i + 2j. 


12 . flx.y) 

' j 


--en (0, 0) y en la direccion del vector 

1 +y 


13. fix, y) = x 2 + y 2 en (1, -2) y en la direccion que 
forma un angulo (positivo) de 60° con el eje x positivo. 


14. Sea fix, y) = In |r| con r = xi + yj. Demuestre que 

15. Sea fix, y, z) = |r| ", con r = xi + yj + zk. 

-nr 

Demuestre que Vf = +2 . 


16. Demuestre que, en terminos de coordenadas polares 
(r, 0) (siendo x = rcos0 e y = rsen 0), el gradiente de 
una funcion fir, 0) se expresa como 


Vf = 



1 8f - 

7 80 0 


siendo r un vector unitario en la direccion del vector 
de posicion r = xi + yj, y 0 un vector que forma un 
angulo recto con r en la direccion de 0 creciente. 


17. iEn que direcciones a partir del punto (2, 0) tiene la 
funcion fix, y) = xy una tasa de cambio de -1? 
iExisten direcciones en las que la tasa de cambio sea 
-3?iY -2? 


18. iEn que direcciones a partir del punto (a, b, c ) se 
incrementa la funcion fix, y, z) = x 2 + y 2 - z 2 con la 
mitad de su tasa maxima de incremento en dicho 
punto? 

19. Calcule Vf(a, b ) para la funcion diferenciable fix, y), 
dadas las derivadas direccionales 

®[\+\)/j 2 f < a ' V = y D ( 3 i- 4 j )/5 Ha, b) = 5 

20. Si fix, y) es diferenciable en (a, b), ique condicion 
deberian satisfacer los angulos fa y fa para que el 
gradiente Vf(a, b) se pudiera determinar a partir de los 
valores de las derivadas direccionales D ^ f(a, b) y 
D^fla.b)! 

21. La temperatura Tlx, y) de puntos en el piano xy se 
expresa como Tlx, y) = x 2 - 2y 2 . 

(a) Dibuje un diagrama de contornos de T que muestre 
algunas isotermas (curvas de temperatura constante). 
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(b) iEn que direccion deberia moverse una hormiga 
que estuviera en la posicion (2, -1) si deseara 
enfriarse tan rapidamente como fuera posible? 

(c) Si la hormiga se mueve en esa direccion con 
velocidad k (unidades de distancia por unidades de 
tiempo), icon que tasa experimentara la 
disminucion de temperatura? 

(d) iCon que tasa experimentaria la hormiga la 
disminucion de temperatura si se moviera desde el 
punto (2, -1) con velocidad k en la direccion del 
vector -i - 2j? 

(e) iA lo largo de que curva que pasa por el punto 
(2, -1) deberia moverse la hormiga para seguir 
experimentando una tasa maxima de enfriamiento? 

22. Calcule una ecuacion de la curva del piano xy que pasa 
por el punto (1, 1) y corta a todas las curvas de nivel 
de la fund on f(x, y) = x 4 + y 2 formando angulos 
rectos. 

23. Calcule una ecuacion de la curva del piano xy que pasa 
por el punto (2, -1) y corta a todas las curvas de nivel 
de la funcion x 2 y 3 = K formando angulos rectos. 

24. Calcule la derivada direccional segunda de e * 2_y2 en 
(a, b) / (0, 0) y en la direccion que se aleja 
directamente del origen. 

25. Calcule la derivada direccional segunda de 

f(x, y, z) = xyz en (2, 3, 1) y en la direccion del vector 

i-j-k. 

26. Calcule un vector tangente a la curva de interseccion 
de los cilindros x 2 + y 2 = 2 e y 2 + z 2 = 2 en el punto 
(1, -1, 1). 

27. Repita el Ejercicio 26 para las superficies 

x + y + z = 6y x 2 +y 2 + z 2 = 14 y el punto (1, 2, 3). 

28. La temperatura en el espacio tridimensional esta dada 
por 

T(x, y, z) = x 2 - y 2 + z 2 + xz 2 

En el instante t = 0 una mosca pasa por el punto 
(1, 1, 2), volando segun la trayectoria correspondiente 
a la interseccion de las superficies z = 3x 2 - y 2 y 
2x 2 + 2y 2 - z 2 = 0. Si la velocidad de la mosca es 7, 
ique tasa de cambio de temperatura experimentara en 
t = 0? 

29. Enuncie y demuestre una version del Teorema 6 para 
una funcion de tres variables. 

30. iCual es la superficie de nivel de 

f(x, y, z) = cos(x + 2y + 3z) que pasa por (n, n, n)l 


iCual es el piano tangente a esa superficie de nivel en 
ese punto? (Compare este ejercicio con el Ejercicio 8 
anterior). 

31. Si Vf(x, y) = 0 en el disco x 2 + y 2 < r 2 , demuestre 
que f(x, y) es constante en dicho disco. 

32. El Teorema 6 implica que la curva de nivel de f(x, y) 
que pasa por (a, b) es suave (tiene tangente) en (a, b), 
siempre que f sea diferenciable en (a, b) y cumpla que 
Vf(a, b) / 0. Demuestre que la curva de nivel no 
necesita ser suave en (a, b) si Vf(a, b) = 0. 

( Sugerencia: Considere f(x, y) =y 3 -x 2 en (0, 0)). 

33. Si v es un vector distinto de cero, exprese a D V (D V f) 
en funcion de las componentes de v y de las derivadas 
parciales segundas de f. iCual es la interpretacion de 
esta cantidad para un observador en movimiento? 

*34. Un observador se mueve de forma que su posicion, 
velocidad y aceleracion en el instante t se expresan 
como rtf) = x(t)i +ytf)j +ztf)k, vtf) = dr/cfty 
aft) = dv/dt. Si la temperatura en la vecindad del 
observador depende solo de la posicion, 

T = T(x, y, z), exprese la derivada segunda con 
respecto al tiempo de la temperatura tal como la 
mediria el observador en funcion de D v y D a . 


*35. Repita el Ejercicio 34, pero con T dependiendo 
explicitamente del tiempo ademas de la posicion: 
T = T(x, y, z, t). 


sen (xy) 

36. Sea f(x,y) = l/ x 2 +y 2 ' S ' 
(o, si 


(x, y) # (0, 0) 
(x, y) = (0, 0) 


(a) Calcule Vf(0, 0). 

(b) Utilice la definicion de derivada direccional para 
calcular D u f(0, 0), siendo u = (i +))/j2. 

(c) iEs f(x, y) diferenciable en (0, 0)? iPor que? 


37. 


Sea f(x, y) = 


f2x 2 y/(x 4 + y 2 ), 

jo, 


si 

si 


(X, y) # (0, 0) 
(x, y) = (0, 0) 


Utilice la defi nicion de derivada direccional como 
limite (Definicion 7) para demostrar que D u f(0, 0) 
existe para todo vector unitario u = ui + v\ del piano. 
Concretamente, demuestre que D u f(0, 0) = 0 si 
v = 0, y que D u f(0, 0) = 2 u 2 /v si v # 0. Sin embargo, 
como se demostro en el Ejemplo 4 de la Seccion 12.2, 
f(x, y) no tiene limite cuando (x, y) -> (0 0), por lo 
que no es continua aquf. Incluso aunque una funcion 
tenga derivadas direccionales en todas las direcciones 
desde un punto, puede no ser continua en dicho punto. 
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12.8 


Funciones imphcitas 


AI estudiar el calculo de funciones de una variable, encontramos ejemplos de funciones que se 
definfan implfcitamente como soluciones de ecuaciones de dos variables. Supongamos, por 
ejemplo, que F(x, y) = 0 es una de esas ecuaciones. Supongamos tambien que el punto (a, b) 
satisface la ecuacion, y que F tiene derivadas parciales primeras continuas (y, por tanto, es dife- 
renciable) en todos los puntos proximos a (a, b). iSe puede despejar y como funcion de x en la 
ecuacion, cerca del punto (a, b)? Es decir, 4 existe alguna funcion y(x) definida en algun intervalo 
/ = (a - h, a + h) (siendo h > 0 ) que cumpla que y(a) = b, y tal que 


Fix, y(x)) = 0 


se cumpla para todo x en el intervalo /? Si existe tal funcion y(x), podemos intentar calcular su 
derivada en x = a, diferenciando la ecuacion F(x, y) = 0 implfcitamente con respecto a x y eva- 
luando el resultado en (a, b): 

dy 

F i(x, y) +F 2 (x, y)f x = 0 

de forma que 


dy = _ F 3 (a, b) 
dx x=a F 2 (a, b)' 


siempreque F 2 (a,b)=t 0 


Observese, sin embargo, que la condicion F 2 (a, b) ^ 0 requerida para el calculo dey'(a) garanti- 
za en si misma que la solucion y(x) existe. Esta condicion, junto con la diferenciabilidad de 
F(x, y) cerca de (a, b), implica que la curva de nivel F(x, y) = F(a, b) tiene una tangente no 
vertical cerca de (a, b), por lo que alguna parte de la curva de nivel cerca de (a, b) debe ser la 
grafica de una funcion de x (vease la Figura 12.29; la parte de la curva F(x, y) = 0 en el disco 
sombreado centrado en P 0 = (a, b) es la grafica de una funcion y(x) porque cualquier recta verti¬ 
cal cruza cualquier parte de la curva solo una vez. Los unicos puntos de la curva donde no se 
puede dibujar un disco con esa propiedad son 1/ 1; l / 2 y V 3 , donde la curva tiene una tangente 
vertical, es decir, donde F 2 (x, y) = 0). Este es un caso especial del Teorema de la Funcion Implf- 
cita, que enunciaremos de forma mas general posteriormente en esta seccion. 



Figura 12.29 La ecuacion f(x, y) = 0 permite despejar y como funcion de x cerca 
de P 0 0 cerca de cualquier otro punto, excepto los tres donde la curva 
tiene tangente vertical. 


Cuando la ecuacion es de varias variables, la situacion es similar. Por ejemplo, podemos pre- 
guntarnos si la ecuacion 

F(x, y, z) = 0 

define z como funcion de x e y (es decir, z = z(x, y)) cerca de algun punto P 0 con coordenadas 
(x 0 , y 0 , z 0 ) que cumpla la ecuacion. Si es asf, y si las derivadas parciales primeras de F son conti¬ 
nuas cerca de P 0 , entonces se pueden obtener las derivadas parciales de z en (x 0 , y 0 ) mediante 
diferenciacion implfcita de la ecuacion F(x, y, z) = 0 con respecto a x ey: 

F i(x, y, z) + F 3 (x, y, z) ^ = 0 y F 2 (x, y, z) + F 3 (x, y, z) ^ = 0 
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de forma que 


dz 

dx 


(x 0 ,y 0 ) 


F i(xq, y 0 , z 0 ) 

F 3(^01 y 0 , z o) 


y 


dz 

dy 


l(*o. Yo) 


F 2(^01 Yo> z o ) 
F 3U0 1 y 0 , z o) 


siempre que F 3 (x 0 , y 0l z 0 ) / 0. Como F 3 es la componente z del gradiente de F, esta condicion 
implica que la superficie de nivel de F que pasa por el punto P 0 no tiene un vector normal hori¬ 
zontal, por lo que no es vertical (es decir, no es paralela al eje z). Por tanto, parte de la superficie 
cerca de P 0 debe ser de hecho la grafica de una fund on z = z(x, y). De forma similar, en F(x, y, 
z) = 0 se puede despejar x como funcion dey y z cerca de los puntos donde F 1 ^ 0 y y = y(x, z) 
cerca de los puntos donde F 2 ¥= 0 . 


Ejemplo 1 


iCerca de que puntos de la esfera x 2 + y l 
en funcion de x e y? Calcule dz/dx y dz/dy en esos puntos. 


z - 1 se puede despejar en dicha ecuacion z 


Solucion La esfera es la superficie de nivel F(x, y, z) = 0 de la funcion 

F (x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - 1 


En la ecuacion anterior se puede despejar z = z(x, y) cerca de P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ), siempre que P 0 no este en el 
ecuador de la esfera, es decir, en la circunferencia x 2 + y 2 = 1, z = 0. El ecuador esta formado por aque- 
I los puntos que cumplen F 3 (x, y, z) = 0. Si P 0 no esta en el ecuador, entonces esta en el hemisferio superior 
0 en el inferior. El hemisferio superior tiene como ecuacion z = z(x, y) = Jl - x 2 - y 2 , y el inferior tiene 
como ecuacion z = z(x, y) = -Jl - x 2 - y 2 . 

Si z # 0, se pueden calcular las derivadas parciales de la solucion z = z(x, y), diferenciando implicita- 
mente la ecuacion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1: 

dz dz x 

2x + 2z — = 0 , por lo que — = — 

3x 5x z 


dz 

2y + 2z — = 0, 
ay 


az y 

por lo que — = — 
ay z 


Sistemas de ecuaciones 

La experiencia con ecuaciones lineales nos demuestra que estos sistemas de ecuaciones se po- 
dran resolver de forma general cuando haya tantas variables como ecuaciones en el sistema. Por 
tanto, podemos esperar que una pareja de ecuaciones en varias variables determinen dos de di- 
chas variables en funcion de las restantes. Por ejemplo, podfamos esperar que las ecuaciones 

fF(x, y, z, 1 / 1 /) = 0 
(G(x, y, z, w) = 0 

posean, cerca de algun punto que las satisfaga, soluciones de una 0 mas de las formas 
jx = x(z, 1 / 1 /) jx = x(y, 1 / 1 /) jx = x(y, z) 

(y = y(z, 1 / 1 /) (z = z(y, 1 / 1 /) [ 1 / 1 / = 1 / 1 /(y, z) 

fy = y(x, w) fy = y(x, z) fz = z(x, y) 

[z = z(x, 1 / 1 /) [ 1 / 1 / = i/i/(x, z) [ 1 / 1 / = 1 / 1 /(x, y) 

A Ilf donde existan tales soluciones, podemos diferenciar el sistema dado implicitamente para ob- 
tener derivadas parciales de las soluciones. 

Si tenemos una ecuacion simple F(x, y, z) = 0 y deseamos calcular dx/dz, estamos entendien- 
do quex es una funcion de las restantes variables y y z, por lo que no hay posibilidad de equivo¬ 
cate a la hora de decidir que variable hay que mantener constante en el calculo de la derivada 
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parcial. Sin embargo, supongamos que deseamos calcular dx/dz dado el sistema F(x, y, z, w) = 0, 
G(x, y, z, i n) = 0. Esto implica que x es una de las variables dependientes, y que z es una de las 
variables independientes, pero no implica cual de las otras dos variables u y w es la variable de- 
pendiente y cual la independiente. En pocas palabras, ia cual de las situaciones 

jx = x(z, w) ix = x(y, z) 

[y = y(z, i/i/) ^ [ 1 / 1 / = i/i/(y, z) 

nos estamos enfrentando? Tal como se plantea, la pregunta es ambigua. Para evitar esta ambi- 
giiedad podemos especificar en la notacion de la derivada parcial que variable se tomara como 
la otra variable independiente y, por tanto, permanecera fija durante la diferenciacion. A si, 



implica la interpretacion 
implica la interpretacion 


fx = x(z, l/l/) 
(y = y(z, w) 
X = x(y, z) 
1 / 1 / = i/i/(y, z) 


Ejemplo 2 


Dadas las ecuaciones F(x, y, z, w) = 0 y G(x, y, z, iv) = 0, donde F y G tienen derivadas 
parciales primeras continuas, calcule ( dx/8z) w . 


Solucion Diferenciamos las dos ecuaciones con respecto a z, considerando x e y como funciones de z y 
w, y manteniendo por tanto fija iv: 


8x dy 
Fl dz + Fl dz 


F, = 0 


dx dy 

Gi y Z + G2 Jz + G ^° 


Notese que los terminos F 4 (3w/5z) y G A (dw/dz) no estan presentes, porque iv y z son variables independien¬ 
tes, y iv se mantiene fija durante la diferenciacion. La pareja de ecuaciones anterior es lineal en dx/dz y 
dy/dz. Eliminando dy/dz (utilizando la Regia de Cramer, Teorema 6 de la Seccion 10.6), obtenemos 

\dzj w F jG 2 F 2 G i 

A la luz de los ejemplos considerados anteriormente, no debe sorprendernos que la no anulacion del deno- 
minador F jG 2 ^ F 2 G i en algun punto P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 , iv 0 ) que cumpla el sistema F = 0, G = 0 sea sufi- 
ciente para garantizar que el sistema tiene de hecho una solucion de la forma x = x(z, w), y = y(z, iv) cerca 
de P 0 . Sin embargo, no intentaremos demostrar aqui este hecho. 


Sean x, y, u y v variables relacionadas por las ecuaciones 

u = x 2 + xy - y 2 


Ejemplo 3 


= 2 xy + y 2 

Calcule (a) (dx/du) v y (b) (dx/du) y en el punto dondex = 2 ey = -1. 

Solucion 

(a) Para calcular (dx/du) v consideraremos x ey como funciones de u y v y diferenciaremos las ecuaciones 
dadas con respecto a u, manteniendo v constante: 

du dx dy 

1 = - = 2 x + y - + x - 2 y / 
du du du 

dv dx dy 

° = T- = 2 y T- + (2x + 2 y) f 

du du du 
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En x = 2, y = -1, tenemos que 


dx 8y 

l=3-+4/ 
dll dll 


dx dy 

°= - 2 —+ 2 / 
du du 


Eliminando dy/du se Mega al resultado ( dx/du) v = 1/7. 

(b) Para calcular (dx/du) y , consideraremos xy v como funciones dey y u y diferenciaremos las ecuaciones 
dadas con respecto a u, manteniendo y constante: 


du dx 

1 = — = (2x + y) -, 
du du 


dv dx 


En x = 2, y = -1, la primera ecuacion produce inmediatamente (dx/du) y = 1/3. 


Sucede a menudo que las variables independientes en un problema surgen claramente del con- 
texto, o bien se pueden escoger desde el principio. En cualquier caso, no se producira armbigiie- 
dad, y podremos omitir de forma segura los subindices que muestran que variables se mantienen 
constantes. El siguiente ejemplo esta extrafdo de la termodinamica de un gas ideal. 


Ejemplo 4 


(Cambios reversibles en un gas ideal) El estado de un sistema cerrado que contiene n 
moles de un gas ideal se caracteriza por tres variables de estado (presion, volumen y temperatura, P,VyT, 
respectivamente), que satisfacen la ecuacion de estado de un gas ideal: 


PV = nRT 


donde R es la constante universal de los gases. Esta ecuacion se puede considerar como la definicion de 
una de las tres variables en funcion de las otras dos. La energia interna, E, y la entropia, S, del sistema son 
magnitudes termodinamicas que dependen de las variables de estado, y que por tanto se pueden expresar en 
funcion de dos cualesquiera de dichas variables P, V y T. Escojamos V y T como variables independientes y 
escribamos, por tanto, E = E(V, T) y S = S(V, T). Para procesos reversibles en el sistema, la primera y se- 
gunda ley de la termodinamica implican que los cambios infinitesimales de estas magnitudes deben satisfa- 
cer la ecuacion diferencial 


T dS = dE + P dV 


Deduzca que, para tales procesos, E es independiente de V y depende solo de la temperatura T. 

Solucion Calcularemos los diferenciales dS y dE y los sustituiremos en la ecuacion diferencial. Se obtiene 


as 

dV 


as 


ar 


dE 


dE 


dv + — dT ) = — dV + — dT + P dv 


dV 


dT 


Dividiendo por T, sustituyendo P/T por nR/V (de la ecuacion de estado) y agrupando coeficientes de dV y 
dT en los miembros opuestos de la ecuacion, se obtiene 


/as 1 dE nR\ 
\dV ~ TdV ~ Vj dV 


1 dE 
T dT 



dT 


Como dV y dT son variables independientes, ambos coeficientes deben anularse. Por consiguiente, 

as _ 1 dE nR 
dV~TdV + V 

dS _ l dE 
dT ~ T dT 



CAPITULO 12. Diferenciacion parcial 815 


Diferenciamos ahora la primera de esas ecuaciones con respecto a T y la segunda con respecto a I/. Utili- 
zando la igualdad de las derivadas parciales mixtas tanto de S como de E, se obtiene el resultado deseado: 


8 

(\ 8E nR\ 

8 2 S 

8 2 S 

8 

(18E\ 

ffT 

lr av + V) 

1 8T8V 

~ 8V8T 

~8V l 

It 8t 


-18E 1 d 2 E _1 5 2 E 

T t 8V + T 8T8V ~ T 8V8T 


Se deduce entonces que 8E/8V = 0, por lo que E es independiente de I/. 


Determinantes jacobianos 

Las derivadas parciales que se obtienen mediante diferenciacion implicita de sistemas de ecua¬ 
ciones son fracciones cuyos numeradores y denominadores se pueden expresar con comodidad 
en funcion de ciertos determinantes denominados jacobianos. 


DEFIIMICION 8 


El determinante jacobiano (o simplemente el jacobiano) de las funciones u = u(x, y) y 
v = v[x, y ) con respecto a las variables xey.es el determinante 


d(u, v) 
d(x, y) 


8u 

dx 

dv 

dx 


du 

dy 

dv 

dy 


De forma similar, el jacobiano de las funciones F(x, y, 
variables xey.es el determinante 


d(F, G ) 
d(x, y) 


dF_ 

dx 

dG 

dx 


8F_ 

dy 

dG 

dy 


F i 

Gi 


y G(x, y, ...), con respecto a las 


F 2 
G 2 


La definicion anterior se puede ampliar inmediatamente al jacobiano de n funciones (o variables) 
con respecto a n variables. Por ejemplo, el jacobiano de las funciones F, G y Ft con respecto a 
las variables x, y y z es el determinante 


d(F, G, H) 
d(x, y. z) 


F i F 2 F 3 
G j G 2 G 3 
Hj H 2 H 3 


Los jacobianos son los determinantes de las matrices jacobianas cuadradas correspondientes a 
transformaciones de IR n en IR n , que se presentaron previamente en la Seccion 12.6. 


Ejemplo 5 


En terminos de jacobianos, el valor de ( 8x/8z) w obtenido a partir del sistema de ecuaciones 


F (x, y, z, w) = 0, G (x, y, z, iv) = 0 
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en el Ejemplo 2, se puede expresar de la forma 

d(F,G) 

/8x\ _ 8(z,y) 

\8z) w ~ 8(F, G) 

8(x, y) 

Observese la pauta. El denominador es el jacobiano de F y G con respecto a las dos variables dependientes, 
x e y. El numerador es el mismo jacobiano, salvo que la variable dependiente x ha sido sustituida por la 
variable independiente z. 


La pauta observada anteriormente es general. La enunciaremos formalmente en el Teorema de la 
Funcion Implfcita que sigue. 


El Teorema de la Funcion Implfcita 

El Teorema de la Funcion Implfcita garantiza que, en ciertas circunstancias, se pueden despejar 
ciertas variables de sistemas de ecuaciones en funcion de otras variables, y proporciona una for¬ 
mula de las derivadas parciales de las funciones solucion. Antes de enunciarlo, consideraremos 
un ejemplo ilustrativo simple. 


Ejemplo 6 


Considere el sistema de ecuaciones lineales 


F(x, y, s, t) = a : x + byy + CxS + d^ + ex = 0 


G (x, y, s, t) = a 2 x + b 2 y + c 2 s + d 2 t + e 2 = 0 


Este sistema se puede expresar de forma matricial: 



siendo 


si = 





Las ecuaciones permiten despejar x e y como funciones de s y t, siempre que det(.sJ) # 0; esto implica la 
existencia de la matriz inversa si 1 (Teorema 4 de la Seccion 10.6), por lo que 



Observese que det(^) = 8(F, G)/8(x,y), por lo que la no anulacion de este jacobiano garantiza que se pue¬ 
den despejar x e y de las ecuaciones. 


TEOREMATeorema de la Funcion Implfcita 

Consideremos un sistema de n ecuaciones con n + m variables, 

'F { d(Xi, x 2 . x mi yx, y 2 . y n ) = 0 

*2 . x m . Yi- y 2 . y n ) = o 

F(n)Ui. *2 . x m , y lf y 2 . y n ) = 0 

y un punto P 0 = (a v a 2 . a m , b x , b 2 , ..., b n ) que satisface el sistema. Supongamos que 

todas las funciones F (/) tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a todas 
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las variables Xj y y k , (/' = 1,n, j = 1,m, k = 1, n), cerca de P 0 . Finalmente, supon- 
gamos que 


d(F (1)» F (2)> ■■■» F (n)) 

3(yi, y 2 .y n ) 


7^0 

Po 


Entonces, se pueden despejar en el si sterna las variables y 1( y 2 .y n como fund ones de 

x lt x 2 . x m cerca de P 0 . Es decir, existen funciones 


4>i[xi, ..., x m ), 4> n [x i, x m ) 


tales que 


<Pj[a .. aj = bj, (j = 1. n) 

y tales que las ecuaciones 


F (i) 

= (Xi, 

■■■- x m , 4>\{xi, 

..., X m ), . 

I—1 

xj) 

F ( 2) 

= (Xi, 

■ ■■> x m , <pi(xi, 

..., x m ), . 

I—1 

xj) 

F (n) 

= (Xi, 

■■■' x m> 0l( x l> 

..., x m ), . 

■- 0n(x 1 , 

xj) 


se cumplen para todo (xj.xj lo suficientemente cerca de (a 1( aj. 

Ademas, 


8<h _ | 

fdy,) 

d(F (i), F (2 ), F (n) ) 

, _ 3(yi. Xj .y n ) 

dxj 1 

W 

x, x,-,,x, + 1 Xm d (F( 1). F(2) . F {n] ) 

s(yi . Yi . y„) 




Observacion La formula de las derivadas parciales es una consecuencia de la Regia de 
Cramer (Teorema 6 de la Seccion 10.6) aplicada a las n ecuaciones lineales con n incognitas 
dyJdXj, .... dyJdXj, obtenidas diferenciando cada una de las ecuaciones del sistema dado con res- 
pecto a Xj. 


Ejemplo 7 


Demuestre que el sistema 


fxy 2 + xzu + yv 2 = 3 
[x 3 yz + 2xv - u 2 v 2 = 2 


se puede resolver, obteniendose ( u, v) como una funcion (vectorial) de (x, y, z) cerca del punto P 0 tal que 
(x, y, z, u, v) = (1, 1, 1, 1, 1), y calcule el valor de dv/dy de la solucion en (x, y, z) = (1, 1, 1). 


Solucion 


Sea 


fF(x, y, z, u, v) = xy 2 + xzu + yv 2 - 3 

■L, . , ^ , , ^.Entonces, 

(G (x, y, z, u, v) = x yz + 2xy - u v - 2 


8(F, G ) 


xz 2yo 


1 2 

8(u, v) 

P 0 

— 2uy 2 2x - 2 u 2 v 

Po 

-2 0 


Como este jacobiano no es cero, el Teorema de la Funcion Implicita nos asegura que las ecuaciones dadas 
se pueden resolver, obteniendose u y v como funciones de x, y y z, es decir, como (u, v) = f(x, y, z). Dado 
que 


dlF, G) 


xz 2 xy + u 2 


1 3 

8(u, y) 

Po 

— 2uv 2 x 3 z 

Po 

-2 1 
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tenemos 



d(F, G) 
8{u, y) 
8(F, G) 
d(u, v) Po 


7 

4 


Observacion Si lo que hubieramos deseado en este ejemplo hubiera sido calcular dv/dy, ha- 
bria sido mas facil utilizar la tecnica del Ejemplo 3 y diferenciar directamente las ecuaciones 
dadas con respecto a y, manteniendo x y z fijas. 

BggnTO gppj Si en las ecuaciones x = u 2 + v 2 e y = uv se despejan u y v en funcion de x e y, calcule, 
donde sea posible, 


dil du dv dv 

dx' 8y' 8x ^ 8y 

8(u, v) 18(x, y) 

A partir de aqui, demuestre que —-- = 1 / —-- 

8(x, y) I 8(u, v) 

Solucion Las ecuaciones dadas se pueden expresar de la forma 

F(u, v, x, y) = u 2 + v 2 - x = 0 

G(u, v, x, y) = uv - y = 0 

Sea 


, suponiendo que el denominador no es cero. 


J = 


8(F, G) 
8(u, v) 


2 u 2v 
v U 


= 2 (u 2 


v 2 ) = 


8(x, y) 
8(u, v) 


Si u 2 # v 2 , entonces) / 0 y podemos calcular las derivadas parciales requeridas: 


Por consiguiente, 


8u 

1 

d(F, 

_G) _ 

1 


2v 

u 

dx 

7 

d(x, 

v) 


0 

u 

~ 2(u 2 - v 2 ) 

8u 

1 

d(F, 

_6) _ 

1 

0 

2v 

— 2v 

8y 

7 

8(y, 

v) 


-1 

u 

~ 2(u 2 - v 2 ) 

dv 

i 

d(F, 

G ) 

1 

2 u 

-1 

— v 

8x 

7 

d(u, 

x) " 

7~ 

V 

0 

- 2(u 2 - V 2 ) 

dv 

i 

d(F, 

G) 

i 

2 u 

0 

2 u 

8y 

J 

d(u, 

y ) " 


V 

-1 

~ 2(u 2 - v 2 ) 

d(u, 

c) 

1 

u 

— 2v 

J 


1 1 

d[x, 

7) 

= P 

— V 

2 u 

r 

! J d(x, y) 


8(u, v) 


Observacion Notese en el ejemplo anterior que du/dx ^ 1 /(dx/du). Debe contrastarse este ca- 
so con la situacion de una sola variable donde, si y = f(x) y dy/dx 0 , entonces x = f 1 (y) y 
dx/dy = 1 /(dy/dx). Esta es otra razon para distinguir entre d y d. Es el jacobiano, en vez de cual- 
quier derivada parcial simple, el que toma el lugar de la derivada ordinaria en estas situaciones. 
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Observacion Consideremos brevemente el caso general de transformaciones invertibles de 
R n en U n . Supongamos que y = f(x) y z = g(y) son dos funciones de R" en R" cuyos compo- 
nentes tienen derivadas parciales primeras continuas. Como se demostro en la Seccion 12.6, la 
Regia de la Cadena implica que 


/dz ! 

dzA 


/dzi 

dzA 


/dyi 

dyA 

'dx,. 

8x n ] 


i—i 

^ • 

CO 

dy n 


hx 1 

8x n \ 

i Sz n 

dZn, 


i dz n 

fen , 


i dy n 

djnj 

\pXi 

dXnl 


Wi 

syj 


\dXi 

dxj 


La expresion anterior es exactamente la Regia de la Cadena aplicada a la composicion 
z = g(f(x)). Del Teorema 3(b) en la Seccion 10.6 se deduce que los determinantes de estas ma¬ 
trices deben cumplir una ecuacion similar: 

d(zi-z„) 8(z 1 ■■■z n ) d(y 1 ■■■y n ) 
d{xi — x„) 8(yi ■■■y n ) d(x 1 ■■■x n ) 

Si f es uno a uno y g es la inversa de f, entonces z = g(f(x)) = x, y d(z 1 ---z n )/d(x 1 ---x n ) = 1, el 
determinante de la matriz identidad. Por consiguiente, 


I—1 

<o 

-Xn) 1 

I—1 

<o 

-y„) d(y 1 -y„) 


dfa — x„) 


De hecho, la no anulacion de ninguno de estos determinantes es suficiente para garantizar que f 
es uno a uno y tiene inversa. Este es un caso especial del Teorema de la Funcion Implicita. 

Los jacobianos apareceran de nuevo al estudiar transformaciones de coordenadas en integra¬ 
ls multiples, en el Capitulo 14. 


Ejercicios 12.8 


En los Ejercicios 1-12, calcule las derivadas indicadas de 
las ecuaciones dadas. iQue condicion sobre las variables 
garantizara la existencia de una solucion que tenga la 
derivada indicada? Suponga que las tres funciones 
generales F, G y H tienen derivadas parciales primeras 
continuas. 


1. 


U A - 

— si xy + x y = 2 
dy 


8x , 

2 . — si xy-y-z 
dy 


3. 


— si z + xy 
dy 


xz 

y 


4. 


dy_ 

dz 


si e 


yz 


x 2 z I n y = n 


5. 


— si x 2 y 2 + y 2 z 2 + z 2 t 2 + t 2 w 2 - xw = 0 
dw 


6 . 


dy 

dx 


si F(x, y, x 2 - y 2 ) = 0 


7. 


du 

dx 


si G (x, y, z, u, v) = 0 


8 . 


9. 


dz 

dx 

d\N 

~dt 


si F (x 2 - z 2 , y 2 + xz) = 0 


si FI(u 2 w, v 2 t, wt) = 0 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


si xyuv = lyx + y + u + c = 0 

U 

si x 2 + y 2 + z 2 + w 2 = 1, y 

Z 

x + 2y + 3z + 4w = 2 

du , , , , , 

— si x y + y u - u = 0 y x + yu = 1 

UA 

Si x = u 3 + v 3 e y = uv - v 2 se resuelven expresando 
u y v en funcion de x e y, calcule 

du du dv dv d(u, v) 

dx' dy' dx' dy ^ d(x, y) 

en el punto donde u = 1 y v = 1. 
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14. iCerca de que puntos ( r , s) puede resolverse la 
transformacion 

x = r 2 + 2s, y = s 2 - 2r 

obteniendose rys como funciones de x e y? Calcule 
los valores de las derivadas parciales primeras de la 
solucion en el origen. 

15. Calcule el jacobiano 8(x, y)/8(r, 0) de la transformacion 
a coordenadas polares x = r cos9, y = rsenO. iCerca 
de que puntos (r, 6) es la transformacion uno a uno y 
por tanto invertible, permitiendo obtener r y 6 como 
funciones de x e y? 

16. Calcule el jacobiano 8(x, y, z)/8(p, </>, 0), siendo 

x = psen 0cos0, y = psen 0sen 0 y z = pcos (f> 

Las expresiones anteriores son la transformacion de 
coordenadas cartesianas a coordenadas polares 
esfericas en el espacio tridimensional, que aparecera en 
la Seccion 14.6. iCerca de que puntos es la 
transformacion uno a uno y por tanto invertible, 
permitiendo expresar p, <j> y 0 como funciones de x, y y z? 

17. Demuestre que las ecuaciones 

fxy 2 + zu + v 2 = 3 
<x 3 z + 2y - uv = 2 
(xu + yv - xyz = 1 

se pueden resolver, expresando x, y y z como funciones 
de u y v cerca del punto P 0 tal que (x, y, z, u, v) = 

(1, 1, 1, 1, 1), y calcule ( 8y/8u) v en (u, v) = (1, 1). 

„„ „ t , fxe y + uz - cos v = 2 

18. Demuestre que las ecuaciones < , , 

(u cosy + x v - yz = 1 

se pueden resolver, expresando u y v como funciones 
de x, y y z cerca del punto P 0 tal que (x, y, z) = 

= (2, 0, 1) y (u, v) = (1, 0), y calcule (8u/8z) x y 
en (x, y, z) = (2, 0, 1). 

19. Calcule dx/dy para el sistema 

F (x, y, z, w) = 0, G (x, y, z, w) = 0, H (x, y, z, w) = 0 

20. Dado el sistema 

F(x, y, z, u, v) = 0 
G (x, y, z, u, v) = 0 
H (x, y, z, u, v) = 0 

icuantas posibles interpretaciones existen para <3x/3y? 
Evaluelas. 

21 . Dado el sistema 

FUi, x 2 .x 8 ) = 0 

G (x h x 2 .x 8 ) = 0 

H (x h x 2 .x 8 ) = 0 

icuantas posibles interpretaciones existen para la 

8x i / dxA 

derivada parcial —? Calcule — 

Sx 2 \3X 2 /x 4 ,x 6 ,x 7 ,x 8 


22. Si F(x, y, z) = 0 determina z como funcion de x e y, 
calcule dh/Sx 2 , 8 2 z/8x8y y dh/dy 2 en funcion de las 
derivadas parciales de F. 

23. Si x = u + v, y = uv y z = u 2 + c 2 define z como 
funcion de x e y, calcule 8z/8x, 8z/8y y 8 2 z/8x8y. 


24. 


25. 


Un cierto gas satisface la ley pV = T - siendo 

p = presion, 1/ = volumen y T = temperatura. 

(a) Calcule 8T/dp y 8T/8V en el punto donde 
p = V = 1 y T = 2. 

(b) Si las medidas de p y V producen p = 1 ± 0.001 y 
1/ = 1 ± 0.002, calcule el error maximo 
aproximado al obtener 7 = 2. 


Si F(x, y, z) = 0, demuestre que 


—t 

dxj, 


= -1. Obtenga resultados 


analogos para F(x, y, z, u) = 0 y para 
F(x, y, z, u, c) = 0. iCual es el caso general? 


*26. Si se resuelven las ecuaciones F(x, y, u, v) = 0 y 
G (x, y, u, u) = 0, expresando x e y como funciones de 
u y v, demuestre que 

8(x, y) _8(F, G) 18{F, G) 

8(u, v) 8(u, v ) / <9(x, y) 


*27. Si se resuelven las ecuaciones x = f(u, v), y = g(u, v), 
expresando u y v como funciones de x e y, demuestre 
que 


8(u, v) 
8(x, y) 


= 1 


!8(x, y) 
8(u, v) 


Sugerencia: Utilice el resultado del Ejercicio 26. 


*28. Si x = f(u, v), y = g(u, v), u = h(r, s) y v = k(r, s), 
entonces x e y se pueden expresar como funciones de 
rys. Verifique por calculo directo que 
8(x, y) 8(x, y) 8(u, v) 

8(r, s) 8(u, v) 8(r, s) 

que es un caso especial de la Regia de la Cadena para 
jacobianos. 

*29. Se dice que dos funciones, f(x, y) y g(x, y), son 
funcionalmente dependientes si una de ellas es 
funcion de la otra; es decir, si existe una funcion de 
una sola variable k(t) tal que f(x, y) = k(g(x, y)) para 
todo x e y. Demuestre que en este caso 8( f, g)/8(x, y) 
se anula. Suponga que existen todas las derivadas 
necesarias. 

*30. Demuestre lo contrario del Ejercicio 29 como sigue: 
sean u = f(x, y) y v = g(x, y), y suponga que 
8(u, v)/8(x, y) = 8(f, g)/8(x, y) es identicamente nula 
para todo x e y. Demuestre que (8u/8x) v es 
identicamente nula. A partir de aqui u, considerada 
como funcion de x y v, es independiente de x; es 
decir, u = k(v) para alguna funcion k de una variable. 
iPor que implica esto que f y g son funcionalmente 
dependientes? 
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12.9 


Aproximaciones mediants series de Taylor 


Como en el caso de fund ones de una variable, las representaciones mediante series de potencias 
y sus sumas parciales (polinomios de Taylor) proporcionan un metodo eficiente para determinar 
el comportamiento de una funcion suave de varias variables en las proximidades de un punto de 
su dominio. En esta seed on presentaremos brevemente la extension de las series de Taylor a este 
tipo de funciones. Como es habitual, realizaremos el desarrollo para funciones de dos variables, 
siendo dara la extension al caso de mas variables. 

Para empezar, recordaremos la formula de Taylor para una funcion F(x) con derivadas conti- 
nuas hasta orden n + 1 en el intervalo [a, a + h]\ 


F(a + h) = F(a) + F'(a)h + 


F"(a) 

2 ! 


h 2 + • •• + 


n! (n + 1)! 


siendo X algun numero comprendido entre a y a + h (el ultimo termino de la formula es la for¬ 
ma de Lagrange del resto). En el caso especial de a = 0 y h = 1, esta formula se convierte en 


F(l) = F(0) = F'(0) 


F"(0) F (n) ( 0) F in+1] (6) 

2! + + n\ + (n + 1)! 


para algun valor 6 entre 0 y 1. 

Supongamos ahora que f(x, y) tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n + 1 en 
todos los puntos de un conjunto abierto que contiene al segmento que une a los puntos (a, b) y 
(a + h, b + k) de su dominio. Se puede obtener la formula de Taylor para f(a + h, b + k) en 
potencias de h y k aplicando la formula de una variable presentada anteriormente a la funcion 

F(t) = f(a + th, b + tk), 0 ^ t ^ 1 


Es evidente que F(0) = f(a, b) y F(1) = f(a + h, b + k). Calculemos algunas derivadas de F: 


F'(t) = hf^a + th, b + tk) + kf 2 (a + th, b +tk) 


F”(t) = h 2 f u (a + th, b + tk) + 2hkf u (a + th, b + tk) 
+ k 2 f 22 (a + th, b + tk) 

F'"[t ) = (h 3 f lu + 3h 2 kf lu + 3hk 2 f U2 + k 3 f 222 ) 


| (a + th.b + tk) 


El patron de coeficientes es bastante obvio, pero la notacion, en la que intervienen subindices 
para indicar las derivadas parciales de f, se hace mas y mas compleja a medida que crece el 
orden de las derivadas. La notacion se puede simplificar bastante utilizando D 1 f y D 2 f para in¬ 
dicar las derivadas parciales primeras de f con respecto a su primera y segunda variable. Como 
h y k son constantes y las derivadas parciales mixtas se pueden conmutar (D 1 D 2 f= D 2 D 1 f), te- 
nemos que 

h 2 D\f+ 2hkD 1 D 2 f + k 2 D 2 2 f= (hD 1 + kD 2 ) 2 f 


y asf sucesivamente. Por tanto, 


F'(t) = (hD 1 + kD 2 ) f(a + th, b + tk) 
F"[t) = (hD 1 + kD 2 ) 2 f[a + th,b + tk) 
F"'(t) = ( hD ! + kD 2 ) 3 f(a + th, b + tk) 


F im) (t) = (hD 1 + kD 2 ) m f(a + th, b + tk) 
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En particular, F (m) ( 0) = (hD 1 + kD 2 ) m f(a, b). Entonces, la formula de Taylor f(a + h, b + k) es 
f(a + h, b + k) = £ (hD 1 + kD 2 ) m f(a, b) + R n (h, k) 

m = 0 m ■ 
n m 

= I I C mj D[D 2 ~ J f(a, bWk m -J + R n (h, k) 

m = 0 j = 0 


Notese que (hD 1 + kD 2 ) m f(a, b) significa ((/iD : + kD 2 ) m f(\ {ab) , no ( hD 1 + kD 2 ) m (f(a, b)), que 
seria cero. 


donde, utilizando el desarrollo binomial, tenemos 

1 /m\ _ 1 m! _ 1 

^ mi m\\j) m\ j\(m - j)\ j\(m-j)\ 

y donde el termino de resto se expresa como 


R n (h, k) = ^ — (hDi + kD 2 ) n+1 f(a + 8h, b + 6k) 

para algun valor 6 comprendido entre 0 y 1. Si f tiene derivadas parciales de todos los ordenes y 

lim R n (h, k) = 0 


entonces f(a + h, b + k) se puede expresar como una serie de Taylor en potencias de h y k: 


f(a + h, b + k) 


oo m ^ 

m?o y ?0 j'-(m-j)! 


D[D?- J f(a, bjh'r-i 


Como en el caso de funciones de una variable, el polinomio de Taylor de grado n, 


n m i 

Pn(x,y)= I I TTTT—T D{Dr J f(a,b)(x-ay(y-b) m -J 

m = 0 j = 0 II 

proporciona la «mejor» aproximacion mediante un polinomio de grado n a f(x, y) en las cerca- 
nias de (a, b). Si en esta aproximacion se hace n = 1, se reduce a la aproximacion mediante pia¬ 
no tangente 

f(x, y) « f(a, b) + fj(a, b)(x - a) + f 2 (a, b)(y - b) 


Ejemplo 1 


Calcule una aproximacion mediante un polinomio de segundo grado a la fund on f(x, y) = 


= ^/x 2 + y 3 cerca del punto (1, 2), y utilicela para estimar y<1.02 ) 2 + (1.97) 3 . 


Solucion Para realizar la aproximacion de segundo grado necesitamos los valores de las derivadas par¬ 
ciales de f hasta de segundo orden en (1, 2). Tenemos 


f(x, y) = Jx 2 + y 3 

f( 1, 2) = 3 

f i(x,y)= r - 3 

v x + y 

fid, 2) = ^ 

3y 2 

f 2 {x ’ y ] = n n —a 

2 + y 

f 2 (l, 2) = 2 
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Por tanto, 


fu(x ' y) (x 2 + yY 2 

fn(l, 2 ) 

, , v -3xy 2 

fl2<X ' y) 2 (x 2 + y 3 ) 3 ' 2 

fu( 1 , 2 ) 

, 12x 2 y + 3y 4 

f22<X ' y) “ 4 (x 2 + y 3 ) 3 ' 2 

U 1 . 2 ) 


1 1 / 8 , / 2 \ 2 , 
f(l + h, 2 + k) « 3 + - h + 2k + - f — h 2 + 2 f - -Jhk + - k 2 


o, haciendo x = l + hey = 2 + /c, 

f(x, y) = 3 + * (x - 1) + 2(y - 2) + ^ (x - l) 2 - ^ (x - l)(y - 2) + * (y - 2) 2 

que es el polinomio de Taylor de segundo grado requerido para la funcion f cerca del punto (1, 2). Por 
consiguiente, 


7(1.02 ) 2 + (1.97 ) 3 = f (1 + 0.02, 2 - 0.03) 

« 3 + * (0.02) + 2(-0.03) + ^ (0.02 ) 2 

- | (0.02K-0.03) + ^ (-0.03) 2 
« 2.947 159 3 


A efectos de comparacion: el valor verdadero es 2.947 136 6 ... La aproximacion es exacta hasta 6 digitos 
significativos. 


Como se observo en el caso de funciones de una variable, en general no es necesario calcular las 
derivadas para determinar los coeficientes de una serie de Taylor o polinomio de Taylor. A me- 
nudo es mucho mas facil realizar cambios algebraicos sobre series conocidas. Por ejemplo, el 
ejemplo anterior se podrfa haber resuelto expresando f en la forma 

f( 1 + h, 2 + k) = ^(l + h) 2 + (2 + k) 3 

= 79 + 2 h + h 2 + 12 k + 6 k 2 + k 3 


= 3 /1 + 

y aplicar despues el desarrollo binomial 


WTVTukTWTF 

9 


- 1 1 (1 

1 + t — 1+^r t + — ( — 

2 2 ! \2 


- 2 lt! + - 


con t = 


2 h +h 2 + 12 k + 6 k 2 + k 3 


, para obtener los terminos hasta de grado 2 en las variables h 
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Ejemplo 2 


f(x, y) = e x 2y . 


Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 en potencias de x e y para la funcion 


Solucion El polinomio de Taylor requerido sera el polinomio de Taylor de grado 3 para e f evaluado en 
t = x-2y: 

P 3 (x, y) = 1 + (x - 2y) + ^ (x - 2y) 2 + ^ (x - 2y) 3 


= 1 


2 y 


2 xy + 2y 2 + - x 3 - x 2 y + 2xy 2 - - y 3 


□ Observacion Por supuesto, se puede utilizar Maple para calcular polinomios de Taylor en 
^ varias variables mediante su funcion mtaylor, que, en funcion de la version de M aple, puede ser 
necesario leer de la libreria de M aple antes de utilizarla, si no es parte del Kernel. 


> readl i b( mtayl or) 


Los argumentos que se introducen en mt ay I or son los siguientes: 

(a) Una expresion en la que intervienen las variables del desarrollo. 

(b) Una lista cuyos elementos son nombres de variables, o ecuaciones de la forma vari a- 
b I e =v a I u e , que proporcionan las coordenadas del punto alrededor del que se calcula el de¬ 
sarrollo (si solo se nombra una variable es equivalente a utilizar la ecuacion vari a b I e=0). 

(c) (Opcional) Un entero positivo m para forzar a que el orden del polinomio de Taylor calcula- 
do sea menor que m. Si no se especifica m, se emplea el valor de la variable global de M aple 
«Order». El valor por defecto es 6. 

Unos pocos ejemplos seran suficientes. 


mt ay I or ( c os (x +y"2) , [ x, y ] ) 


i -^ 2 -yx + Tx 4 -t/ + ^ y v 


> mt ay I or ( c os (x +y"2) , [ x = Pi , y ] , 5) ; 

-1 + ^ (x - ti) 2 + y 2 (x - ti) - ^ (x - tt) 4 + ^ y 4 


> mt a y I o r ( g ( x , y) , [x=a, y=b], 3) ; 

g(a, b) +D 1 (g)(a l b)(x - a) + D 2 (g)(a, b)(y - b) + - D i:i (g)(a, b)(x - a) 2 

+ (x - a)D 1>2 (g)(a, b)(y - b) + - D 22 [g){a, b)(y - b) 2 

La funcion mt ay I or puede ser un poco estrafalaria. Tiene tendencia a desarrollar los terminos 
lineales; por ejemplo, en un desarrollo alrededor dex = ley = -2 puede escribir los terminos 
2 + (x - 1) + 2(y + 2) en la forma 5 + x + 2y. 


Aproximacion de funciones implicitas 

En la seccion anterior vimos como determinar si en una ecuacion con varias variables se podia 
despejar una de dichas variables en funcion de las otras. Aunque se sabe que existe una solucion, 
en general no es posible obtener una expresion exacta de el I a. Sin embargo, si en la ecuacion 
intervienen solo funciones suaves, entonces la solucion debe tener un desarrollo en serie de Tay¬ 
lor. Podemos determinar al menos los primeros coeficientes de dicho desarrollo y obtener asi 
una aproximacion util a la solucion. El siguiente ejemplo muestra la tecnica. 
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Ejemplo 3 


Demuestre que la ecuacion 

sen (x + y) = xy + 2 x 


tiene una solucion de la forma y = f(x) cerca de x = 0 que cumple f( 0 ) = 0 , y calcule los terminos hasta 
de cuarto grado de la serie de Taylor de f (x) en potencias de x. 


Solucion La ecuacion dada se puede expresar de la forma F(x, y) = 0, siendo 


F (x, y) = sen (x + y) - xy - 2x 

Como F(0, 0) = 0 y F 2 (0, 0) = cos(0) = 1/0, por el Teorema de la Funcion Implicita, la ecuacion tiene 
una solucion y = f(x) cerca de x = 0 que cumple f(0) = 0. No es posible calcular exactamente f(x), pero 
tendra una serie de M aclaurin de la forma 


y = f(x) = aiX + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 4 x 4 + •■• 

No existe termino constante porque f(0) = 0. Podemos sustituir esta serie en la ecuacion dada y obtener los 
terminos hasta de grado 4 para calcular los coeficientes a h a 2 , a 3 y a 4 . En el miembro izquierdo utilizare- 
mos la serie de M aclaurin del seno para obtener 

sen (x + y) = sen ((1 + a 3 )x + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 4 x 4 + •••) 

= (1 + a 3 )x + a 2 x 2 + a 3 x 3 4- a^ 4 + ••• 

1 , , 

— — ((1 + a 3 )x + a 2 x + •••) + ••• 


El miembro derecho es 


— (1 + di)X + d 2 X + ( c?3 — — (1 + di 

6 


a 4 — - (1 + di) a 2 )x + 


3 X 3 


xy + 2 x = 2 x + a 2 x 2 + a 2 x 3 + a 3 x 4 + ••• 
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se obtiene 


1 + a 3 

= 2 

a 3 = 1 

a 2 

= 3i 

a 2 = 1 



7 

-d + a^ 3 
6 

= a 2 

a3 = 3 
13 

(1 + a-j) 2 a 2 

= a 3 

a 4 = y 


Podriamos haber obtenido mas terminos de la serie calculando potencias mas altas de x en el proceso de 
sustitucion. 


Observacion A partir de la serie de f(x) obtenida anteriormente, podemos determinar los va- 
lores de las cuatro primeras derivadas de f en x = 0. Recuerdese que 

f (k) ( 0) 

dk ~ k\ 

Por tanto, tenemos 

f'( 0) = a 3 = 1 f"( 0) = 2!a 2 = 2 

f"'( 0) = 3!a 3 = 4 f (4) (0) = 4!a 4 = 104 

Podriamos haber hecho el ejemplo calculando primero estas derivadas mediante diferenciacion 
implicita de la ecuacion dada, y determinando despues los coeficientes de la serie a partir de el- 
las. Habria sido una forma mucho mas diffcil de realizarlo (intentelo y vea). 
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Ejercicios 12.9 


En los Ejercicios 1-6, calcule la serie de Taylor de las 
funciones dadas alrededor de los puntos indicados. 

1. f(x, y) = * (0,0) 

2 + xy L 

2. f(x, y) = In (1 + x + y +xy), (0,0) 

3. f(x, y) = tan -1 (x + xy), (0,-1) 

4. f(x,y)=x 2 + xy + y 3 , (1,-1) 

5. f(x, y) = e x2+yl , (0, 0) 

6. f(x, y) = sen (2x + 3y), (0,0) 

En los Ejercicios 7-12, calcule dos polinomios de Taylor de 
los grados indicados para las funciones definidas alrededor 
de los puntos dados. Tras calcularlos a mano, intente 
obtener los mismos resultados utilizando la funcion 
mt ay I or de M aple. 

1 

7. f(x, y) = — 2 y' ^ raC ^° a l rec ^ ec ^ or (2, 1) 

8 . f(x, y) = In (x 2 + y 2 ), grado 3, alrededor de (1, 0) 

x+y 2 

9. f(x, y) = e f 2 cft, grado 3, alrededor de (0, 0) 

10. f(x, y) = cos(x + seny), grado 4, alrededor de (0, 0) 


11 . f (x, y) 

12 . f(x, y) 


senx 


-, grado 2 , alrededor de (f, 1 ) 


1 + x 

—2 - 4 ' 9 ra d° 2 , alrededor de ( 0 , 0 ) 


1 + x" + y* 


En los Ejercicios 13-14, demuestre que, siendo x un valor 
cercano al punto indicado x = a, las ecuaciones dadas 
tienen solucion de la forma y = f(x), tomando los valores 
indicados en cada punto. Calcule los tres primeros terminos 
distintos de cero de las series de Taylor de f(x) en 
potencias de x - a. 


*13. xseny = y + senx, alrededor de x = 0, con f(0) = 0. 


*14. J 1 + xy = 1 + x + In (1 + y), alrededor de x = 0, 
con f( 0 ) = 0 . 

*15. Demuestre que la ecuacion x + 2y + z + e 2z = 1 
tiene una solucion de la forma z = f(x, y) alrededor 
de x = 0, y = 0, siendo f(0, 0) = 0. Calcule el 
polinomio de Taylor de grado 2 de f (x, y) en 
potencias de x e y. 

*16. Util ice metodos basados en series para obtener el 
valor de la derivada parcial f n 2 ( 0 , 0 ) sabiendo que 
f(x, y) = arctan (x + y). 


*17. Utilice metodos basados en series para calcular 

3 4 " 1 


8x 2n 8y 2n 1 + x l + f 


( 0 , 0 ) 


Repaso del capi'tulo 
Ideas clave 

• 2 Que significan las siguientes palabras y frases? 

o if es la grafica de f(x, y). 
o e es una curva de nivel de f(x, y). 
o Iim ( x,y)-> (a ,6> f(x,y) = L. 
o f(x, y) es continua en (a, b). 
o La derivada parcial (8/8x)f(x, y). 
o El piano tangente z = f(x, y) en (a, b). 
o Derivadas parciales segundas puras. 
o Derivadas parciales segundas mixtas. 
o f(x, y) es una funcion armonica. 
o L(x, y) es la linealizacion de f(x, y) en (a, b). 
o El diferencial de z = f(x, y). 
c> f(x, y) el diferenciable en (a, b). 


O El gradiente de f(x, y) en (a, b). 

O La derivada direccional de f(x, y) en (a, b) y en la 
direccion v. 

O El determinante jacobiano 8(x, y)/8(u, v). 

• iEn que condiciones son iguales dos derivadas 
parciales mixtas? 

• Enuncie la Regia de la Cadena para z= f(x, y), 
siendo x= g(u, v) ey = h(u, v). 

• Describa el proceso de calculo de las derivadas 
parciales de funciones definidas implfcitamente. 

• (Que es la serie de Taylor de f(x, $ alrededor 
de (a, b) ? 

Ejercicios de repaso 

4y 2 

1. Dibuje algunas curvas de nivel de la funcion x + —. 
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2 . Dibuje algunas isotermas (lineas de temperatura 
constante) de la funcion de temperatura 

140 + 30x 2 - 60x + 120y 2 

T = _/Of) 

8 + x 2 — 2x + 4y 2 
iCual es la posicion mas fria? 

3. Dibuje algunas curvas de nivel de la funcion 

polinomica f(x, y) = x 3 - 3xy 2 . iCual le parece la 
causa de que la grafica de la funcion se denomine silla 
de mono ? 

. c tt ^ 1 2 , 2 - si (*« y # o, o) 

4. Sea f(x, y) = <x 2 + y 2 

lo, si (x, y) = (0, 0) 

Calcule las siguientes derivadas parciales o explique 
por que no existen: ^(0, 0), f 2 (0, 0), f 21 (0, 0), 
fi 2 (0, 0). 


5. Sea f(x, y) = : 


,2' i 


iDonde es continua f(x, y)? 


x - y 

iQue conjunto de puntos adicional hace que f(x, y) 
tenga una extension continua? En particular, ise puede 
extender f para que sea continua en el origen? iSe 
puede definir f en el origen de forma que sus 
derivadas parciales primeras existan alii? 


6 . 


La superficie if es la grafica de la funcion z = f(x, y), 
siendo f(x, y) = e x2-2x-4y2+5 . 


(a) Calcule una ecuacion del piano tangente a if en el 
punto ( 1 , - 1 , 1 ). 

(b) Dibuje una muestra representativa de las curvas de 
nivel de la funcion f(x, y). 


7. Considere la superficie if cuya ecuacion es 
x 2 + y 2 + 4z 2 = 16. 

(a) Calcule una ecuacion del piano tangente a if en el 
punto (a, b, c) de if. 

(b) iPara que puntos (a, b, c ) de if el piano tangente a 
if en (a, b, c) pasa por el punto (0, 0, 4)? Describa 
geometricamente este conjunto de puntos. 


8 . Dos resistencias variables, R x y P 2 , se conectan en 
paralelo de forma que su resistencia combinada Ft se 
expresa como 

1 _ i 1 

r~r 1 + r 2 


Si R 1 = 100 ohmios ±5% y R 2 = 25 ohmios ±2%, 
iaproximadamente que porcentaje de error puede tener 
un valor calculado de R = 20 ohmios de su resistencia 
combinada? 


9. Suponga que mide dos lados de un terreno triangular y 
el angulo que forman. Las medidas de los lados son 
150 m y 200 m, ambas con una exactitud de ±1 m. El 
angulo medido es de 30°, con una precision de ±2°. 


iCual es el area del terreno y cual es su estimacion del 
maxi mo porcentaje de error de dicha area? 

10. Suponga que T(x, y, z) = x 3 y + y 3 z + z 3 x da la 
temperatura en el punto (x, y, z) en el espacio 
tridimensional. 

(a) Calcule la derivada direccional del en (2, -1, 0) 
y en la direccion que va desde ese punto al punto 
( 1 , 1 , 2 ). 

(b) Una mosca se mueve por el espacio con velocidad 
constante 5. En el instante t = 0, la mosca cruza la 
superficie 2 x 2 + 3y 2 + z 2 = 11 formando angulos 
rectos en el punto ( 2 , - 1 , 0 ), moviendose en la 
direccion de temperatura creciente. Calcule dT/dt 
en t = 0 , tal como la experimenta la mosca. 

11. Considere la funcion f(x, y, z) = x 2 y + yz + z 2 . 

(a) Calcule la derivada direccional de f en el punto 
( 1 , - 1 , 1 ) y en la direccion del vector i + k. 

(b) Una hormiga se mueve sobre el piano 

x + y + z = 1 , pasando por el punto ( 1 , - 1 , 1 ). 
Suponga que se mueve de forma que mantiene f 
constante. iEn que direccion se esta moviendo 
cuando pasa por dicho punto ( 1 , - 1 , 1 )? 

(c) Otra hormiga camina por el piano x + y + z = 1 , 
moviendose en la direccion de la maxima tasa de 
incremento de f. Calcule su direccion cuando pasa 
por el punto ( 1 , - 1 , 1 ). 

12. Sea f(x, y, z) = (x 2 + z 2 ) sen — + yz 2 . Sea P 0 el 
punto ( 1 , 1 , - 1 ). 

(a) Calcule el gradiente de f en P 0 . 

(b) Calcule la Iinealizacion L(x, y, z) de f en P 0 . 

(c) Calcule una ecuacion del piano tangente en P 0 a la 
superficie de nivel de f que pasa por P 0 . 

(d) Si un pajaro vuela pasando por P 0 con velocidad 5, 
dirigiendose directamente hacia el punto ( 2 , - 1 , 1 ), 
icual es la tasa de cambio de f vista por el pajaro 
cuando pasa por P 0 ? 

(e) iEn que direccion desde P 0 deberia volar el pajaro 
a una velocidad de 5 para experimentar la maxima 
tasa de crecimiento de f? 

13. Verifique que para cualquier constante k, la funcion 
u(x, y) = Ac(ln cos (x//c) - In cos (y/k)) satisface la 
ecuacion de la superficie minima 

(1 + U 2 x )Uyy - UU X UyU X y + (1 + U]) U XX = 0 

14. Las ecuaciones F(x, y, z) = 0 y G(x, y, z) = 0 pueden 
definir dos de las variables x, y y z en funcion de la 
variable. Demuestre que 

dx dy dz 

-- — = 1 

dy dz dx 
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1C I X = U 3 ~UV 

15. Las ecuaciones < , _ , definen u y v como 

(y = 3 uv + 2 u 2 

funciones de x e y alrededor del punto P tal que 
(u , v, x, y) = (- 1 , 2 , 1 , 2 ). 

du du 

(a) Calcule — y — en P. 

8x 8y 

(b) Calcule el valor aproximado de u cuando x = 1.02 
ey = 1.97. 

fu = x 2 + y 2 

16. Las ecuaciones < , _ , definen implicitamente 

{c = x 2 - 2 xy 2 r 

x e y como funciones de u y v para valores de (x, y) 
cerca de (1, 2), y valores de ( u, v) cerca de (5, -7). 

8x 8y 

(a) Calcule — y y- en (u, v) = (5, -7). 

8u 8u 

(b) Si z = In (y 2 - x 2 ), calcule ^ en (u, v) = (5, - 7). 

du 

Problemas avanzados 

1. (a) Si la grafica de una funcion f(x, y) que es 

diferenciable en (a, b) contiene parte de una recta 
que pasa por el punto (a, b), demuestre que la recta 
esta en el piano tangente a z = f(x, y) en (a, b). 

(b) Si g(t) es una funcion diferenciable de t, describa la 
superficie z = yg[x/y) y demuestre que todos sus 
pianos tangentes pasan por origen. 

2 . Una particula se mueve en el espacio tridimensional de 
forma que su direccion de movimiento en cualquier 
punto es perpendicular a la superficie de nivel de 

fix, y, z) = 4 - x 2 - 2y 2 + 3z 2 


que pasa por dicho punto. Si la trayectoria de una 
particula pasa por el punto (1, 1, 8), demuestre que 
tambien pasa por el punto (2, 4, 1). iPasa por el punto 
(3, 7, 0)? 

3. (El operador de Laplace en coordenadas D 

esfericas) Si u(x, y, z) tiene derivadas parciales 
segundas continuas y 

v(p, (j>, 0) = u(p sen 0cos 9, p sen 4> sen0, pcos0) 


demuestre que 


8 2 v 2 8v 

_ _|___j_ 

cot (/) 8v 1 d 2 v 1 8 2 v 

1 1 

dp 2 p 8p 

p 2 8<t> ' p 2 84> 2 p 2 sen 2 0 80 2 


8 2 u 8 2 u 8 2 u 

8x 2 8y 2 8z 2 


Puede hacerlo a mano, pero es mucho mas facil utilizar 
un programa de matematicas por computador. 

4. (Ondas que se expanden esfericamente) Si f es una 

funcion dos veces diferenciable de una variable y 
p = Jx 2 + y 2 + z 2 , demuestre que 

u(x, y, z, t) = ——— satisface la ecuacion de onda 
P 

tridimensional 

8 2 u 2 (8 2 u 8 2 u 8 2 u\ 

W = C \8? + W + ^?) 

iCual es el significado geometrico de esta solucion en 
funcion del tiempo creciente t? Sugerencia : Puede 
utilizar el resultado del Ejercicio 3. En este caso, 
v(p, (j>, 0) es independiente de 0 y 0. 




CAPl'TULO 13 

Aplicaciones de las 
derivadas parciales 


No se lo que debo parecerle al mundo, pero a mi mismo 
me veo como un muchacho jugando en la orilla del mar y 
divirtiendome de vez en cuando al encontrar un guijarro 
redondo y suave, o una concha mas bonita que las demas, 
mientras el gran oceano de la verdad esta por descubrir, 
al If delante de mi. 

Isaac Newton (1642-1727) 


Intmduccion En este capitulo presentaremos algunas de las formas en las que 
las derivadas parciales contribuyen a la comprension y solucion de problemas en 
matematica aplicada. M uchos de estos problemas se pueden poner en el contexto de 
determinar valores maximos o minimos de funciones de varias variables, aspectos 
que se consideran en las cuatro primeras seed ones de este capitulo. Las restantes 
secciones presentan diversos problemas en los que interviene la diferenciacion de 
funciones con respecto a parametros, y tambien el Metodo de Newton para aproxi- 
mar soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales. Una buena parte del material 
de este capitulo se puede considerar opcional. Solo las Secciones 13.1-13.3 contie- 
nen material basico, e incluso partes de esas secciones se pueden omitir (por ejem- 
plo, la presentacion sobre programacion lineal en la Seccion 13.2). 
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13.1 


Valores extremos 


La funcion f(x, y) = x 2 + y 2 , parte de cuya grafica se muestra en la Figura 13.1, tiene un valor 
minimo de 0; este valor se produce en el origen (0, 0), donde la grafica tiene un piano tangente 
horizontal. De forma similar, la funcion g(x, y) = 1 - x 2 - y 2 , parte de cuya grafica se muestra 
en la Figura 13.2, tiene un valor maximo de 1 en (0, 0). iQue tecnicas se podrian utilizar para 
descubrir estos hechos si no fueran evidentes observando una grafica? La obtencion de valores 
maximos y minimos de funciones de varias variables es, como su analogo en el caso de funcio- 
nes de una sola variable, el punto crucial de muchas aplicaciones de calculo avanzado en proble- 
mas que surgen en otras disciplinas. Desafortunadamente, este problema es a menudo mucho 
mas complicado que en el caso de una sola variable. Nuestra presentacion comenzara por desa- 
rrollar las tecnicas en el caso de funciones de dos variables. Algunas de esas tecnicas se pueden 
extender a funciones de mas variables en la forma obvia. La extension de aquellas que no sean 
obvias se considerara posteriormente en esta seed on. 



Figura 13.1 x 2 +y 2 tiene un valor minimo 
de 0 en el origen. 



Figura 13.2 1 - x 2 - y 2 tiene un valor maximo 
de 1 en el origen. 


Empecemos por revisar lo que conocemos sobre el caso de una sola variable. Recuerdese que 
una funcion f(x) tiene un valor maximo local (o un valor minimo local ) en un punto a de su 
dominio si f(x) f(a) (o f(x) ^ f(a )) para todo x en el dominio de f que este lo suficiente- 
mente cerca de a. Si la desigualdad apropiada se mantiene para todo x en el dominio de f, se 
dice que f tiene un valor maximo absoluto (o minimo absoluto) en a. Ademas, estos valores ex¬ 
tremos locales o absolutos solo pueden ocurrir en puntos de uno de los tres siguientes tipos: 

(a) Puntos crfticos, donde f'(x) = 0. 

(b) Puntos singulares, donde f'(x) no existe. 

(c) Puntos extremos del dominio de f. 

En el caso de varias variables se produce una situacion similar. Se dice que una funcion de dos 
variables tiene un valor maximo local o maximo relativo en el punto (a, b) de su dominio si 
fix, y) ^ f(a, b) para todos los puntos (x, y) del dominio de f que esten lo suficientemente cerca 
del punto (a, b). Si la desigualdad se mantiene para todo (x, y) del dominio de f, entonces se 
dice que f tiene un valor maximo global o maximo absoluto en (a, b). Las definiciones para 
valores minimos locales (relativos) y absolutos (globales) son similares. En la practica, en gene¬ 
ral se omite la palabra absoluto o global, por lo que simplemente diremos el valor maximo o el 
valor minimo de f. 

El siguiente teorema demuestra que existen tres posibilidades para los puntos donde pueden 
ocurrir valores extremos, analogamente al caso de una sola variable. 
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TEOREMA Condiciones necesarias para valores extremos 

Una funcion f(x, y ) solo puede tener un valor extremo local absoluto en un punto (a, b ) de 
su dominlo si (a, b) es: 

(a) Un punto critico de f, es decir, un punto que cumple Vf(a, b) = 0. 

(b) Un punto singular de f, es decir, un punto donde Vf(a, b) no existe. 

(c) Un puntofrontera del dominio de f. 

DEMOSTRACION Supongamos que (a, b) pertenece al dominio de f. Si (a, b) no esta 
en la frontera del dominio de f, entonces debe pertenecer al interior de dicho dominio, y si 
(a, b) no es un punto singular de f, entonces existe Vf(a, b). Finalmente, si (a, b) no es un 
punto critico de f, entonces Vf(a, b) ^ 0 , por lo que f tiene una derivada direccional posi- 
tiva en la direccion de Vf(a, b) y una derivada direccional negativa en la direccion de 
-Vf(a, b); es decir, f crece si nos movemos desde (a, b) en una direccion y decrece si 
nos movemos en la direccion opuesta. Por consiguiente, f no puede tener un valor maximo 
ni minimo en (a, b). Por tanto, todo punto donde se produzca un valor extremo debe ser un 
punto critico, un punto singular de f, o un punto frontera del dominio de f. 

^• 

Notese que el Teorema 1 sigue siendo valido sin modificar su demostracion para el caso de fun- 
ciones de cualquier numero de variables. Por supuesto, el Teorema 1 no garantiza que una deter- 
minada funcion tendra valores extremos. Solo nos dice donde buscarlos si existen. El Teorema 2, 
posterior, proporciona condiciones que garantizan la existencia de valores maximo y minimo ab- 
solutos en el caso de funciones continuas. Es analogo al Teorema M ax-M in en el caso de funcio- 
nes de una variable. Su demostracion se sale del alcance de este texto. Los estudiantes interesa- 
dos pueden consultarla en textos elementales sobre analisis matematico. 

Se dice que un conjunto de U n esta acotado si esta contenido dentro de alguna bola 
x 2 + x\ + ■■■ + x 2 n ^ R 2 de radio finito R. Se dice que un conjunto de la recta real esta acotado si 
esta contenido en un intervalo de longitud finita. 

TEOREMA Condiciones suficientes para la existencia de valores extremos 

Si f es una funcion continua de n variables cuyo dominio es un conjunto cerrado y acota¬ 
do de R n , entonces el rango de f es un conjunto acotado de numeros reales, y habra puntos 
de dicho dominio donde f tome valores maximo y minimo absolutos. 

• 


La funcion f(x, y) = x 2 + y 2 (vease la Figura 13.1) tiene un punto critico en (0, 0), ya que 


Ejemplo 1 


Vf = 2xi + 2yj y ambos componentes de Vf se anulan en (0, 0). Como 


f (x, y) > 0 = f (0, 0) si (x, y)#(0 , 0) 

f debe tener un valor minimo (absoluto) de 0 en ese punto. Si el dominio de f no se restringe, entonces no 
tendra valor maximo. De forma similar, g(x, y) = 1 - x 2 - y 2 tiene un valor maximo (absoluto) de 1 en su 
punto critico (0, 0) (vease la Figura 13.2). 


Ejemplo 2 


La funcion h(x, y) = y 2 - x 2 tiene tambien un punto critico en (0, 0), pero no tiene un va¬ 
lor maximo local ni minimo local en dicho punto. Observese que h( 0, 0) = 0, pero h(x, 0) < 0 y h( 0, y) > 0 
para cualquier valor distinto de cero de x e y (vease la Figura 13.3). La grafica de h es un paraboloide 
hiperbolico, y a la vista de la forma de esta superficie, podemos decir que el punto critico (0, 0) es un punto 
de ensilladura de h. 
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Utilizaremos en general la nomenclatura de punto deensilladura para denominar cualquier pun¬ 
to critico interior del dominio de una funcion f de varias variables donde no haya un valor ma- 
ximo o minimo local. Incluso en funciones de dos variables, la grafica puede no tener forma de 
ensilladura cerca de un punto de ese tipo. Por ejemplo, la funcion f(x, y) = -x 3 tiene una recta 
completa de puntos de ensilladura a lo largo del eje y (vease la Figura 13.4), aunque su grafica 
no recuerda la forma de una ensilladura en ninguna parte. Estos puntos son semejantes a los pun¬ 
tos de inflexion en el caso de funciones de una variable. Los puntos de ensilladura son los analo- 
gos en dimensiones superiores a los puntos de inflexion horizontales en el caso de una dimen¬ 
sion. 



Ejemplo 3 


La funcion f(x, y) = Jx 2 + y 2 no tiene puntos criticos, pero tiene un punto singular en 
(0, 0), donde tiene un valor minimo local (y absoluto) de cero. La grafica de f tiene la forma de un cono 
circular recto (vease la Figura 13.5(a)). 


Ejemplo 4 


La funcion f(x, y) = 1 - x esta definida en todos los puntos del piano xy, y no tiene pun¬ 
tos criticos ni puntos singulares (Vf(x, y) = -i en todo (x, y)). Por tanto, f no tiene valores extremos. Sin 
embargo, si restringimos el dominio de f a los puntos del disco x 2 + y 2 ^ 1 (un conjunto cerrado y acotado 
en el piano xy), entonces f tiene valores maximo y minimo absolutos, como debe ser por el Teore- 
ma 2. El valor maximo es 2 en el punto frontera (-1, 0), y el valor minimo es 0 en (1, 0) (vease la Figu¬ 
ra 13.5(b)). 


Z 



(- 1 , 0 , 2 ) 



Figura 13.5 

(a) Jx 2 + y 2 tiene un valor minimo 
en el punto singular (0, 0). 

(b) Cuando se restringe al disco 
x 2 + y 2 ^ 1, la funcion 1 - x 
tiene valores maximo y minimo 
en puntos frontera. 


(a) 


(b) 
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Clasificacion de los puntos cnticos 

Los ejemplos anteriores son muy simples; es inmediatamente obvio en cada caso saber si la fun- 
cion tiene un maximo local, un minimo local o un punto de ensilladura en los puntos cnticos o 
singulares. En el caso de funciones mas complicadas, puede ser mas diffcil clasificar los puntos 
cnticos interiores. En teorfa, tal clasificacion se puede hacer siempre considerando la diferencia 


A f = f(a + h, b + k) - f(a, b ) 


para valores pequenos de h y k, siendo (a, b) el punto critico en cuestion. Si la diferencia es 
siempre no negativa (o no positiva) para h y k pequenos, entonces f debe tener un minimo (o 
maximo) local en (a, b); si la diferencia es negativa en algunos puntos (h, k) arbitrariamente cer- 
canos (0, 0) y positiva para otros, entonces f debe tener un punto de ensilladura en (a, b). 


Ejemplo 5 


Calcule y clasifique los puntos cnticos de f(x, y) = 2x 3 - 6 xy + 3y 2 . 
Solucion Los puntos cnticos deben satisfacer el sistema de ecuaciones: 


0 = fi(x, y) = 6 x 2 - 6 y 


x = y 


0 = f 2 (x, y) = - 6 x + 6 y <=> x = y 

En conjunto, estas ecuaciones implican que x 2 = x, de forma que x = 0 o x = 1. Por tanto, los puntos cnti¬ 
cos son ( 0 , 0 ) y ( 1 , 1 ). 

Consideremos (0, 0). En este caso Af es 

Af = f(h, k) - f( 0, 0 ) = 2 h 3 - 6 hk + 3 k 2 

Como f(h, 0) - f(0, 0) = 2 h 3 es positivo para valores positivos pequenos de h y negativo para valores ne¬ 
gatives pequenos de h, f no puede tener un valor maximo ni minimo en (0, 0). Por consiguiente, (0, 0) es 
un punto de ensilladura. 

Consideremos ahora (1, 1). En este caso Af es 


Af= f(l + h, 1 -Hr) - f(l, 1) 

= 2(1 + h) 3 - 6(1 + h)( 1 + k) + 3(1 + k) 2 - (-1) 

= 2 + 6h + 6 b 2 + 2b 3 - 6 - 6h - 6k - 6hk + 3 + 6k + 3k 2 + 1 
= 6 h 2 - 6 hk + 3 k 2 + 2 h 3 
= 3(h - k) 2 + h 2 (3 + 2h) 

Ambos terminos en la expresion anterior son no negativos si |b| < 3/2, y no pueden ser los dos nulos a 
menos que h = k = 0. Por tanto, Af > 0 para valores pequenos de h y k, y f tiene un valor minimo local 
de -1 en ( 1 , 1 ). 


El metodo utilizado para clasificar los puntos cnticos en el ejemplo anterior se convierte en un 
metodo de «fuerza bruta» si la funcion que interviene es mas complicada. Sin embargo, existe un 
test de ta segunda derivada similar al de funciones de una variable. La version para n variables 
es el objeto del siguiente teorema, cuya demostracion se basa en las propiedades de las formas 
cuadraticas presentadas en la Seccion 10.6. 
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TEOREMA^j^ Un test de la segunda derivada 

Supongamos que a = (a 1( a 2 . a n ) es un punto critico de f (x) = f(x h x 2 . x n ) y que esta 

en el interior del dominio de f. Supongamos tambien que todas las derivadas parciales se- 
gundas de f son continuas en un entorno de a, de forma que la matriz hessiana 


/f n (x) f 12 (x) f ln (x)\ 

f 21 (x) f 22 (x) f 2n (x) 

\f nl (x) f 2n (x) Ux)/ 


Es tambien continua en ese entorno. Notese que la continuidad de las derivadas parciales 
garantiza que 3t es una matriz simetrica. 

(a) Si 3C(a) es definida positiva, entonces f tiene un minimo local en a. 

(b) Si 3C(a) es definida negativa, entonces f tiene un maximo local en a. 

(c) Si 3C(a) es indefinida, entonces f tiene un punto de ensilladura en a. 

(d) Si 3C(a) no es ni definida positiva ni definida negativa ni indefinida, este test no da in- 
formacion. 


DEMOSTRACION Sea g(t) = f( a + th) para 0 ^ t ^ 1, siendo h un vector de n dimen- 
siones. Entonces, 

g'(t) = X f /( a + th)h, 

i = i 

g"(t) = X Z f iM + th)h,hj = h T 3C(a + th)h 

i=i;=i 

En la expresion anterior, h se trata como un vector columna. Aplicando la formula de Tay¬ 
lor con resto de Lagrange a g se puede expresar 

g(D = g(0) + g'(0) +^g"(e) 

para algun valor 6 entre 0 y 1. A si, 

f (a + h) = f(a) + X f/( a )fy- + \ h T 3C(a + 0h)h 

j=i 2 

Como a es un punto critico de f, f,(a) = 0 para 1 < / < n, por lo que 

f (a + h) - f (a) = ^ h r 3C(a + 0h)h 

Si 3C(a) es definida positiva, entonces, por la continuidad de 3C, tambien lo es 3C(a + 0h) 
para |h| suficientemente pequeno. Por tanto, f(a + h) - f (a) > 0 para h distinto de cero, 
lo que demuestra (a). 

Los apartados (b) y (c) se demuestran de forma similar. Las funciones f(x, y) = 
= x 4 + y 4 , g(x, y) = -x 4 - y 4 y h(x, y) = x 4 - y 4 son casos del apartado (d), y demuestran 
que en este caso una funcion puede tener un minimo, un maximo o un punto de ensilladura. 
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Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcion f(x, y, z) = x 2 y + y 2 z + z 2 - 2x. 


Solucion Las ecuaciones que determinan los puntos criticos son 


0 = fjU, y, z) = 2 xy - 2 
0 = f 2 (x, y, z) = x 2 + 2 yz 
0 = f 3 (x, y, z) = y 2 + 2 z 

La tercera ecuacion implica quez = -y 2 /2 y la segunda implica entonces quey 3 = x 2 . De la primera ecua- 
cion se obtiene y 5/2 = 1. Por consiguiente, y = 1 y z = ~ Como xy = 1, debemos tener x = 1. El unico 
punto critico es P = (1, 1, - \). Evaluando las derivadas parciales segundas de f en este punto se obtiene 
la matriz hessiana 





Observacion Aplicando el test de definicion positiva o negativa o de indefinicion, dado por 
el Teorema 8 de la Seccion 10.6, podemos enunciar el test de la segunda derivada para una fun¬ 
cion de dos variables como sigue: 

Supongamos que (a, b ) es un punto critico de la funcion f(x, y), perteneciente al interior del 
dominio de f. Supongamos tambien que las derivadas parciales segundas de f son continuas y 
tienen en ese punto los valores 

A = f n (a, b), B = f 12 (a, b) = f 21 (a, b) y C = f 22 (a, b) 

(a) Si B 2 - AC < 0 y A >0, entonces f tiene un valor minimo local en (a, b). 

(b) Si B 2 - AC < 0 y A < 0, entonces f tiene un valor maximo local en (a, b). 

(c) Si B 2 -AC > 0, entonces f tiene un punto de ensilladura en (a, b). 

(d) Si B 2 - AC = 0, este test no proporciona informacion; f puede tener un maximo local, un 

minimo local o un punto de ensilladura en (a, b). 

Reconsidere el Ejemplo 5 y utilice el test de la segunda derivada para clasificar los dos 
puntos criticos (0, 0) y (1, 1) de f(x, y) = 2x 3 - 6 xy + 3y 2 . 

Solucion Tenemos 

fn(x, y) = 12 x, f 12 (x, y) = -6 y f 22 (x, y) = 6 

En ( 0 , 0 ), tenemos, por tanto, 

A = 0, B = - 6 , C = 6 y fi 2 -AC=36>0 
por lo que (0, 0) es un punto de ensilladura. En (1, 1) tenemos 

A = 12 > 0, B = - 6 , C = 6 y B 2 ~ AC = -36 <0 
por lo que f debe tener un minimo local en ( 1 , 1 ). 
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Ejemplo 8 


Calcule y clasifique los puntos criticos de 

f(x, y) = xye~ {x2+y2)/2 


iTiene f valores maximo y minimo? ^Por que? 


Solucion Empezaremos calculando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcion f: 

f x {x, y) =y( l-x 2 )e~ {x2+y2)/2 
f 2 (x, y) = x(l -y 2 )e- (xl+y2) > 2 
f n (x, y) = xy(x 2 - 3)e ( * 2+y2)/2 
f 12 (x, y) = (1 -x 2 )(l -y 2 )e (x2+),2)/2 
f 22 (x, y) = xy(y 2 - 3)e {x2+y2) ' 2 

En cualquier punto critico, fi = 0 y f 2 = 0, por lo que en este caso los puntos criticos seran las soluciones 
del sistema de ecuaciones 

y( 1 - x 2 ) = 0 
x(l - y 2 ) = 0 

La primera de estas ecuaciones dice que y = 0 o x = ±1. La segunda ecuacion dice que x = 0 o y = ±1. 
Hay cinco puntos que satisfacen ambas condiciones: (0, 0), (1,1), (1, -1), (-1, 1) y (-1, -1). Los clasi- 
ficaremos utilizando el test de la segunda derivada. 

En (0, 0) tenemos que A = C = 0, B = 1, por lo que B 2 - AC = 1 > 0. A si, f resulta tener un punto de 
ensilladura en (0, 0). 

En (1, 1) y (-1, -1) tenemos A = C = -2/e < 0, B = 0. Se deduce que B 2 - AC = -4/e 2 < 0. Por 
tanto, f tiene valores maximos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es -1/e. 

En (1, -1) y (-1, 1) tenemos A = C = 2/e > 0, 8 = 0. Se deduce que B 2 - AC = -4/e 2 < 0. A si, f 
tiene valores minimos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es -1/e. 

De hecho, f tiene valores maximo y minimo absolutos, a saber, los valores obtenidos antes como extre¬ 
mes locales. Para ver por que, observese que f(x, y) tiende a 0 cuando el punto (x, y) tiende a infinito en 
cualquier direccion, debido a la exponencial negativa que domina al factor potencial xy para valores gran- 
des de x 2 + y 2 . Elijamos un numero entre 0 y el valor maximo local 1/e obtenido antes, por ejemplo, el 
numero l/(2e). Para al gun valor R, debemos tener |f(x, y)| ^ l/(2e), siempre quex 2 + y 2 ^ R 2 . Por el Teo- 
rema 2, f debe tener valores maximo y minimo absolutos en el disco cerrado x 2 + y 2 ^ R 2 . Dichos valores 
no pueden estar en la circunferencia frontera x 2 + y 2 = R 2 , porque | f | es menor al If (^ l/(2e)) que en los 
puntos criticos considerados antes. Como f no tiene puntos singulares, los valores maximo y minimo abso¬ 
lutos para el disco, y por tanto para todo el piano, deben estar en esos puntos criticos. 


Ejemplo 9 


Calcule la forma de una caja rectangular sin tapa cuyo volumen sea V y el 


sus cinco caras sea minima. 


area total de 


Solucion Si las dimensiones horizontales de la caja son x e y, y su altura es z (cease la Figura 13.6), 
entonces deseamos minimizar 


S = xy + 2yz + 2xz 



Figura 13.6 
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con la restriccion de que xyz = V, el volumen requerido. Podemos utilizar esta restriccion para reducir el 
numero de variables de las que depende S, por ejemplo, sustituyendo 

V 

z = — 
xy 

Entonces S se convierte en una funcion de las variables x e y: 

2 V 2 V 

S = S(x, y) = xy + — + — 
x y 


Una caja real debe tener dimensiones positivas, por lo que el dominio de S solo puede estar formado por 
aquellos puntos (x, y) que cumplan x>0ey>0. Sixoy tienden a 0 o a oo, entonces S -> oo, por lo que 
el valor minimo de S debe producirse en un punto critico (S no tiene puntos singulares). Para obtener ios 
puntos criticos se resuelven las ecuaciones 




x 2 y = 2V 


0 = 



2V 


xy 2 = 2V 


Por tanto, x 2 y - xy 2 = 0 o xy(x - y) = 0. Como x > 0 e y > 0, esto implica que x = y. Por tanto, x 3 = 2V, 
x = y = (2V) 1/3 y z = V/(xy) = 2 2 / 3 y 1/3 = x/2. Como solo hay un punto critico, debe minimizar S (ipor 
que?). La caja con area de superficie minima tiene base cuadrada, pero su altura es solo la mitad de sus 
dimensiones horizontales. 


Observacion El problema anterior es un problema de valores extremos de tres variables con 
restricciones; la ecuacion xyz = V es una restriccion que limita la libertad de x, y y z. Hemos 
utilizado la restriccion para eliminar una variable, z, y asf hemos reducido el problema a un pro¬ 
blema de dos variables libre (sin restricciones). En la Seccion 13.3 desarrollaremos un metodo 
mas potente para resolver problemas de valores extremos con restricciones. 


Ejercicios 13.1 


En Ios Ejercicios 1-17, calcule y clasifique Ios puntos 
criticos de las funciones dadas. 

1. f (x, y) = x 2 + 2y 2 - 4x + 4y 

2. f(x, y) = xy - x + y 3. f (x, y) = x 3 + y 3 - 3xy 

4. f(x, y) = x 4 + y 4 - 4xy ,, v x 8 

5. f x, y = - + - - y 
y x 

6. f(x, y) = cos(x + y) 7. f(x, y)=xseny 

8. f(x, y) = cosx + cosy 9. f(x, y)=x 2 ye ( * 2+y2) 


xy 

2 + x 4 + y 4 
„2 


10 . f (x, y) = — 4 4 11 . f (x, y)=xe 


= vp -* 3 + y 3 


12 . f(x, y) — 2 —— 
x 4 + y 4 

14. f (x, y) = 


xy 

13. f x,y 

x + y 


l-x + y + x 2 +y 2 


* 16. f (x, y, z) = xyz - x 2 - y 2 - z 2 

* 17. f (x, y, z) = xy + x 2 z - x 2 - y - z 2 

*18. Demuestre que f(x, y, z) = 4xyz - x 4 - y 4 - z 4 tiene 
un valor maximo local en el punto ( 1 , 1 , 1 ). 

19. Calcule Ios valores maximo y minimo de 

f(x, y) = xye ~ x2_y4 

20. Calcule Ios valores maximo y minimo de 

rl - a T jT7i 

*21. Calcule Ios valores maximo y minimo de 

f(x, y, z) = xyze~ x2 ~ y2 ~ z \ iComo sabe que estos 
valores extremos existen? 
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1 

22. Calcule el valor minimo de f(x, y) = x + 8y H— en el 

xy 

primer cuadrante x > 0, y > 0. iComo sabe que existe 
un minimo? 

23. Las regulaciones postales exigen que la suma de la 
altura y el perimetro horizontal de un paquete no 
supere las L unidades. Calcule el maximo volumen de 
una caja rectangular que pueda satisfacer esta 
restriccion. 

24. El material utilizado para hacer el fondo de una caja 
rectangular es dos veces mas caro por unidad de area 
que el material utilizado para hacer la tapa y las 
paredes laterales. Calcule las dimensiones de la caja de 
un volumen dado V para la que el coste de materiales 
es minimo. 

25. Calcule el volumen de la mayor caja rectangular (con 
caras paralelas a los pianos coordenados) que se puede 
inscribir en el elipsoide 



26. Calcule tres numeros positivos a, b y c tales que su 
suma es 30 y la expresion ab 2 c 3 es maxima. 

27. Calcule los puntos criticos de la funcion z = g(x, y ) 
que satisface la ecuacion e 2zx_x2 - 3e 2zy+y2 = 2. 

*28. Clasifique los puntos criticos de la funcion g del 
ejercicio anterior. 

*29. Sea f(x, y) = (y — x 2 )(y - 3x 2 ), Demuestre que el 
origen es un punto critico de f y que la restriccion de 


f a toda recta que pase por el origen tiene un valor 
minimo local en el origen (es decir, demuestre que 
f(x, kx) tiene un valor minimo local en x = 0 para 
todo k, y que f(0, y) tiene un valor minimo local en 
y = 0). iTiene f(x, y) un valor minimo local en el 
origen? iQue le sucede a f en la curva y = 2x 2 ? 
iQue dice el test de la segunda derivada en esta 
situacion? 


30. Verifique completando el cuadrado (es decir, sin 
utilizar el Teorema 8 de la Seccion 10.6) que la forma 
cuadratica 


Q(u, v) = (x, y) 


A B 
B C 


= Au 2 + 2Buv + C v 2 


es definida positiva si A > 0 y 
| A B 

negativa si A < 0 y 


A B 
B C 


A B 
B C 


> 0, definida 
> 0 e indefinida si 


B C 

< 0. Esto proporciona una confirmacion 


independiente de la afirmacion que se hace en la 
observacion que precede al Ejemplo 7. 


*31. Enunciey demuestre (utilizando argumentos basados 
en completar cuadrados en vez de emplear el 
Teorema 8 de la Seccion 10.6) un resultado analogo 
al del Ejercicio 30 para una forma cuadratica 
0(u, v, w) de tres variables. ^Cuales son las 
implicaciones para un punto critico (a, b, c) de una 
funcion f(x, y, z), cuyas derivadas parciales segundas 
son conocidas en (a, b, c)? 


13.2 


Valores extremos de funciones definidas en dominios restringidos 


Una buena parte de la seccion anterior ha considerado tecnicas para determinar si un punto criti- 
co de una funcion es un valor maximo, minimo o un punto de ensilladura. En esta seccion va- 
mos a considerar el problema de determinar los valores maximos y minimos absolutos de funcio¬ 
nes que los posean (generalmente funciones cuyos dominios esten restringidos a subconjuntos de 
R 2 , o R n , con interiores no vacios). En el Ejemplo 8 de la Seccion 13.1 tuvimos que demostrar 
que la funcion dada tenia valores extremos absolutos. Sin embargo, si lo que tenemos es una 
funcion continua en un dominio cerrado y acotado, entonces podemos basarnos en el Teorema 2 
para garantizar la existencia de valores extremos absolutos, pero tendremos que comprobar siem- 
pre los puntos frontera, asf como los puntos criticos del interior y los puntos singulares para ob- 
tener dichos extremos. Los siguientes ejemplos ilustran la tecnica. 


Ejemplo 1 


Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y) 
(vease la Figura 13.7). 


2xy en el disco cerrado x 2 + y 2 ^ 4 


Solucion Como f es continua y el disco es cerrado, debe alcanzar valores maximo y minimo absolutos 
en algunos puntos de dicho disco. Las derivadas parciales primeras de f son 


f i(x, y) = 2y y f 2 (x, y) = 2x 

por lo que no hay puntos singulares, y el unico punto critico es (0, 0), donde f toma el valor 0. 
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Figura 13.7 Puntos candidates a valores extremos en el Ejemplo 1. 


Debemos considerar todavia los valores de f en la circunferencia frontera x 2 + y 2 = 4. Podemos expre- 
sar f sobre esta circunferencia en funcion de una sola variable utilizando una parametrizacion de la circun- 
ferencia, es decir, 

x = 2 cos t, y = 2 sen t, (~n ^ t ^n) 

T enemos 


f( 2 cost, 2 sent) = 8 costsent = g(t) 

Tenemos que obtener los valores extremos de g[t). Podemos hacer esto de dos formas. Si escribimos 
g(t) = 4 sen 2 1, es claro que g(t) tiene un valor maximo de 4 (en t = \ y - ^) y un valor minimo de -4 
(en t = - | y ^). Tambien podemos diferenciar g para obtener sus puntos criticos: 

0 = g'[t) = - 8 sen 2 t + 8 cos 2 t 0 tan 2 1 = 1 

n 3n 


con lo que se obtiene de nuevo el valor maximo de 4 y el valor minimo de -4 (no es necesario comprobar 
los extremos t = -% y t = n, ya que g es diferenciable en todas partes y es periodica de periodo n, y cual- 
quier maximo 0 minimo absolute se producira en un punto critico). 

En cualquier caso, f tiene un valor maximo de 4 en los puntos frontera (^/l, jl) y (-J2, -y/2), y 
un valor minimo de -4 en los puntos frontera (^2, -y/2) y (-y/2, ^Jl). Se puede demostrar facilmente 
mediante el test de la segunda derivada (0 de cualquier otra forma) que el punto critico interior ( 0 , 0 ) es un 
punto de ensilladura (vease la Figura 13.7). 


Calcule los valores extremos de la funcion f(x, y) =x 2 ye {x+y) en la region triangular T 
dada por x ^ 0, y ^ 0 y x + y ^ 4. 

Solucion Primero se buscan los puntos criticos: 

0 = fi(x, y) = xy(2 - x)e {x+y) => x = 0, y = 0ox = 2 

0 = f 2 (x, y) = x 2 (l - y)e u+y) => x = 0oy = l 

Los puntos criticos son (0, y) para todo y, y (2, 1). Solo (2, 1) es un punto interior de T (vease la Figu¬ 
ra 13.8). f (2, 1) = 4/e 3 « 0.199. La frontera de T esta formada por tres segmentos rectos. En dos de el los, 

los ejes coordenados, f es identicamente nula. El tercer segmento se expresa como 

y = 4 - x, 0<x^4 

por lo que los valores de f en este segmento se pueden expresar solo en funcion de x: 

g(x) = f(x, 4 - x) = x 2 (4 - x)e 4 , 0 ^ x ^ 4 
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Figura 13.8 Puntos de interes en el Ejemplo 2. 


Observese que g(0) = g(4) = 0 y g(x) >0 si 0 < x < 4. Los puntos 
0 = g'(x) = ( 8 x - 3x 2 )e 4 , por lo que son x = 0 y x = 8/3. Tenemos que 


criticos de g estan dados por 


9 





0.174 < f (2, 1) 


Concluimos entonces que el valor maximo de f en la region T es 4/e 3 , y que se produce en el punto critico 
interior (2, 1). El valor minimo de f es cero y se produce en todos los puntos de los dos segmentos fron- 
tera perpendiculares. Notese que f no tiene ni un maximo local ni un minimo local en el punto frontera 
(8/3, 4/3), aunque g presenta un maximo local alii. Por supuesto, ese punto tampoco es un punto de ensilla- 
dura de f; no es un punto critico de f. 


Ejemplo 3 


Entre todos los triangulos cuyos vertices estan en una circunferencia dada, calcule el que 
tiene area maxima. 


Solucion La intuicion nos dice que los triangulos equilateros seran los de area maxima. Sin embargo, 
demostrarlo puede ser muy dificil a menos que se haga una buena seleccion de las variables para plantear el 
problema analiticamente. Con una eleccion adecuada de las unidades y los ejes podemos suponer que la 
circunferencia es x 2 + y 2 = 1 y que un vertice del triangulo es el punto P de coordenadas (1, 0). Sean Q y 
R los otros dos vertices, como se muestra en la Figura 13.9. Puede suponerse que Q esta en la semicircunfe- 
rencia superior y R en la inferior, y que el origen 0 esta dentro del triangulo PQR. Supongamos que PQ y 
PR forman angulos 0 y 0, respectivamente, con la direccion negativa del eje x. Claramente, 0 ^ 0 ^ 7 i /2 y 
0 ^ 0< nfl. Las rectas que van desde 0 hasta Q y R forman angulos iguales 0 con la recta QR, con 
20 + 20 + 20 = n. Trazando perpendiculares desde 0 a los tres lados del triangulo PQR, podemos expre- 
sar el area A del triangulo como la suma de las areas de seis triangulos rectangulos mas pequenos: 

111 
A =2 x - sen0cos0 + 2 x - sen 0cos 0+2 x - sen 0cos0 

1 

= - (sen 20 + sen 20 + sen 20 ) 

Como 20 = 7 i - 2(0 + 0), expresamos A en funcion de las dos variables 0 y 0: 

1 

A = A(0, (/>) = - (sen 20 + sen 20 + sen 2(0 + 0)) 

El dominio de A es el triangulo 0^0, 0^0, 0 + 0^ n/2. A = 0 en los vertices de un triangulo y es posi- 
tiva en todas partes (vease la Figura 13.10). Demostraremos que el valor maximo deA(0, 0) en cualquier 
lado del triangulo es 1 y se produce en el punto medio de dicho lado. En dicho lado 0 = 0 y tenemos 

1 

4(0, 0) = - (sen20 + sen20) = sen20 < 1 = 4(0, 7t/4) 
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Figura 13.9 iDonde deberian estar Q y R para asegurar 
que el triangulo PQR tiene area maxima? 


Figura 13.10 El dominio d eA(0, <j>). 


De forma similar, en 0 = 0, A(6, 0)^1 = A(n/A, 0). En el lado 6 + 0 = n/2 tenemos 

A ( 0 , ^ ^ (sen 20 + sen ( n - 20)) 

(n n\ 

= sen 20 ^ 1 =^( 4 , 4 ) 

Debemos comprobar ahora los puntos criticos interiores deA(0, 4>) (no hay puntos singulares). Los puntos 
criticos deben cumplir 

dA 

0 = — = cos 20 + cos (2 0 + 2 <j>) 

80 


0 = —- = cos 20 + cos (20 + 2 </>) 

8<p 

por lo que dichos puntos criticos cumplen cos2 0 = cos20, y, por consiguiente, 0 = <j>. Sustituimos ahora 
esta ecuacion en cualquiera de las ecuaciones anteriores para determinar 0 : 

cos 20 + cos 40 = 0 

2 cos 2 20 + cos 20 - 1 = 0 

(2 cos 20 - l)(cos 20 + 1 ) = 0 


cos 20 = - 0 cos 20 = -1 

La unica solucion que produce un punto interior del dominio de A es 0 = </> = 71 / 6 . Notese que 




Este punto interior critico maximiza el area del triangulo inscrito. Finalmente, observese que para 
0 = (f> = 7 t/ 6 , tenemos tambien que 1 j/ = 71 / 6 , por lo que el triangulo de area maxima es un triangulo equila- 
tero. 
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Observacion Como el area A del triangulo inscrito debe tener un valor maximo (A es conti- 
nua y su dominio es cerrado y acotado), se puede utilizar un argumento estrictamente geometrico 
para demostrar que el triangulo de area maxima es equilatero. Si un triangulo inscrito tuviera dos 
lados desiguales, su area se podria hacer mayor moviendo el vertice comun de esos dos lados 
por la circunferencia para incrementar su distancia perpendicular al lado opuesto del triangulo. 


Programacion lineal 

La programacion lineal es una rama del algebra lineal que desarrolla tecnicas sistematicas para 
obtener maximos y minimos de una funcion lineal sujeta a varias restricciones lineales de desi- 
gualdad. Estos problemas aparecen frecuentemente en las ciencias de gestion y en la investiga- 
cion de operaciones. Debido a su naturaleza lineal, en general no requieren el empleo del calculo 
en su solucion; la programacion lineal se presenta frecuentemente en cursos de matematica Ani¬ 
ta. No presentaremos aqui ningun estudio formal de la programacion lineal, pero haremos algu- 
nas observaciones que permitan su comparacion con los problemas mas generales no lineales de 
valores extremos considerados anteriormente, y que requieren el empleo del calculo para obtener 
su solucion. 

La inecuacion ax + by ^ c es un ejemplo de inecuacion lineal en dos variables. El conjunto 
solucion de esta inecuacion esta formado por un semipiano que queda a un lado de la recta 
ax + by = c. El conjunto solucion de un sistema de varias inecuaciones lineales de dos variables 
es la interseccion de estos semipianos, por lo que es una region convexa del piano limitada por 
una llnea poligonal. Si es un conjunto acotado, entonces es un polfgono convexo junto con su 
interior (un conjunto se denomina convexo si contiene completamente a una recta que se trace 
entre dos cualesquiera de sus puntos. En la recta real los conjuntos convexos son los interval os). 

Examinemos un ejemplo concreto simple en el que intervienen solo dos variables y unas po- 
cas restricciones. 


Ejemplo 4 


Calcule el 
2 x + y ^ 6 , x^Oey^O. 


valor maximo de F(x, y) = 2x + 7y sujeta a las restricciones x + 2y < 6 , 


Solucion El conjunto solucion if de este sistema de cuatro desigualdades de restricciones se muestra en 
la Figura 13.11. Es la region con forma de cuadrilatero cuyos vertices son (0, 0), (3, 0), (2, 2) y (0, 3). La 
figura muestra tambien algunas curvas de nivel de la funcion lineal F. Son rectas paralelas de pendiente 
- 7 . Deseamos encontrar la recta correspondiente al maximo valor de F que corte todavia a if. Evidente- 
mente, se trata de la recta F = 21, que pasa por el vertice (0, 3) de if. El maximo valor de F sujeto a las 
restricciones es 21 . 
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Como ilustra este ejemplo simple, una funcion lineal con dominio restringido por desigualdades 
lineales no alcanza valores maximos ni minimos en puntos del interior de su dominio (si dicho 
dominio tiene interior). Cualquier valor extremo se producira en un punto frontera del dominio o 
en un conjunto de tales puntos frontera. Cuando el valor extremo se produzca en un conjunto de 
puntos frontera, dicho conjunto siempre contendra al menos un vertice. 

Este comportamiento se sigue cumpliendo en general para problemas de valores extremos de 
funciones lineales en cualquier numero de variables, cuyos dominios esten restringidos por cual¬ 
quier numero de desigualdades lineales. En el caso de problemas con tres variables, el dominio 
sera una region convexa de U 3 limitada por pianos. En el caso de un problema con n variables, 
el dominio sera una region convexa de U n limitada por hiperplanos de dimension n - 1. Estas 
regiones poliedricas tendran vertices (donde se crucen n hiperplanos), y los valores maximo y 
minimo de las funciones lineales sujetas a las restricciones se seguiran produciendo en subcon- 
juntos de la frontera que contendran a esos vertices. Por tanto, estos problemas se pueden resol¬ 
ver evaluando la funcion lineal que se ha de optimizar (se denomina funcion objetivo) en todos 
los vertices y seleccionando el valor maximo o minimo. 

En la practica, en los problemas de programacion lineal pueden intervenir cientos y hasta mi¬ 
les de variables, e incluso mas restricciones. Estos problemas deben ser resueltos con computa- 
dores, pero incluso asi es extremadamente ineficiente, si no imposible, calcular todos los vertices 
del conjunto solucion de las restricciones, y los valores de la funcion objetivo en dichos vertices. 
M uchos de los estudios sobre programacion lineal se centran, por tanto, en desarrollar tecnicas 
para obtener (o al menos acercarse) el vertice optimo en tan pocos pasos como sea posible. En 
general, intervienen criterios por los que un gran numero de vertices se pueden rechazar median- 
te consideraciones geometricas. No profundi zaremos en estas tecnicas, si no que nos contentare- 
mos con presentar un ejemplo mas para ilustrar, en un caso muy simple, como se puede utili- 
zar la geometria subyacente de un problema para reducir el numero de vertices que se deben 
considerar. 


Ejemplo 5 


Un sastre dispone de 230 m de cierta tela y tiene pedidos para un maximo de 20 trajes, un 
maximo de 30 chaquetas y un maximo de 40 pantalones, para realizar con dicha tela. Cada traje requiere 6 
m de tela, cada chaqueta 3 m y cada pantalon 2 m. Si el beneficio del sastre es de 20 € por traje, 14 € por 
chaqueta y 12 € por pantalon, icuantos debe hacer para obtener el maximo beneficio con la tela de que 
dispone? 


Solucion Supongamos que el sastre hace x trajes, y chaquetas y z pantalones. En ese caso, su beneficio 
sera 

P = 20x + 14y + 12z 


Las restricciones del problema son 


x > 0, x ^ 20 
y > 0, y ^ 30 

z 0, z ^ 40 


6 x + 3y + 2z ^ 230 

La ultima desigualdad se debe al suministro limitado de la fabrica. La Figura 13.12 muestra el conjunto 

solucion. Tiene 10 vertices, A, B . J . Como P crece en la direccion del vector VP = 20i + 14j + 12k, 

que apunta hacia el primer octante, el valor maximo no se puede alcanzar en ninguno de los vertices 
A, B . G (piensese por que). Por consiguiente, solo necesitamos buscar en los vertices H, I y J . 

H = (20, 10, 40), P = 1020 en H 

I = (10, 30, 40), P = 1100 en / 

J = (20, 30, 10), P = 940 en J 
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z 



Figura 13.12 El conjunto convexo de puntos que cumplen las restricciones 
del Ejemplo 5. 


Por consiguiente, el sastre debe hacer 10 trajes, 30 chaquetas y 40 pantalones para obtener su maxi mo be- 
neficio, 1100 €, con la tela de que dispone. 


Ejercicios 13.2 


1. Calcule los valores maximo y minimo de 

f(x, y) = x - x 2 + y 2 en el rectangulo 0 ^ x sg 2, 

0 <y ^ 1. 

2. Calcule los valores maximo y minimo de 

f(x, y) = xy-2x en el rectangulo -l^x^l, O^y^l. 

3. Calcule los valores maximo y minimo de 
f(x, y) = xy - y 2 en el disco x 2 + y 2 ^ 1. 

4. Calcule los valores maximo y minimo de 
f(x, y) = x + 2y en el disco x 2 + y 2 ^ 1. 

5. Calcule el valor maximo de f(x, y) = xy - x 3 y 2 en el 
cuadrado 0 < x 1, O^y^l. 

6 . Calcule los valores maximo y minimo de 

f(x, y) = xy(l - x - y) en el triangulo cuyos vertices 
son (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 

7. Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y) = 
senxcosy en la region triangular cerrada limitada por 
los ejes de coordenadas y la recta x + y = 27r. 

8 . Calcule el valor maximo de 

f (x, y) = sen x sen y sen (x + y) 

en el triangulo limitado por los ejes de coordenadas y 
la recta a x + y = n. 

9. La temperatura de todos los puntos del disco 
x 2 + y 2 ^ 1 esta dada por 

T = (x + y)e~* 2_y2 

Calcule las temperaturas maxima y minima en los 
puntos del disco. 

10. Calcule los valores maximo y minimo de 


fix, y) 


x~y 

1 + x 2 + y 2 


en el semipiano superior y ^ 0. 


11. Calcule los valores maximo y minimo de xy 2 + yz 2 en 
la bola x 2 + y 2 + z 2 ^ 1. 

12. Calcule los valores maximo y minimo de xz + yz en la 
bola x 2 + y 2 + z 2 ^ 1. 

13. Considere la funcion f(x, y) = xye~ xy cuyo dominio es 
el primer cuadrante x ^ 0, y > 0. Demuestre que 
lim^ f(x, kx) = 0. iTiene f limite cuando (x, y) se 
aleja arbitrariamente del origen por el primer 
cuadrante? iTiene f un valor maximo en el primer 
cuadrante? 


14. 


Repita el Ejercicio 13 para la funcion 
f(x, y) = xy 2 e * y . 


15. En cierta comunidad hay dos fabricas de cerveza que 
compiten, de forma que las ventas de una afectan 
negativamente al beneficio de la otra. Si la fabrica A 
produce x litros de cerveza al mes y la fabrica B 
produce y litros de cerveza al mes, entonces los 
beneficios mensuales de P € de la fabrica A y de Q € 
de la fabrica B se pueden expresar como 


0 


= 2 y- 


4y 2 + x 2 
2 x 10 6 


Calcule la suma de los beneficios de las dos fabricas si 
cada una establece su produccion de forma 
independiente, con el criterio de maximizar su propio 
beneficio, y asume que su competidora hace lo mismo. 
Calcule la suma de los beneficios si las dos fabricas 
cooperan y determinan sus producciones respectivas de 
forma que se maximice dicha suma. 

16. En una valla recta de 100 m de longitud se realizan dos 
dobleces que forman el mismo angulo a la misma 
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distancia de sus extremos, y la cerca de tres segmentos 
resultantes se pega a un muro existente para formar un 
recinto de forma trapezoidal. iCual es la maxima area 
posible de dicho recinto? 

17. M aximice Q(x, y) = 2x + 3y sujeta a las restricciones 
x > 0, y ^ 0, y 5, x + 2y ^ 12 y 4x + y sg 12. 

18. M inimice F(x, y, z) = 2x + 3y + 4z sujeta a las 
restricciones x>0, y^O, z^O, x + y^2, y + z^2 
y x + z ^ 2. 

19. Un fabricante textil produce dos tipos de tela de 
lana-algodon-poliester. El tipo de lujo tiene una 
composicion (por peso) del 20% de lana, el 50% de 
algodon y el 30% de poliester y lo vende a 3 € 

por kilogramo. El tipo estandar tiene una composicion 


del 10% de lana, el 40% de algodon y el 50% de 
pol iester, y lo vende a 2 € por kilogramo. Si tiene en 
stock 2000 kg de lana, 6000 kg de algodon y 6000 kg 
de pol iester, icuantos kilogramos de tela de cada tipo 
deberia fabricar para maximizar sus ingresos? 

20. Un terreno de 10 hectareas se parcela para realizar 
construcciones con densidades de seis chalets aislados 
por hectarea, ocho duplex por hectarea o 12 
apartamentos por hectarea. El promotor que posee el 
terreno puede obtener un beneficio de 40 000 € por 
chalet aislado, 20 000 € por duplex y 16 000 € por 
apartamento. Las leyes municipales lo obligan a 
construir al menos tantos apartamentos como el total 
de chalets y duplex. ^Cuantas construcciones de cada 
tipo debe realizar para maximizar su beneficio? 


13.3 


Multiplicadores de Lagrange 


Un problema de valores extremos con restricciones es aquel en el que las variables de la fund on 
a maximizar o minimizar no son completamente independientes entre sf, sino que deben satisfa- 
cer una o mas ecuaciones o desigualdades de restricciones. Por ejemplo, los problemas 


maximizar f(x, y) 


sujeto a g(x, y) = C 


y 


minimizar f(x,y,z,w) sujeto a g(x, y, z, w) = C x 

y h(x, y, z, w) = C 2 

tienen, respectivamente, una y dos ecuaciones de restricciones, y el problema 
maximizar f(x, y, z) sujeto a g(x, y, z) ^ C 
tiene una unica desigualdad de restricciones. 

En general, se puede considerar que las desigualdades de restricciones restringen el dominio 
de la funcion a optimizar a un conjunto menor que todavfa posea puntos interiores, La Seccion 
13.2 ha estado dedicada a estos problemas. En los tres primeros ejemplos de dicha seccion bus- 
cabamos valores extremos libres (es decir, sin restricciones ) en el interior del dominio, y exami- 
nabamos tambien la frontera del dominio, especificada por una o varias ecuaciones de restriccio¬ 
nes. En el Ejemplo 1 parametrizamos la frontera y expresamos la funcion a optimizar en funcion 
del parametro, para reducir asi el problema a un problema libre en una variable, en vez de ser un 
problema con restricciones en dos variables. En el Ejemplo 2 la frontera estaba formada por tres 
segmentos rectos, en dos de los cuales la funcion valia obviamente cero. Utilizando la ecuacion 
del tercer segmento despejamos y en funcion de x, para expresar los valores de f(x, y) en ese 
segmento en funcion de una unica variable libre. En el Ejemplo 3 utilizamos un enfoque similar 
para tratar la frontera triangular de la funcion de area A(6, cp). 

La reduccion de problemas de optimizacion con ecuaciones de restricciones a problemas li¬ 
bres con menos variables independientes solo es posible cuando a partir de las ecuaciones de res¬ 
tricciones se pueden despejar explfcitamente algunas variables en funcion de las otras, o bien 
cuando se pueden expresar parametricamente todas las variables en funcion de unos pocos para- 
metros. A menudo es muy diffcil o imposible resolver las ecuaciones de restricciones, por lo que 
necesitamos otras tecnicas. 
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El metodo de los multiplicadores de Lagrange 

Una tecnica para calcular valores extremos de f(x, y) sujeta a la restriction de igualdad 
g(x, y) = 0 se basa en el siguiente teorema: 

TEOREMA Supongamos que f y g tienen derivadas parciales primeras continuas cerca del punto 
P 0 = (% Yo) sobre la curva e cuya ecuacion es g(x, y) = 0. Supongamos ademas que, cuan- 
do se restringe a los puntos de e, la funcion f(x, y) tiene un valor maximo o minimo local 
en P 0 . Supongamos finalmente que, 

(i) P 0 no es un extremo de &. 

(ii) Vg(P 0 ) / 0. 

Entonces existe un numero A 0 tal que (x 0 , y 0 , /l 0 ) es un punto critico de la funcion Lagran- 
giana 


L(x, y, X] = f(x, y) + A g(x, y) 

DEMOSTRACION En conjunto, (i) y (ii) implican queees lo suficientemente suave pa¬ 
ra tener una tangente en P 0 , y que Vg(P 0 ) es normal a dicha tangente. Si Vf(P 0 ) no es pa- 
ralela a Vg(P 0 ), entonces Vf(P 0 ) tiene un vector proyeccion v distinto de cero sobre la rec¬ 
ta tangente a een P 0 (vease la Figura 13.13). Por lo tanto, f tiene una derivada direccional 
positiva en P 0 en la direccion de v, y una derivada direccional negativa en la direccion 
opuesta. Entonces, f(x, y) crece o decrece a medida que nos alejamos de P 0 por la curva e 
en la direccion de v o de -v, y f no puede tener un maximo ni un minimo en P 0 . 
Como estamos suponiendo que f tiene un valor extremo en P 0 , lo que debe ocurrir es que 
Vf(P 0 ) es paralelo a Vg(P 0 ). Como Vg(P 0 ) X 0, debe existir un numero real A 0 tal que 
Vf(P 0 ) = ~A 0 Wg(P 0 ), o 

V(f+A 0 g)(P 0 ) = 0 



Figura 13.13 Si Vf(P 0 ) no es un multiplo de Vg(P 0 ), entonces Vf(P 0 ) tiene un vector 
proyeccion v distinto de cero tangente a la curva de nivel de g que pasa por P 0 . 


Las dos componentes de la ecuacion vectorial anterior afirman que dL/dx = 0 y dL/dy = 0 
en (x 0 , y 0 , A 0 ). La tercera ecuacion que debe cumplir un punto critico de L es 5L/3/l = 
= g(x, y) = 0. Esta se cumple en (x 0 , y 0 , X Q ), ya que P 0 esta en e. Por tanto, (x 0 , y 0 , A 0 ) es 
un punto critico de L(x, y, X). 

El Teorema 4 sugiere que para obtener candidatos de puntos de la curva g(x, y) = 0 donde f(x, y) 
alcance un maximo o un minimo, hay que buscar los puntos criticos de la funcion Lagrangiana 


L (x, y, X) = f (x, y) + Ag(x, y) 
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y) 

\ es decir, Vf es paralelo a Vg 

y ) 

la ecuacion de la restriccion 

Notese, sin embargo, que se supone que el problema con restricciones tiene solution. El Teore- 
ma 4 no garantiza que dicha solucion exista; solo indica la forma de calcular una solucion que 
ya se sabe que existe. En general es necesario ver primero si el problema en estudio tiene solu¬ 
cion antes de utllizar este metodo para intentar obtenerla. 

Apliquemos el metodo en un caso concreto: 


En todo punto critico de L debe cumplirse 
8L 

0 = ^ = fib. y) + i(x, 
8L 

0 = = f 2 (x. y) + Ag 2 (x, 

8y 

8L 

Y 0 = — = g(x, y) 


Ejemplo 1 


Calcule la minima distancia desde el origen a la curva x 2 y = 16. 


Solucion La Figura 13.14 muestra la grafica de x 2 y = 16. Parece haber dos puntos en la curva que son 
los mas cercanos al origen (la curva no esta acotada). Para calcular los puntos mas cercanos basta con mini- 
mizar el cuadrado de la distancia de un punto (x, y) de la curva al origen (es mas sencillo trabajar con el 
cuadrado de la distancia que con la propia distancia, ya que en esta ultima aparece una raiz cuadrada, mas 
dificil de diferenciar). Por tanto, deseamos resolver el problema 


minimizar f(x, y) = x 2 + y 2 sujeto a 


g(x, y) = x 2 y - 16 = 0 



Figura 13.14 La curva de nivel de la funcion que representa el cuadrado 
de la distancia al origen es tangente a la curva x 2 y = 16 en los dos puntos donde dicha 
curva esta mas proxima al origen. 


Sea L(x, y, 1) = x 2 + y 2 + X(x 2 y - 16). En los puntos criticos de L debe cumplirse 


8L 


0 = — = 2x + 22xy = 2x(l + Xy) 

8x 

(A) 

8L 


0 = — = 2 y + Xx 2 

8y 

(B) 

CO 
i—l 

1 

CM 

>< 

II 

- 1 1 ^ 

cti | co 

II 

O 

(C) 


La ecuacion (A) requiere que x = 0 o que Xy = -1. Sin embargo, x = 0 es inconsistente con la ecuacion 
(C). Por tanto, Xy = -1. A partir de la ecuacion (B) tenemos ahora 

0 = 2y 2 + Xyx 2 = 2y 2 - x 2 

Por consiguiente, x = +J2y, y (C) permite obtener ahora 2y 3 = 16, por lo que y = 2. A si, existen dos 
candidates a puntos de x 2 y = 16 mas cercanos al origen, (±2^/2, 2). Ambos estan a distancia 
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y8T4 = 2^3 unidades del origen, por lo que esta debe ser la minima distancia desde el origen a la cur- 
va. En la Figura 13.14 se muestran algunas curvas de nivel de x 2 + y 2 , junto con la curva de la restriccion 
x 2 y = 16. Observese como la curva de la restriccion es tangente a la curva de nivel que pasa por los puntos 
que minimizan la distancia (±2^/2, 2), reflejando el hecho de que las normales a las dos curvas son para- 
lelas en esos puntos. 


Observacion Por supuesto, en el ejemplo anterior podriamos haber despejado y de la ecua¬ 
cion de restricciones en la forma y = 16/x 2 , haber sustituido en f y, por tanto, haber reducido el 
problema al de obtener el valor minimo (sin restricciones) de 


16 


Fix) = f x, -y = x 2 + 


256 


Se invita al lector a verificar que se obtiene el mismo resultado. 

El numero k que aparece en la f unci on Lagrangiana se denomina multiplicador de Lagran¬ 
ge. La tecnica de solucion de problemas de valores extremos buscando los puntos criticos de un 
problema con restricciones con mas variables (las variables originales mas los multiplicadores de 
Lagrange correspondientes a cada ecuacion de restricciones) se denomina metodo de los multi¬ 
plicadores de Lagrange. Dara buenos resultados en tanto en cuanto la f unci on a maximizar o 
minimizar (denominada funcion objetivo) y las ecuaciones de las restricciones tengan graficas 
suaves en un entorno de los puntos donde se produzcan los valores extremos, y esos puntos no 
esten en hordes de las graficas. Veanse el Ejemplo 3 y el Ejercicio 26 posteriores. 


Ejemplo 2 


del origen. 


Calcule los puntos de la curva 17x 2 + 12xy + 8y 2 = 100 que estan mas cerca y mas lejos 


Solucion La forma cuadratica del miembro izquierdo de la ecuacion anterior es definida positiva, como 
se puede ver completando el cuadrado. Por tanto, la curva esta acotada y debe tener puntos con distancia 
maxima y minima al origen (de hecho, la curva es una elipse centrada en el origen y con ejes principales 
oblicuos. El problema pide calcular los extremos de los ejes mayor y menor). 

De nuevo, lo que deseamos es optimizar x 2 + y 2 sujeta a la ecuacion de restricciones. En este caso el 
Lagrangiano es 

L(x, y, 2) = x 2 + y 2 + l(17x 2 + 12xy + 8y 2 - 100) 
y los puntos criticos deben cumplir 


8L 

— = 2x + 2(34x + 12y) 
dx 

(A) 

8L 

— = 2y + A(12x + 16y) 

8y 

(B) 

8L , , 

— = 17x 2 + 12xy + 8y 2 - 100 

OA 

(C) 


Despejando 1 en las ecuaciones (A) y (B) e igualando las dos expresiones de 1 se obtiene 


-2x _ -2 y 

34x + 12y 12x + 16y 

Esta ecuacion se puede simplificar, obteniendose 


12x 2 + 16xy = 34xy + 12y 2 


2x 2 - 3xy - 2y 2 = 0 
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M ultiplicando la ecuacion (D) por 4 y sumando el resultado a la ecuacion (C) se obtiene 25x 2 = 100, por lo 
que x = ±2. Finalmente, se sustituyen los dos valores de x en (D) y se obtienen (para cada uno) dos valo- 
res dey de las correspondientes ecuaciones de segundo grado: 

Para x = 2:y 2 + 3y - 4 = 0, Para x = -2:y 2 - 3y - 4 = 0 

(y - l)(y + 4) = 0 (y + 1 )(y - 4) = 0 

Obtenemos, por tanto, cuatro puntos candidatos: (2, 1), (-2, -1), (2, -4) y (-2, 4). Los dos primeros 
puntos son los mas cercanos al origen; son los extremos del eje menor de la elipse. Los otros dos son los 
mas lejanos del origen (los extremos del eje mayor) (vease la Figura 13.15). 



Figura 13.15 Los puntos de la elipse que estan mas cerca y mas lejos del origen. 


Considerando las bases geometricas del metodo de los multiplicadores de Lagrange, no debemos 
esperar que el metodo tenga exito si las curvas de nivel de las funciones que intervienen no son 
suaves, o si el maximo o minimo se produce en un extremo de la curva de restricciones. Uno de 
los obstaculos del metodo es que las curvas de nivel de las funciones pueden no ser suaves, in- 
cluso aunque las propias funciones tengan derivadas parciales. Pueden aparecer problemas cuan- 
do un gradiente se anula, como muestra el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 3 


= y 3 - x 2 = 0. 


Calcule el valor minimo de f(x, y) = y, sujeta a la ecuacion de restriccion g(x, y) = 


Solucion La parabola semicubicay 3 = x 2 tiene un vertice en el origen (vease la Figura 13.16). Es claro 
que f(x, y) = y tiene un valor minimo de 0 en ese punto. Sin embargo, supongamos que intentamos resol¬ 
ver el problema utilizando el metodo de los multiplicadores de Lagrange. En este caso el Lagrangiano es 


L (x, y, 2) = y + 2(y 3 - x 2 ) 



Figura 13.16 El minimo de y se produce en un punto de la curva donde esta 
no tiene tangente. 


cuyos puntos criticos deben cumplir 


— 22x = 0 
1 + 31y 2 = 0 
y 3 - x 2 = 0 
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Observese que y = 0 no puede satisfacer la segunda ecuacion, y, de hecho, las tres ecuaciones no tienen 
solution (x, y, 1) (la primera ecuacion implica que o bien 1 = 0, o bien x = 0, pero ninguna de el I as es 
consistente con las otras dos ecuaciones). 


Observacion El metodo de los multiplicadores de Lagrange no funciona en el ejemplo ante¬ 
rior porque Vg = 0 en el punto de solucion, y por tanto la curva g(x, y) = 0 puede no ser suave en 
dicho punto (de hecho, en este caso no lo es). La condicion geometrica de que Vf debe ser parale- 
lo Vg en el punto de solucion carece de sentido en este caso. Cuando se aplica el metodo de los 
multiplicadores de Lagrange, hay que estar seguro de que el valor extremo se puede producir en: 

(i) Un punto crftico del Lagrangiano. 

(ii) Un punto donde Vg = 0. 

(iii) Un punto donde Vf o Vg no existen. 

(iv) Un «extremo» del conjunto de restricciones. 

Esta situacion es similar a la de los valores extremos de una funcion f de una variable, que pue- 
den producirse en un punto crftico, un punto singular o un extremo del dominio de f. 

Problemas con mas de una restriccion 

Consideraremos a continuacion un problema tridimensional que requiere la obtencion de un va¬ 
lor maximo o mfnimo de una funcion de tres variables sujeta a dos ecuaciones de restricciones: 

optimizar f(x, y, z) sujeto a g(x, y, z) = 0 y h(x, y, z) = 0 

Supongamos de nuevo que el problema tiene solucion, por ejemplo el punto P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ), y 
que las funciones f, g y h tienen derivadas parciales primeras continuas cerca de P 0 . Supon¬ 
gamos tambien que T = Vg(P 0 ) x Vh(P 0 ) ^ 0. Estas condiciones implican que las superficies 
g(x, y, z) = 0 y h(x, y, z) = 0 son suaves cerca de P 0 y que no son tangentes entre si en ese pun¬ 
to, por lo que deben cruzarse formando una curva e que es suave cerca de P 0 . La curva e tiene 
un vector tangente T en P 0 . El mismo argumento geometrico utilizado en la demostracion del 
Teorema 4 demuestra de nuevo que Vf(P 0 ) debe ser perpendicular a T (si no lo fuera, entonces 
habrfa un vector proyeccion sobreT no nulo, y f tendrfa derivadas direccionales no nulas en las 
direcciones +T, y por tanto crecerfa y decrecerfa cuando nos movieramos a partir deP 0 siguien- 
do la curva een direcciones opuestas). 

Como Vg(P 0 ) Y Vh(P 0 ) son no nulos y ambos son perpendiculares a T (vease la Figura 
13.17), Vf(P 0 ) debe estar en el piano generado por esos dos vectores y, por consiguiente, debe 
ser una combinacion lineal de aquellos: 

Vf(x 0 , y 0 , z 0 ) = -X 0 Vg(x 0 , y 0 , z 0 ) - /i 0 V/r(x 0 , y 0 , z 0 ) 

para algunas constantes X 0 y /i 0 . Se deduce entonces que (x 0 , y 0 , z 0 , X 0 , /i 0 ) es un punto crftico de 
la funcion Lagrangiana 

L (x, y, z, X, /i) = f (x, y, z) + Xg(x, y, z) + /uh(x, y, z) 

Buscamos tripletes (x, y, z) que optimicen f(x, y, z) sujeta a las dos restricciones g(x, y, z) = 0 y 
h(x, y, z) = 0 entre los puntos (x, y, z, X, /t) que sean puntos crfticos de la funcion Lagrangiana 
anterior, y por tanto debemos resolver el sistema de ecuaciones 

fi(x, y, z) + Xgi(x, y, z) + /^(x, y, z) = 0 

f 2 (x, y, z) + Xg 2 [x, y, z) + fih 2 (x, y, z) = 0 

f 3 (x, y, z) + Xg 3 (x, y, z) + /th 3 (x, y, z) = 0 

g(x, y, z) = 0 

h(x, y, z) = 0 
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Vg(P 0 ) V/(P 0 ) 


Figura 13.17 En P 0 , Vf, Vg y Vh son todos 
perpendiculares a T. Por tanto, Vf esta en el piano 
generado por Vg y Vh. 


La resolution de un sistema como este puede ser muy diffcil. Debe notarse que al utilizar el me- 
todo de los multiplicadores de Lagrange en vez de resolver las ecuaciones de restricciones, he- 
mos cambiado el problema de resolver dos ecuaciones para expresar dos variables como funcio- 
nes de una tercera por un problema de obtener valores numericos resolviendo cinco ecuaciones 
con cinco incognitas. 


Ejemplo 4 


Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y, z) = xy + 2z en la circunferencia corres- 


pondiente a la interseccion del piano x + y + z = 0 con la esfera x 2 


z 2 = 24. 


Solucion La funcion f es continua, y la circunferencia es un conjunto cerrado y acotado en el espacio 
tridimensional. Por tanto, deben existir valores maximo y minimo. Buscaremos los puntos criticos del La- 
grangiano 

L = xy + 2z + A(x + y + z) + /i(x 2 + y 2 + z 2 - 24) 


Igualando a cero las primeras derivadas de L, obtenemos 


y + X + 2[ix = 0 

(A) 

x + X + 2 nY = 0 

(B) 

2 + 2 + 2/xz = 0 

(C) 

x+y+z=0 

(D) 

x 2 + y 2 + z 2 - 24 = 0 

(E) 


Restando (A) de (B) obtenemos (x - y)(l - 2/i) = 0. Por tanto, o/i = jO x = y. Analizaremos ambas posi- 
bilidades. 


Cuando ninguna de las ecuaciones se pueda factorizar, intente combinar dos o mas para producir una nueva 
ecuacion que se pueda factorizar. 


CASO I Si n = §, obtenemos a partir de (B) y (C) 

x + 2 + y = 0 y 2 + 2 + z = 0 

Por tanto, x + y = 2 + z. Combinando esto con (D) se obtiene z = -1 y x + y = 1. Ahora, por (E), 
x 2 + y 2 = 24 - z 2 = 23. C omo x 2 + y 2 + 2xy = (x + y) 2 = 1, tenemos 2xy = 1 - 23 = - 22 y xy = -11. 
Ahora (x - y) 2 = x 2 + y 2 - 2xy = 23 + 22 = 45, por lo que x-y=±3^fb. Combinando esto con 







852 CALCULO 

x + y = 1, se obtienen dos puntos criticos que resultan de n = \, concretamente, ((1 + 3 s /S)/2, 
(1 - 3^/S)/2, -1) y ((1 - 3^51/2, (1 + 3^51/2, -1). En ambos puntos se tiene que f(x, y, z) = 
= xy + 2z = -11 - 2 = -13. 

CASO II Si x = y, entonces (D) implica que z = -2x, y (E) produce entonces 6x 2 = 24, por lo que 
x = ±2. Por tanto, debemos considerar los puntos (2, 2, -4) y (-2, -2, 4). Tenemos f(2, 2, -4) = 
= 4 - 8 = -4 y f( —2, -2, 4) = 4 + 8 = 12. 

Concluimos entonces que el valor maximo de f en la circunferencia es 12, y el valor minimo es -13. 


El metodo de los multiplicadores de Lagrange se puede aplicar para obtener valores extremos de 
una funcion de n variables, es decir, de una variable vector x = (x lf x 2 , x„), sujeta a 

m < n - 1 restricciones: 

optimizar f(x) sujeto a g (1) (x) = 0.g (m) (x) = 0 

Suponiendo que el problema tiene solucion en el punto P 0 , que f y todas las funciones g y) tie- 
nen derivadas parciales primeras continuas en un entorno de P 0 , y que la interseccion de las 
(hiper) superficies de restricciones es suave cerca de P 0 , entonces podemos buscar el punto P 0 
entre los puntos criticos de la funcion Lagrangiana de (n + m) variables 

m 

Ux, Ai.A m ) = f(x) + £ A 7 g ( y)(x) 

J=i 

No demostraremos esta afirmacion general (la demostracion se puede basar en el Teorema de la 
Funcion Implfcita). Todos los puntos criticos deben satisfacer las n + m ecuaciones 

OL OL 

, = o, (1 </<n), — = g (i) (x)= 0, (l<y'<m) 

(/X j (J /ij 


Programacion no lineal 

Cuando en la seccion anterior buscamos valores extremos de funciones f en dominios restringi- 
dos R, tuvimos que buscar separadamente puntos criticos de f en el interior de R y puntos crfti- 
cos de la restriccion de f en la frontera de R. El interior de R esta generalmente especificado por 
una o mas restricciones en forma de inecuacion g < 0, y la frontera corresponde a restricciones 
en forma de ecuacion g = 0 (para las que se puede utilizar el metodo de los multiplicadores de 
Lagrange). 

Es posible unificar estos enfoques en un solo metodo de calculo de valores extremos de fun¬ 
ciones definidas en regiones especificadas por inecuaciones de la forma g ^ 0. 

Consideremos, por ejemplo, el problema de obtener valores extremos de f(x, y) en la region 
R especificada por g(x, y) s; 0. Podemos proceder intentando obtener los puntos criticos de la 
funcion de cuatro variables 

L(x, y, A, u) = f(x, y) + A(g(x, y) + u 2 ) 

Estos puntos criticos deben cumplir las cuatro ecuaciones 

OL 

o = — = fi(x, y) + Agi(x, y) (A) 


0 

0 

0 


di_ 

dy 

8L 

5A 

di_ 

du 


f 2 (x, y) + Ag 2 (x, y) 
g 2 (x, y) + u 2 
2Au 


(B) 

(C) 

(D) 
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Supongamos que (x, y, X, u ) satisface estas ecuaciones. Consideraremos dos casos: 

CASO I u ¥= 0. Entonces (D) implica que X = 0, (C) implica que g(x, y) = -u 2 < 0, y (A) y 
(B) implican que f^x, y) = 0 y f 2 (x, y) = 0. Por tanto, (x, y) es un punto critico interior de f. 

CASO II u = 0. Entonces (C) implica que g(x, y) = 0, y (A) y (B) implican que Vf(x, y) = 
= -AVg(x, y), por lo que (x, y) es un punto frontera candidato a ser valor extremo. 

Esta tecnica se puede ampliar al problema de calcular los valores extremos de una funcion de 
n variables, x = (x 1( x 2 , x n ), en la interseccion R de m regiones Rj definidas por restricciones 
en forma de inecuaci on g {j) (x) s? 0. 

optimizar f(x) sujeto a g (1) (x) ^ 0.g (m) (x) 0 

En este caso buscaremos puntos criticos del Lagrangiano de n + 2m variables 

m 

L(x, x-! . x m , u 1 . u m ) = f(x) + X Xj (g (j) M + uf) 

i =i 

Los puntos criticos cumpliran el sistema de n + 2m ecuaciones 

m 

Vf(x) = - X AyVg ( y)(x) (n ecuaciones) 

j=i 

g ( y)(x) = -uf, (1 s; j s; m) (m ecuaciones) 

2XjUj = 0, (1 <y < m) (m ecuaciones) 

Las ultimas m ecuaciones muestran que Ay = 0 para todo j tal que Uy ^ 0. Si todo Uy # 0, enton¬ 
ces x es un punto critico de f interior a R. En otro caso, alguna de las Uy sera cero, por ejemplo, 

aquel I as correspondientes a valores de j en un subconjunto J de {1, 2. m}. En este caso x 

estara en la parte de la frontera de R formada por puntos de cada una de las regiones Rj para las 
que; ej , y Vf sera una combinacion lineal de los correspondientes gradientes Vg {j) : 

Vf(x) = - X Ay Vg (i) (x) 

jej 

Las expresiones anteriores se conocen por el nombre de condiciones de Kuhn-Tucker, y esta 
tecnica de resolucion de problemas de valores extremos en dominios restringidos se denomina 

programacion no lineal. 


Ejercicios 13.3 


1. Utilice el metodo de los multiplicadores de Lagrange 
para maximizar x 3 y 5 sujeta a la restriccion x + y = 8. 

2. Calcule la minima distancia del punto (3, 0) a la 
parabola y = x 2 : 

(a) Por reduccion a un problema sin restricciones en 
una variable. 

(b) Utilizando el metodo de los multiplicadores de 
Lagrange. 

3. Calcule la distancia del origen al piano 
x + 2y + 2z = 3: 

(a) Utilizando un argumento geometrico (sin utilizar 
calculo). 


(b) Reduciendo el problema a un problema sin 
restricciones en dos variables. 

(c) Utilizando el metodo de los multiplicadores de 
Lagrange. 

4. Calcule los valores maximo y minimo de la funcion 
f (x, y, z) = x + y - z en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

5. Utilice el metodo de los multiplicadores de Lagrange 
para calcular la maxima y minima distancia del punto 
(2, 1, -2) a la esfera cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 + z 2 = 1 (por supuesto, la respuesta se podria 
obtener mas facilmente utilizando un argumento 
geometrico simple). 
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6 . Calcule la minima distancia del origen a la superficie 
xyz 2 = 2. 


diagonal opuesta esta en la parte del primer octante de 
la superficie xy + 2yz + 3xz = 18. 


7. Calcule a, b y c de forma que el volumen 1/ = 47rabc/3 

x 2 y 2 z 2 

de un elipsoide = 1 que pase por el punto 

a b e 

(1, 2, 1) sea lo mas pequeno posible. 

8. Calcule los extremos de los ejes mayor y menor de la 
el ipse 3x 2 + 2 xy + 3y 2 = 16. 

9. Calcule los valores maximo y minimo de 

f(x, y, z) = xyz en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 12. 

10. Calcule los valores maximo y minimo de x + 2 - 3z 
en el elipsoide x 2 + 4y 2 + 9z 2 ^ 108. 

11. Calcule los valores maximo y minimo de la funcion 
f(x, y, z) = x en la curva correspondiente a la 
interseccion del piano z = x + y y el elipsoide 

x 2 + 2 y 2 + 2z 2 = 8. 

12. Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y, z) = 
= x 2 + y 2 + z 2 en la elipse formada por la interseccion 
del cono z 2 = x 2 + y 2 y el piano x - 2z = 3. 

13. Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y, z) = 
= 4 - z en la elipse formada por la interseccion del 
cilindro x 2 + y 2 = 8 y el piano x + y + z = 1. 

14. Calcule los valores maximo y minimo de f(x, y, z) = 
= x + y 2 z sujeta a las restricciones y 2 + z 2 = 2 y z = x. 

*15. Utilice el metodo de los multiplicadores de Lagrange 
para calcular la minima distancia entre las rectas 
x = y = z yx = -y, z = 2 (existen, por supuesto, 
formas mucho mas sencillas de obtener la respuesta. 
Esto es un ejemplo de matar moscas a canonazos). 

16. Calcule los valores maximo y minimo de la funcion de 

n variables Xi + x 2 + + x„ sujeta a la restriccion 

x 2 + x 2 + • ■ • + x 2 = 1. 

17. Repita el Ejercicio 16 para la funcion 

Xi + 2x 2 + 3x 3 + + nx„ con la misma restriccion. 


21. Se desea construir una caja rectangular sin tapa con un 
volumen determinado 1/ m 3 utilizando dos materiales 
diferentes. El material utilizado para el fondo y la parte 
frontal de la caja cuesta cinco veces (por metro 
cuadrado) lo que cuesta el material utilizado para la 
parte trasera y los otros dos lados. ^Cuales deberian ser 
las dimensiones de la caja para minimizar el coste de 
los materiales? 

*22. Calcule los valores maximo y minimo de xy + z 2 en 
la bola x 2 + y 2 + z 2 ^ 1. Utilice multiplicadores de 
Lagrange para tratar el caso de la frontera. 

*23. Repita el Ejercicio 22 pero considere el caso de la 
frontera parametrizando la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
utilizando 


x = sen 0cos0, y = sen 0sen0, z = cos0 
con 0 < y!> ^ 7i y 0 ^ 0 ^ 27i. 

*24. Si a, [i y y son los angulos de un triangulo, demuestre 


que 


a P y 1 

sen - sen - sen - - 

2 2 2 8 


iPara que triangulos se produce la igualdad? 

*25. Suponga que f y g tienen derivadas parciales 

primeras continuas en el piano xy, y suponga tambien 
que g 2 (a, b) # 0. Esto implica que la ecuacion 
g(x, y) = g[a, b) define implicitamente y como 
funcion de x cerca del punto (a, b). Utilice la Regia 
de la Cadena para demostrar que si f(x, y) tiene un 
valor extremo local en (a, b) sujeto a la restriccion 
g[x, y) = g(a, b), entonces para algun valor 2 el 
punto (a, b, 2) es un punto critico de la funcion 

L(x, y, 2) = f (x, y) + 2g(x, y) 

Esto constituye una justificacion mas formal del 
metodo de los multiplicadores de Lagrange en este 
caso. 


18. Calcule la forma mas economica de una caja 
rectangular sin tapa. 

19. Calcule el volumen maximo de una caja rectangular 
con caras paralelas a los pianos coordenados, si una 
esquina esta en el origen y la esquina situada en la 
diagonal opuesta esta en el piano 4x + 2y + z = 2. 

20. Calcule el volumen maximo de una caja rectangular 
con caras paralelas a los pianos coordenados si una 
esquina esta en el origen y la esquina situada en la 


26. iCual es la minima distancia del punto (0, -1) a la 
curva y = Jl - x 2 ? iSe puede resolver este problema 
mediante el metodo de los multiplicadores de 
Lagrange? iPor que? 

27. El Ejemplo 3 demostro que el metodo de los 
multiplicadores de Lagrange puede fallar al obtener un 
punto que optimice f(x, y) sujeto a la restriccion 

g(x, y) = 0, si Vg = 0 en el punto optimo. iPuede 
fallar tambien el metodo si Vf = 0 en el punto 
optimo? iPor que? 
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13.4 


El metodo de los mmirnos cuadrados 


En el analisis de datos experimentales surgen importantes problemas de optimizacion. Con fre- 
cuencia, se disenan experimentos para medir los valores de una o mas magnitudes que se supo- 
nen constantes, o para demostrar una supuesta relacion funcional entre magnitudes variables. El 
error experimental suele estar presente en las medidas, y es necesario repetir los experimentos 
varias veces para obtener valores medios o promedios de las cantidades que se desea medir. 

Consideremos un ejemplo muy simple. Un experimento destinado a medir una cierta cons- 

tante ffsica c se repite n veces, y se obtienen los valores c lf c 2 . c„. Si ninguna de las medidas 

se considera erronea, la intuicion nos dice que es razonable utilizar el valor medio 
c = (Ci + c 2 + + c n )/n como el valor de c determinado por los experimentos. Veamos como 

se puede justificar esta intuicion. 

Son posibles varios modelos para determinar c a partir de los valores de los datos. Por ejem¬ 
plo, podriamos escoger el valor de c que minimizara la suma T de sus distancias a los puntos de 
datos: 


T = |c - Cj| + |c - c 2 1 + + |c - c„| 


Esto no resulta satisfactorio por varias razones. Como los valores absolutos tienen puntos singu¬ 
lars, es dificil determinar el valor optimo de c de acuerdo con este criterio. Lo que es mas im- 
portante, c podria no quedar unicamente determinado. Si n = 2, cualquier punto situado en el 
intervalo entre q y c 2 dara el mismo valor minimo de T (vease el Ejercicio 24 posterior donde se 
presenta una generalizacion de este fenomeno). 

Un enfoque mas prometedor es minimizar la suma S de los cuadrados de las distancias de c 
a los puntos de datos: 

S = (c - cj 2 + (c - c 2 ) 2 + ••• + (c - c n ) 2 = X (c - Ci) 2 

i =1 


Esta funcion de c es suave, y su valor minimo (sin restricciones) se producira en los puntos criti- 
cos de c dados por 


0 



n 


I 2(c - q) 


2 nc 


n 


I C, 


Por tanto, c es la media de los valores de los datos: 


r = - V r = C 1 + C 2 + + c n 

~ n ^ n 


La tecnica utilizada para obtener c anteriormente es un ejemplo de lo que se denomina metodo 
de los mmirnos cuadrados. Tiene la siguiente interpretacion geometrica. Si los valores de datos 

c 1( c 2 .c n se consideran componentes de un vector c en IR", y w es el vector cuyas componen- 

tes son 1, 1, ..., 1, entonces el vector proyeccion de c en la direccion de w, 

c« w c : + c 2 + ••• + c n 

c w = —[2- W = - W 

|w| 2 n 

tiene todas sus componentes iguales al promedio de los valores de los datos. A si, determinar c a 
partir de los datos mediante el metodo de mmirnos cuadrados es equivalente a obtener el vector 
proyeccion del vector de los datos en el subespacio unidimensional de [R n generado por w. Si las 
medidas c, no tuvieran error, entonces c habria sido igual a cw. 
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Regresion lineal 

En las investigaciones cientificas muchas veces se sospecha que la respuesta de un sistema es 
una cierta clase de funcion de una o mas variables de entrada. Los investigadores crean experi- 
mentos para medir la respuesta del sistema a diversos valores de esas variables para determinar 
los parametros de la funcion. 

Por ejemplo, supongamos que se sospecha que la respuesta y de un sistema depende de la 
entrada x de acuerdo con la relacion lineal 


y = ax + b 

donde los valores de a y b son desconocidos. Un experimento disenado para medir los valores de 

y correspondientes a varios valores de x producira n puntos de datos, (x,, y ( ), /' = 1, 2.n. Si la 

supuesta relacion lineal es valida, esos datos seguiran aproximadamente una linea recta, pero no 
exactamente, debido al error experimental. Supongamos que los puntos estan dispuestos como se 
muestra en la Figura 13.18. En este caso, parece razonable suponer una relacion lineal. Nuestro 
objetivo seria calcular los valores de a y b de la recta y = ax + b que «mejor» se ajuste a los 
datos. 


y 



Figura 13.18 Ajuste de una recta a unos datos 
x experi mentales. 


En esta situacion, el metodo de los minimos cuadrados requiere escoger los valores de a y b de 
forma que se minimice la suma S de los cuadrados de las distances verticales de los puntos a la 
recta: 

S = £ (y, - ax,- - b ) 2 

; = i 

Se trata de un problema de minimizacion sin restricciones con dos variables, ay b. El minimo se 
producira en un punto critico de S que debe cumplir 

8S n 

0 = — = - 2 X XiiYi ~ ax i ~ b) 

oa j = 1 

dS " 

0 = tt = - 2 X (y, — ax,- - b) 

db ifi 

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar como 

(.1 x?)a + (£ - £ x,y. 
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Resolviendo esa pareja de ecuaciones lineales, obtenemos los parametros deseados: 


a = 


; = i 


n \ / n 


n I W ) - ( I >f/ I Yi 


,/ = l / v = l 


b = 


f=i 

n \ / n 

,2 


" Z*f b Z*' 


./=i 


xy - xy 
? - (x) 2 


~n \ 7~n \"2 

,2 


n \ / n 


i = 1 


n ZxM- lx, 


/ = i 


x 2 y - x xy 
x 2 - (x - ) 2 


En estas formulas hemos utilizado una barra para indicar el valor medio de una magnitud; por 
ejemplo, xy = (1/n) £" =1 x ; y ; , y asi sucesivamente. 

Este procedimiento de ajuste de la «mejor» recta a un conjunto de puntos de datos mediante 
el metodo de los minimos cuadrados se denomina regresion lineal, y la recta y = ax + b obteni- 
da de esta forma se denomina recta de regresion empi'rica de los datos. Algunas calculadoras 
cientfficas con funciones estadisticas permiten calcular regresiones lineales, acumulando las su- 
mas de x,-, y-„ xf y x y y, en varios registros y llevando la cuenta en otro registro del numero n de 
puntos introducidos. En todo momento esta disponible la informacion necesaria para calcular a y 
b, y el valor dey correspondiente a cualquier valor x dado. 


Ejemplo 1 


Calcule la recta de regresion empirica de los datos (x, y) = (0, 2.10), (1, 1.92), (2, 1.84), 
(3, 1.71) y (4, 1.64). iCual es el valor predicho para y en x = 5? 


Solucion Tenemos 


X ' = 0 + 1 + 5 + 3 + 4 = 2 

2.10 + 1.92 + 1.84 + 1.71 + 1.64 
y =---= 1.842 

_ (0)(2.10) + (1)(1.92) + (2)( 1.84) + (3)(1.71) + (4)(1.64) ^ co 

xy =---= 3.458 

0 2 + l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 


Por tanto, 


a = 

b = 


3.458 - (2X1.842) _ 

6 - 2 2 

(6K1.842) - (2X3.458) 
6 - 2 2 


0.113 

= 2.068 


y la recta de regresion empirica es 

y = 2.068 - 0.113x 

El valor predicho para y en x = 5 es 2.068 - 0.113 x 5 = 1.503. 


Observacion La regresion lineal se puede interpretar tambien desde la perspectiva de proyec- 
cion de vectores. Los puntos de datos definen dos vectores x e y en [R n cuyas componentes son 
x 1( x 2 .x n y y 1( y 2 . y n , respectivamente. Sea w el vector de componentes 1,1.1. Calcular 
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I os coefi dentes a y b de la recta de regresion equivale a calcular la proyeccion ortogonal de y en 
el subespacio bidimensional (piano) de IR n generado por x y w (vease la Figura 13.19). Esta 
proyeccion es p = ax + b w. De hecho, las dos ecuaciones obtenidas anteriormente igualando a 
cero las derivadas parciales de S se corresponden con las dos condiciones 

(y- p).x = 0 

(y - p) • w = 0 



Figura 13.19 p 


ax + bw es la proyeccion de y en el piano generado por x y w. 


que indican que y menos su proyeccion en el subespacio es perpendicular a dicho subespacio. El 
angulo que forman y y p mide lo bien que la recta de regresion empfrica se ajusta a los datos; 
cuanto menor sea el angulo, mejor sera el ajuste. 

La regresion lineal se puede utilizar tambien para obtener relaciones funcionales especffleas 
de tipos diferentes a la lineal aplicando previamente a los datos las transformaciones adecuadas. 


Ejemplo 2 


Calcule los valores de las constantes K y s para las que la curva 


y = Kx s 


se ajusta mejor a los puntos de datos experimentales (x ; , y,), / = 1, 2. n (suponga que todos los valores 

de los datos son positivos). 

Solucion Observese que la forma funcional requerida corresponde a una regresion lineal entre Iny y Inx: 


Iny = In/C + slnx 

Si determinamos los parametros a y b de la recta de regresion empfrica r\ = a£ + b correspondiente a los 
datos transformados (&, /?,) = (Inx,, Iny,), entonces s = a y K = e b son los valores pedidos. 


Observacion Debe recalcarse que las constantes K y s obtenidas por el metodo utilizado en 
la solucion del ejemplo anterior no son las mismas que se habrian obtenido aplicando directa- 
mente el metodo de los minimos cuadrados al problema sin transformar, es decir, minimizando 
!?_! (y, - Kxf) 2 . Este problema no se puede resolver facilmente (jintentelo!). 

En general, el metodo de los minimos cuadrados se aplica para ajustar una ecuacion en la 
que la respuesta se expresa como una suma de constantes multiplicadas por funciones de una o 
mas variables de entrada. Las constantes se determinan como los puntos crfticos de la suma de 
las desviaciones al cuadrado entre los valores reales de la respuesta y los valores predichos por 
la ecuacion. 

Aplicaciones del metodo de los minimos cuadrados a integrates 

El metodo de los minimos cuadrados se puede utilizar para obtener aproximaciones a funciones 
razonablemente bien comportadas (es decir, continuas por tramos), en forma de sumas de cons¬ 
tantes multi plicadas por funciones especificadas. La idea es escoger las constantes que minimi- 
cen la integral del cuadrado de la diferencia. 
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Por ejemplo, supongamos que deseamos aproximar la funcion continua f[x) en el intervalo 
[0, 1] mediante la funcion lineal g(x) = px + q. El metodo de los minimos cuadrados requiere 
que p y q se elijan de forma que se minimice la integral 


Up, q ) 


f (f(x)-px-q) 2 dx 


Suponiendo que podemos «diferenciar la integral (investigaremos este aspecto en la Seccion 
13.5), el punto critico de Up, q) se puede obtener a partir de 


0 


dl 

dp 


0 


dl 

dq 


-2 


f x(f(x) 


px - q)dx 


r 1 


-2 


(fix) 


px - q) dx 


Entonces, 


- + - 

3 2 



f xf(x) dx 


o 


f f(x) dx 


y resolviendo este sistema lineal se pueden obtener p y g: 


P 


f (12x 


o 


6)f(x) dx 


q = 


-i 

0 


(4 


6 x)f(x)dx 


El siguiente ejemplo considerara la aproximacion de una funcion mediante un polinomio trigo- 
nometrico. Estas aproximaciones forman la base del estudio de las series de Fourier, que son 
de importancia fundamental en la solucion de problemas con condiciones de contorno en los que 
intervienen las ecuaciones de Laplace, del calor y de onda, asf como de otras ecuaciones diferen- 
ciales en derivadas parciales que aparecen en matematicas aplicadas (vease la Seccion 9.9). 


Ejemplo 3 


Utilice una integral de minimos cuadrados para aproximar f(x) mediante la suma 


£ b k senkx 

k= 1 

en el intervalo 0 ^ x ^ n. 

Solucion Deseamos calcular las constantes que minimizan 


/ = ( f(x) - Y, bk sen/cx ) dx 


k =1 


Para todo 1 < j < n, tenemos 


dl 


0 = — =-2 f(x) - Y P|<sen/cx jsenjxdx 


k = l 


Entonces, 


n rn 

Y b k sen kx sen jx dx = 

k = 1 J o 


fix) sen jxdx 
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Sin embargo, si j #/c, entonces senkxsenjx es una funcion par, por lo que 


71 1 , 

sen kx sen jx dx = - | sen kx sen jx dx 

o 2 


1 P 


4 _ 


Si j = k, tenemos entonces que 


de forma que 


(cos (k - j)x - cos (k + j)x) dx = 0 


i p 


sen 'jxdx = - (1 - cos 2 jx) dx = - 


2 P 

bj = - f(x)senjxdx 
71 J o 


Observacion Laserie 


00 


X b k senkx, 

k = 1 


siendo 




2 p 

71 J o 


f(x) sen/cxdx, 


k = 1, 2, 


se denomina representacion mediante serie de Fourier en senos de f (x) en el intervalo (0, n). Si 
f es continua en [0, n], se puede demostrar que 

/ n \2 

lim ( f(x) - Y t>k sen kx ] dx = 0 

n ^°° J 0 \ k = l / 

pero se requiere algo mas que la continuidad de f para asegurar que esta serie de Fourier en 
senos converge a f(x) en todos los puntos de (0, n). Estas cuestiones se estudian en el analisis 
armonico. De forma similar, la serie 


ao 

2 


00 


+ Y a k coskx, 

k = 1 


siendo 


a k 


2 rn 

71 J 0 


f(x) cos kxdx, 


k = 0,l, 2, 


se denomina representacion mediante serie de Fourier en cosenos de f (x) en el intervalo (0, n). 


Observacion Representar una funcion como suma de una serie de Fourier es analogo a repre- 
sentar un vector como combinacion lineal de vectores de una base. Si vemos las funciones conti - 
nuas en el intervalo [0, n] como «vectores» con las operaciones de suma y multiplicacion por un 
escalar definidas punto a punto: 


(f + g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(x) 

y con la operacion «producto escalar» definida como 


f»g 


(*n 



f(x)g(x) dx 


entonces, las funciones e k (x) = Jijnse.nkx forman una «base». Como se demuestra en el ejem- 
plo anterior, e 7 • e y = 1, y si k / j entonces e k • e s = 0. Por tanto, estos «vectores base» son «vec- 
tores unitarios mutuamente perpendiculares». Los coeficientes de los senos en la serie de Fourier 
de una funcion f son las componentes de dicha funcion con respecto a esa base. 





CAPITULO 13. Aplicaciones de las derivadas parciales 861 


Ejercicios 13.4 


1. Se va a instalar un generador en una factoria para 
suministrar potencia a n maquinas situadas en las 

posiciones (x f , y ( ), / = 1, 2. n. iDonde se debe situar 

el generador para minimizar la suma de los cuadrados 
de su distancia a las maquinas? 

2. Se sabe que entre ciertas variables se cumple la 
relacion y=ax 2 . Dados los datos experimentales (x ; , y,), 

/ = 1, 2. n, determine el valor de a mediante el 

metodo de los minimos cuadrados. 

3. Repita el Ejercicio 2, pero con la relacion y = ae x . 

4. Utilice el metodo de los minimos cuadrados para 

obtener el piano z = ax + by + c que se ajusta mejor a 
los datos (x ; , y,, z ( ), / = 1, 2.n. 

5. Repita el Ejercicio 4 utilizando un argumento basado 
en proyeccion de vectores en vez del metodo de los 
minimos cuadrados. 

En los Ejercicios 6-11, demuestre como se puede adaptar la 
regresion lineal para determinar los parametros p y q de 
forma que la relacion dada se ajuste a los datos 

experimentales (x,, y,), / = 1, 2. n. iEn cual de esas 

situaciones son los valores obtenidos de p y q identicos a 
los que se obtendrian mediante aplicacion directa del 
metodo de los minimos cuadrados sin cambio de variable? 

6 . y = p + qx 2 7. y = pe qx 

8. y = In(p + qx) 9. y = px + qx 2 

10 . y = Jpx + q 11 . y = pe x + qe ~ x 

12. Calcule la parabola de la forma y = p + qx 2 que mejor 
se ajuste a los datos (x, y) = (1, 0.11), (2, 1.62), 

(3, 4.07), (4, 7.55), (6, 17.63) y (7, 24.20). No existe 
valor dey medido en x = 5. iQue valor predeciria en 
este punto? 

13. Utilice el metodo de los minimos cuadrados para 
calcular las constantes a, b y c tales que la relacion 
y = ax 2 + bx + c describa lo mejor posible los datos 

experimentales (x ; , y ; ), / = 1, 2. n, (n > 3). iComo 

se interpreta esta situacion en terminos de proyeccion 
de vectores? 

14. iComo se puede utilizar el resultado del Ejercicio 13 
para ajustar una curva de la forma y = pe x + q + re x 
a los mismos puntos de datos? 


15. Calcule el valor de la constante a para la que la 
funcion f(x) = ax 2 se aproxima mejor a la funcion 
g(x) = x 3 en el intervalo [0, 1], en el sentido de que se 
minimice la integral 

/ = (f(x) - g(x)) 2 cfx 

iCual es el valor minimo de /? 

16. Calcule a de forma que se minimice 

/ = Jo (ax(n - x) - sen x) 2 dx. iCual es el valor 
minimo de la integral? 

17. Repita el Ejercicio 15 con la funcion f(x) = ax 2 + b y 
la misma g. Calcule a y b. 

*18. Calcule a, b y c de forma que se minimice 

JJ (x 3 - ax 2 - bx - c) 2 dx. iCual es el minimo valor 
de la integral? 

*19. Calcule a y b de forma que se minimice 
Jo (senx - ax 2 - bx) 2 dx. 

20. Calcule a, b y c de forma que se minimice la integral 
J = j* (x - a sen nx - b sen 2nx - c sen 37ix) 2 dx 

*21. Calcule las constantes aj, j = 0, 1. n que 

minimizan 

(f{x) - y - £ a k cos kx^j dx 

22. Calcule la serie de Fourier en senos de la funcion 
f(x) = x en el intervalo 0 < x < n. Suponiendo que la 
serie converge a x en el intervalo (0, n), ia que funcion 
podria esperarse que converja la serie en el intervalo 
(-n. 0)1 

23. Repita el Ejercicio 22, pero calculando ahora una serie 
de Fourier en cosenos. 

24. Suponga que x h x 2 .x n cumplen x, ^ x, siempre que 

/ < j. Calcule el valor de x que minimiza £" = i |x - x,|. 
Trate separadamente los casos de n par e impar. iPara 
que valores de n es x unico? Sugerencia: No utilice el 
calculo en este problema. 


13.5 


Problemas parametricos 


En esta seccion examinaremos brevemente tres situaciones no relacionadas, en las que se desea 
diferenciar una funcion con respecto a un parametro, en vez de con respecto a las variables basi- 
cas de la funcion. Estas situaciones surgen frecuentemente en matematicas y sus aplicaciones. 
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Diferenciacion de integrales con parametros 


El Teorema Fundamental del Calculo indica como diferenciar una integral definida con respecto 
a su limite superior de integracion: 


d r 



fit ) dt = f(x) 


Consideraremos ahora un problema diferente sobre diferenciacion de integrales. Si el integrando 
de una integral definida depende tambien de variables distintas de la variable integracion, enton- 
ces la integral sera una f unci on de esas otras variables. iComo calculamos la derivada de una 
funcion de ese tipo? Por ejemplo, consideremos la funcion F(x) definida como 


Fix ) 


f fix,t)dt 


Calcularemos F'(x) tomando la derivada dentro de la integral: 


r b 


rb 


F'ix) = 


dx 


fix, t) dt = 


dx 


fix, t) dt 


Observese que hemos utilizado d/dx fuera de la integral y d/dx dentro; esto es porque la integral 
es una funcion solo de x, pero el integrando f es una funcion de x y de t. Si el integrando depen¬ 
de de mas de un parametro, entonces habria que utilizar derivadas parciales dentro y fuera de la 
integral: 

a 


d_ 

dx 


rb 


rb 


fix, y, t) dt = 


~z~ fix, y, t) dt 
dx 


La operacion de tomar una derivada con respecto a un parametro dentro de la integral, o diferen- 
ciacion dentro de una integral, parece razonable. Para diferenciar sumas, lo hacemos termino a 
termino, y las integrales son limites de sumas. Sin embargo, tanto la diferenciacion como la inte¬ 
gracion requieren tomar limites (limites de cocientes de Newton para las derivadas y limites de 
sumas de Riemann para las integrales). La diferenciacion dentro de una integral requiere cambiar 
el orden en el cual se toman los dos limites y, por tanto, requiere justificacion. 

Ya hemos visto otro ejemplo de cambio de orden de limites. Cuando establecimos que las 
derivadas parciales mixtas con respecto a las mismas variables eran iguales, 

d 2 f d 2 f 


dxdy dydx 

estabamos, de hecho, diciendo que los limites correspond!entes a la diferenciacion respecto axe 
y se pueden tomar en cualquier orden con el mismo resultado. Esto no es verdad en general; lo 
demostramos bajo la suposicion de que ambas derivadas parciales mixtas eran continuas (veanse 
el Teorema 1 y el Ejercicio 16 de la Seccion 12.4). En general, se requieren algunas suposiciones 
para justifi car el intercambio de limites. El teorema siguiente da una serie de condi clones que justi- 
fican el intercambio de limites que interviene en la diferenciacion dentro de una integral. 


TEOREMA Diferenciacion dentro de una integral 

Supongamos que para todo x tal que c < x < d se cumplen las siguientes condiciones: 
(i) Las integrales 


ff(x,t)dt y 


'•b 

fi(x, t) dt 


existen (bien como integrales propias o bien como integrales impropias convergentes). 
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(ii) f n (x, t) existe y satisface 

\f u (x, t)| ^g(t), a <t < b 


con 


rb 


git) dt = K <oo 


Entonces, para todo x tal que c < x < d se cumple 


d_ 

dx 


r b 


f(x, t)dt = 


r b d 

T f(x.t)dt 
dx 


DEMOSTRACION Sea 


r b 


Fix) = 


f(x, t) dt 


Si c < x < d, h j- 0, y \h \ es lo suficientemente pequeno para que c < x + h < d, entonces, 
por la formula de Taylor, 

h 2 

fix + h, t) = f(x, t) + h fjfx, t) + — f n (x + Oh, t) 


para algun valor 6 entre 0 y 1. Por tanto, 
I F(x + h)-F(x) ^ 


f i(x, t) dt 


r b fix + h, t)- fix, t) 

*b 

- z - dt ~ 

a h 

J a d 

filx, t) dt 

a 


< 


fix + h, t) - fix, t) 


- filx, t) 


dt 


- f n (x + Oh, t) 


dt 


< 


r b Kh 

git) dt = — -»0 cuando h -> 0 

a ^ 


Entonces, 


F'(x) = lim 

h-> 0 


Fix + h) - Fix) 


r b 


f^x, t) dt 


que es el resultado deseado. 


Observacion Se puede demostrar que la conclusion del Teorema 5 se mantiene tambien solo 
bajo la suposicion de que f : (x, t) es continua en el rectangulo cerrado y acotado c sjx < of, 
a sc t ^ b. No podemos demostrarlo aquf; la prueba se basa en una sutil propiedad denominada 
conti nui dad uni for me que poseen las fund ones conti nuas en conjuntos cerrados y acotados de [R n 
(vease el Apendice IV para el caso de n = 1). En cualquier caso, el Teorema 5 es mas util para 
nuestros fines porque permite integrales impropias. 
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Ejemplo 1 


Calcule | t n e ( dt . 

o 


Solucion Partiendo de la integral impropia convergente 


e S ds = lim —- 

R —> oo 1 


= lim (1 - e R ) = 1 


introduciremos un parametro mediante el cambio s = xt, ds = xdt (con x > 0), con lo que obtenemos 

00 1 

e~ xt dt = - 
o x 

Ahora diferenciaremos n veces (cada una de las integrales resultantes converge): 

-te~ xt dt = - 


(-t) e~ dt = {— 1) —g 
o * 


Haciendo x = 1 obtenemos 


{~t) n e xt dt = (-1)" 
o x 


tPe t dt = n! 


Notese que este resultado se podria haber obtenido mediante integracion por partes (n veces) o mediante 
una formula de reduccion. Este metodo es un poco mas sencillo. 


Observacion El lector debe comprobar que la funcion f(x, t) = t*e xt cumple las condicio- 
nes del Teorema 5 para x > 0 y k ^ 0. Nosotros normalmente no lo comprobaremos. 


Ejemplo 2 


Calcule F(x, y) = 
Solucion Tenemos 


» e -xt _ g-yt 


-dt para x > 0, y > 0. 


8F 

8x 


Se deduce entonces que 



SF 

dy 



e~ yt dt = 1 

y 


F(x, y) = — Inx + C^y) y F(x, y) = Iny + C 2 (x) 

Comparando estas dos formulas de F, tenemos que concluir que Cx(y) = Iny + C para alguna constante C. 
Por tanto, 


F(x, y) = Iny - Inx + C = In - + C 


Como F(1, 1) = 0, debemos tener C = 0 y F(x, y) = ln(y/x). 
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Observacion Podemos combinar el Teorema 5 y el Teorema Fundamental del Calculo para 
diferenciar una integral con respecto a un parametro que aparezca en los 1 1 mites de integracion y 
en el integrando. Si 


Fix, b, a) 


f f(x,t)dt 


entonces, por la Regia de la Cadena, 


d_ 

dx 


SF dF db dF da 

F X, b X , a x — — F T 7 " F ~r~ ~r~ 
dx db dx da dx 


De acuerdo con esto, tenemos 


d 

l'b(x) 


dx * 

a(x) 

fix, t) dt 


'fc(x) 

s 

= 


— fix, t) dt + fix, bix))b’ix) - fix, a(x))a'(x) 

*/ 

a(x) 

dx 


Se requiere que a(x) y b(x) sean diferenciables en x y, para la aplicacion del Teorema 5, que 
a a(x) ^b y a b(x) b para todo x tal que c < x < d. 


Ejemplo 3 


Resuelva la ecuacion integral 


fix) = a - 


ix-t)f(t)dt 


Solucion Supongamos, por el momento, que la ecuacion tiene una solucion lo suficientemente bien 
comportada para permitir la diferenciacion dentro de la integral. Diferenciando dos veces, obtenemos 


f'M = -(x-x)f(x) - f(t)dt = 


fit) dt 


f"(x) = - fix) 

La ultima ecuacion es la ecuacion diferencial del movimiento armonico simple. Observese que la ecuacion 
dada de f y la de V implican las condiciones iniciales 

fib) = a y f'ib) = 0 

De acuerdo con esto, podemos expresar la solucion general de f"(x) = - fix) de la forma 

f(x) = A cos (x - b) + B sen (x - b) 


Las condiciones iniciales implican, entonces, que A = a y B = 0, por lo que la solucion pedida es 
fix) = a cos(x - b). Finalmente, notese que esta funcion es de hecho lo suficientemente suave para permi¬ 
tir la diferenciacion dentro de la integral y es, por tanto, la solucion de la ecuacion integral dada (si lo de¬ 
sea, verifiquelo en la ecuacion integral). 


Envolventes 

Una ecuacion fix, y, c) = 0 en la que interviene un parametro c, ademas de las variables x ey, 
representa una familia de curvas en el piano xy. Considerese, por ejemplo, la familia 

fix, y, c) = X - + cy - 2 = 0 
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Esta familia esta formada por todas las rectas que cortan a los ejes coordenados en los puntos 
(2c, 2/c). La Figura 13.20 muestra alguna de estas rectas. Parece que hay una curva a la que to¬ 
das las rectas son tangentes. Esta curva se denomina envolvente de la familia de rectas. 



En general, una curva e se denomina envolvente de la familia de curvas de ecuaciones 
f(x, y, c) = 0 si, para todo valor de c, la curva f(x, y, c) = 0 es tangente a e en algun punto que 
depende de c. 

En la familia de curvas de la Figura 13.20, parece que la envolvente puede ser la hiperbola 
rectangular xy = 1 . Verificaremos esto tras desarrollar un metodo para determinar la ecuacion de 
la envolvente de una familia de curvas. Supongamos que la funcion f(x, y, c) tiene derivadas 
parciales primeras continuas y que la envolvente es una curva suave. 

Para cada valor de c, la curva f(x, y, c) = 0 es tangente a la envolvente en un punto (x, y) 
que depende de c. Expresemos esta dependencia en la forma explicita x = g(c), y = h(c)\ estas 
ecuaciones son las ecuaciones parametricas de la envolvente. Como (x, y) esta en la curva 
f(x, y, c) = 0, tenemos 

f(g(c), h(c), c) = 0 


ii ATENCION !! 


Es un argumento sutil. Tomese el tiempo que necesite e intente com- 
prender cada paso del desarrollo. 


Diferenciando esta ecuacion con respecto a c, obtenemos 

fig'(c) + mo + f 3 = o (*) 

donde las derivadas parciales de f se evaluan en (g(c), h(c), c). 

La pendiente de la curva f(x, y, c) = 0 en (g(c), h(c), c) se puede obtener diferenciando im- 
plicitamente su ecuacion con respecto a x: 


Por otra parte, la pendiente de la envolvente x = g(c), y = h(c) en ese punto es dy/dx = 
= h'(c)/g'(c). Como la curva y la envolvente son tangentes en f(g(c), h(c), c), sus pendientes 
deben ser iguales. Por tanto, 

fi + f 2 = 0, de forma que fig'(c) + f 2 h'(c) = 0 
g(c) 
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Combinando esto con la ecuacion (*) obtenemos f 3 (x, y, c) = 0 en todos los puntos de la envol- 
vente. 

La ecuacion de la envolvente se puede obtener eliminando c en las ecuaciones 

d 

f(x, y,c) = 0 y — f(x, y, c) = 0 

dC 


Ejemplo 4 


Calcule la envolvente de la familia de rectas 


f(x, y, c) = - + cy ~ 2 = 0 
c 

Solucion Eliminamos c en las ecuaciones 

X X 

f(x, y, c) =- +cy - 2 = 0 y f 3 (x, y, c) = - ^ + V = 0 

Estas ecuaciones se pueden resolver facilmente y se obtiene x = c ey = 1/c. Esto quiere decir que la envol¬ 
vente es xy = 1, como planteabamos antedormente. 


Ejemplo 5 


Calcule la envolvente de la familia de circunferencias 


(x - c) 2 + y 2 = c 

Solucion En este caso, f(x, y, c) = (x - c) 2 + y 2 - c. La ecuacion de la envolvente se obtiene eliminan¬ 
do c en la pareja de ecuaciones 

f(x, y, c) = (x - c) 2 +y 2 - c = 0 

f(x, y, c) = —2(x — c) — 1 = 0 
8c 

De la segunda ecuacion, x = c - \,y entonces, de la primera, y 2 = c - Por consiguiente, la envolvente 
es la parabola 

, 1 


La Figura 13.21 muestra esta envolvente y algunas circunferencias de la familia. 



Figura 13.21 Las circunferencias (x - c) 2 + y 2 = c 
y su envolvente. 
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Se puede utilizar una tecnica similar para obtener la envolvente de una familia de superficies. 
Sera una superficie tangente a todos los miembros de la familia. 


KfjaBnSSyl (El cono de Mach) Supongamos que el sonido viaja con una velocidad c en el aire en 
calma, y que un avion supersonico viaja a una velocidad v > c por el eje x, de forma que su posicion en el 
instante t es (vt, 0, 0). Calcule la envolvente en el instante t de las ondas sonoras creadas por la aeronave en 
instantes anteriores. l/ease la Figura 13.22. 



Solucion El sonido creado por la aeronave en el instante x < t se expande en un frente de ondas esferico 
con velocidad c. El centro de este frente de ondas es (vx, 0, 0), la posicion de la aeronave en el instante x. 
En el instante t el radio de este frente de ondas es c(t - x), por lo que su ecuacion es 

f(x, y, z, x) = {x - vx) 2 + y 2 + z 2 - c 2 (t - t) 2 = 0 (*) 

En el instante t la envolvente de todos esos frentes de ondas creados en instantes anteriores x se puede obte¬ 
ner eliminando el parametro x de la ecuacion anterior y la ecuacion 

d , 

— f(x, y, z, x) = -2v(x - vx) + 2c 2 (t - x) = 0 
ox 

VX - c 2 t 

Despejando x en esta ultima ecuacion, se obtiene x = —*- T . Por lo tanto, 

v - c 


x — vx = x — 


1-j 

V - C 


VX - C 2 t V 

t X = t 2 2 = ~ 2 2 ^ ^ ^0 

V - C V ~ C 



que se extiende hacia atras en la direccion x desde su vertice en (vt, 0, 0), la posicion de la aeronave en el 
instante t. Se denomina cono de Mach. En un determinado punto, el sonido de la aeronave no se oira hasta 
que el cono alcance dicho punto. 
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Ecuaciones con perturbaciones 

En matematicas aplicadas aparecen frecuentemente ecuaciones insolubles para las que se desea 
obtener soluciones al menos aproximadas. Algunas veces estas ecuaciones resultan de anadir un 
termino extra a lo que de otra forma seria una ecuacion simple y facil de resolver. Este termino 
extra se denomina perturbacion de la ecuacion mas simple. A menudo esta perturbacion tiene 
un coeficiente menor que los otros terminos de la ecuacion, es decir, es una perturbacion pe- 
quena. En este caso se pueden obtener soluciones aproximadas a la ecuacion perturbada susti- 
tuyendo el coeficiente pequeno por un parametro y calculando un desarrollo en polinomios de 
M aclaurin con respecto a ese parametro. Un ejemplo servira para clarificar el metodo. 


Ejemplo 7 


Calcule una solucion aproximada de la ecuacion 


y + 


i 

50 


In (1 + y) = x 2 


Solucion Sin el termino del logaritmo, la ecuacion tendria claramente la solucion y = x 2 . Sustituyamos 
el coeficiente 1/50 por el parametro ey busquemos una solucion y = y(x, e) a la ecuacion 

y + e In (1 + y) = x 2 (*) 


de la forma 


y = y(x, e) = y(x, 0) + ey € (x, 0) + ^ y ee (x, 0) + ••■ 


donde los subindices e indican derivadas con respecto a e. Calcularemos terminos hasta segundo orden en 
e. Evidentemente, y(x, 0) = x 2 . Diferenciando dos veces la ecuacion (*) con respecto a ey evaluando los 
resultados en e = 0, se obtiene 


d 2 y 

de 2 


+ 


8y e 8y 

/ + ln(l + y) + —— / 
de l+yde 


2 dy 


1 dy 


1 + y de de \1 + y de 
y e (x, 0) = -ln(l + x 2 ) 


= 0 

= 0 


yjx, o) 


2 

1 + x 2 


In (1 + x 2 ) 


Por consiguiente, 

y(x, e) =x 2 - eIn(1 + x 2 ) In(1 + x 2 ) + 

y la ecuacion dada tiene como solucion aproximada 

2 In(1 +x 2 ) | In(1 + x 2 ) 
yxX 50 + 2500(1 + x 2 ) 


Se pueden utilizer tecnicas de perturbacion similares para sistemas de ecuaciones y para ecuacio¬ 
nes diferenciales. 
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Ejercicios 13.5 


1. Sea F(x) = I t x dt = — 3 — 
'o x + 1 


para x > - 1 . M ediante 


diferenciacion repetida de F, calcule la integral 

r»l 

t x (lnt)"dt 


2. Sustituyendo t porxt en la integral muy conocida 

e~ p dt = Jn 

OO 

y diferenciando con respecto a x, calcule 


re dt y 


t 4 e ' p dt 


3. Calcule 

4. Calcule 


00 e ~xt 2 _ g-yt 2 


dt para x > 0 , y > 0 . 




Int 


dt para x > - 1 , y > - 1 . 


5. Sabiendo que 


e xt sen tdt = 


para x > 0 


1 o 1 + x x 

(que se puede demostrar mediante integracion por 
partes), calcule 


te sen tdt 


te sen tdt 


* 6 . Utilizando el Ejercicio 5, calcule para x > 0 

sen t 


Fix) = 


- xt ^dt 


Demuestre que lim*^ F[x) = 0 y, a partir de aqui, 
calcule la integral 

sen t 

——dt = lim F(x) 

0 t x-0 

f°° dt 

7. Calcule - 5—-5 y utilice el resultado como ayuda 

J 0 x + t 

para calcular 


dt 


■ 2\2 


8 . Calcule 


0 ix z + n 

dt 


dt 


0 (x z + t z ) 


2\3 


2 2 y utilice el resultado como ayuda 

0 x + t 


para calcular 


dt 


1 0 (x 2 + t 2 ) 2 y 
9. Calcule f (n + 1 ) (a) si f(x) = 1 


dt 


0 (x 2 + t 2 ) 3 
(x-t) n f(t) dt. 


Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 10-12. 

10. f(x) = Cx + D +| (x - t) f(t) dt 

11. fix ) = x + J* (x - 2 f) f If) dt 

12. fix) = i + | (x + t)f(t)dt 

Calcule las envolventes de las familias de curvas de los 

Ejercicios 13-18. 

13. y = 2cx - c 2 14. y - (x - c) cos c = sen c 

x y 

15. xcosc + y sen c = 1 16. - 1 -= 1 

cos c sene 

17. y = c + (x - c) 2 18. (x - c) 2 + (y - c) 2 = 1 

19. iTiene envolvente toda familia de curvas del piano 
dependientes de un parametro? Intente calcular la 
envolvente de y = x 2 + c. 

20. iPara que valores de k tiene envolvente la familia de 
curvas x 2 + (y - c) 2 = kc 2 ? 

21. Intente calcular la envolvente de la familia 

y 3 = (x + c) 2 . iSon las curvas de la familia tangentes 
a la envolvente? iQue ha obtenido realmente en este 
caso? Compare este ejercicio con el Ejemplo 3 de la 
Seccion 13.3. 

*22. Demuestre que si una familia de superficies 

dependientes de dos parametros f(x, y, z, 2, /;) = 0 
tiene envolvente, entonces la ecuacion de dicha 
envolvente se puede obtener eliminando X y /( de las 
ecuaciones 

f[x, y, z, X, ft) = 0 

d 

— f(x, y, z, X, ft) = 0 

oX 

d 

— fix, y, z, X, ft) = 0 

Ofl 

23. Calcule la envolvente de la familia de pianos 
dependientes de dos parametros 

x sen X cos ft + y sen X sen ft + z cos X = 1 

24. Calcule la envolvente de la familia de esferas 
dependientes de dos parametros 

-> -> 7 2 2 + ft 2 

(x - X) 2 + (y - ft ) 2 + z 2 = —-— 

En los Ejercicios 25-27, calcule los terminos en e hasta 

segundo orden de la solucion y de las ecuaciones dadas. 
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25. y + e sen ny = x 26. y 2 + ee yl = 1 + x 2 

eX 

27. 2y + -- 2 = 1 

1 + y 2 

28. Utilice metodos de perturbaciones para calcular y con 
un error menor que 10“ 8 sabiendo que 

y + (y 5 /100) = 1/2. 


*29. Utilice metodos de perturbaciones para calcular 
valores aproximados de x e y en el sistema 


2 y -e 

y 100 


= 3, x - y 


100 


e“ y = 0. 


Calcule todos los terminos en e = 1/100 hasta 
segundo orden. 


13.6 


Metodo de Newton 


Un problema que aparece frecuentemente en matematicas aplicadas es el de determinar, con al- 
gun grado de precision deseada, una rafz (es decir, una solucion r) de una ecuacion de la forma 


fir) = 0 


La rafz se denomina cero de la funcion f. En la Seccion 4.6 presentamos el M etodo de Newton, 
un metodo simple pero potente para determinar raices de funciones que sean lo suficientemente 
suaves. El metodo parte de una estimation aproximada x 0 de la rafz r de la funcion f, y procede 
despues calculando aproximaciones sucesivas x lf x 2 , ..., mediante la formula 


f(x n ) 

Xn+1 X " f'(x n )' 


n = 0, 1, 2, 


Si la estimacion inicial x 0 no esta muy lejos de r, y si |f'(x)| no es muy pequena ni |f"(x)| muy 
grande cerca de r, entonces las aproximaciones sucesivas x 1( x 2 , ... convergeran muy rapida- 
mente a r. Recuerdese que cada nueva aproximacion x n+1 se obtiene mediante el corte con el eje 
x de la tangente trazada sobre la grafica de f, x n . La tangente a la grafica y = f(x) en x = x n 
tiene como ecuacion (vease la Figura 13.23) 

y - f(x n ) = f'(x n )(x - x n ) 



Figura 13.23 x n+1 es el corte con el eje x de la tangente en x„. 


El corte con el eje x, x n+1 , de esta recta se determina haciendo y = 0, x = x n+1 en esta ecuacion, 
y el resultado es la formula de la caja sombreada anterior. 

El M etodo de Newton se puede ampliar para calcular soluciones de sistemas de m ecuaciones 
con m variables. Demostraremos aquf como adaptar el metodo para calcular aproximaciones a 
una solucion (x, y) de la pareja de ecuaciones 

f fix, y) = 0 
jgU, y) = o 

partiendo de una estimacion inicial (x 0 , y 0 ). En circunstancias favorables, observaremos la misma 
convergencia rapida de las aproximaciones a la rafz que en el caso de una sola variable. 
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La idea es como sigue. Las dos superficies z = f(x, y) y z = g(x, y) se cruzan formando una 
curva que a su vez corta al piano xy en el punto cuyas coordenadas son la solucion deseada. Si 
(x 0 , y 0 ) esta cerca de ese punto, entonces los pianos tangentes a las dos superficies en (x 0 , y 0 ) se 
cortaran formando una recta. Esta cortara al piano xy en un punto (x 1( y{) que deberia estar mas 
cerca de la solucion que (x 0 , y 0 ). Podemos determinar facilmente (x 1( y : ). Los pianos tangentes 
z = f(x, y) y z = g(x, y) en (x 0 , y 0 ) tienen como ecuaciones 

2 = fix o, y 0 ) + fi(x 0 , y 0 )(x ~ x 0 ) + f 2 (x 0 , y 0 )(y - y 0 ) 

2 = g{x 0 , Yo) + 0i(% Yo)U - x 0 ) + g 2 (x 0 , y 0 )(y - y 0 ) 

La recta de interseccion de estos dos pianos corta al piano xy en el punto (x 1( y x ) que cumple 

fiix 0 . Yo)Ui - x 0 ) + f 2 (x 0 , y 0 )(y i - y 0 ) + fix. 0 , y 0 ) = o 


g i(% y 0 )Ui - x 0 ) + g 2 {x 0 , y 0 )(y 1 - y 0 ) + g (x 0 , y 0 ) = 0 


Resolviendo estas dos ecuaciones para obtener Xj y y 1 resulta 


Xi = x n — 


fg 2 - f 2 g 
— f 2 g\ 


= Xn 


(X 0 ,y 0 ) 


yi = y 0 


fig ~ fg i 

fig 2 — f 2 gi 


= y 0 


(x 0 ,yo) 


f 

^2 

g 

g 2 

h 

f 2 


02 

fi 

f 

0i 

0 

h 

^2 

0i 

g 2 


Observese que el denominador en cada una de estas expresiones es el determinante jacobiano 
dif, g)/d(x, y) l,x 0 ,y o) - Este es otro ejemplo en el que el jacobiano resulta ser el analogo en el caso 
multivariable a la derivada de una funcion de una variable. 

Continuando de esta forma generamos aproximaciones sucesivas (x„, y n ) de acuerdo con las 
formulas 


y n+ i = y n 


f 


0 

92 

h 

f 2 

0i 

02 

fi 

f 

0i 

0 

h 

^2 

0i 

92 


El procedimiento se detiene cuando se alcanza la precision deseada. 


Ejemplo 1 


Calcule la raiz del sistema 


x(l + y 2 ) - 1 = 0, 


y(l + x 2 ) - 2 = 0 


con la suficiente precision para asegurar que los miembros izquierdos de las ecuaciones se anulan hasta la 
sexta cifra decimal. 
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Solucion lin dibujo de las graficas de las dos ecuaciones (vease la Figura 13.24) en el piano xy indica 
que el sistema solo tiene una raiz cerca del punto (0.2, 1.8). La aplicacion del Metodo de Newton requiere 
calcular sucesivamente las cantidades 

f(x, y) = x(l + y 2 ) - 1, fx(x, y) = 1 + y 2 , f 2 (x, y) = 2xy 

g(x, y) = y(l + x 2 ) - 2, g^x, y) = 2xy, g 2 (x, y) = 1 + x 2 



Figura 13.24 Las dos graficas se cortan cerca del punto (0.2, 1.8). 


Utilizando una calculadora o un computador, podemos calcular los valores sucesivos de (x n , y„) empezando 
en x 0 = 0.2, y 0 = 1.8: 


Tabla 1. Raiz cerca de (0.2, 1.8) 


n 

Xn 

y n 

f(x„, y n ) 

g(x n , y„) 

0 

0.200 000 

1.800 000 

-0.152 000 

-0.128 000 

1 

0.216 941 

1.911 349 

0.009 481 

0.001 303 

2 

0.214 827 

1.911 779 

-0.000 003 

0.000 008 

3 

0.214 829 

1.911 769 

0.000 000 

0.000 000 


Los valores de esta tabla se han calculado secuencialmente en una hoja de calculo mediante el metodo que 
se sugiere posteriormente. Se han redondeado para incluirlos en la tabla, pero en los calculos sucesivos se 
han utilizado los valores sin redondear. Si se utilizaran los valores (redondeados) de x n e y n que se muestran 
en la tabla para calcular f(x„, y n ) y g(x n , y„), los resultados podrian variar ligeramente. 

Las aproximaciones deseadas a las raices son los valores dex„ ey n de la ultima linea de la tabla ante¬ 
rior. Notese la rapidez de convergencia. Sin embargo, hay que realizar muchos calculos de funciones para 
cada iteracion del metodo. En el caso de sistemas grandes el M etodo de Newton es demasiado ineficiente 
computacionalmente para ser practico. En la practica se utilizan otros metodos que requieren mas iteracio- 
nes pero menos calculos por iteracion. 


Realization del Metodo de Newton utilizando una hoja de calculo 

Una hoja de calculo es un entorno ideal para calcular aproximaciones mediante el Metodo de 
Newton. Dada una pareja de ecuaciones con dos incognitas como las del sistema del Ejemplo 1, 
podemos proceder como sigue: 

(i) En las nueve primeras celdas de la primera fila (A 1-11) se ponen las etiquetas n, x, y, f, 
g, f 1, g2, gl y g2 . 

(ii) En las celdas A2-A9 se ponen los numeros 0, 1, 2, 7. 

(iii) En las celdas B2 y C2 se ponen los valores iniciales x 0 e y 0 . 

(iv) En las celdas D2-I2 se ponen las formulas para calcular f(x, y), g(x, y) . g 2 (x, y) en fun- 

cion de los valores de x e y que estan en B2 y C2. 
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(v) En las celdas B3 y C3 se almacenan las formulas del M etodo de Newton para calcular x 1 e 

y x en funcion de los valores dex 0 ey 0 , utilizando los valores calculados en la segunda fila. 

Por ejemplo, la celda B3 debe contener la formula 

+ B2- (D2 * I 2-G2 * E 2)/(F 2 * I 2-G2*H2) 

(vi) Se reproducen las formulas de las celdas D2-I2 en las celdas D3-I3. 

(vii) Se reproducen las formulas de las celdas B3-I3 en las celdas B4-I9. 

Ahora podemos inspeccionar las sucesivas aproximaciones a x n ey n en las columnas B y C. Para 
utilizar diferentes valores iniciales, basta con sustituir los numeros de las celdas B2 y C2. Para 
resolver un sistema diferente de (dos) ecuaciones, basta con sustituir los contenidos de las celdas 
D2-I2. Es conveniente salvar esta hoja de calculo para volver a utilizarla con los ejercicios pos- 
teriores o con otros sistemas que podamos desear resolver mas tarde. 

Observacion Aunque un anal isis detal I ado de la convergence de las aproximaciones del M e- 
todo de Newton esta fuera del alcance de este libro, podemos realizar algunas observaciones. En 
cada paso del proceso de aproximacion debemos dividir por J , el determinante jacobiano de f y 
g respecto a x ey, evaluado en la aproximacion obtenida mas recientemente. Suponiendo que las 
funciones y las derivadas parciales que intervienen en las formulas son continuas, cuanto mayor 
sea el valor de J en la solucion real, mas probable sera que las aproximaciones converjan a la 
solucion, y que lo hagan rapidamente. Si J se anula (o si es muy pequeno) en la solucion, las 
aproximaciones sucesivas pueden no converger, aun cuando la estimacion inicial este muy cerca 
de la solucion, Incluso cuando las derivadas parciales primeras de f y g son grandes en la solu¬ 
cion, su jacobiano puede ser pequeno si sus gradientes son aproximadamente paralelos en dicha 
solucion. Por tanto, no podemos esperar que la convergencia sea rapida cuando las curvas f(x, 
y) = 0 y g(x, y) = 0 se cortan formando un angulo muy pequeno. 

El M etodo de Newton se puede aplicar a sistemas de m ecuaciones en m variables; las for¬ 
mulas son las generalizaciones obvias de las dadas anteriormente para dos funciones. 


Ejercicios 13.6 


Calcule las soluciones de los sistemas de los Ejercicios 1-6, 
de forma que los miembros izquierdos de las ecuaciones se 
anulen hasta la sexta cifra decimal. Esto se puede hacer con 
la ayuda de una calculadora cientifica, pero eso consumiria 
mucho tiempo. Es mucho mas facil programar las formulas 
del M etodo de Newton en un computador para generar las 
aproximaciones requeridas. Intente determinar en cada caso 
estimaciones iniciales razonables dibujando las graficas de 
las ecuaciones. 


1. y - e x = 0, x-seny = 0 O 

gm 

2 . x 2 + y 2 - 1 = 0, y - e x = 0 (dos soluciones) Q 

3. x 4 +y 2 —16 = 0, xy-l = 0 (cuatro soluciones) Q 

4. x 2 -xy + 2y 2 = 10, x 3 y 2 = 2 (cuatro soluciones) O 

— 

5. y - sen x = 0, x 2 + (y + l) 2 - 2 = 0 G 
(dos soluciones) 

6 . sen x + sen y - 1 = 0, y 2 - x 3 = 0 D 
(dos soluciones) 


* 7. Obtenga formulas para calcular las aproximaciones 
sucesivas mediante el M etodo de Newton a una 
solucion del sistema 

fix, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0, h(x, y, z) = 0 
empezando con la estimacion inicial (x 0 , y 0 , z 0 ). 

8 . Utilice las formulas del Ejercicio 7 para obtener D 
el punto de interseccion en el primer octante de las ^ 
superficies y 2 + z 2 = 3, x 2 + z 2 = 2 y x 2 - z = 0. 

9. Las ecuaciones y-x 2 = 0ey-x 3 = 0 tienen (Q) 
evidentemente las soluciones x = y = 0 y x=y = l. :=: 
Intente obtenerlas utilizando la forma de dos variables 
del Metodo de Newton con valores iniciales: 

(a) x 0 = y 0 = 0.1 y (b)x 0 = y 0 = 0.9 

iCuantas iteraciones se requieren para obtener una 
precision de seis cifras decimales en la solucion 
apropiada en cada caso? iComo explica la diferencia 
en el comportamiento del M etodo de Newton para 
estas ecuaciones cerca de (0, 0) y (1, 1)? 
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13.7 


Calculos con Maple 


Los calculos necesarios para la resolucion de sistemas de ecuaciones con varias variables pueden 
ser muy largos, incluso aunque el numero de variables sea pequeno. En particular, localizar los 
puntos crfticos de una funcion de n variables requiere resolver un sistema (generalmente no li¬ 
neal) de n ecuaciones con n incognitas. En estas situaciones, el uso eficaz de un sistema de ma- 
tematicas por computador como Maple puede ser muy util. En esta seccion opcional (y breve) 
presentaremos ejemplos de uso de la rutina «fsolve» de M aple, que permite resolver sistemas de 
ecuaciones no lineales, y encontrar y clasificar puntos crfticos y, por consiguiente, resolver pro- 
blemas de valores extremos. 


Resolucion de sistemas de ecuaciones 

M aple dispone en su kernel de un procedimiento denominado fsolve (por lo que no se necesita 
cargar ningun paquete para acceder a el), cuyo objetivo es encontrar soluciones reales en punto 
flotante de sistemas de n ecuaciones en n variables (si se aplica a una ecuacion polinomica de 
una variable intentara encontrar todas sus rafces reales, pero puede perder alguna). A nuestros 
efectos, una ecuacion es, o bien una unica expresion f en las variables (en cuyo caso la ecuacion 
se expresara como f = 0), o bien dos expresiones relacionadas por un signo igual, como f = g. 
El procedimiento admite dos o tres argumentos. El primero es un conjunto de n ecuaciones sepa- 
radas por comas, y encerrado por Haves. El segundo es tambien un conjunto (asimismo encerra- 
do por Naves) que indica las n variables en las que hay que resolver las ecuaciones (el numero 
de variables en las ecuaciones debe ser igual al numero de ecuaciones). Los elementos del se¬ 
gundo conjunto pueden consistir en ecuaciones de la forma «variable = estimacion inicial», don- 
de la estimacion inicial es un numero que pensamos que puede estar cerca de la verdadera solu- 
cion. No siempre es posible encontrar una buena estimacion inicial de los valores de las variables, 
por lo que, si lo deseamos, podemos incluir un tercer argumento que especifique intervalos de 
valores de las variables en los que buscar una solucion. Por ejemplo, para obtener una solucion 
del sistema x 2 + y 3 = 3, xsen(y) - ycos(x) = 0 cerca del punto (1, 2) podemos intentar 

> Di g i t s : = 6: 

> f sol ve( {x~2+y~2=3, x* s i n( y) - y* cos ( x) }, {x =1, y =2}) ; 

{x = 0.909510, y = 1.47404} 

Si no hubieramos sido capaces de especificar una estimacion inicial, pero hubieramos buscado 
una solucion en el intervaio [0, 2], habrfamos obtenido la misma respuesta: 

> f sol ve( {x~2+y~2=3, x* s i n( y) - y* cos ( x) }, 

{x, y}, { x =0. . 2, y =0 ..2}) ; 

{x = 0.909510, y = 1.47404} 

De hecho, sin especificar estimaciones iniciales ni intervalos de busqueda se obtiene la misma 
sal i da 

> f sol ve( {x~2+y~2=3, x* s i n( y) - y* cos ( x) }, {x, y}) ; 

{y = 1.47404, x = 0.909510} 

aunque, por sus propias razones privadas, Maple presenta en este caso los valores de x e y en 
orden inverso. Si hubieramos especificado un intervaio de busqueda diferente, habrfamos obteni¬ 
do un resultado diferente: 

> f sol ve( {x~2+y~2=3, x* s i n( y) - y* cos ( x) }, 

{x, y}, { x =0. . 2, y =0 . . 1}) ; 


{y = 0, x = 1.73205} 
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o incluso ninguna solucion en absolute, si de hecho no existiera solucion en los intervalos espe- 
cificados. 

> f sol ve( {x~2+y~2 =3, x*s i n(y)-y*cos(x) } , 

{x, y}, { x =0. .1, y =0.. 1}) ; 

fsolve({x 2 + y 2 = 3, ssen (y) - ysen (x)}, {x, y}, {x = (0..1), y = (0..1)}) 

Para utilizar eficazmente fsolve es necesario tener una idea de donde se pueden encontrar las 
soluclones. Si el numero de variables es 2 o 3, se pueden utiliza las rutinas graficas de Maple 
para buscar sus posiclones aproximadas. 


Ejemplo 1 


Resuelva el si sterna 


Solucion 

> eqns : 


jx 2 + y 4 = 1 
lz = x 3 y 
(e x = 2 y-z 

Empezaremos por definir el conjunto de ecuaciones. 

= {x~2+y~4 =1, z=x~3*y, exp( x) =2*y-z} ; 


eqns : = {x 2 + y 4 = 1, z = x 3 y, e* = 2y - z} 


iQue vamos a utilizar como estimacion inicial? La primera ecuacion no la puede cumplir ningun punto 
exterior al cuadrado —1 < x s% 1, -1 < y s$ 1, por lo que solo es necesario considerar valores de x e y en 
el interior de dicho cuadrado. La segunda ecuacion obliga entonces a z a estar tambien entre 1 y -1. Po- 
driamos probar con muchas estimaciones iniciales que cumplieran esta condicion y ver lo que obtiene fsol¬ 
ve. Otra forma puede ser realizar varias graficas implicitas de las tres ecuaciones para algunos valores fijos 
dez entre -1 y 1, buscando los casos en los que las tres curvas se acercan lo suficiente para tener un punto 
de interseccion comun: 


> wi t h( pi ot s) : 

for z from-1 by .2 to 1 do print ( ' ' z , z) ; 
i mp I i c i t p I o t ( {x~2 +y~4-1, z-x~3*y, exp( x) - 2*y+z} , 
x =-1. 5 . . 1.5, y=-1. 5 . . 1.5) od; 

Estos comandos producen 11 graficas de las tres ecuaciones, considerando que dependen de x e y, para va¬ 
lores dez entre -1 y 1 en pasos de 0.2. Dos de el I as se muestran en las Figuras 13.25 y 13.26. Correspon- 
den a z = -0.2 y z = 0.2, e indican que probablemente las tres ecuaciones tienen soluciones cerca de 
(-1, 0.2, -0.2) y (0.5, 0.9, 0.2). Ejecutamos fsolve con esos valores iniciales y despues sustituimos el 
resultado en las tres ecuaciones para comprobar que se cumplen. Limitaremos la salida de M aple a 6 cifras 
significativas, en vez de las 10 por defecto: 



Figura 13.25 z = -0.2. 



Figura 13.26 z = 0.2. 
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> Di g i t s : = 6: 

v a r s : = {x =-1, y =0. 2, z =- 0. 2} : 
sols : = fsol ve(eqns, vars) ; 
eval f(subs(sol s, eqns)) ; 

so/s :={x= ■ .999887, y = 0.122654, z = - .122613} 

{-.122613 = -.122612, 1.00000 = 1., 0.367921 = 0.367921} 

> vars : = {x =0. 5, y = 0. 9, z =0. 2} : 
sols : = fsol ve(eqns, vars) ; 
eval f(subs(sol s, eqns)) ; 

so/s: = {z = 0.138432, x = 0.531836, y = 0.920243} 

{0.138432 = 0.138432, 1.00000 = 1., 1.70205 = 1.70206} 

Hemos calculado las dos soluciones con seis digitos significativos. 


Busqueda y clasificacion de puntos cnticos 

La busqueda de los puntos cnticos de una funcion de varias variables requiere resolver el siste- 
ma de ecuaciones que se obtiene de igualar a cero las derivadas parciales primeras de la funcion. 
Los ejemplos siguientes ilustran como realizarlo utilizando la rutina fsol ve de Maple. Como 
deseamos tambien clasificar los puntos cnticos, calcularemos los autovalores de la matriz hessi a- 
na de la funcion en cada punto critico, para determinar si es definida positiva, definida negativa 
o indefinida. 

Como el paquete VectorCalculus contiene un procedimiento Hessi an para el calculo de la 
matriz hessiana y LinearAIgebra contiene un procedimiento Ei genval ues para determinar los 
autovalores de una matriz cuadrada, tendremos, o bien que cargar dichos paquetes, o bien llamar 
a los procedi mientos como VectorCal cul us [ Hessi an] y Li nearAI g e b r a [ Ei genval ues] , 
respectivamente. Como ahora no necesitamos nada mas de esos paquetes, lo haremos de esta ulti¬ 
ma forma. Si tenemos una version anterior a M aple 8, hay que asegurarse de que el paquete mas 
antiguo linalg tiene los procedimientos hessian y ei genval s , que haran el mismo trabajo. 


Ejemplo 2 


Obtenga y clasifique los puntos cnticos de 

(x 2 + xy + 5y 2 + x - y)e -<* 2+y2) 


Solucion Empezaremos por definir f como la expresion anterior, que solo depende de las dos variables 
x ey. No es necesario que f sea una funcion, por lo que la definiremos como una expresion. 

> f : = ( x~2 +x* y + 5* y~2 +x-y) * ex p ( - ( x~2 +y~2) ) ; 

f:= (x 2 + xy + 5y 2 + x -y)e ' (x2+y2) 


A continuacion, definiremos H como la matriz hessiana de f con respecto a las variables x ey. Como esto 
produce varias lineas de salida, suprimiremos dicha salida. 

> H : = VectorCal cul us[Hessi an] (f, [x, y ] ) : Las ecuaciones que hay que resolver para 
obtener los puntos cnticos son 


> eqns : = {di f f (f, x) =0, di f f (f, y) =0} 


De nuevo hemos omitido la salida. Podnamos haber suprimido «= 0» en las dos ecuaciones, ya que se 
asume por defecto. 

Ahora Mega la parte dificil. iDonde buscamos las soluciones? Dibujar las curvas de nivel de f puede 
sugerir las posiciones probables de los puntos cnticos. 


> p I ots [ contourpI ot ] (f, x =-3.. 3, y =-3.. 3, g r i d =[ 5 0, 5 0 ] 
contours=16) ; 
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Figura 13.27 Contornos de f(x, y) 
en el Ejemplo 2. 

La grafica de contornos (Figura 13.27) sugiere que hay cinco puntos criticos, tres extremos locales cerca de 
(0.3, 1), (0, -1) y (-0.6, 0.1) y dos puntos de ensilladura cerca de (1, 0) y (-1.6, 0.2). Utilizaremos 
f sol ve con estas estimaciones iniciales. Para cada una de ellas, ejecutaremos f sol ve para obtener el 
punto critico. Seguidamente, calcularemos el valor de f en cada punto. Finalmente, calcularemos los auto- 
valores del hessiano de f para determinar la naturaleza del punto critico. De nuevo utilizaremos 6 digitos 
significativos. 

> Di g i t s : = 6: 

(a) Cerca del punto (0.3, 1): 

> sols : = f soI ve(eqns, {x =0. 3, y = 1}) ; eval f(subs(sol s, f)) ; 

so/s: = {x = 0.275057, y = 1.00132} 

1.57773 

> Li nearAI gebra[Ei genval ues] (s u b s(sol s, H)) ; 

2.41894" 

-6.61497 

Como ambos autovalores son negativos, f tiene un valor maximo local de 1.577 73 en el punto critico 
(0.275 057,1.001 32). 

(b) Cerca del punto (0, -1): 

> sols : = fsoI ve(eqns, {x =0, y = — 1}), eva If(subs(soI s,f) ) ; 

so/s: = {y = — .955506, x = 0.00492113} 

2.21553 

> Li nearAI gebra[Ei genval ues] (s u b s(sol s, H)) ; 

- 3.58875“ 

— 8.54885 

Como ambos autovalores son negativos, f tiene un valor maximo local de 2.215 533 en el punto critico 
(0.004 921 13,-0.955 506). 
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(c) Cerca del punto (-0.6, 0.1): 

> sols : = fso I ve(eqns, {x =-0. 6, y =0. 1}) ; 
eval f(subs(sol s, f)) ; 

sols: = {y = 0.132977, x = -.421365} 

-.283329 

> Li nearAI gebra[Ei genval ues] (s u b s(sol s, H)) ; 

8.90194“ 

2.32438 

Como ambos autovalores son positivos, f tiene un valor minimo local de -0.283 329 en el punto crfti- 
co (-0.421 365, 0.132 977). 

(d) Cerca del punto (1, 0): 

> sols : = fsoI ve(eqns, {x = 1, y =0}), eval f(subs(sol s, f)) ; 

sols: = {y = 0.0207852, x = 0.858435} 

0.762810 

> Li nearAI gebra[Ei genval ues] (s u b s(sol s, H)) ; 

“ 3.28636“ 

-2.84680 

Como el hessiano tiene autovalores positivos y negativos, f tiene un punto de ensilladura en 
(0.858 435, 0.020 785 2). Su valor en ese punto es 0.762 810. 

(e) Cerca del punto (-1.6, 0.2): 

> sols : = fsol v e(eqns, {x =-1. 6, y =0. 2}) ; 
eval f(subs(sol s, f)) ; 

sols: = {y = 0.292686, x = -1.58082} 

0.0445843 

> Li nearAI gebra[Ei genval ues] (s u b s(sol s, H)) ; 

“ 0.673365 “ 

-.407579 

Como el hessiano tiene autovalores tanto positivos como negativos, f tiene un punto de ensilladura en 
(-1.580 82, 0.292 686). Su valor en ese punto es 0.044 584 3. 

La exponencial negativa en la definicion de f asegura que f-> 0 cuando x 2 + y 2 -> oo. Suponiendo enton- 
ces que hemos encontrado todos los puntos criticos de f, el valor del punto crftico de (b) debe ser el maxi- 
mo absolute y el de (c) el minimo absolute. 


Observacion La parte mas diffcil al utilizar f sol ve para sistemas grandes es determinar es- 
timaciones de partida adecuadas para las rafces o puntos criticos. Los procedi mi entos graficos 
solo son realmente adecuados para sistemas pequenos (una, dos o tres ecuaciones), e incluso en 
esos casos es importante analizar las ecuaciones o funciones que intervienen para encontrar indi- 
cios de donde pueden estar las rafces o los puntos criticos. He aquf algunos aspectos a considerar: 

1. En ciertas ocasiones, algunas ecuaciones pueden ser lo suficientemente simples para que se 
puedan eliminar ciertas variables, reduciendose asf el tamano del sistema. Podrfamos haber 
utilizado la segunda ecuacion del Ejemplo 1 para eliminar z de las ecuaciones primera y ter- 
cera, reduciendo asf el sistema a dos ecuaciones con dos incognitas. 

2. El sistema puede resultar de anadir un termino extra a un sistema mas simple, y la posicion 
de las rafces de este ultimo puede ser conocida. En ese caso se pueden utilizar las posiciones 
de esas rafces conocidas como estimaciones iniciales. 

3. Es conveniente estar siempre alerta frente a la posibilidad de ecuaciones que limiten los valo- 
res posibles de algunas variables. Por ejemplo, en el Ejemplo 1 la ecuacion x 2 + y 4 = 1 limita 
los valores de x e y al intervalo [ -1, 1], 
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Ejercicios 13.7 


En los Ejercicios 1 y 2, resuelva los sistemas de ecuaciones 
dados utilizando la rutina f s oI ve de M aple. Utilice 5 
digitos significativos. Este atento a posibles cambios que 
puedan reducir el numero de ecuaciones a introducir en 
f sol ve. 

fx 2 + y 2 + z 2 = 1 

'• W B 

(6xy = 1 

fx 4 + y 2 + z 2 = 1 

2. <y = senz D 

[z + z 2 + z* = x + y 

En los Ejercicios 3-6, utilice f s oI ve para calcular los 
resultados pedidos. Utilice 5 digitos significativos en todos 
los casos. 


3. Calcule los valores maximos y minimos y sus O 
posiciones para la funcion 

fix, y) = (xy-x- 2y)/((l + x 2 + y 2 ) 2 ) 


Utilice un diagrama de contornos como ayuda para 
determinar los puntos de partida adecuados. 

4. Evidentemente, f = 1 - 10x 4 - 8y 4 - 7z 4 tiene 

un valor maximo de 1 en (0, 0, 0). Calcule el valor 
maximo absolute de h = f + g, siendo 
g = yz - xyz - x - 2y + z, comenzando en varios 
puntos cerca de (0, 0, 0). 

5. Calcule el valor minimo de 


f = x 2 


y 2 + z 2 


0.2xy - 0.3xz + 4x - y 

6 . Calcule los valores maximo y minimo de 

x + l.ly - 0.9z + 1 


fix, y, z) =■ 


1 


x 2 + y 2 + z 2 



□ 


□ 

{===} 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan los siguientes terminos o 
expresiones? 

o Punto critico de fix, y) 
o Punto singular de fix, y) 
o Valor maximo absolute de fix, y) 
o Valor minimo local de fix, y) 
o f tiene un valor minimo local en fix, y) 
o Punto de ensilladura de fix, y) 
o Forma cuadratica 
o Restriccion 
o Programacion lineal 
o Envolvente de una familia de curvas 

• Explique el test de la segunda derivada sobre un 
punto cntico de fix, 

• Describa el metodo de los multiplicadores de 
L agrange. 

• Describa el metodo de los minimos cuadrados. 

• Describa el Metodo de Newton para dos 
ecuaciones. 

Ejercicios de repaso 

En los Ejercicios 1-4, calcule y clasifique los puntos 

criticos de las funciones dadas. 

1. xye“* +y 2. x 2 y - 2xy 2 + 2xy 


14 9 

3. - + - + -- 4. x 2 y(2 - x - y) 

x y 4 — x — y 

, 1 

5. Sea fix, y, z) = x^ + y L + r- + ^ + ^ ■ iTiene f 

un valor minimo? Si es asi, icual es y donde se alcanza? 

6. Demuestre que x 2 + y 2 + z 2 - xy ~ xz - yz tiene un 
valor minimo local en (0, 0, 0). iSe alcanza ese valor 
minimo en algun otro punto? 

7. Calcule los valores maximo y minimo absolutes de 
fix, y) = xye~* 2_4y2 . J ustifique su respuesta. 

8. Sea fix, y) = (4x 2 -y 2 )e * 2+y2 . 

(a) Calcule los valores maximo y minimo de fix, y) en 
el piano xy. 

(b) Calcule los valores maximo y minimo de fix, y) en 
la region con forma de cuna definida por 

0 ^ y 3x. 

9. Un alambre de longitud L se corta en tres trozos, y con 
cada trozo se forma un cuadrado. iCual es (a) el valor 
minimo y (b) el valor maximo de la suma de las areas 
de los cuadrados? 

10. Un servicio de mensajeria acepta paquetes de forma 
rectangular siempre que la suma de su perimetro y su 
altura sea menor que 120 pulgadas. ^Cual es el 
maximo volumen posible de una caja de este tipo? 

x 2 y 2 

11. Calcule el area de la elipse mas pequena = 1 

a b 

que contenga al rectangulo -1 <x < 1, -2^y^2. 
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12. Calcule el volumen del elipsoide mas pequeno 



que contenga a la caja rectangular -1 <x< 1 , 
-2^y^2, -3^z^3. 

13. Calcule el volumen de la region mas pequena de la 
forma 



que contenga a la caja -1 <x < 1 , -2 ^y 2 , 
0 ^z^ 2 . 

14. Una ventana tiene la forma de un rectangulo sobre el 
que se monta un triangulo isosceles. iCuales son las 
dimensiones x, y y z de la ventana (cease la Figura 
13.28) si su peri metro es L y su area es maxima? 



Figura 13.28 


15. Un fabricante de productos determina que si fabrica x 
miles de productos al mes y los vende a y euros cada 
uno, su beneficio mensual (en miles de euros) sera 

P = xy - ^ x 2 y 3 - x. Si su fabrica es capaz de 
producir un maximo de 3000 productos al mes, y las 
leyes estatales le impiden cobrar mas de 2 euros por 
ese tipo de producto, icuantos productos deberia 
fabricar y cuanto deberia cobrar por cada uno para 
maximizar el beneficio mensual? 

16. Calcule la envolvente de la familia de curvas 
y = (x - c ) 3 + 3c. 

17. Calcule una solucion aproximada y(x, e) de la ecuacion 
y + exe y = - 2 x con terminos hasta de segundo grado 
en e. 

f 00 tan _ 1 (xy) 

18. (a) Calcule G'(y) si G(y) = --dx. 

i Jo . x 

f 00 tan _ 1 ( 7 rx) - tan _1 x 

(b) Calcule - dx. Sugerencia: 

Jo x 

Esta integral es G(n) - G (1). 


Problemas avanzados 


1. (Series de Fourier) 

Demuestre que las constantes a k (k = 0, 1, 2. n) y b k 

(k = 1 , 2 . n), que minimizan la integral 




n 


|2 


- £ (a k coskx + b k senkx) 

k=0 


dx 


se expresan como 

i r 

f(x) cos kxdx, b k = - f(x)sen/cxdx 

71 Jn 

Notese que esas constantes, denominadas coeficientes 
de Fourier de f en [- 71 , 71 ], no dependen den. Si se 
pueden calcular para todos los enteros positivos k, 
entonces la serie 



— + Yj (a k coskx + b k senkx) 

2 k =0 

se denomina serie de Fourier (de rango completo) de 

f en [- 7 c, 7 t] (vease la Seccion 9.9). 


2 . 


Este problema es una continuacion del Problema 1. 
Calcule los coeficientes de Fourier (de rango completo) 
a k y b k de 


f(x) 


JO si - 7 i ^ x < 0 
[x si 0 ^ x ^ 7 i 


iCual es el minimo valor de l n en este caso? iComo se 
comporta cuando n -> 00 ? 


*3. Calcule 


In (tx + 1) 
1 + t 2 


dt. 


*4. (Problema de Steiner) El problema de calcular un 
punto del piano (0 de un espacio de dimension 
superior) que minimice la suma de su distancia a n 
puntos dados es muy dificil. El caso n = 3 se conoce 
como problema de Steiner. Si P 1 P 2 P 3 es un triangulo 
cuyo angulo mas grande es menor que 120 °, existe un 
punto Q en el interior del triangulo tal que las lineas 
QP 1 , QP 2 y QP 3 forman angulos de 120° entre si. 
Demuestre que la suma de las distancias desde los 
vertices del triangulo a un punto P es minima cuando 
P = Q. Sugerencia: Demuestre primero que si 
P = (x, y) y P/ = (x,, y f ), entonces 


dJPPj I 
dx 


— cos 9j y 


rflPPil 

dy 


= sen 6, 


siendo 6, el angulo que forman P,P y la direccion 
positiva del eje x. A partir de aqui, demuestre que el 
punto minimo P cumple dos ecuaciones 
trigonometricas en las que intervienen 0 1( d 2 y 0 3 . 
Intente demostrar despues que dos cualesquiera de esos 
angulos difieren en ±27i/3. iDonde deberia tomarse P 
si el triangulo tuviera un angulo de 120 ° 0 mayor? 







CAPl'TULO 14 

Integracion multiple 


iSabeis que es un matematico? — pregunto Lord Kelvin a 
sus alumnos. Se dirigio a la pizarra y escribio 

f* GO 

e X2 dx = 

J ”°° 

Apuntando con el dedo a lo que habia escrito, se dirigio a 
la clase—: Un matematico es alguien al que eso le parece 
tan obvio como "dos por dos son cuatro" os lo parece a 
vosotros. 

William Thomson Kelvin (1824-1907) 

anecdota recogida en Men of Mathematics de E. Bell 



Intmduccion En este capitulo se amplia el concepto de integral definida a fun- 
ciones de varias variables. Definidas como limites de sumas de Riemann, como en 
el caso de la integral definida unidimensional, las integrales multiples se pueden 
calcular utilizando sucesivas integrales definidas simples. Se emplean para represen- 
tar y calcular valores de magnitudes especificadas en terminos de densidades en re- 
giones del piano o en espacios de dimension superior. En el ejemplo mas simple, el 
volumen de una region tridimensional se calcula utilizando una integral doble de su 
altura sobre la region plana bidimensional de su base. 
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14.1 


Integrates dobles 


La definition de integral definida \ a b f(x) esta motivada por el problems estandar del area, con- 
cretamente, el problema de calcular el area de una region plana limitada por la curva y = f(x), el 
eje x, y las rectas x = a y x = b. De forma analoga se puede motivar la integral doble de una 
funcion de dos variables en un dominio D del piano como solucion al problema estandar del 
volumen, que consiste en calcular el volumen de la region tridimensional S limitada por la super- 
ficie z = f(x, y), el piano xy y el cilindro paralelo al eje z que pasa por la frontera de D (vease la 
Figura 14.1). D se denomina dominio de integration. Denominaremos «solido» a la region tri¬ 
dimensional S, sin que esto implique que este Mena con ninguna sustancia en particular. Defini- 
mos asi la integral doble de f(x, y) en el dominio D como 


f f 

f{x, y)dA 

J Jo 


z 




Figura 14.1 Una region sdlida S dispuesta por encima del dominio D en el piano xy 
y por debajo de la superficie z = f(x, y). 


de forma que su valor sera el volumen del solido S siempre que D sea un dominio razonable y f 
sea una funcion «razonable» con valores positivos. 

Empecemos con el caso en el que D es un rectangulo con lados paralelos a los ejes coorde- 
nados en el piano xy y f es una funcion acotada en D. Si D esta formada por los puntos (x, y) 
tales queascxsjibycscysSd, podemos definir una particion P de D en pequenos rectangulos 
dividiendo los intervalos [a, b] y [c, d], por ejemplo, en los puntos 

a = x 0 < Xj < x 2 < ••• < x m _ 1 <x m = b 

c = y 0 <yi <y 2 < ••• <y„-i <y n = d 

La particion P de D consiste entonces en los mn rectangulos f?(1 ^ ^ m, 1 ^ n) formados 

por los puntos (x, y) para los que x,^ ^x «cx ( ey J _ 1 ^y <y y (vease la Figura 14.2). 

El area del rectangulo es 

A A,j = Ax,Ayj = (Xj - x^iMy,- - y,^) 
y su dlametro (es decir, la longitud de su diagonal), 


diam (R l} ) = J(Axi) 2 + (A yj) 2 = ^(x, - x,^) 2 + (y y - y^) 2 
La norma de la particion P es el maximo de los diametros de los subrectangulos: 

||P ||= lim diam(P, 7 ) 

1^/sSm 
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Figura 14.2 Una particion de D 
(el triangulo sombreado grande) en rectangulos 
mas pequenos R /y (1 =$ / < m, 1 s; j ^ n). 


Ahora, seleccionamos un punto arbitrario (x*, y*) en cada uno de los rectangulos R /y - y formamos 

la suma de Riemann 

m n 

R(f,p) = Z I Wj.fl) aa )7 

/=i j =i 

que es una suma de mn terminos, uno por cada rectangulo de la parti cion (la doble numeracion 
indica que / va de 1 a m terminos, cada uno de los cuales es a su vez una suma en la que j va de 
1 a n). El termino correspondiente al rectangulo R,j es, si f(x *, y*) ^ 0, el volumen de la caja 
rectangular cuya base es y cuya altura es el valor de f en (x*, y*) (nease la Figura 14.3). Por 
tanto, para funciones positivas f, la suma de Riemann R(f, P) seaproxima al volumen contenido 
por encima de D y por debajo de la grafica de f. La integral doble de f sobre D se define como 
el limite de estas sumas de Riemann, siempre que ese limite exista, cuando ||P || ^0, indepen- 
dientemente de la eleccion de los puntos (x*, y*), Precisaremos estas ideas en la definicion si- 
guiente. 



Figura 14.3 Una caja rectangular sobre el rectangulo R /y . 
La suma de Riemann es la suma de los volumenes 
de esas cajas. 
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DEFINICION 1 Integral doble sobre un rectangulo 

Se dice que f es integrable sobre el rectangulo D y tiene integral doble 

rr 

I = f (x, y) dA 

JJD 

si para todo numero positivo e existe un numero S que depende de e tal que 

|R(f,P)-/|<e 

se cumple para toda particion P de D que cumpla ||P || < S y para todas las elecciones de 
los puntos (x*, y*) de los subrectangulos de P. 


El dA que aparece en la expresion de la integral doble es un elemento de area. Representa el 
limite de AA = AxAy en la suma de Riemann y se puede expresar tambien como dxdy o dydx, 
sin que el orden sea relevante. Cuando se calculen integral es dobles mediante iteration, cosa que 
haremos en la seccion siguiente, dA sera sustituido por el producto de diferenciales dx y dy y 
entonces el orden si sera importante. 

Como en el caso de funciones de una variable, las funciones continuas en D seran integrables 
en D. Por supuesto, muchas funciones acotadas pero discontinuas tambien seran integrables, pero 
dar una descri pci on exacta de la clase de las funciones integrables se sale de los limites de este 
texto. 


Ejemplo 1 


Sea D el cuadrado O^x^l, 0 < y 1. Utilice una suma de Riemann correspondiente a 
la particion de D en cuatro cuadrados mas pequenos con puntos seleccionados en el centra de cada uno, 


para calcular un valor aproximado de 


(x 2 + y) dA 


Solucion La particion pedida P esta formada por las rectas x = 1/2 ey = 1/2, que dividen a D en cuatro 
cuadrados, cada uno de area AA = 1/4. Los centres de estos cuadrados son los puntos (\, ^), (^, |), 
(|, \) y (|, 3 ) (vease la Figura 14.4). Por tanto, la aproximacion requerida es 



(x 2 + y) dA 


R (x 2 + y, P) 


n i \ 1 n 3 \ 1 

\16 + 4/ 4 + \16 + 4/ 4 


y 



+ 




/ 9 3\ 1_13 

\16 + 4 ) 4 _ 16 


0.8125 


Figura 14.4 La particion del cuadrado del Ejemplo 1. 


Integrates dobles en dominios mas generates 

A menudo es necesario utilizar integrals dobles de funciones acotadas f(x, y) en dominios que 
no son rectangulares. Si el dominio D esta acotado, podemos escoger un rectangulo R cuyos la- 
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dos sean paralelos a los ejes coordenados, tal que D este contenido en R (vease la Figura 14.5). 
Si f(x, y) esta definida en D, se puede extender su dominio a R definiendo f(x, y) = 0 en todos 
I os puntos de R que esten fuera de D. L a i ntegral de f en D se puede def i ni r como I a i ntegral de 
la fund on extendida en el rectangulo R. 



Figura 14.5 


DEFIIMICION 2 

Si f(x, y) esta definida en el dominio acotado D , sea f la extension de f que vale cero en 
todo el exterior de D: 

f(x, y), si (x, y) pertenece a D 
|0, si (x, y) no pertenece a D 


f(x, y) = 


Si D es un dominio acotado, enhances estara incluido en algun rectangulo R con lados pa¬ 
ralelos a los ejes coordenados. Si f es integrable en R, se dice que f es integrate en D, y 
se define la integral doble de f en D como 


rr rr 

f(x, y)dA = 

D 


f(x, y)dA 


Esta definicion tiene sentido porque los valores de f en la parte de R que esta fuera de D son 
cero, por lo que no contribuyen en nada al valor de la integral. Sin embargo, aunque f sea con- 
tinua en D, f no sera continua en R a menos que f(x, y) -> 0 cuando (x, y) tienda a la frontera de 
D. No obstante, si f y D «se comportan bien», la integral existira. No podemos profundizar 
demasiado en lo que significa comportarse bien, pero enunciaremos, sin demostrarlo, el siguien- 
te teorema que asegura que la mayoria de las integrales dobles que encontraremos, de hecho, 
existen. 

TEOREMA Si f es una fund on continua en un dominio D cerrado y acotado cuya frontera esta for- 
mada por un numero finito de curvas de longitud finita, entonces f es integrable en D. 


De acuerdo con el Teorema 2 de la Seccion 13.1, una f unci on continua esta acotada si su domi¬ 
nio es cerrado y acotado. Sin embargo, en general, no es necesario restringir nuestros dominios a 
que sean cerrados. Si D es un dominio acotado e int(D) es su interior (un conjunto abierto), y si 
f es integrable en D, entonces 


rr 

f(x, y)dA 

JD 


rr 

f(x, y)dA 

. int(D) 


En la Seccion 14.3 trataremos las integrales dobles impropias de funciones no acotadas, o en 
dominios no acotados. 
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Propiedades de la integral doble 

Algunas propiedades de las integrales dobles son analogas a las propiedades de las integrales de- 
finidas unidimensionales y no requieren mucho comentario: si f y g son integrables en D, y si L 
y M son constantes, entonces: 


(a) 


f(x, y)dA = 0 si D tiene area cero. 


rr 


(b) Area de un dominio: 

base D y altura 1). 

(c) Integrales como representation de volumenes: 


IdA = area de D (ya que es el volumen de un cilindro de 


rr 


Si f(x, y) ^ 0 en D, entonces JJ f(x, y)dA =1/^0, siendo 1/ el volumen del solido 
que se eleva verticalmente sobre D y que queda por debajo de la superficiez = f[x, y). 

f P 

(d) Si f(x, y) ^ 0 en D, entonces f(x, y)dA = -1/^0, siendo V el volumen del soli- 

* «. D 

do que desciende verticalmente desde D y que queda por encima de la superficie 
z=f(x, y). 

(e) Dependencia lineal con el integrando: 


rr 


(Lf(x,y) + Mg(x,y))dA=L f(x,y)dA+M g(x,y)dA 


(f) Lasdesigualdades seconservan: 

Si f(x, y) ^ g(x, y) en D, entonces (T f(x, y)dA ^ II g(x, y)dA 


(g) La desigualdad del triangulo: 


f(x, y)dA 


< 


I fix, y)\dA. 


(h) Aditividad dedominios: Si D lt D 2 . D k son dominios no solapados en cada uno de 

los cuales f es integrable, entonces f en la union D = D 1 uD 2 u---uD fc y 


f(x,y)dA = £ 
i =i 


fix, y)dA 


Los dominios no solapados pueden compartir puntos de su frontera, pero no pueden tener puntos 
interiores en comun. 


Resolucion de integrales dobles por inspeccion 

Hasta ahora, no hemos dicho nada sobre como calcular una integral doble. La tecnica principal 
para hacer esto, denominada iteration, se mostrara en la seccion siguiente, pero merece la pena 
serialar que algunas veces las integrales dobles se pueden evaluar utilizando argumentos basados 
en simetria, o interpretandolas como volumenes que ya conocemos. 
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Si R es el rectangulo a^x^b, c^y^d, entonces 


J J 3dA = 3 x area de R = 3(b - a)(d - c ) 

En este caso, el integrando es f(x, y) = 3 y la integral es igual al volumen del solido con forma de caja de 
altura 3 cuya base es el rectangulo R (vease la Figura 14.6). 



Ejemplo 


Calcule / = 


■ y 3 + 4) dA 


x 2 +y 2 s;l 


Solucion La integral se puede expresar como la suma de tres integrales por la propiedad (e) de las inte¬ 
grals dobles: 


/ = senxcM 

J Jx 2 +y 2 ^l 

= /1 + / 2 + / 3 


y 3 dA + 


x 2 +y 2 =Sl 


x 2 +y 2 ^l 


El dominio de integracion (Figura 14.7) es un disco circular de radio 1 centrado en el origen. Como 
f(x, y) = senx es una funcion impar de x, su grafica deja tanto volumen por debajo del piano xy en la re¬ 
gion x < 0 como por encima del piano xy en la region x > 0. Estas dos contribuciones a la integral doble se 
cancelan, por lo que / x = 0. Notese que es necesaria la simetria tanto del dominio como del integrando para 
que este argumento sea valido. 

De forma similar, l 2 = 0 porque y 3 es una funcion impar y D es simetrica respecto al eje x. 

Finalmente, 


Por tanto, / = 0 + 0 + 47t = 47i. 


>3 


4 dA = 4 x area de D = 47r 
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Ejemplo 4 


Si D 


es el disco del Ejemplo 3, la integral 



- x 2 - y 2 dA 


representa el volumen de una semiesfera de radio 1 y, por tanto, tiene el valor 2n/3. 


Cuando se evaluan integrales dobles, hay que estar siempre atentos para detectar situaciones co- 
mo las de los ejemplos anteriores. Se puede ahorrar mucho tiempo cuando no se intenta calcular 
una integral cuyo valor es obvio sin calcularlo explicitamente. 


Ejercicios 14.1 


Los Ejercicios 1-6 se refieren a la integral doble 
I = (5 - x - y) dA 

siendo D el rectangulo 0 sS x ^ 3, 0 ^ y ^ 2. P es la 
particion de D en seis cuadrados de lado 1 como se muestra 
en la Figura 14.8. 


y • 

2 

1 











1 2 3 x 


Figura 14.8 


En los Ejercicios 1-5, calcule las sumas de Riemann para / 
correspondientes a la seleccion dada de los puntos (xfj, yf). 

1 . (x*, yf ) es la esquina superior izquierda de cada 
cuadrado. 

2 . (xfj, yf) es la esquina superior derecha de cada 
cuadrado. 

3. (x*, yf) es la esquina inferior izquierda de cada 
cuadrado. 

4. (xj*j, yf) es la esquina inferior derecha de cada 
cuadrado. 

5. (xf, yf) es el centra de cada cuadrado. 

6 . Calcule / interpretandolo como un volumen. 


En los Ejercicios 7-10, D es el disco x 2 + y 2 25 y P es la 
particion del cuadrado -5 x sc 5, -5^y^5en cien 
cuadrados lxl, como se muestra en la Figura 14.9. 
Aproxime la integral doble 

1 = jj o f(x,y)dA 

siendo f(x, y) = 1, calculando las sumas de Riemann 
R(f, P) correspondientes a las selecciones indicadas de 
puntos de los cuadrados pequenos. Sugerencia: El uso de 
simetrias puede facilitar el trabajo. 



Figura 14.9 


7. (xf, yf) es la esquina de cada cuadrado que esta mas 
cerca del origen. 

8 . (xf, yf) es la esquina de cada cuadrado que esta mas 
lejos del origen. 

9. (x*, yf) es el centra de cada cuadrado. 

10. Calcule J. 
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11. Repita el Ejercicio 5 utilizando el integrando e x 
en vez de 5 - x - y. 

12. Repita el Ejercicio 9 utilizando f(x, y) = x 2 + y 2 
en vez de f(x, y) = 1. 




En los Ejercicios 13-22, calcule por simple inspeccion las 
integrales dobles dadas. 


tt| . d/4, siendo R el rectangulo ^1 <x < 3, 
-4 <y < 1. 


14. JJ (x + 3)d/4, siendo D el semidisco 
0 ^ y ^ Ja ~ * 2 - 

15. f f (x + y)d/4, siendo T el paralelogramo cuyos 


vertices son los puntos (2, 2), (1, -1), (-2, -2) y 
(- 1 , 1 ). 


16. 


(x 3 cos (y 2 ) + 3 sen y - 7i) d/4 


M+|yKi 



(x + y) d/4, siendo S el cuadrado 0 x a, 

0 ;gy ^ a. 

(1 - x - y) d/4, siendo 7 el triangulo cuyos 
vertices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 

Jb 2 - y 2 d/4, siendo R el rectangulo 0 ^ x ^ a, 
0 <y ^ d. 





14.2 


Iteracion de integrales dobles en coordenadas cartesianas 


La existencia de la integral doblejj D f(x,y)dA depende de f y del dominio D. Como veremos, 
el calculo de integrales dobles es mas sencillo cuando el dominio de integracion es de tipo 
simple. 

Se dice que el dominio D en el piano xy es simple en y si esta acotado por dos rectas vertica- 
les x = a y x = b y por dos graficas continuas y = c(x) e y = d(x) entre esas rectas (vease la Fi- 
gura 14.10). Las rectas paralelas al eje y cortan (si lo hacen) a un dominio simple en y en un 
intervalo (que puede ser un solo punto). De forma similar, D es un dominio simple en x si esta 
acotado por rectas horizontales y = c e y = d y por dos graficas continuas x = a(y) y x = b(y) 
entre esas rectas (vease la Figura 14.11). M uchos dominios sobre los que hemos calculado inte¬ 
grales son simples en y, simples en x o ambas cosas. Por ejemplo, los rectangulos, triangulos y 
discos son simples en x y simples en y. Los dominios que no son ni una cosa ni la otra seran en 
general uniones de un numero finito de subdominios no solapados que seran simples en x y sim¬ 
ples en y. Denominaremos regulares a estos dominios. La region sombreada de la Figura 14.12 
se encuentra dividida en cuatro subregiones, y cada una de el las es simple en x y simple en y. 



X = c(x) 


| a b x 

Figura 14.10 U n dominio simple en y. 
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Se puede demostrar que una funcion continua y acotada f(x, y) es integrable en un dominio 
acotado simple en x o simple en y siendo integrable, por tanto, en cualquier dominio regular. 

A diferencia de los ejemplos de la seccion anterior, la mayoria de las integrates dobles no se 
pueden calcular por simple inspection. Necesitamos una tecnica para calcular integrates dobles 
similar a la tecnica de calculo de integrates definidas simples mediante primitivas. Como la inte¬ 
gral doble representa un volumen, podremos calcularla en dominios simples mediante una tecni¬ 
ca de secciones. 

Supongamos, por ejemplo, que D es simple en y, y esta acotada por x = a, x = b, y = c(x) e 
y = d(x), como se muestra en la Figura 14.13(a). Entonces JJ D f(x, y)dA representa (al menos 
para f positiva) el volumen de la region solida interior al cilindro vertical que pasa por la fronte- 
ra de D y entre el piano xy y la superficie z = f(x, y). Consideremos la seccion cruzada de este 
solido en el piano vertical perpendicular al eje x en la posicion x. Notese que x es constante en 
ese piano. Si utilizamos las proyecciones de los ejes y y z en el piano como ejes de coordenadas 
en dicho piano, la seccion cruzada es una region plana acotada por rectas verticales y = c(x) e 
y = d(x), por la recta horizontal z = 0 y por la curva z = f(x, y). El area de la seccion cruzada se 
expresa, por tanto, como 

/'d(x) 


A(x) = 


fix, y) dy 


J c(x) 


z 



z 



Figura 14.13 

(a) En integrates en 
dominios simples en y, 
las secciones se deben 
tomar perpendiculares al 
eje x. 

(b) En integrales en 
dominios simples en x, 
las secciones se deben 
tomar perpendiculares al 
ejey. 


La integral doble jj D f(x, y) dA se obtiene sumando los volumenes de secciones «finas» de area 
A(x) y espesor dx, entre x = a y x = b y, por tanto, es 


rb 


fix, y) dA = 


rb 


A (x) dx = 


rd(x) 


fix, y) dy)dx 


c(x) 


A efectos de notacion, es comun omitir los parentesis grandes y escribir 


r r 

fix, y) dA 

JJD 


rb fd(x) 

fix, y)dydx 

J a J c(x) 
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0 


IT f(x,y)cM 


r* 


('d(x) 


a J c(x) 


fix, y)dy 


La ultima forma muestra mas claramente a que variable corresponden los 1 1 mites de integracion. 

Las expresiones de los miembros derechos de las formulas anteriores se denominan integra¬ 
ls iteradas. La iteracion es el proceso de reducir el problema de evaluar una integral doble 
(o multiple) a dos (o mas) integrales definidas simples sucesivas. En la iteracion anterior, la 
integral 

rd(x) 

fix, y)dy 

J c(x) 


se denomina integral interna, ya que se debe calcular primero. Se calcula utilizando tecnicas es- 
tandar, considerando x como constante. El resultado de este calculo es una funcion solo dex (no- 
tese que tanto el integrando como los 1 1 mites de la integral interna pueden depender de x) y es en 
el integrando de la integral externa dondex es la variable de integracion. 

En el caso de integrales dobles en dominios simples en x podemos tomar secciones perpendi- 
culares al ejey y obtener una integral iterada con la integral externa en la direccion dey (vease 
la Figura 14.13(b)). Resumimos la exposicion anterior en el siguiente teorema, cuya demostra- 
cion formal, sin embargo, no daremos. 


TEOREMA Iteracion de integrales dobles 

Si f(x, y) es continua en el dominio D, acotado y simple en y, dado por a ^x^b y 
c(x) y sc d(x), entonces 


f f 

f(x, y)dA 

«. «. D 


fV 


rd(x) 


a J c(x) 


fix, y) dy 


De forma semejante, si f es continua en el dominio D, acotado y simple en x, dado por 
c «cy sc d y a(y) scx sc b(y), entonces 


(T fix,y)dA 


I'd ('b(y) 



fix, y) dx 




Observacion El simbolo dA en la integral doble se sustituye en la integral iterada por dx y 
dy. Por tanto, dA se escribe frecuentemente como dxdy o dydx en la integral doble. Las tres ex¬ 
presiones 


f f 

f(x, y) dxdy , 

* * D 


rr 

f(x,y)dydx y 

«. «. D 


rr 

fix, y) dA 

JJD 


indican todas una integral doble de f en D. Solo cuando la integral doble es iterada, el orden de 
dx y dy se hace importante. Posteriormente en este capitulo veremos integrales iteradas dobles en 
coordenadas polares, y dA tomara la forma rdrdO. 

No siempre es necesario realizar un grafico tridimensional del volumen soli do representado 
por una integral doble. Para iterar la integral apropiadamente (en una direccion o en la otra) en 
general es suficiente hacer un grafico del dominio D sobre el que se realiza la integral, La direc¬ 
cion de iteracion se muestra mediante una linea sobre la cual se realiza la integral interna. Los 
siguientes ejemplos sirven de iIustracion. 
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Figura 14.14 La recta horizontal en Q indica Figura 14.15 La recta vertical en Q indica 

iteracion con la integral interna en la direccion de x. iteracion con la integral interna en la direccion de y. 
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jEs reconfortante obtener el mismo resultado de las dos formas! Notese que como Q es un rectangulo cuyos 
lados son paralelos a los ejes coordenados, los limites de las integrales internas no dependen de las varia¬ 
bles de las integrales externas en cada iteracion. No debemos esperar que esto ocurra en dominios mas ge¬ 
neral es. 


Ejemplo 2 


Calcule 


xydA en el triangulo T cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). 


Solucion El triangulo T se muestra en la Figura 14.16. Es simple en x y simple en y. Utilizando la itera¬ 
cion correspondiente a tomar secciones en la direccion que se muestra en la figura, se obtiene: 



dx | xy dy 
o 


dx 


y=x 


y =o 


4 x 3 x 4 

-rfx = - 

o 2 8 


1 

8 


La iteracion en la otra direccion (Figura 14.17) conduce al mismo valor: 



Figura 14.16 El dominio triangular T con una recta 
vertical que indica iteracion con integral interna en la 
direccion dey. 


Figura 14.17 El dominio triangular T con una recta 
horizontal que indica iteracion con la integral interior en la 
direccion de x. 


En los dos ejemplos anteriores, la integral doble se puede calcular facilmente utilizando cual- 
quiera de las dos posibles iteraciones (lo hemos hecho de las dos formas a efectos ilustrativos). 
Sin embargo, ocurre a menudo que una integral doble se evalua facilmente si se itera en una di¬ 
reccion y resulta muy diffcil, si no imposible, de calcular si se itera en la otra direccion. Algunas 
veces incluso aparecen integrales iteradas cuyo calculo requiere que se expresen como integrales 
dobles y despues se iteren en la direccion contraria. 
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Ejemplo 3 


Calcule la integral iterada / = 


dx 


e y3 dy. 


Solucion No podemos calcular una primitiva de e y3 para evaluar la integral interior con esta iteracion, 
por lo que expresaremos / como una integral doble e identificaremos la region donde se calcula: 


'■D/* 

siendo D la region que se muestra en la Figura 14.18. Volviendo a realizar la iteracion con la integracion 
en x en el interior, tenemos 





1 _ e - 1 



Figura 14.18 La region correspondiente a la integral iterada del Ejemplo 3. 


A continuacion presentamos un ejemplo de calculo de volumen de un solido algo mas complica- 
do. Aunque no siempre es necesario dibujar los solidos para calcular sus volumenes, es conve- 
niente hacerlo siempre que sea posible. Cuando posteriormente en este capitulo consideremos las 
integrales triples en regiones tridimensionales, en general sera necesario dibujar las regiones. 
Practique cuanto pueda. 


Ejemplo 4 


z = a 


Dibuje y calcule el volumen del solido limitado por los pianos y = 0, z = 0 y 
y, y el cilindro parabolico y = a - (x 2 /a), siendo a una constante positiva. 


Solucion El solido se muestra en la Figura 14.19. Su base es el segmento parabolico D en el piano xy 
limitado pory = 0ey = a- (x 2 /a), por lo que el volumen del solido esta dado por 


V = 



(a - x + y) dA 



(a +y)dA 


Notese como se ha utilizado la simetria para eliminar el termino en x del integrando. Este termino es una 
funcion impar dex, y D es simetrico respecto al ejey. Iterando la integral doble en la direccion que sugiere 
la seccion que se muestra en la figura, obtenemos 


V = 



- (x=/a) 


(a + y) dy 



y=a-(x 2 /a) 

dx 

y =o 
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a 

0 


= 3a 3 




unidades al cubo 



Figura 14.19 El solido del Ejemplo 4, con una 
seccion perpendicular al eje x. 


Observacion La rutina int de M aple se puede anidar para calcular simbolicamente integrales 
iteradas dobles (o multiples). Por ejemplo, la integral iterada para el calculo del volumen del 
Ejemplo 4 anterior se puede obtener mediante el comando de M aple 


> V = i nt (i nt ( a+y, y=0. . a - x'2/ a), x—a. . a) ; 



3 


Recuerdese que «int» tiene una forma inerte «lnt», que devuelve la propia integral sin intentar 
calcularla simbolicamente. Por ejemplo, se puede presentar en pantalla una ecuacion de la inte¬ 
gral reiterada de la solucion del Ejemplo 3 utilizando el comando 


> I nt (I nt ( exp( y'3), x=0, . y'2), y=0, . 1) 
=i nt (i nt ( exp( y'3), x=0, . y'2), y=0. . 1) 


r 1 


CY I I 

e (y3) dx dy = - e - - 


Si se desea que M aple aproxime una integral iterada sin intentar que primero la resuelva simbo¬ 
licamente, se introduce en «evalf» la forma inerte. 


> eval f (I nt (I nt ( exp( y'3), x=0. . y'2), y=0, . 1)) ; 

.5727606095 



898 CALCULO 


Por supuesto, Maple no puede resolver todas las integrales de forma simbolica. Si sustituimos 
exp(y 3 ) en la integral iterada anterior por exp(x 3 ), Maple se enfrentara valerosamente con la in¬ 
tegral interna (de exp(x 3 ) con respecto a x) e intentara expresarla mediante la funcion gamma y 
una funcion de dos variables relacionada con la anterior denominada funcion gamma incompleta, 
pero no podra calcular la integral externa (y). 

> I nt (I nt ( exp( x~3), x=0. . y~2), y=0. . 1) 

=i nt (i nt ( exp( x~3), x=0. . y~2), y=0, . 1) ; 



Podemos forzar de nuevo la evaluacion numerica utilizando la funcion «evalf» aplicada a la for¬ 
ma inerte. 


> I nt (I nt ( exp( x~3), x=0. . . y~2), y=0. . 1) 


=eval f (I nt (I nt ( exp( x~3), x=0. . y~2), y=0, . 1)) ; 


-i 

o 


ry 2 

e ( * 3) dx dy 


o 


.3668032540 


Siempre que se desee calcular una aproximacion numerica hay que emplear la forma inerte. En 
algunas versiones de Maple, intentar utilizar «evalf» con «int(int(...» puede producir resultados 
inesperados, como un valor complejo de una integral de funciones reales: 


> eval f (i nt (i nt ( exp( x~3), x=0, . y~2), y=0, . 1)) ; 


- .1834016270 - .3176609362 / 


Ejercicios 14.2 


En los Ejercicios 1-4, calcule las integrales iteradas dadas. 

/•i rx ci r-y 

1 . dx (xy + y 2 ) dy 2 . (xy + y 2 )dxdy 

JoJo JoJo 

r*Tt r*x r *2 r*y 

3. cosydydx 4. dy y 2 e xy dx 

JoJ-x JoJo 

En los Ejercicios 5-14, calcule las integrales dobles 
mediante iteracion. 

5. || (x 2 + y 2 ) d/4, siendo R el rectangulo 0 ^ x ^ a, 

0 ^y ^Jb. 

6. || x 2 y 2 dA, siendo R el rectangulo del Ejercicio 5. 

7. || (senx + cosy)d/4, siendo S el cuadrado 
0 ^ x ^ 7 t/ 2, 0 ^ y ^ 7r/2. 


8 . JJ (x - 3y)dA, siendo T el triangulo cuyos vertices 
son (0, 0), (a, 0) y (0, b). 

9. || xy 2 d/4, siendo R la region finita del primer 
cuadrante limitada por las curvas y = x 2 y x = y 2 . 

10. || xcosyd/4, siendo D la region finita del primer 

cuadrante limitada por los ejes coordenados y la curva 

y = 1 - x 2 . 

11. || lnxd/4, siendo D la region finita del primer 

cuadrante limitada por la recta 2x + 2y = 5 y la 
hiperbola xy = 1. 

12. || Ja 2 - y 2 d/4, siendo T el triangulo cuyos vertices 
son (0, 0), (a, 0) y (a, a). 
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13. 

14. 


- e y dA, siendo R la region 0 ^ x ^ 1, x 2 ^ y ^ x. 

r y 


xy 


T 1 + X 4 

(0,0), (1, 0) y (1, 1). 


dA, siendo T el triangulo cuyos vertices son 


En los Ejercicios 15-18, dibuje los dominios de integracion 
y calcule las integrales iteradas dadas. 

f 1 f 1 y2 P /2 f 71/2 sen x 

15. J dy J e dx 16. J dy J — dx 

17. f dx f J dy u > 0) 

Jo J x x 2 + y 2 

18. dx Jl-y*dy 
Jo J x 

En los Ejercicios 19-28, calcule los volumenes de los 
solidos indicados. 

19. Por debajo de z = 1 - x 2 y por encima de la region 
0 <x < 1, 0 <y <x. 

20. Por debajo de z = 1 - x 2 y por encima de la region 
0 < y < 1, 0 < x < y. 

21. Por debajo de z = 1 - x 2 - y 2 y por encima de la 
region x > 0, y > 0, x + y < 1. 

22. Por debajo de z = 1 - y 2 y por encima de z = x 2 . 

23. Por debajo de la superficie z = l/(x + y) y por encima 
de la region del piano xy limitada por x = 1, x = 2, 

y = 0 e y = x. 

24. Por debajo de la superficie z = x 2 sen (y 4 ) y por encima 
del triangulo del piano xy cuyos vertices son (0, 0), 

(0, n 1 '*) y n 1 '*). 

25. Por encima del piano xy y por debajo de la superficie 
z = 1 - x 2 - 2y 2 . 


26. Por encima del triangulo cuyos vertices son (0, 0), 

(a, 0) y (0, b) y por debajo del piano 

z = 2 (x/a) (y/b). 

27. En el interior de los cilindros x 2 + y 2 = a 2 e 
y 2 + z 2 = a 2 . 

28. En el interior del cilindro x 2 + 2y 2 = 8, por encima del 
piano z = y - 4 y por debajo del piano z = 8 - x. 

*29. Suponga que f(x, t) y f^x, t) son funciones continuas 
en el rectangulo a ^ x b y c ^ t d. Sea 

f{x,t)dt y G(x) = j" f x (x, t)dt 

Demuestre que g'(x) = G (x) para a < x < b. 
Sugerencia: Calcule J* G(u)du invirtiendo el orden 
de iteracion. Diferencie posteriormente el resultado. 
Esta es una version diferente del Teorema 5 de la 
Seccion 13.5. 

*30. Sean F'(x) = f(x) y G'(x) = g(x) en el intervalo 
a ^ x b. Sea T el triangulo cuyos vertices son 
(a, a), ( b , a) y ( b, b). Iterando J| T f(x)g(y)dA en las 
dos direcciones, demuestre que 

b 

f(x)G(x)dx 

[ b 

= F(/j)G(/})-F(a)G(a)- g(y)F(y)dx 

Esto es una forma alternativa de obtener la formula 
de integracion por partes. 

31. Utilice la rutina int de M aple o rutinas similares g 
de otros sistemas de matematicas por computador ^ 
para calcular las integrales iteradas de los Ejercicios 
1-4 o las integrales iteradas construidas en los restantes 
ejercicios anteriores. 



14.3 


Integrales impropias y un teorema del valor medio 


A efectos de simplificacion, en la definicion de integral doble dada en la Seccion 14.1 exigimos 
que el dominio D fuera un conjunto acotado y que el integrando f fuera acotado en D. Como en 
el caso de una sola variable, pueden aparecer integrales dobles impropias si el dominio de inte¬ 
gracion no esta acotado o si el integrando no esta acotado cerca de un punto del dominio o de su 
frontera. 


Integrates impropias de funciones positivas 

Una integral impropia de una funcion f que cumple f(x, y) ^ 0 en su dominio D, o bien existe 
(es decir, converge a un valor finito), o bien es infinita (diverge a infinito). La convergencia o 
divergencia de integrales dobles impropias de funciones no negativas se puede determinar iteran¬ 
do y determinando la convergencia o divergencia de las integrales impropias que resultan. 
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!■ S ' D es ' a re 9'° n 9 ue est; a P or encima del eje x, por debajo de la curva y = 1/x y a la 

derecha de la recta x = 1, determine si la integral doble 

dA 

x + y 

converge o diverge. 
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Solucion La region D se muestra en la Figura 14.21. Tenemos 


dA 
d x + y 


dx 


1/x dy 
o x + y 


iy=l/x 


In (x + y) 


dx 


ly=o 


ln|x + -|-lnx)dx 

x. 




In 1 + 



dx 


Esta integral se puede calcular de forma exacta (vease el Ejercicio 28 posterior), pero solo se nos pide de- 
terminar si converge, y eso se puede hacer mas facilmente estimandola. Como 0 < In (1 + u) < u si u > 0, 
tenemos 


0 < 


T —< 

J d x + y 



1 

-j dx = 1 
x L 


Por tanto, la integral dada converge, y su valor esta entre 0 y 1. 


Ejemplo 3 


Calcule 


(x + y\ 


dA, siendo D la region Osgx^l, O^y^x 2 


Solucion La integral es impropia porque el integrando no esta acotado cuando (x, y) tiende a (0, 0), un 
punto frontera de D (vease la Figura 14.22). Sin embargo, aplicando iteracion se llega a la integral propia: 


(x + y) 


dA = lim 


c->0 + 


dx 


(x + y\ 


dy 


= lim 

C-I-0 + 


= lim 

c->0 + 


dx 


1 

x + y 

1 

X X 2 + X 


y=x 2 

y=o 

dx 


x + l 


dx = In (x + 1) 


= In 2 
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Ejemplo 4 


Determine la convergencia o divergencia de / = JJ —, siendo D la region acotada del 
primer cuadrante que esta entre la recta y = x y la parabola y=x 2 . 


dA 


Solucion El dominio D se muestra en la Figura 14.23. La integral es de nuevo impropia ya que el inte- 
grando l/(xy) no esta acotado cuando (x, y) tiende al punto frontera (0, 0). Tenemos 

dA f 1 dx 

Id xy 


/ = -= - - 


dy 

* y 


1 i , 

- (Inx - Inx ) dx = - 
o* 


1 Inx 
— dx 
o x 


Si sustituimos x = e _t en esta integral, obtenemos 


/ = - I T2- t (-e _r )dt = 


-t\ 


tdt 


que diverge a infinite. 



Observacion En los ejemplos anteriores, el integrando era no negativo en el dominio de inte- 
gracion. Los integrandos no positivos se pueden tratar de forma similar, pero no podemos consi- 
derar aqui la convergencia de integrales dobles impropias de tipo general en las que los integran¬ 
dos f(x, y) pueden tomar valores positivos y negativos en su dominio D. Hay que recalcar, sin 
embargo, que una integral no puede converger a menos que 

Pf 

f[x, y)dA 

J J E 

sea finita para todo subdominio regular y acotado E deD. En general, no podemos determinar la 
convergencia de una integral dada viendo la convergencia de las iteraciones. La integral doble 
podria divergir aunque las iteraciones convergieran (vease el Ejercicio 21 posterior). De hecho, 
las iteraciones opuestas pueden dar valores diferentes. La causa de esto es la cancelacion de vo- 
lumenes infinites de signo contrario (un comportamiento similar en una dimension se puede ver 
en la integral j 1 : dx/x, que no existe, aunque representa una diferencia de areas «iguales» pero 
infinitas). Es posible demostrar (para una clase amplia de funciones entre las que se encuentran, 
por ejemplo, las funciones continuas) que una integral doble impropia de f(x, y) en D converge 
si la integral de |f(x, y)| en D converge: 


f f 

| f(x, y)|cM converge 

J Jd 


f f 

f(x, y) dA converge 

% » D 
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En este caso cualquier iteracion converges al mismo valor. Estas integrales dobles se denomi- 
nan absolutamente convergentes por analogfa con las series infinitas absolutamente conver¬ 
gent^. 

Un teorema del valor medio para integrales dobles 

Sea D un conjunto cerrado y acotado en el piano xy, con area positiva A = JJ D dA. Supongamos 
que fix, y) es continua en D. Entonces existen puntos (x lf yj y (x 2 , y 2 ) en D donde f toma valo- 
res maximo y mfnimo (vease el Teorema 2 de la Seccion 13.1); es decir, 


fix i, yi) f(x, y) sc f(x 2 , y 2 ) 

para todos I os puntos (x, y) de D. Integrando esta inecuacion en D, obtenemos 


f ixi, Yi)A = f(x v yi) dA 


< 


f(x, y)dA sc 


f(x 2 , y 2 ) dA = f(x 2 , y 2 )A 


Por tanto, dividiendo por A, observamos que el numero 


r-\ 


fix, y) dA 


esta entre los valores mfnimo y maximo de f en D: 


fix i, xO < f < f(x 2 , y 2 ) 


Se dice que un conjunto D del piano es conexo si dos puntos cualesquiera de este se pueden 
unir mediante una curva parametrica continua x = x(t), y = y(t), (0 < t ^ 1) que esta en D. Su¬ 
pongamos que esta curva une los puntos (x 1( yj (donde t = 0) y (x 2 , y 2 ) (donde t = 1). Sea git) 
una funcion que cumple 

git) = fixit),yit)), 0 < t < 1 


Entonces g es continua y toma los valores f(x lf y : ) en t = 0 y f(x 2 , y 2 ) en t = 1. Por el Teorema 
del Valor M edio, existe un numero t 0 entre 0 y 1 tal que f = git 0 ) = f(x 0 , y 0 ), donde x 0 = x(t 0 ) y 
Yo = yit o)' Por tant0 - hemos encontrado un punto (x 0 , y 0 ) en D tal que 


1 


area de D 


f(x, y)dA 


fixo, y 0 ) 


Y, por tanto, hemos demostrado la siguiente version el Teorema del Valor Medio. 


TEOREMAUn Teorema del Valor Medio para integrales dobles 

Si la funcion fix, y) es continua en un conjunto D cerrado, acotado y conexo en el piano 
xy, entonces existe un punto (x 0 , y 0 ) en D tal que 

PP 

f(x, y)dA = f(x 0 , y 0 ) x (area de D) 

* % D 
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Por analogia con la definicion de valor medio de funciones de una variable, podemos establecer 
la siguiente definicion: 


DEFINICION 3 


El valor medio de una funcion integrable f(x, y) en el conjunto D es el numero 

1 f 

T 

f = ~ - 

fix, y) dA 

area de D 

JD 


Si f(x, y) 0 en D, entonces el cilindro de base D y altura constante f tiene un volumen igual 
al de la region solida que esta por encina de D y por debajo de la superficie z = f(x, y). En mu- 
chos casos es muy util interpretar una integral doble en funcion del valor medio de su funcion 
integrando. 


Ejemplo 5 


El valor medio de x en un dominio D de area A es 

1 


x = 


xdA 


Por supuesto, x es la coordenada x del centroide de la region D. 


Ejemplo 6 


Un numero grande de puntos (x, y) se escogen aleatoriamente en el triangulo T cuyos ver¬ 


tices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). iCual es el valor medio aproximado de x + y para esos puntos? 


Soiucion El valor medio aproximado de x 2 + y 2 para los puntos escogidos aleatoriamente sera el valor 
medio de la funcion en el triangulo, concretamente, 


1 

1/2 


(x 2 + y 2 )dA = 2 f dx f (x 2 + y 2 )dy 
Jo Jo 


= 2 




y=x 

dx 

y =o 


8 

3 



Ejemplo 7 


Sea (a, b) un punto interior de un dominio D en el que f(x, y) es continua. Para un valor 
positivo r lo suficientemente pequeno, el disco circular cerrado D r con centra en (a, b) y radio r esta conte- 
nido en D. Demuestre que 


lim(T f(x,y)dA=f(a,b) 
r-o nr 2 JJ Dr 


Soiucion Si D r esta contenido en D, entonces, por el Teorema 3, 


1 


nr 


2 



f(x, y)dA = f (x 0 , y 0 ) 


para al gun punto (x 0 , y 0 ) en D r . Cuando r->0, el punto (x 0 , y 0 ) tiende a (a, b). Como f es continua en 
(a, b), tenemos que f(x 0 , y 0 ) -> f (a, b). Por tanto, 


f(x,y)dA=f(a,b) 

r->°^ 2 JJ Df 
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Ejercicios 14.3 


En los Ejercicios 1-12, determine si las integrales dadas 
convergen o divergen. Intente calcular las que converjan. 

1. JJ e~ x ~ y dA, siendo Q el primer cuadrante del piano 
xy. 


2 . 


3. 


dA 

o (1 + x 2 )(l + y 2 ) 
piano xy. 


, siendo Q el primer cuadrante del 


s 1 + x 2 

piano xy. 


dA, siendo S la banda 0 < y < 1 en el 


4. —— dA, en el triangulo T cuyos vertices son 

J Jr xjy 

(0, 0), (1, 1) y (1, 2). 


5. 


x 2 + y 2 


<? (1 + x 2 )(l + y 2 ) 
del piano xy. 


6 . | - dA, siendo H la semibanda 0 ^ x ^ oo, 

h 1+x+y 


0 <y < 1. 


7. e (l * l+lyl) cM 


8 . e 1x+yl dA 


10 . 


dA 

t x 2 + y 2 


, siendo T la region del Ejercicio 9. 


* 11 . JJ e xy dA, siendo Q el primer cuadrante del piano 
xy. 

ff 1 1 

12. - sen - dA, siendo R la region 2/n^x < oo, 

JJk* * 

0 ^ y ^ 1/x. 


13. Calcule 


/ = 


dA 


Js x + y 

siendo 5 el cuadrado OsSxsjl, 0 ^ y 1, 

(a) Mediante iteracion directa de la integral doble. 


(b) Utilizando la simetria del integrando y del dominio 
para expresar 

I-jff*- 

JJrX + y 

siendo T el triangulo cuyos vertices son (0, 0), 

(1, 0) y (1, 1). 

14. Calcule el volumen del solido que esta por encima del 
cuadrado S del Ejercicio 13 y por debajo de la 
superficie z = 2xy/(x 2 + y 2 ). 

En los Ejercicios 15-20, a y b son dos numeros reales 
dados, D k es la region 0<x<l, O^y^x^yfi^esla 
region 1 ^ x ^ oo, 0 ^ y ^ x k . Calcule todos los valores 
reales de k para los que las integrales dadas convergen. 


15. 


dA, siendo Q el primer cuadrante 


19. 


otA 

x a dA 

x a y b dA 


16. 


18. 


20 . 


y b dA 
dA 

Rk y b 

x a y b dA 


'D k JjR t 

*21. Calcule las dos iteraciones de la integral impropia 

*-y 

(X + y ) 3 


dA 


9. JJ y/x dA, siendo T la region que cumple x ^ 1 y 
0 ^y sgx. 


siendo S el cuadrado 0 < x < 1, 0 < y < 1. 
Demuestre que la integral doble impropia anterior no 
existe, considerando 


x-y 
(x + yV 


dA 


siendo T la parte del cuadrado S que esta bajo la linea 

x = y. 

En los Ejercicios 22-24, calcule el valor medio de las 
funciones dadas en las regiones dadas. 

22 . x 2 en el rectangulo a^x^b, c^y^d. 

23. x 2 + y 2 en el triangulo O^x^a, O^y^a-x. 

24. 1/x en la region 0 ^ x s$ 1, x 2 ^y^ Jx. 

*25. Calcule la distancia media de los puntos del cuarto de 
disco x 2 + y 2 ^ a 2 , x ^ 0, y ^ 0 a la recta x + y = 0. 

26. iTiene la funcion f(x, y) = x valor medio en la region 

1 

0^x<oo, 0«:y^ --j 2 s ' es asi ' i cua i es2 
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27. iTiene la funcion f(x, y) = xy valor medio en la region 

1 , 

0:%x<oo, 0^y< -- 2 ? Si es asi, icual es? 


*28. Calcule el valor exacto de la integral del Ejemplo 2. 
Sugerencia : Integre por partes Jf In (1 + (l/x 2 ))dx. 

*29. Sea (a, b) un punto interior de un dominio D en el 
que la funcion f(x, y) es continua. Para un valor de 
h 2 + k 2 lo suficientemente pequeno, el rectangulo R hk , 
cuyos vertices son (a, b), (a + h, b), (a, b + k) y 
(a + h, b + k), estara incluido en D. Demuestre que 


lim AT 
(h.fc)—»(o.o) hk 



fix, y ) = f(a, b) 


Sugerencia: Vea el Ejemplo 7. 


*30. (Otra demostracion de la igualdad de las derivadas 
parciales mixtas) Suponga que f 12 (x, y) y f 21 (x, y) 
son continuas en un entorno del punto (a, b). Sin 
suponer la igualdad de estas derivadas parciales 
mixtas, demuestre que 

|| fu(x, y) dA = || f 21 (x, y) dA 

siendo fi el rectangulo cuyos vertices son (a, b), 

(a + h, b), (a, b + k) y (a + h, b + k), y h 2 + k 2 un 
valor lo suficientemente pequeno. Utilice ahora el 
resultado del Ejercicio 29 para demostrar que 
f 12 (a, b) = f 21 (a, b). Esto parece contradecir al 
Teorema 1 de la Seccion 12.4. Sin embargo, en ese 
teorema solo se suponia continuidad de las derivadas 
parciales mixtas en (a, b). Aqui suponemos continuidad 
en todos los puntos suficientemente cerca de (a, b). 


14.4 


Integrates dobles en coordenadas polares 


En muchas aplicaciones de las integrales dobles, el dominio de integracion, la funcion integran- 
do o ambos se pueden expresar de forma mas sencilla empleando coordenadas polares en lugar 
de coordenadas cartesianas. Recuerdese que un punto P con coordenadas cartesianas (x, y) se 
puede expresar tambien mediante sus coordenadas polares [r, 8], siendo r la distancia desde P al 
origen 0, y 0 el angulo que OP forma con la direccion positiva del ejex (los angulos 8 positivos 
se miden en sentido contrario al de las agujas del reloj). Las coordenadas polares y cartesianas 
de P se relacionan mediante las transformaciones (vease la Figura 14.24) 


[r,9] 

.-•? (*,?) 


/i 


x = r cos 8, 

r 2 = x 2 + y 2 

y = r sen 8, 

tan 8 = y/x 


Figura 14.24 Transformaciones de polares a cartesianas. 


Consideremos el problema de calcular el volumen 1/ de la region solida que esta por encima del 
piano xy y por debajo del paraboloide z = 1 - x 2 - y 2 . Como el paraboloide corta al piano xy en 
la circunferencia x 2 + y 2 = 1, el volumen se expresa en coordenadas cartesianas como 


r 

T 

'1 

rV 13 * 5 

V = 

(1 - X 2 - y 2 ) dA = 

dx 

(1 -x 2 

*/ 1 

Jx 2 +y 2 <l 


-./r^x 2 


y 2 )dy 


El calculo de esta integral iterada requiere un esfuerzo considerable. Sin embargo, podemos ex¬ 
presar el mismo volumen utilizando coordenadas polares como 


rr 


V = 


(1 


r«l 


r 2 )dA 
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Para iterar esta integral, tenemos que saber la forma del elemento de area dA en coordenadas 
polares. 

En la formula cartesiana de V, el elemento de area dA = dxdy representa el area de la region 
«infinitesimal» limitada por las rectas paralelas a los ejes de coordenadas que pasan por x, 
x + dx, y, e y + dy (vease la Figura 14.25(a)). En la formula en polares, el elemento de area dA 
debe representar la region «infinitesimal» limitada por las circunferencias de radios r y r + dr, y 
las rectas que parten del origen en angulos 0 y 0 + dO (vease la Figura 14.25(b)). Observese que 
dA es aproximadamente el area de un rectangulo de dimensiones dr y rdO. El error de esta apro- 
ximacion se hace despreciable comparado con el tamano de dA cuando dr y dO tienden a cero. 
Por tanto, al transformar una integral doble de coordenadas cartesianas a polares, el elemento de 
area se transforma de acuerdo con la formula 


dxdy = dA = r dr dO 



Figura 14.25 

(a) dA = dxdy en coordenadas 
cartesianas. 

(b) dA = r drd6 en coordenadas 
polares. 


Para iterar la forma polar de la integral doble correspondiente al calculo de 1/ considerada ante- 
riormente, podemos considerar el dominio de integracion como un conjunto en un piano con 
coordenadas cartesianas r y 0. En el piano cartesiano xy el dominio es un disco r s; 1 (vease 
la Figura 14.26), pero en el piano cartesiano rO (con ejes r y 0 perpendiculares) el dominio es 
el rectangulo R especificado porO<r^lyO^0^27i (vease la Figura 14.27). El elemento 
de area en el piano rO es dA* = drdO, por lo que la transformacion a coordenadas polares 
(dA = rdA*) no conserva el area. Entonces, la integral en polares de 1/ es en realidad una inte¬ 
gral en cartesianas en el piano rO, con el integrando modificado por la inclusion de un factor extra 
r que compensa el cambio de area. Se puede calcular mediante metodos de iteracion estandar: 


f % 2n 


V = 


(1 - r 2 )rdA* = 


r 1 


dO 


(1 - r 2 )rdr 


r2n /j-2 j-4 


71 

dO = - unidades al cubo 
o 2 


Observacion No es necesario dibujar la region R en el piano rO. Estamos acostumbrados a 
pensar en coordenadas polares como distancias y angulos en el piano xy y podemos entender fa- 
cilmente observando el disco de la Figura 14.26 que la iteracion de la integral en coordenadas 
polares corresponde aO<0<27tyO<r<l. Es decir, debemos ser capaces de escribir la ite¬ 
racion 


V = 


l*2n 

dO 


fa 


o Jo 


r 2 )rdr 


directamente a partir de la consideracion del dominio de integracion en el piano xy. 
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Si R es la parte de la corona 0 < a 2 ^ x 2 + y 2 < b 2 que esta en el primer cuadrante y por 
debajo de la recta y = x, calcule 



Solucion La Figura 14.28 muestra la region R. Se especifica en coordenadas polares como 0 0 7r/4 

y a < r ^ b. Como 



(Area de una region en polares) Obtenga la formula del area de la region en polares R 
limitada por la curva r = f(6) y por las rectas 0 = a y 0 = fi (vease la Figura 14.29). 

Solucion El area 4 de R es numericamente igual al volumen de un cilindro de altura 1, por encima de la 
region R: 
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A = 


dxdy = r dr do 


-r* 


m 


rdr = 
o 2 


1 


[f(e)) 2 de 


Observese que en la integral interna de la iteracion hay que integrar r en la recta especificada por 6 desde 0 
hasta f(0). 



Figura 14.29 Un problema estandar de areas en coordenadas polares. 


No existe una regia firme que indique si se debe o no se debe convertir una integral doble de 
coordenadas cartesianas a polares. En el Ejemplo 1 anterior, la forma del dominio sugeria fuerte- 
mente la conversion, con el apoyo del hecho de que el integrando y 2 /x 2 se convertia en una fun- 
cion solo de 6 al transformer a coordenadas polares. Es aconsejable en general cambiar a coorde¬ 
nadas polares si este cambio simplifica la integracion (es decir, si el dominio es «mas simple» 
cuando se expresa en coordenadas polares), aun cuando la forma del integrando se haga mas 
complicada. 


Ejemplo 3 


Calcule el volumen del solido que esta situado en el primer octante, dentro del cilindro 


y 2 = a 2 y bajo el piano z = y. 


Solucion El solido se muestra en la Figura 14.30. La base es un cuarto de disco, que se expresa en coor¬ 
denadas polares mediante las inecuaciones 0 ^ 0 «; n/2 y 0 sj r a. Por consiguiente, la altura se expresa 
como z = y = rsenfl. El volumen del solido es 

/»7t/ 2 pa /»7 c/ 2 pa ^ 

1/ = I d0 (rser\0)rdr= ser\0d0 r 2 dr = - a 3 unidades al cubo 
Jo Jo Jo Jo 3 


( 0 , a , a) 



(a, 0 , 0 ) x 


Figura 14.30 Este volumen se calcula facilmente utilizando iteracion 
en coordenadas polares. 





910 CALCULO 


El ejemplo que sigue establece el valor de una integral definida que tiene un papel muy impor- 
tante en teoria de la probabilidad y en estadfstica. Es interesante notar que esta integral de una 
variable no se puede calcular utilizando tecnicas de calculo de una sola variable. 


Ejemplo 4 


(Una integral muy importante) Demuestre que 



Solucion La integral impropia (llamemosla /) converge, y su valor no depende del simbolo que utilice- 
mos como variable integracion. Por tanto, podemos expresar el cuadrado de la integral como un producto 
de dos integrales identicas, pero con sus variables de integracion denominadas de forma diferente. A conti- 
nuacion interpretamos este producto como una integral doble impropia y la iteramos en coordenadas polares: 

( pco \ 2 (•co r'oo 

e~* 2 dx | = e~ x2 dx e~ y2 dy 

J-00 / J -00 J - 00 

= (T e-<* 2+ y 2) dA 

J J [R 

(•2n /*oo 

= d0 \ e~ r2 rdr 

= 2n lim ( - ^ e r2 ) = n 

«-« V 2 Jo 

Por tanto, / = Jn. 

Notese que la integral en r de la iteracion anterior es una integral impropia convergente; se calcula con 
la ayuda del cambio u = r 2 . 


En nuestro ejemplo final de iteracion en coordenadas polares, intentaremos algo un poco mas 
diffcil. 


Ejemplo 5 


del cilindro x 2 + 


Calcule el volumen de la region solida que esta dentro de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 y 
y 2 = 2ay, con a > 0. 


Solucion La esfera esta centrada en el origen y su radio es 2a. La ecuacion del cilindro se puede conver¬ 
ts en 

x 2 + (y - a) 2 = a 2 


si completamos el cuadrado en los terminos en y. Por tanto, es un cilindro circular vertical de radio a que 
tiene su eje en la recta vertical que pasa por el punto (0, a, 0). El eje z esta en el cilindro. Una cuarta parte 
del volumen requerido esta en el primer octante. La Figura 14.31 muestra esta parte. 

Si utilizamos coordenadas polares en el piano xy, entonces la ecuacion de la esfera es r 2 + z 2 = 4a 2 y la 
ecuacion del cilindro es r 2 = 2arsen 6 o, de forma mas simple, r = 2a sen 6. La parte del primer octante del 
volumen esta por encima de la region especificada por las inecuaciones 0 sc 6 ^ n/2 y 0 ^ r ^ 2a sen 0. 
Por tanto, el volumen total es 


(•n/2 r*2a sen 6 

V = 4 d0 JA a 2 - r 2 rdr 


= 2 



4 

3 


n/2 


(8a J - 8a 3 cos 3 0) do 


Cambio u = 4a 2 - r 2 


Cambio v = senfl 
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16 , 32 , f 1 , 

= — na 3 - — a 3 (l-v 2 )dv 

3 3 J o 

16 , 64 , 16 

= — na - — a - — (371 - 4 )a^ unidades al cubo 
3 9 9 


2 a 



Figura 14.31 La parte del primer octante de la 
interseccion del cilindro x 2 + y 2 = lay con la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 . 


Cambio de variables en integrales dobles 

La transformacion de una integral doble a coordenadas polares es solo un caso especial de una 
formula de cambio de variable en integrales dobles. Supongamos que x ey se expresan en fun- 
cion de otras dos variables u y v mediante las ecuaciones 


x = x(u, v) 
y = y(u, v) 

Esas ecuaciones definen una transformacion de los puntos ( u, v) en un piano cartesiano uv, en 
puntos (x, y) en el piano xy (vease la Figura 14.32). Diremos que la transformacion del conjunto 
S en el piano uv en el conjunto D en el piano xy es uno a uno si se cumple que: 

(i) Todo punto en S se transforma en un punto en D. 

(ii) Todo punto en D es la imagen de un punto en 5. 

(iii) Puntos diferentes en su S se transforman en puntos diferentes en D. 

Si la transformacion es uno a uno, en las ecuaciones que la definen se pueden despejar u y v en 
funcion de x e y, con lo que se obtiene la transformacion inversa, 

u = u(x, y) 
v = v(x, y) 


que es uno a uno de D en S. 
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Figura 14.32 Bajo la transformacion J X X [ U ' las rectas u = u 0 y v = v 0 

[y = y(u, v) 

en el piano uv se transforman en las curvas J X X 5 U °' v \ y j X X | U ' v °\ 

[y = y[u 0 , y) [y = y(u, v 0 ) 

en el piano xy, que denominaremos como u = u 0 y v = v 0 . El punto [u 0 , v 0 ) 
se transforma en el punto (x 0 , y 0 ). 


Supongamos que las funciones x(u, v) ey(u, v) tienen derivadas parciales primeras continuas 
y que el determinante jacobiano 


d(x, y) 
d(u, v) 


^0 


en 


( u, v) 


Como se indico en la Seccion 12.8, el Teorema de la Funcion Implicita implica que la transfor¬ 
macion es uno a uno cerca de (u, v) y que la transformacion inversa tiene tambien derivadas par¬ 
ciales primeras continuas y un jacobiano distinto de cero que cumple 


d(u, v) 1 
d(x, y) = 8(x, y) en D 
d(u, v) 


Ejemplo 6 


El jacobiano de la transformacion a coordenadas polares x = rcosfl, y = rsenfl es 


d[x, y) _ cos 6 -rsenO 
d(r, 9) sen 8 rcosO 


Cerca de cualquier punto excepto del origen (donde r = 0) la transformacion es uno a uno (de hecho, es 
uno a uno en cualquier conjunto del piano r6 que no contenga mas de un punto donde r = 0 y que este en, 
por ejemplo, la banda 0 ^ 0 < 2n). 


Se puede utilizar una transformacion uno a uno para transformar la integral doble 

r r 

f(x, y) dA 

J JD 
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en una integral doble en el correspond!ente conjunto S del piano uv. M ediante la transformacion, 
el integrando f(x, y ) se convierte en g[u, v) = f(x(u, v), y(u, v)). Debemos descubrir la forma de 
expresar el elemento de area dA = dxdy en fund on del elemento de area dudv en el piano uv. 
Dado un valor fijo de u (por ejemplo, u = c), las ecuaciones 

x = x(u, v) e y = y(u, v) 

definen una curva parametrica (con v como parametro) en el piano xy. Esta curva se denomina 
curva u correspondiente al valor u = c. De forma similar, para v fija la ecuacion define una cur¬ 
va parametrica (con parametro u) denominada curva v. Consideremos el elemento de area dife- 
rencial limitado por las curvas u correspondientes a valores cercanos u y u + du, y las curvas v 
correspondientes a valores cercanos v y v + dv. Como estas curvas son suaves, para valores pe- 
quenos de du y dv, el elemento de area es aproximadamente un paralelogramo, y su area aproxi- 
mada es 

dA = PQ x PR | 

siendo P, Q y R los puntos que se muestran en la Figura 14.33. El error en esta aproximacion es 
despreciable comparado con dA cuando du y dv tienden a cero. 



Figura 14.33 Imagen en el piano xy del elemento de area dudv 
en el piano uv. 


Tenemos que PQ = dxi + dyj, siendo 

. dx 
dx = — 
du 


De forma similar, 


Entonces, 


dx 

dv 


dy 

dy 

dv 

y 

du 

PQ, por lo 

que 




dx 

du i + 

dy 

du j 

PQ - 

du 

du 


dx 

dv i + 

dy 

dv j 

PR - 

dv 

dv 


dv 


dA = 


dx 

— du 

0 


d(x, y) 

du 

du 


d(u, v) 


dx dy 

— dv — dv 0 
dv dv 


du dv 
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es decir, el valor absolute del jacobiano 8(x, y)/8(u, v) es el cociente entre I os correspond! entes 
elementos de area en el piano xy y en el piano uv. 


dA = dx dy 


8(x, y) 
d(u, v) 


dud v 


El teorema que sigue resume el procedi mi ento de cambio de variables en una integral doble. 


TEOREMA^^ Formula de cambio de variables en integrales dobles 

Sea x = x(u, v), y = y(u, v) una transformacion uno a uno de un dominio S en el piano uv 
en un dominio D en el piano xy. Supongamos que las funciones x e y, y sus derivadas par- 
ciales primeras con respecto a u y v, son continuas en 5. Si f(x, y) es integrable en D, y si 
g(u, v ) = f(x(u, v ), y(u, v)), entonces g es integrable en 5 y 


f f 

f(x, y) dxdy 

«. «. D 


(T g(u, v) 


8(x, y) 
8(u, v) 


dudv 


Observacion No es necesario que S o D sean cerrados o que la transformacion sea uno a uno 
en la frontera de S. La transformacion a coordenadas polares hace corresponder el rectangulo 
0 < r < 1, 0 i? 8 < In de forma uno a uno con el disco perforado 0 < x 2 + y 2 < 1 y, como en 
el primer ejemplo de esta seccion, podemos transformer una integral en el disco cerrado 
x 2 + y 2 sc 1 en otra en el rectangulo cerrado 0 ^ r ^ 1, 0 ^ 6 ^ 2n. 


Ejemplo 7 


Utilice el cambio de variables apropiado para calcular el area del disco eliptico E dado por 



Solucion M ediante la transformacion x = au, y = bv, el disco eliptico E es la imagen uno a uno del dis¬ 
co circular D dado por u 2 + v 2 ^ 1 . Suponiendo que a > 0 y b > 0, tenemos 


dxdy = 


d{x, y) 
8 (u, v) 


dudv = 


a 0 
0 b 


du dv = ab du dv 


Por tanto, el area de E se calcula como 


ldxdy = abdudv = ab x (area de D) = nab unidades al cuadrado 


A menudo es tentador intentar utilizar la formula del cambio de variables para transformer el 
dominio de un Integral doble en un rectangulo, de forma que la integracion sea facil. Como 
muestra el siguiente ejemplo, esto en general requiere definir la transformacion inversa (u y v en 
funcion de x e y). Recuerdese que las transformaciones inversas tienen jacobianos inversos. 


Ejemplo 8 


x = y 2 y x = 3y 2 . 


Calcule el area de la region plana finita limitada por las cuatro parabolas y = x 2 , y = 


2x 2 , 


Solucion La region, que denominaremos D, se muestra en la Figura 14.34. Sea 
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Entonces, la region D corresponde al rectangulo R en el piano uv dado porl<u<2yl<t><3. Como 

d(u, v) _ -2y/x 3 1/x 2 _ 3 _ ^ 2 2 

8(x, y) ~ 1/y 2 - 2x/y 3 ~ x^y 2 " U v 

se deduce que 

d(x, y) 1 
8(u, v) 3 u 2 v 2 

y, por tanto, el area de D esta dada por 



El siguiente ejemplo muestra lo que puede ocurrir si una transformacion del dominio de una in¬ 
tegral doble no es uno a uno. 


TOfTIH^'l Sea D el cuadrado Osjx^l, Ossysjlenel piano xy, y sea S el cuadrado 0 ^ u ^ 1, 
0 < v < 1 en el piano uv. Demuestre que la transformacion 

x = 4u - 4u 2 , y = v 

transforma S en D, y utilicela para transformar la integral / = || D cfxcfy. Compare el valor de / con el valor 
de la integral transformada. 

Solucion Como x = 4u - 4u 2 = 1 - (1 - 2 u) 2 , el valor minimo de x en el intervalo 0 ^ u ^ 1 es 0 
(en u = 0 y u = 1), y el valor maximo es 1 (en u = j). Por tanto, x = 4u - 4u 2 transforma el intervalo 
0 ^ u ^ 1 en el intervalo 0 ^ x ^ 1. Como y = v transforma claramente 0<ir<len0<y<l,la trans¬ 
formacion dada transforma S en D. Como 


dxdy = - 
( 

transformar / I leva a la integral 


8(x, y) 
8(u, v) 


dudv = 


4-8 u 0 
0 1 


dudv = |4 - 8u\dudv 


]= |4 — 8u\dudv = 4 dv |l-2u|du = 8 (l-2u)du = 2 


Sin embargo, / = || D dxdy = area de D = 1. La razon de que) # / es que la transformacion no es uno a 
uno de S a D; realmente transforma S en D dos veces. El rectangulo R definido porO^u^lyO^c^l 
se transforma uno a uno en D mediante la transformacion, por lo que la integral transformada apropiada es 
JJr |4 - 8u\dudv, que es igual a /. 
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Ejercicios 14.4 


En los Ejercicios 1-6, calcule las integrales dobles dadas en 
el disco D dado por x 2 + y 2 ^ a 2 , con a > 0. 


1. | (x 2 + y 2 ) dA 

D 


2 . 


jjo ^ x2+y2 dA 


3. 


o Jx 2 + y 2 


dA 


5. | x z dA 

D 


4. | \x\dA 

D 


6 . | x 2 y 2 dA 

D 


En los Ejercicios 7-10, calcule las integrales dobles dadas 
en el cuarto de disco Q dado por x ^ 0, y > 0 y 
x 2 + y 2 ^ a 2 , con a > 0. 


1 . |J^yaW 

9. | f e* 2+y2 dA 
)Q 


8. 11 (x + y)dA 
. , 2 xy 

10- yn<« 
Jo * +y 


11. Calcule JJ (x + y)dA, siendo S la region del primer 

cuadrante que esta dentro del disco x 2 + y 2 ss a 2 y bajo 
la recta y = ^/3x. 

12 . Calcule JJ xdA, siendo S el segmento de disco 

x 2 + y 2 ^ 2, x > 1. 


13. Calcule JJ (x 2 +y 2 )cM, siendo T el triangulo cuyos 
vertices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). 

14. Calcule In(x 2 + y 2 ) dA, 

J Jx 2 +y 2 ^l 

15. Calcule la distancia media del origen a los puntos del 
disco x 2 + y 2 sj a 2 . 

16. Calcule el valor medio de e _( * 2+y2) en la region anular 

0 < a ^ ^/x 2 + y 2 ^ lb. 

17. iPara que valores de k, y a que valor, converge la 

18. iPara que valores de k, y a que valor, converge la 

inteS!ral JL OTTTW 7 


19. Calcule JJ xydA, siendo D la region plana que 
cumple x^0, 0^y^xyx 2 +y 2 ^a 2 . 


20. Calcule JJ ydA, siendo C la mitad superior del disco 
cardioide r 1 + cos6. 

21. Calcule el volumen que esta comprendido entre los 
paraboloides z = x 2 + y 2 y 3z = 4 - x 2 - y 2 . 

22. Calcule el volumen de la interseccion de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y del cilindro x 2 + y 2 = ax. 

23. Calcule el volumen de la interseccion de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 2a 2 y del cilindro x 2 + y 2 = a 2 . 

24. Calcule el volumen de la region que esta por encima 
del piano xy, en el interior del cilindro x 2 + y 2 = 4 y 
por debajo del piano z = x + y + 4. 

*25. Calcule el volumen de la region que esta dentro de los 
tres cilindros circulares x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + z 2 = a 2 y 
y 2 + z 2 = a 2 . Sugerencid: Haga un buen dibujo de la 
parte de la region que esta en el primer octante y 
utilice simetria siempre que sea posible. 

26. Calcule el volumen de la region que esta dentro del 
cilindro circular x 2 + y 2 = 2y y el cilindro parabolico 

z 2 = y. 

*27. Se escogen aleatoriamente muchos puntos en el disco 
x 2 + y 2 ^ 1. Calcule el valor medio aproximado de la 
distancia de esos puntos al lado mas cercano del 
cuadrado mas pequeno que contiene a dicho disco. 

*28. Calcule el valor medio dex en el segmento del disco 
x 2 + y 2 ^ 4 que esta a la derecha de x = 1. iCual es 
el centroide del segmento? 

29. Calcule el volumen encerrado por el elipsoide 


x z y" r 
+ ^2 + ^2 = 1 


30. Calcule el volumen de la region del primer octante que 
esta por debajo del paraboloide 


z = 1 


x 2 y 2 


Sugerencia: Utilice el cambio de variables x = au, 

y = bv. 

*31. Calcule j j e x+y dA. 

J Jw + |y|=sa 

32. Calcule JJ (x 2 + y 2 )dA, siendo P el paralelogramo 

limitado por las rectas x + y = l, x + y = 2, 

3x + 4y = 5 y 3x + 4y = 6. 

33. Calcule el area de la region del primer cuadrante 
limitada por las curvas xy = 1, xy = 4, y = x e y = 2x. 
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(x 2 + y 2 ) dA, siendo R la region del primer 

cuadrante limitada por y = 0, y = x, xy = 1 y 
x 2 - y 2 = 1. 

*35. Sea T el triangulo cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y 
(0, 1). Calcule la integral JJ e (y-*)/(y+x) dA: 

(a) M ediante transformacion en coordenadas polares. 

(b) Utilizando la transformacion u = y - x, 

v = y + x. 

36. Utilice el metodo del Ejemplo 7 para calcular el area 
de la region que esta dentro de la elipse 
4x 2 + 9y 2 = 36 y por encima de la recta 2x + 3y = 6. 

*37. (La funcion error) La funcion error Erf (x) se define 
para x 0 como 


2 

Erf(x) = —= 

e~ t2 dt 


v 71 * 

0 


4 

r»7i/4 


Demuestre que (Erf (x)) 2 = - 

d- 

e -X 2 /COS 2 fl) 

n 

J 0 


A partir de aqui, deduzca que 

m 

— 5 
-h 

2 

\v 

V 1 -e 


34. Calcule 


*38. (Las funciones gamma y beta) La funcion gamma 
r(x) y la funcion beta B(x, y) se definen como 

f oo 

f 1 e~ t dt, (x > 0) 


B(x, y) = J f _1 (1 - t) y_1 dt, (x > 0, y > 0) 

La funcion gamma cumple 

r(x + 1) = xr(x) y 

r(n + l)=nl, (n = 0, 1, 2, ...) 

Deduzca las siguientes propiedades de estas 
funciones: 


(a) r(x) = 2 


(b) r 


o 

= Jn, 


s 2x - lg s 2 

3 
2 


ds, (x > 0) 


(c) Si x > 0 e y > 0, entonces 

l'n/2 

B(x,y) = 2 | cos' 


(d) B (x, y) = 


1 

2 

5 

2x — 1 


0sen 2y 1 0d0 


r(x)r(y) 
r(x + y) 


14.5 


Integrates triples 


Ahora que ya sabemos como extender la integracion definida a dominios bidimensionales, la ex¬ 
tension a dominios de tres (o mas) dimensiones es directa. Dada una funcion acotada f(x, y, z) 
definida en una caja rectangular B (x 0 <x <x 1( y 0 <y < y lt z 0 z zj, la integral triple de f 
en B, 


fix, y, z)dV 


f{x, y, z)dxdydz 


se puede definir como un limite adecuado de sumas de Riemann correspondientes a particiones 
de B en subcajas utilizando pianos paralelos a cada uno de los pianos coordenados. Omitiremos 
I os detalles. Las integral es triples en dominios mas general es se definen extendi endo la funcion 
para que sea cero fuera del dominio e integrando en una caja rectangular que contenga al dominio. 

Todas las propiedades de las integrales dobles mencionadas en la Seccion 14.1 tienen sus 
propiedades analogas para integrales triples. En particular, una funcion continua es integrable en 
un dominio cerrado y acotado. Si fix, y, z) = 1 en el dominio D, entonces la integral triple da el 
volumen de D: 


Volumen de D 


fff * 


J J %) 


D 


La integral triple de una funcion positiva fix, y, z) se puede interpretar como el «hipervolumen» 
(es decir, el volumen tetradimensional) de una region del espacio de cuatro dimensiones que tie- 
ne como «base» el conjunto tridimensional D y como tope la hipersuperficie w = fix, y, z). Esta 
no es una interpretacion particularmente util; en las aplicaciones surgen otras mucho mas utiles. 
Por ejemplo, si 5(x, y, z) representa la densidad (masa por unidad de volumen) en la posicion 
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(x, y, z) de una sustancia que ocupa un dominio D en el espacio tridimensional, entonces la masa 
m del solido es la «suma» de los elementos de masa dm = <5(x, y, z)dV que ocupan los elementos 
de volumen dV: 


masa - fff 


J J J 


D 


5(x, y, z) dV 


Algunas integrales triples se pueden calcular por simple inspection, utilizando simetria y volu- 
menes conocidos. 


Ejemplo 1 


Calcule 


(2 


sen z) d V 


x 2 +y 2 +z 2 ssa 2 


Solucion El dominio de integracion es la bola de radio a centrada en el origen. La integral de 2 en esta 
bola es dos veces el volumen de dicha bola, es decir, 87ia 3 /3. Las integrales de x y senz en la bola son 
ambas cero, ya que las dos funciones son impares en sus variables, y el dominio es simetrico respecto a 
cada piano coordenado (por ejemplo, para cada elemento de volumen dV en la mitad de la bola donde 
x > 0, existe un elemento correspondiente en la otra mitad donde x tiene el mismo tamano pero signo 
opuesto, de forma que las contribuciones de esos dos elementos se cancelan entre si). Por tanto, 


(2 


x 2 +y 2 + z 2 sja 2 


sen z) dV = - na 3 + 0 + 0 = - na 3 


La mayorfa de las integrales triples se evaluan mediante un procedimiento de iteracion similar al 
utilizado para integrales dobles. Vamos trasladando en el dominio D secciones de un piano para- 
lelo a uno de los pianos coordenados, realizando la integral doble de la fund on con respecto a 
las dos variables de esa seccion, y despues integrando el resultado con respecto a la variable res- 
tante. Algunos ejemplos ayudaran a aclarar el procedimiento. 


Ejemplo 2 


Sea B la caja rectangular O^x^a, O^y^b, O^zsjc. Calcule 


I = 


(xy 2 + z 3 ) d V 


Solucion Como se indica en la Figura 14.35(a), tomaremos secciones con pianos perpendiculares al eje 
z, de forma que la integral en z sera la mas externa en la iteracion. Las secciones son rectangulos, por lo 
que las integrales dobles en el I os se pueden iterar tambien de forma inmediata. Escogeremos la integral ex¬ 
terna en y, y la integral interna en x, como sugiere la recta que se muestra en la seccion. 

pc pb pa 

/ = | dz | dy | (xy 2 + z 3 ) dx 
) 

* 2 y\ 3 

— + xf 
2 


0 J 0 

c I'b 

dz dy 
0 Jo 

•c i'b 

dz 

0 
•c 


x = 0 


a 2 y 2 


+ az 3 dy 


a 2 y 3 


= dz[ — + ayz : 


abz 3 dz 


y=b 
y = 0 


2(,3 


a b 


a 2 b 3 z abz 4 
6 ' 4~ 


z=c _ a 2 b 3 c abc 4 
z=o _ 6 ^ 4 
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(a) 


(b) 


Figura 14.35 

(a) La iteracion del Ejemplo 2. 

(b) La iteracion del Ejemplo 3. 


Ejemplo 3 


Si T es el tetraedro cuyos vertices son (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1), calcule 


/ = 



ydV 


Solucion La Figura 14.35(b) muestra el tetraedro. La seccion plana en el piano normal al eje x en la 
posicion x es el triangulo T(x), que se muestra en dicha figura; en la seccion, x es constante e y y z son 
variables. La doble integral de y en T(x) es fund on de x. La calcularemos integrando primero en la direc¬ 
cion de z y despues en la direccion de y, como sugiere la recta vertical que se muestra en la seccion: 



1 -x 


dy 


o 

1 -x 


1—x—y 


ydz 


y(l - x - y)dy 


(1-x) 


1 , 

= c d-x) 3 
o 6 


El valor de la integral triple / es la integral de esta expresion con respecto a la variable restante x, para 
sumar las contribuciones de todas las secciones entre x = 0 y x = 1: 


/ = 



x) 3 dx 


1 

24 


(1-x) 4 


1 

24 


En la solucion anterior hemos realizado la integracion en dos pasos para mostrar claramente el 
procedimiento. En la practica, las integrales triples se iteran en un paso, sin hacer mencion expli- 
cita de la integral doble en la seccion. Por tanto, utilizando la iteracion sugerida por la Figura 
14.35(b), podriamos escribir inmediatamente 



*1 

r*l — X i* 

= 

dx 

dy 

* 

0 

0 J 


ydz 


El calculo procede como antes, comenzando por la integral de la derecha (es decir, la interna), 
seguida por la integral del medio y despues por la integral de la izquierda (exterior). La integral 
triple representa la «suma» de elementos ydV en la region tridimensional T. La iteracion anterior 
corresponde a «sumar» (es decir, integrar) primero a lo largo de una recta vertical (la integral en 
z), sumar despues esas sumas unidimensionales en la direccion de y para obtener la suma doble 
de todos I os elementos en el piano de la seccion, y sumar final mente esas sumas dobles en la 
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direccion de x para incorporar las contribuciones de todas las secciones. La iteracion se puede 
realizar en otras direcciones; existen seis posibles iteraciones correspondientes a los ordenes di- 
ferentes de realizacion de las integrales en x, y y z. Las otras cinco son 


'•l 


-l-x 

ri-x-z 


dx 

dz 

ydy 

J 0 


0 

0 

*1 


pi -y 

pl-x-y 


dy 

dz 

ydz 

J 0 


0 

0 

*1 


pl-y 

pl-y-z 


dy 

dz 

ydx 

J 0 

* 

0 

0 

*1 


^1 -z 

r*l -x-z 


dz 

dx 

ydy 

J 0 

J 

o 

1 0 

'•l 


-z 

rl-y-z 


dz 

dy 

ydx 

J 0 

J 

o J 

1 0 


Es conveniente verificarlas dibujando diagramas analogos a la Figura 14.35(b). Por supuesto, las 
seis iteraciones producen el mismo resultado. 

Algunas veces es dificil visualizar la region del espacio tridimensional donde se realiza una 
integral triple dada. En esas situaciones es util intentar determinar la proyeccion de esa region en 
uno de los pianos coordenados. Por ejemplo, si una region R esta limitada por dos superficies 
con ecuaciones dadas, al combinar estas ecuaciones para eliminar una variable se Negara a la 
ecuacion de un cilindro (no necesariamente circular) con ejes paralelos al eje de la variable eli- 
minada. Este cilindro determinara entonces la proyeccion deR en el piano coordenado perpendi¬ 
cular a ese eje. El ejemplo que sigue ilustra el uso de esta tecnica para calcular el volumen limi- 
tado por dos superficies. El volumen se expresa como una integral triple con integrando unidad. 


Ejemplo 4 


Calcule el volumen de la region R que esta por debajo del piano z = 3 - 2y y por encima 
del paraboloide z = x 2 + y 2 . 

Solucion La region R se muestra en la Figura 14.36. Las dos superficies que limitan a R se cortan en el 
cilindro vertical x 2 + y 2 = 3 - 2y, o x 2 + (y + l) 2 = 4. Si D es el disco circular en el que el cilindro corta 
al piano xy, entonces la integracion parcial produce 

r*3 —2 y 


V = 


dV = 


dxdy 


dz 


x L +y L 


La Figura 14.36 muestra una seccion de R correspond!ente a una iteracion posterior de la integral doble 


en D: 


1 / = 


dy 


-3 


/3 - 2y-y 2 


dx 


3-2y 


dz 


x 2 +y 2 


J3-2y-y 2 

pero existe una forma mas facil de iterar la integral doble. Como D es un disco circular de radio 2 y cen¬ 
tra (0, -1), podemos utilizar coordenadas polares con centra en ese punto (es decir, x = rcos0, 
y = -1 + rsenfl). A si, 


V = 


(3-2y - x 2 - y 2 )dxdy 


(4 -x 2 - (y + l) 2 )dxdy 


D 

2n 


do (4 - r)rdr = 2n\2r - — 


= 8n unidades al cubo 
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Como en el caso de integrales dobles, algunas veces es necesario reiterar una integral iterada da- 
da, de forma que las iteraciones se realicen en un orden diferente. Esta tarea se realiza mas facil- 
mente si podemos expresar la iteracion dada en un dibujo en la region de integracion. La capaci- 
dad de deducir la forma de la region a partir de los limites en la integral iterada es algo que se 
puede adquirir con un poco de practica. Se debe determinar primero la proyeccion de la region 
en un piano coordenado, concretamente, el piano de las dos variables de las integrales externas 
de la iteracion dada. 

Es tambien posible reiterar una integral iterada en un orden diferente manejando algebraica- 
mente los limites de integracion. Ilustraremos ambos enfoques (grafico y algebraico) en los si- 
guientes ejemplos. 


Ejemplo 5 


Exprese la integral iterada 


/=| dy J* dz j* f(x,y,z)dx 

como una integral triple y dibuje la region donde se realiza. Reitere la integral de forma que las interaccio- 
nes se realicen en el orden: primero y, despues z, despues x (es decir, el orden opuesto a la iteracion dada). 

Solucion Expresaremos / como una integral triple no iterada: 


I = f(x, y, z) dV 

La integral externa en la iteracion dada muestra que la region R esta entre los pianos y = 0 e y = 1. Para 
cada valor de y, z debe estar entre y y 1. Por tanto, R esta por debajo del piano z = 1 y por encima del 
piano z = y, y la proyeccion de R en el piano yz es un triangulo cuyos vertices son (0, 0, 0), (0, 0, 1) y 
(0, 1, 1). En cualquier punto (0, y, z) del triangulo, una recta paralela al eje x corta a R entre x = 0 y x = z. 
Por tanto, el solido esta limitado por los cinco pianos x = 0, y = 0, z=l, y = zyz = x, como se puede ver 
en la Figura 14.37(a), donde se muestra una seccion y la linea correspondiente a la iteracion dada. 

La iteracion requerida corresponde a la seccion y a la linea que se muestran en la Figura 14.37(b). Por 
tanto, es 

/ = f cfx f dz f f (x, y, z)dy 
Jo J x Jo 
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(a) (b) 


Figura 14.37 

(a) La region solida de la integral 
triple del Ejemplo 5 con una 
seed on correspond! ente a la 
iteracion dada. 

(b) El mismo solido con una 
seccion conforme a la 
iteraci on deseada. 


Ejemplo 6 


Utilice algebra para expresar una iteraci on de la integral 

1 r-y 

dy f(x,y,z)dz 

x J x 



con el orden de iteraciones invertido. 


Solucion A partir de la iteracion dada podemos expresar tres conjuntos de inecuaciones satisfechas por 
la variable externa x, la variable intermedia y y la variable interna z. Las escribiremos en orden como sigue: 

OsSxsgl inecuaciones para x 

xsgy^l inecuaciones para y 

xsgz^y inecuaciones para z 

Notese que los limites de cada variable pueden ser constantes o pueden depender solamente de variables 

cuyas inecuaciones esten por encima de la linea de esa variable (en este caso, los limites de x deben ser 
constantes, los de y pueden depender de x, y los de z pueden depender de x y de y). Esto es un requisite de 
las integrates iteradas. Las integrates externas no pueden depender de las variables de integracion de las 
integrates internas. 

Deseamos construir un conjunto equivalente de inecuaciones donde z este en la linea superior, despues 
esten las de y, y finalmente las de x en la linea inferior. Los limites de z deben ser constantes. A partir de 
las inecuaciones anteriores determinamos que 0^x<zyz^y<l. Por tanto, z debe cumplir 0 ^ z s$ 1. 
Las inecuaciones de y pueden depender de z. Como z < y e y < 1, tenemos que z ^ y ^ 1. Finalmente, los 
limites de x pueden depender de y y de z. Tenemos que O^x, x^yyx^z. Como ya hemos determinado 
que z ^ y, debemos tener que 0 ^ x ^ z. Por tanto, las nuevas inecuaciones son 

O^z^l inecuaciones para z 

z^y^l inecuaciones para y 

O^x^z inecuaciones para x 

y la iteracion pedida es 

/ = | dz J* dy j" f(x,y,z)dx 


Ejercicios 14.5 


(1 + 2x - 3 y)dV, en la caja -a ^ x sg a, 


En los Ejercicios 1-12, calcule las integrates triples en las 
regiones indicadas. Este atento a las simplificaciones y a 
los ordenes de integracion favorables. 


1 . 


R 
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2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 


xyzdV, en la caja B dada por 0 < x < 1, 
-2^y^0, l^z^4. 

(3 + 2 xy)dV, sobre el domo hemisferico solido 
D dado por x 2 + y 2 + z 2 ^ 4 y z > 0. 

xdV, en el tetraedro delimitado por los pianos 


x y z 

coordenados y el piano - + - + - = 1. 

a b c 


(x 2 + y 2 ) dV, en el cubo 0 < x, y, z < 1. 


(x 2 + y 2 + z 2 )dV, en el cubo del Ejercicio 5. 


(xy + z 2 )dV, en el conjunto 
0<z<l-|x|-|y|. 

yz 2 e ~ xyz dV, en el cubo 0 ^ x, y, z ^ 1. 

sen (ny 3 ) dV, en la piramide cuyos vertices son 
(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1) y (0, 1, 1). 

ydV, en la parte del cubo 0 <x, y, z ^ 1 que 

esta por encima del piano y + z = 1 y por debajo del 
piano x + y + z = 2. 


1 


3 dV, en la region limitada por los 


r (x + y + z) 
seis pianos z = 1, z = 2, y = 0, y = z, x = 0y 
x = y + z. 


cosxcosycoszcfV', en el tetraedro definido por 


x ^ 0, y ^ 0, zss0yx + y + z^7r. 


13. Calcule 


III e~ x2 ~ 2y2 ~ 3z2 dV. Sugerencia: Utilice el 

J J Jr 3 

resultado del Ejemplo 4 de la Seccion 14.4. 

14. Calcule el volumen de la region que esta dentro del 
cilindro x 2 + 4y 2 = 4, por encima del piano xy y por 
debajo del piano z = 2 + x. 


15. Calcule 


xdV, siendo T el tetraedro limitado por 


los pianos x = l, y = l, z=lyx + y + z = 2. 

16. Dibuje la region R en el primer octante del espacio 
tridimensional que tiene un volumen finito y esta 
limitada por las superficies x = 0, z = 0, x+y = ly 


z = y 2 . Escriba seis iteraciones diferentes de la integral 
triple de f(x, y, z) en R. 


En los Ejercicios 17-20, exprese las integrales iteradas 
dadas como integrales triples y dibuje la region donde se 
calculan. Vuelva a iterar las integrales, de forma que la 
integral mas externa sea con respecto a x y la mas interna 
con respecto a z. 

1 fl-z pi 

dz dy f(x, y, z)dx 
o Jo Jo 

pi pi py 

*18. dz dy f(x, y, z)dx 

r~ z 

dx f(x,y,z)dy 

J o 

pi pxA^y 5 p 1 

* 20 . dy dz f(x,y,z)dx 

Jo Jo J y 2 +z 2 

21. Repita el Ejercicio 17 utilizando el metodo del 
Ejemplo 6. 

22. Repita el Ejercicio 18 utilizando el metodo del 
Ejemplo 6. 

23. Repita el Ejercicio 19 utilizando el metodo del 
Ejemplo 6. 

24. Repita el Ejercicio 20 utilizando el metodo del 
Ejemplo 6. 

25. Repita el Ejemplo 5 utilizando el metodo del 
Ejemplo 6. 

26. Repita el Ejemplo 6 utilizando el metodo del 
Ejemplo 5. 




En los Ejercicios 27 y 28, calcule las integrales iteradas 
dadas volviendo a iterarlas en un orden diferente 
(necesitara realizar un buen dibujo de la region). 


*27. 


*28. 




e x3 dy 



sen (nz) 
z(2 - z) 


dz 


29. Defina el valor medio de una funcion integrable 
f(x, y, z) en una region R del espacio tridimensional. 
Calcule el valor medio de x 2 + y 2 + z 2 en el cubo 
0<x<l, 0<y^l, 0<z<l. 


*30. Enuncie un Teorema del Valor Medio para integrales 
triples analogo al Teorema 3 de la Seccion 14.3. 

U ti I feel o para demostrar que si f(x, y, z) es conti nua 
cerca del punto (a, b, c) y si BJa, b, c) es la bola de 
radio e centrada en (a, b, c), entonces 


3 

lim — 

€ —>0 4716 


3 



f(x, y, z)d V = f(a, b, c) 
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Cambio de variables en integrates triples 


La formula del cambio de variables para integrales dobles se puede extender a integrales triples 
(y de orden superior). Consideremos la transformation 


x = x(u, V, l/l/) 
y = y(u, v, i/i/) 
z = z(u, V, l/l/) 


donde x,yyz tienen derivadas parciales primeras conti nuas con respecto a u, v y w. Cerca de 
cualquier punto donde el jacobiano d(x, y, z)/8[u, v, w) sea distinto de cero, la transformation 
escala los elementos de volumen de acuerdo con la formula 


d V = dx dy dz 


d(x, y, z) 
d(u, v, i/i/) 


du dvdw 


Por tanto, si la transformation es uno a uno de un dominio S en el espacio uvw en un dominio D 
en el espacio xyz, y si 

g(u, v, i/i/) = f(x(u, v, i/i/), y(u, v, i/i/), z(u, v, i/i/)) 


entonces 


rr 


f(x, y, z) dxdydz = 


rr 

1 r 

8(x, y, z) 


j «. 

g(u, v, i/i/) 

Js 

8(u, v, w) 

dudvdw 


La demostracion es similar a la del caso bidimensional, dada en la Seccion 14.4. 1/ease el Ejerci- 
cio 35 posterior. 


Ejemplo 1 


do E dado por 


M ediante el cambio de variables x = au, y = bv, z = civ, con a, b, c > 0, el elipsoide soli- 



se transforma en la bola B dada por u 2 + v 2 + w/ 2 ^ 1. El jacobiano de esta transformacion es 


8{x, y, z) 
d(u, v, w) 


a 0 0 
0 b 0 
0 0 c 


abc 


por lo que el volumen del elipsoide se expresa como 


Volumen de E = dxdydz 


abc du dvdw = abc x (Volumen de B) 


= - nabc unidades al cubo 


Coordenadas cilmdricas 

Entre las alternativas mas utiles a las coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional estan 
dos sistemas de coordenadas que generalizan las coordenadas polares en el piano. El mas simple 
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de el I os es el si sterna de coordenadas cilmdricas. En este si sterna se utilizan coordenadas pola- 
res ordinarias en el piano xy, y se retiene la coordenada cartesiana z para medir distancias verti- 
cales. Por tanto, un punto en el espacio tridimensional tendra coordenadas cilmdricas [r, 8, z], 
relacionadas con las coordenadas cartesianas (x, y, z) mediante la transformacion 


x = r cos 8, y = r sen 8, z = z 


La Figura 14.38 muestra un punto P localizado mediante sus coordenadas cilmdricas [r, 8, z] y 
tambien mediante sus coordenadas cartesianas (x, y, z). Notese que la distancia a P desde el ori- 
gen es 


d = Jr 2 + z 2 = Jx 2 + y 2 + z 2 


Ejemplo 2 


El punto con coordenadas cartesianas (1, 1, 1) tiene coordenadas cilmdricas \ Jl, n/4, 1]. 
El punto con coordenadas cartesianas (0, 2, -3) tiene coordenadas cilmdricas [2, n/2, -3], El punto con 
coordenadas cilmdricas [4, -tt/ 3, 5] tiene coordenadas cartesianas (2, -2^/3, 5). 


Las superficies coordenadas en coordenadas cilmdricas son las superficies r (cilindros circulares 
verticales centrados en el eje z), las superficies 6 (semipianos verticales con limite en el eje z) y 
las superficies z (pianos horizontales) (vease la Figura 14.39). Las coordenadas cilmdricas son 
adecuadas para representar dominios limitados por este tipo de superficies y, en general, en pro- 
blemas con simetria axial (respecto al eje z). 




Figura 14.38 Coordenadas cilmdricas de un punto. Figura 14.39 Superficies coordenadas en coordenadas 

cilmdricas. 

El elemento de volumen en coordenadas cilmdricas es 


d V = r dr dO dz 


como se puede apreciar facilmente examinando la «caja» infinitesimal limitada por las superfi¬ 
cies coordenadas correspondientes a los valores r, r + dr, 8, 6 + dO, z y z + dz (vease la Figu¬ 
ra 14.40) o calculando el jacobiano 


d(x, y, z) 
d(r, 8, z) 


cos6 -rsend 0 
send r cos 9 0 

0 0 1 


r 
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Ejemplo 3 


Calcule 


x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 4, y 


(x 2 + y 2 )d V en la region del primer octante limitada por los cilindros 
Jd 

por los pianos z = 0, z = 1, x = 0 y x = y. 


Solucion En terminos de coordenadas cilindricas la region esta acotada por r = 1, r = 2, 8 = 7t/4, 
9 = nfl, z = 0 y z = 1 (cease la Figura 14.41). Es una caja coordenada rectangular en el espacio rdz. Como 
el integrando es x 2 + y 2 = r 2 , la integral es 



(x 2 + y 2 ) d V = 



r 2 rdr 


= ( 1 - 0 ) 




15 


16 


Esta integral habria sido mucho mas dificil de calcular en coordenadas cartesianas. 


Ejemplo 4 


Utilice una integral triple para calcular el volumen de la region solida que esta dentro de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 6 y por encima del paraboloide z = x 2 + y 2 . 


Solucion La cuarta parte del volumen requerido esta en el primer octante (cease la region R en la Figu¬ 
ra 14.42). Las dos superficies se cortan en la superficie del cilindro vertical 

6 - x 2 - y 2 = z 2 = (x 2 + y 2 ) 2 

o, en terminos de coordenadas cilindricas, 6 - r 2 = r 4 , es decir, 

r 4 + r 2 - 6 = 0 
(r 2 + 3)(r 2 - 2) = 0 


La unica solucion relevante a esta ecuacion es r = ^/l. Por tanto, el volumen pedido esta por encima del 
disco de radio Jl, centrado en el origen, en el piano xy. El volumen total V de la region es 



= 2n 

= 2n 


- ^ (6 - r 2 ) 3/2 - 

ye 8 - 

3 3 



o 



- 11) unidades al cubo 
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Figura 14.41 


z 



Coordenadas esfericas 

En el si sterna de coordenadas esfericas un punto P en el espacio tridimensional se representa 
porun triplete ordenado [p, 0, 0], siendo p (letra griega «rho») la distancia desdeP al origen, 0, 
0 (letra griega «phi») es el angulo que forma la recta radial OP con la direccion positiva del eje 
z, y 6 es el angulo que forman el piano que contiene a P y al eje z con el piano xz (vease la 
Figura 14.43). Por convenio, se restringen las coordenadas esfericas de forma que p ^ 0, 
Osc0sC7ryO^0<27i(o -n < 6 < 7t). Todo punto que no este en el eje z tendra una uni ca 
representacion en coordenadas esfericas y, por tanto, la transformed on de coordenadas cartesia- 
nas (x, y, z) a coordenadas esfericas [p, </>, 6)] sera uno a uno fuera del eje z. Utilizando los trian- 
gulos rectangulos que se muestran en la figura, podemos ver que esta transformacion esta dada 
por: 

x = psen 0cos 6 
y = p sen 0 sen 6 
Z = pCOS 0 

Observese que 

p 2 = x 2 + y 2 + z 2 = r 2 + z 2 

y que la coordenada r en coordenadas cilindricas esta relacionada con p y 0 por 

r = Jx 2 + y 2 = p sen 0 

Por tanto, tambien tenemos 


r Jx +y L y 

tan 6 = - = —- y tan 0 = - 

z z x 

Si (p = 0 o cp = n, entonces r = 0, por lo que la coordenada 6 es irrelevante en los puntos 
del ejez. 

La Figura 14.44 muestra algunas superficies coordenadas en coordenadas esfericas. Las su¬ 
perficies p [p = constante) son esferas centradas en el origen; las superficies 0(0 = constante) 
son conos circulares cuyo eje es el eje z; las superficies 0 (6 = constante) son semipianos verti¬ 
cal es con un extremo en el eje z. Si tomamos un si sterna de coordenadas con origen en el centra 
de la tierra, el eje z que pase por el polo norte y el eje x que pase por la interseccion del meridia- 
no de Greenwich con el ecuador, entonces las intersecciones de la superficie de la tierra con las 
superficies 0 son los paralelos de latitud, y las intersecciones con las superficies 0 son los 
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Figura 14.43 Coordenadas esfericas de un punto. 



meridianos de longitud. Como la latitud se mide desde 90° en el polo norte a -90° en el polo 
sur, y 0 se mide desde cero en el polo norte hasta n (= 180°) en el polo sur, la coordenada cp se 
denomina frecuentemente coordenada de colatitud; 8 e s la coordenada de longitud. Observese 
que 0 tienen la misma significacion en coordenadas esfericas que en coordenadas cilindricas. 


Ejemplo 5 


Calcule: 

(a) Las coordenadas cartesianas del punto P cuyas coordenadas esfericas son [2, n/3, n/2], 

(b) Las coordenadas esfericas del punto Q cuyas coordenadas cartesianas son (1, 1, ^/l). 

Solucion 


(a) Si p = 2, cp = n/3 y 9 = n/2, entonces 

x = 2 sen (n/3) cos (n/2) = 0 
y = 2 sen (n/3) sen (n/2) = ^/3 
z = 2 cos (7t/3) = 1 

Las coordenadas cartesianas de P son (0, ^/3, 1). 

(b) Dado que 

psen 4>cos9 = x = 1 
psen (psen 9 = y = 1 
pCOS (j> = z = 

calculamos que p 2 = 1 + 1 + 2 = 4, por lo que p = 2. Ademas, r 2 = 1 + 1 = 2, por lo que 
r = Jl. Entonces, tan 0 = r/z = 1, por lo que <j> = n/4. Ademas, tan0 = y/x = l, por lo que 
9 = n/A o 57t/4. Como x > 0, debemos tener 9 = n/A. Las coordenadas esfericas de Q son [2, n/A, 
n/A], 


Observacion Podemos preguntarnos por que las coordenadas esfericas se expresan en el or- 
den p, (/), 8 en vez de p, 8, cp. La razon, que veremos mas clara en el Capitulo 16, es que la 
triada de vectores unitarios en cualquier punto P que apuntan en las direcciones de p, cp y 8 cre- 
cientes forman una base orientada a la derecha en vez de orientada a la izquierda. 

El elemento de volumen en coordenadas esfericas es 

dV = p 2 sen (pdpdcpdd 

Para ver que esto es asf, observemos que las dimensiones de la caja coordenada infinitesimal li- 
mitada por las superficies coordenadas correspondientes a los valores p, p + dp, cp, <p + dcp, 8 y 
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6 + dO son dp, pdcp y psencpdO (vease la Figura 14.45). Tambien se puede calcular el jacobia- 
no de la transformacion: 


d(x, y, z) 
d(p, cp, 0) 


sen cp cos 0 
sen cp sen 6 
cos Cp 


p cos cp cos 6 
p cos cp sen 6 
- p sen cp 


- p sen cp sen 6 
p sen (p cos 6 
0 


= COS Cp 


pCOS(pCOS0 

pcoscpsenO 


- p sen cp sen 6 
p sen cp cos 6 


+ p sen cp 


sen cp cos 0 
sen cp sen 0 


- p sen cp sen 6 
p sen cp cos 6 


= cos cp(p 2 sen cp cos cp) + p sen cp(p sen 2 cp) 


= p 2 sen cp 


Las coordenadas esfericas son adecuadas en problemas con simetrfa esferica y, en particular, en 
regiones limitadas por esferas centradas en el origen, conos circulares cuyos ejes sean el eje z, y 
pianos verticales que contengan al eje z. 



Figura 14.45 Elemento de volumen en coordenadas esfericas. 


Ejemplo 6 


tro del disco de 
de la semibola. 


Una semibola solida H de radio a tiene una densidad que depende de la distancia p al cen- 
su base. La densidad se expresa como k(2a - p), siendo k una constante. Calcule la masa 


Solucion Eligiendo un sistema de coordenadas cuyo origen sea el centra de la base, y de forma que la 
semibola este por encima del piano xy, podemos calcular la masa m pedida como sigue: 


m = 


k(2a - p)dV = 


k(2a - p)p 2 sen cpdpdcpdO 


r*2n /* 7 c /2 r*d 

= k I c/0 | sen <pd<p J (2 a-p)p 2 dp 


= 2kn x 1 x 




- nka 4 unidades 
6 
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Observacion En el ejemplo anterior, tanto el integrando como la region de integration tienen 
simetria esferica, por lo que la election de coordenadas esfericas para realizar la integracion era 
lo mas apropiado. La masa se podrfa haber calculado tambien en coordenadas cilfndricas. La ite- 
racion en este caso serfa 



*271 

r a (• 

m = 

do 

r dr 

* 

o 

0 


k (2a - Jr 2 +z 2 )dz 


y es diffcil de calcular. En coordenadas cartesianas es aun mas diffcil: 


pa 



dx 

dy 


J o 

0 J 

0 


/c (2a - Jx 2 + y 2 + z 2 ) dz 


La eleccion del sistema de coordenadas puede afectar grandemente a la dificultad de calculo de 
una integral multiple. 

En muchos problemas apareceran elementos con simetria axial y esferica. En tales casos pue¬ 
de no estar claro si es mejor utilizar coordenadas esfericas o cilfndricas. En estos casos dudosos, 
el integrando es en general la mejor gufa. Se utilizaran coordenadas cilfndricas o esfericas si el 
integrando depende, respectivamente, de x 2 + y 2 o x 2 + y 2 + z 2 . 


Ejemplo 7 


El momento de inercia respecto al eje z de un solido con densidad S que ocupa la region R 
esta dado por la integral (vease la Seccion 14.7) 


/=j*If (x 2 + y 2 )ddV 

Calcule el momento de inercia de un solido de densidad unidad que ocupa la region en el interior de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 y fuera del cilindro x 2 + y 2 = a 2 . 

Solucion Vease la Figura 14.46. Utilizando coordenadas esfericas el momento de inercia pedido es 

y*2n p 2a 

/ = 2 sen p 2 sen 2 (f>p 2 dp 

JO J n/6 J a/sen $ 


Z 



Figura 14.46 Una bola solida con un agujero cilfndrico 
a traves de el I a. 


Utilizando coordenadas cilfndricas es 



/ = 2 


o 
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La ultima formula parece algo mas facil de evaluar. Continuaremos con el la. Calculando las integrales en 0 
y en z, obtenemos 

f 2a 

I = 4ti rV4a 2 - r 2 dr 


Haciendo el cambio u = 4a 2 - r 2 , du = 2rdr, se llega a 

I = 2n j (4a 2 - uj^/udu = 2n ^4a 2 


3/2 


u 5/2 
5/2 


3a 2 



Ejercicios 14.6 


1. Convierta las coordenadas esfericas [4, n/3, 27i/3] en 
coordenadas cartesianas y en coordenadas cilindricas. 

2 . Convierta las coordenadas cartesianas (2, -2, 1) en 
coordenadas cilindricas y en coordenadas esfericas. 


3 . Convierta las coordenadas cilindricas [2, n/6, -2] en 
coordenadas cartesianas y en coordenadas esfericas. 

4 . Las coordenadas esfericas de un punto P son [1, 0, 0] 
y sus coordenadas cilindricas son [r, n/A, r], Calcule las 
coordenadas cartesianas de dicho punto. 

Describa los conjuntos de puntos del espacio tridimensional 
que satisfacen las ecuaciones de los Ejercicios 5-14. Aqui, 
r, 6, p y 0 indican las coordenadas apropiadas cilindricas o 
esfericas. 


5 . 0 = tt/2 


6 . (j) = 2n/2 


7 . (f> = 7t/2 8 . p = 4 

9 . r = 4 10 . p = z 

11 . p = r 12 . p = 2 x 


13 . p = 2 cos 0 14 . r = 2 cos 0 

En los Ejercicios 15-23, calcule los volumenes de las 
regiones indicadas. 


15. En el interior del cono z = Jx 2 + y 2 y de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

16. Por encima de la superficie z = (x 2 + y 2 ) 1/4 y dentro de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 . 

17. Entre los paraboloides z = 10 - x 2 - y 2 y 
z = 2 (x 2 + y 2 - 1 ). 

18. Dentro del paraboloide z = x 2 + y 2 y de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 12 . 


19 . Por encima del piano xy, y dentro del cono 

z = 2 a - Jx 2 + y 2 y del cilindro x 2 + y 2 = 2 ay. 

20 . Por encima del piano xy, y debajo del paraboloide 
z = 1 - x 2 - y 2 y de la cuna -x sg y ^ ,/3x. 


21 . En el primer octante, entre los pianos y = 0ey = xy 

x 2 y 2 z 2 

dentro del elipsoide ^ ^ p = 1- Sugerencia: 


Utilice el cambio de variables sugerido en el Ejemplo 1. 

x 2 y 2 z 2 

* 22 . Limitada por el hiperboloide ^ + 77 — ? = 1 y los 

a b c 

pianos z = -cyz = c. 

23 . Por encima del piano xy y por debajo del paraboloide 


z = 1 


x 2 y 2 


24 . Calcule 


(x 2 


z 2 )dV, siendo R el cilindro 


0 <x 4 + y z < a 2 , 0 < z ^ h. 


25 . Calcule 


x 2 + y 2 


(x 2 +y 2 )dV, siendo B la bola dada por 


r- ^ a. 


26 . Calcule 


Ejercicio 25. 


(x 2 + y 2 + z 2 ) dV, siendo B la bola del 


27 . Calcule 


(x 2 + y 2 + z 2 ) eft/, siendo R la region que 


esta por encima del cono z = cjx 2 + y 2 y dentro de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 


28 . Calcule 


(x 2 +y 2 )dl/ en la region R del Ejercicio 27. 


29 . Calcule 


zdV en la region R que cumple 


y <ZW2 


x 2 - y 2 . 


30 . Calcule 


xdV y 


zdV en la parte de la 


semiesfera 0 ^ z ^ Ja 2 - x 2 - y 2 esta en el primer 
octante. 
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31. Calcule 



xdV y 


zdV en la parte del cono 



que esta en el primer octante. 


32. Calcule el volumen de la region que esta dentro del 


elipsoide 

d 

z = b -y. 


+ = 1 y por encima del piano 


33. Demuestre que en coordenadas cilfndricas la ecuacion 
de Laplace 

d 2 u 8 2 u 8 2 u 

-y H-y H-y — 0 

8x 2 8y 2 dz 2 

se expresa como 

8 2 u 1 8u 1 8 2 u 8 2 u 

—y H-1 y —y H-y — 0 

dr 2 r 8r r 2 8B 2 8z 2 


*34. Demuestre que en coordenadas esfericas la ecuacion 
de Laplace se expresa como 

8 2 u 2 8u cot tp 8u 1 8 2 u 1 d 2 u 

dp 2 p dp p 2 dtp p 2 dtp 2 p 2 ser\ 2 tpd0 2 


*35. Si x, y y z son funciones de u, v y w con derivadas 
parciales primeras continuas y jacobiano no nulo en 
(u, v, w), demuestre que transforman un elemento de 
volumen infinitesimal en el espacio uvw, limitado por 
los pianos coordenados u, u + du, v, v + dv, w y 
w + dw, en un «paralelepfpedo» infinitesimal en el 
espacio xyz cuyo volumen es 


dx dy dz = 


d(x, y, z) 
d(u, v, w) 


dudvdw 


Sugerencia: Adapteel argumento bidimensional dado 
en la Seccion 14.4. iQue tres vectores en el punto 
P = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) generan el 
paralelepipedo? 


14.7 


Aplicaciones de las integrates multiples 


Cuando expresamos el volumen 1/ de una region R en el espacio tridimensional mediante una 
integral, 


v = rrr <w 


estamos considerando 1/ como una «suma» de infinites elementos infinitesimales de volumen, es 
decir, como el Ifmite de la suma de volumenes de subregiones no solapadas cada vez mas peque- 
nas en las que subdividimos R. Esta idea de representar mediante integrates las sumas de ele- 
mentos infinitesimales de magnitudes tiene muchas aplicaciones. 

Por ejemplo, si un cuerpo rfgido de densidad constante 8 g/cm 3 ocupa un volumen 1/ cm 3 , 
entonces su masa es m = 8V g. Si la densidad no es constante sino que varia de forma continua 
en la region R del espacio tridimensional ocupada por el cuerpo rfgido, es decir, 8 = 8(x, y, z), 
podemos considerar todavfa que la densidad sera constante en un elemento infinitesimal de R 
cuyo volumen sea dV. La masa de este elemento es, por tanto, dm = 8(x, y, z)dV, y la masa del 
cuerpo complete se calcula integrando estos elementos de masa en R: 


rrr 


m = 


8(x, y, z) dV 


Se aplican formulas similares cuando el cuerpo rfgido es unidimensional o bidimensional, y su 
densidad se expresa en unidades de masa por unidad de longitud o por unidad de area. En estos 
casos son necesarias integrates simples o dobles para sumar los elementos individuates de masa. 
Todo esto funciona porque la masa es «aditiva», es decir, la masa de un objeto compuesto es la 
suma de las masas de las partes que componen el objeto. Las areas superficiales, fuerzas gravita- 
cionales, momentos y energfas que consideraremos en esta seccion tienen esta propiedad de adi- 
tividad. 
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Area de la superficie de una grafica 

Podemos emplear una integral doble en un dominio D del piano xy para sumar elementos de area 
de superficie y, por tanto, calcular el area total de la superficie Sf cuya ecuacion es z = f(x, y), 
definida para (x, y) en D. Suponemos que f tiene derivadas parciales primeras continuas en D, 
de forma que S f es suave y tiene pianos tangentes no verticales en P = (x, y, f(x, y)) para todo 
(x, y) en D. EI vector 

n = -fiU< y)i - f 2 (x, y)j + k 

es normal a en P, y apunta hacia arriba. Un elemento de area dA situado en la posicion (x, y) 
del piano xy tiene una proyeccion vertical en cuya area dS es secy multiplicada por el area 
dA, siendo y el angulo que forman n y k ( vease la Figura 14.47). 


z 



Figura 14.47 El elemento de area de superficie d5 en la 
superficie z = f(x, y) es secy multiplicado por su proyeccion 
vertical dA en el piano xy. 


Como 


n *k 1 

l°Hk| “ ynTMx, y )) 2 + (f 2 (x,W 


tenemos 



dA 


Por tanto, el area de es 



Ejemplo 1 


cilindro x 2 + y 2 


Calcule el area de la parte del paraboloide hiperbolico z = x 2 -y 2 que esta dentro del 


Soiucion Como dz/dx = 2x y dz/dy = -2y, el elemento de area de superficie es 


dS = J 1 + 4x 2 + 4y 2 dA = Jl + Ar 2 rdrd0 





El area de la superficie requerida es la integral de dS en el disco r ^ a: 

r*2n 

S = do JY+JFrdr Sea u = 1 + 4 r 2 

y pl + 4a 2 

= {2 “> S J x ^ 

l + 4a 2 

u 3/2 = - ((1 + 4a 2 ) 3/2 - 1) unidades al cuadrado 

i 6 



A trace ion gravitatoria de un disco 

La ley de la gravitacion universal de Newton establece que dos masas puntuales m 1 y m 2 , separa- 
das por una distancia s, se atraen entre si con una fuerza 

km 1 m 2 


siendo k una constante universal. La fuerza sobre cada masa se dirige hacia la otra, en la recta 
que une las dos masas. Supongamos que un disco piano D de radio a, que ocupa la region 
x 2 + y 2 sc a 2 del piano xy, tiene una densidad de area constante o (unidades de masa por unidad 
de area). Vamos a calcular la fuerza total de atraccion que ejerce este disco sobre una masa m 
situada en el punto (0, 0, b) en el ejez positivo. La fuerza total es una magnitud vectorial. Aun- 
que I os elementos de masa del disco estan en direcciones diferentes respecto a la masa m, la 
simetria del problema nos indica que la fuerza neta actuara en la direccion que apunta hacia 
el centra del disco, es decir, hacia el origen. Por tanto, la fuerza total sera -Fk, siendo F su 
modulo. 

Calcularemos F integrando la componente vertical dF de la fuerza de atraccion sobre m debi- 
da a la masa odA en un elemento de area dA del disco. Si el elemento de area esta en el punto 
cuyas coordenadas polares son [r, 6], y si la recta que va desde este punto (0, 0, b ) forma un 
angulo i/r con el ejez, como se muestra en la Figura 14.48, entonces la componente vertical de la 
fuerza de atraccion que ejerce el elemento de masa odA sobre m es 

km a dA dA 

dF = -j —-j cos i/a = kmab 

r 2 + b 2 r ( r 2 + b 2 ) 3/2 

Z 

1 (0, 0, b) 


f\ 


\ s/r- + b 2 



Figura 14.48 Cada elemento de masa ad A atrae a m 
en una direccion diferente. 
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De acuerdo con esto, la fuerza de atraccion vertical total que ejerce el disco sobre m es 


F = kmab 

= kmab 

= nkmab 

= nkmab 


dA 


o (r 2 + d 2 ) 3/2 

r 2n r a r( j r 

(,r 2 + b 2 ) 3/2 


dO 


l'a 2 +b 2 


u~ 3/2 du 


b 2 


-2 


a 2 + b 2 


= 2nkma 1 - 


b 2 


Sea u = r 2 + b 2 


a z + b J 


Observacion Si hacemos que a tienda a infinito en la formula anterior, obtendremos la for¬ 
mula F = Inkma, que representa la fuerza de atraccion de un piano con densidad de area a so¬ 
bre una masa m situada a una distancia b de dicho piano. Observese que F no depende de b. 
Intente razonar en terminos ffsicos por que debe ser asf. 


Observacion La fuerza de atraccion sobre una masa puntual debida a objetos solidos simetri- 
cos (como bolas, cilindros y conos) con densidad 8 constante (unidades de masa por unidad de 
volumen) se puede obtener integrando las contribuciones de elementos de fuerza formados por 
secciones finas con forma de disco del solido. Veanse los Ejercicios 14-17 posteriores. 


Momentos y centros de masa 


El centro de masa de un cuerpo rfgido es aquel punto (fijo en el cuerpo) del que dicho cuerpo se 
puede suspender de forma que en presencia de un campo gravitatorio constante no experimental 
torques debidos a desequilibrios que hagan que rote. Los torques experimentados por un elemen- 
to de masa dm del cuerpo se pueden expresar en f unci on de los momentos de dm respecto a los 
tres pianos coordenados. Si el cuerpo ocupa una region R en el espacio tridimensional, y tiene 
una densidad de volumen continua <5(x, y, z), entonces el elemento de masa dm = 8(x, y, z)dV 
que ocupa el elemento de volumen dV tiene momentos (x - x 0 )dm, (y - y 0 )dm y (z - z 0 )dm 
con respecto a los pianos x = x 0 , y = y 0 y z = z 0 , respectivamente. Por tanto, los momentos tota- 
les del cuerpo respecto a estos tres pianos son 


rn 


M 


X = X 0 


(x — x 0 )<5(x, y, z)dV = M x=0 - x 0 m 


M 


y=y o 


(y - y 0 )8(x, y, z)dV = M Y=0 - y 0 m 


M 


z = z 0 


rr 


[z - z 0 )8(x, y,z)dV = M Z=0 - z 0 m 


siendo m = JJJ fi SdV la masa del cuerpo, y M x=0 , M y=0 y M z=0 los momentos respecto a los 
pianos coordenados x = 0, y = 0yz = 0, respectivamente. El centro de masas P = (x, y, z) del 
cuerpo es el punto en el queM x=x , M y=y y M z=z - son todos iguales a cero. Por tanto, 
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C entro de masas 

El centro de masas de un solido que ocupa la region R en el espacio tridimensional y que 
tiene una densidad continua 8(x, y, z) (unidades de masa por unidad de volumen) es el pun- 
to (x, y, z) cuyas coordenadas estan dadas por 



Estas formulas se pueden combinar en una unica formula vectorial que exprese el vector de posi- 
cion r = xi + yj + zk del centro de masas en funcion del vector de posicion r = xi + yj + zk 
de un punto arbitrario de R, 



donde la integral de la funcion vectorial <5r debe entenderse como el vector cuyas componentes 
son las integrales de las componentes de <5 r. 

Observacion Se pueden obtener expresiones similares para distribuciones de masas en regio- 
nes del piano o en intervalos de una recta. Se utilizan las densidades de area o lineal apropiadas 
e integrales dobles o simples. 

Observacion Si la densidad es constante, se cancela en las expresiones del centro de masa. 
En este caso, el centro de masa es una propiedad geometries de la region R y se denomina cen- 
troide o centro de gravedad de dicha region. 


Ejemplo 2 


Calcule el centroide del tetraedro T limitado por los pianos coordenados y por el piano 


x 

a 


y 

b 



Solucion La densidad se supone constante, por lo que supondremos que es la unidad. La masa de T es, 
por tanto, igual a su volumen: m = V = abc/6. El momenta de T con respecto al piano yz es (vease la Figu¬ 
re 14.49): 
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= c 





y=b(l-§) 

y =0 


dx 


be 

y 




dx 


be 


r x 2 


2 2 


2 x 3 

3 7 



a 2 bc 

y7 


Por tanto, x = M x=0 /m = a/4. Por simetria, el centroide de T es 


a b c 
4' 4' 4 





Figura 14.49 Diagrama de iteracion de una integral triple 
en el tetraedro del Ejemplo 2. 


Ejemplo 3 


Calcule el centra de masa de un solido que ocupa la region S que cumple x ^ 0, y ^ 0, 
z ^ 0 y x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 , si la densidad a una distancia p del origen es kp. 


Solucion La masa del solido se distribuye simetricamente en la parte del primer octante de la bola 
p sS a, por lo que el centra de masas, (x, y, z), debe cumplir x = y = z. La masa del solido es 

p/2 p/2 p uka 4 

kpdV = d0 sen 0d(/> (kp)p 2 dp = —- 
J o J o Jo 8 

El momenta respecto al piano xy es 



M z =o = 


zkpdV = 


[kp)p cos cj>p 2 sen <f>dp d(pd0 


k p /2 


do 


71/2 


sen (2<p)d<t) p^dp = 


k7ia 5 

yy 


Por consiguiente, z = 


kna 5 Ikna 4 2a 


20 


g = — y el centra de masas es 


2 a 2a 2a 
7' 7' 5 
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Momento de inercia 


La energia cinetica de una particula de masa m que se mueve con velocidad v es 

1 , 

KE = -m v 2 

La masa de la particula mide su inercia, que es dos veces la energia que tiene cuando su veloci¬ 
dad es de una unidad. 

Si la particula se mueve siguiendo una circunferencia de radio D, su movimiento se puede 
describir en funcion de su velocidad angular, Q, que se mide en radianes por unidad de tiempo. 
En una revolucion la particula recorre una distancia 2nD en un tiempo 2n/Cl. Por tanto, su velo¬ 
cidad v (de traslacion) se relaciona con su velocidad angular mediante la expresion 

v = QD 

Supongamos que un cuerpo rigido esta girando con velocidad angular Q con respecto a un eje L. 
Si (en algun instante) el cuerpo ocupa una region R cuya densidad es 8 = 5(x, y, z), entonces 
cada elemento de masa dm = 5dV del cuerpo tiene energia cinetica 

dKE =]r v 2 dm = ]- 3Q 2 D 2 dV 
2 2 


siendo D = D(x, y, z ) la distancia perpendicular desde el elemento de volumen dV al eje de rota- 
cion L. La energia cinetica total del cuerpo en rotacion es, por tanto, 


siendo 


KE =-Q 2 


D 2 3 dV = llQ 2 
r 2 


fff D 2 3 dV 




R 


I se denomina momento de inercia del cuerpo en rotacion respecto al eje L. El momento de 
inercia tiene el mismo papel en la expresion de la energia cinetica de rotacion (en funcion de la 
velocidad angular) que la masa en la expresion de la energia cinetica de traslacion (en funcion 
de la velocidad lineal). El momento de inercia es dos veces la energia cinetica del cuerpo cuando 
gira con velocidad angular unidad. 

Si toda la masa del cuerpo en rotacion estuviera concentrada a una distancia D 0 del eje de 
rotacion, entonces su energia cinetica seria \ mD qQ 2 . El radio de giro D es el valor de D 0 para 
el que esta energia es igual a la energia cinetica real \ IQ 2 del cuerpo en rotacion. Por tanto, 
mD 2 = /, y el radio de giro es 



1 nn 

D 2 S dv\ 

1/2 

D=^l/m = 

«/ */ • 

R 


r 

f f 

SdV , 


\ 

s 

Jr / 



Ejemplo 4 


(Aceleracion de una bola que rueda) 


(a) Calcule el momento de inercia y el radio de giro de una bola solida de radio a y densidad constante S 
con respecto a un diametro de dicha bola. 

(b) iCon que aceleracion lineal rodara la bola (sin deslizamiento) por un piano inclinado que forma un an- 
gulo a con la horizontal? 
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Solucion 

(a) Tomaremos el eje z como diametro e integraremos en coordenadas cilindricas en la bola 8 de radio a 
centrada en el origen. Como la densidad <5 es constante, tenemos 



Como la masa de la bola es m = 3 nSa 3 , el radio de giro es 



(b) Podemos determinar la aceleracion de la bola utilizando la ley de la conservacion de la energia total 
(cinetica mas potencial). Cuando la bola rueda por el piano con velocidad v, su centra se mueve con la 
misma velocidad v, y pierde altura con una velocidad de usena (vease la Figura 14.50). Como la bola 
no se desliza, rota respecto a un eje horizontal que pasa por su centra con velocidad angular Q = v/a. 
Por consiguiente, su energia cinetica (debida a la traslacion y la rotacion) es 


KE 


1 , 1 , 

= ^ mi ) 2 + - IQ 2 

1 2 12 2 1,2 

= - mv + - - ma 


7 

10 


mv 2 



Figura 14.50 Velocidad real y velocidad vertical de una bola 
que rueda por un piano inclinado como en el Ejemplo 4. 


Cuando el centra de la bola esta a una altura h (por encima de la altura de referenda), la bola tiene una 
energia potencial (gravitatoria) 

PE = mgh 

Esta energia es el trabajo que se debe realizar contra la fuerza gravitatoria constante F = mg para elevar la 
bola a una altura h. Como la energia total se conserva, 

7 , 

— mv + mgh = constante 





940 CALCULO 


Diferenciando con respecto al tiempo t, se obtiene 


7 dv dh 
0 = — m 2v — + mg — 
10 dt y dt 


7 dv 

-mu — - mgv sen a 
5 dt 


, dv 5 

Por tanto, la bola rueda por el piano inclinado con aceleracion — = - g sen a. 


Ejercicios 14.7 


Problemas de area de superficies 

Utilice integrales dobles para calcular las areas de las 

superficies en los Ejercicios 1-9. 

1. La parte del piano z = 2x + 2y que esta dentro del 
cilindro x 2 + y 2 = 1 . 

2 . La parte del piano 5z = 3x - 4y que esta dentro del 
cilindro eliptico x 2 + 4y 2 = 4. 

3. El hemisferio z = Ja 2 - x 2 - y 2 . 

4. La superficie semielipsoidal z = ijl - x 2 - y 2 . 

5. La superficie conica 3z 2 = x 2 + y 2 , 0 ^ z ^ 2. 

6 . El paraboloide z = 1 - x 2 - y 2 en el primer octante. 

7. La parte de la superficie z = y 2 que esta por encima del 
triangulo cuyos vertices son ( 0 , 0 ), ( 0 , 1 ) y ( 1 , 1 ). 

8 . La parte de la superficie z = Jx que esta por encima 
de la region 0 x < 1 , 0 ^y^ Jx. 

9. La parte de la superficie cilindrica x 2 + z 2 = 4 que esta 
por encima de la region 0 ^x^ 2 , O^y^x. 

10 . Demuestre que las partes de las superficies z = 2xy y 
z = x 2 + y 2 que estan en el mismo cilindro vertical 
tienen la misma area. 

11 . Demuestre que el area 5 de la parte del paraboloide 
z = \ (x 2 + y 2 ) que esta por encima del cuadrado 
-1 <x< 1 , -1 <y < 1 esta dada por 

8 r /4 , ,,, 2n 

S = - (1 + sec 2 6 ») 3 / 2 d 0 —— 

3 J o 3 

y utilice metodos numericos para calcular el area con 
tres cifras decimales de precision. 

* 12 . El dosel que se muestra en la Figura 14.51 es la parte 
de la semiesfera de radio Jl centrada en el origen 
que esta por encima del cuadrado -1 < x < 1 , 

-1 <y ^ 1. Calcule su area. Sugerencia : Es posible 
obtener una solucion exacta, calculando primero el 
area de la parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 que esta 
por encima del piano z = 1. Si resuelve el problema 
directamente integrando el elemento de area de 
superficie que esta por encima del cuadrado, puede 


obtener una integral que no se puede calcular de 
forma exacta, y tendra que utilizar metodos 
numericos. 



Figura 14.51 


M asa y atraccion gravitatoria 

13. Calcule la masa de un planeta esferico de radio a cuya 
densidad a una distancia R del centro es 

5 = A/(B + R 2 ). 

En los Ejercicios 14-17, calcule la atraccion gravitatoria 
que los objetos dados ejercen sobre una masa m situada en 
la posicion (0, 0, b). Suponga que los objetos tienen una 
densidad constante <5. En cada caso se puede obtener la 
respuesta integrando las contribuciones hechas por discos 
de espesor dz, utilizando la formula de la atraccion que 
ejerce el disco obtenida en el texto. 

14. La bola x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 , con a < b. 

15. El cilindro x 2 + y 2 ^ a 2 , 0 < z ^ h, con h < b. 

16. El cono 0 z < b - (Jx 2 + y 2 )/a. 

17. La semibola 0 ^ z ^ Ja 2 - x 2 - y 2 , con a < b. 

C entros de masa y centroides 

18. Calcule el centro de masa de un objeto que ocupa el 
cubo 0 < x, y, z ^ a y cuya densidad esta dada por 

6 = x 2 + y 2 + z 2 . 

Calcule los centroides de las regiones de los Ejercicios 19-22. 

19. El prisma x^0, y^0, x + y^l, Ossz^l. 
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20. La region no acotada 0 ^ z ^ e " ( * 2+y2) . 

21. La parte del primer octante de la bola 

x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 . 

22 . La region que esta dentro del cubo 0 x, y, z 1 y 
por debajo del piano x + y + z = 2. 

Momentos de inercia 

23. Explique en terminos fisicos por que la aceleracion de 
la bola que rueda por el piano inclinado en el Ejemplo 
4 no tiende a g (la aceleracion debida a la gravedad) 
cuando el angulo de inclinacion a tiende a 90°. 

Calcule los momentos de inercia y los radios de giro de los 

objetos solidos de los Ejercicios 24-32. Suponga en todos 

los casos que la densidad es constante. 

24. Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya 
altura es h, con respecto al eje del cilindro. 

25. Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya 
altura es h, con respecto a un diametro de su base. 

26. Un cono circular recto cuyo radio en la base es a y 
cuya altura es h, con respecto a su eje. 

27. Un cono circular recto cuyo radio en la base es a y 
cuya altura es h, con respecto a un diametro de su 
base. 

28. Un cubo de lado a con respecto a uno de sus lados. 

29. Un cubo de lado a con respecto a la diagonal de una de 
sus caras. 

30. Un cubo de lado a con respecto a su diagonal. 


de A (ipor que?). Suponga que el pendulo esta 
oscilando. Sea 9 = 0(t) el desplazamiento angular de 
la recta AC con respecto a la vertical en el instante t 
(0 = 0 cuando el pendulo esta en su posicion de 
reposo). Utilice un argumento basado en la ley de la 
conservacion de la energia semejante al del Ejemplo 4 
para demostrar que 

1 fd9\ 2 

- 1 1 — I - mga cos 9 = constante 


y, a partir de aqui, diferenciando con respecto a t, que 


d 2 9 

dF 


mga 


sen 9 = 0 


Esta es una ecuacion diferencial no lineal, y no es 
facil de resolver. Sin embargo, para oscilaciones 
pequenas (| 0 | pequeno) podemos utilizar la 
aproximacion sen0 « 9. En este caso la ecuacion 
diferencial es la del movimiento armonico simple. 
iCual es el periodo? 

*37. Sea L 0 una linea recta que pasa por el centra de masa 
de un cuerpo rigido B de masa m. Sea L k una recta 
paralela a L 0 y a k unidades de distancia. Si l 0 e l k son 
los momentos de inercia de B con respecto a L 0 y L k , 
respectivamente, demuestre que l k = l 0 + k 2 m. 
Teniendo esto en cuenta, podemos ver que un cuerpo 
siempre tendra su momenta de inercia minimo 
respecto un eje que pase por su centra de masa. 
Sugerencia: Suponga que el eje z coincide con L 0 y L k 
pasa por el (k, 0 , 0 ). 


31. La caja rectangular -a ^ x sg a, -b y b, 

-c s? z < c con respecto al eje z. 

32. La region entre los dos cilindros concentricos 

x 2 + y 2 = a 2 y x 2 + y 2 = b 2 (con 0 < a < b) y entre 
z= 0 yz = c sobre el eje z. 

33. Una bola de radio a tiene densidad constante d. Se 
realiza un agujero cilindrico de radio b < a a traves del 
centra de la bola. Calcule la masa de la parte restante 
de la bola y su momenta de inercia con respecto al eje 
del agujero. 

34. iCon que aceleracion rodara (sin deslizamiento) un 
cilindro solido con radio en la base a, altura h y 
densidad constante S por un piano inclinado que forma 
un angulo a con la horizontal? 

35. Repita el Ejercicio 34 para la bola con el agujero 
cilindrico del Ejercicio 33. Suponga que el eje del 
agujero permanece horizontal mientras la bola rueda. 

*36. Un pendulo rigido de masa m oscila con respecto a un 
punto A en un eje horizontal. Su momenta de inercia 
respecto a dicho eje es /. El centra de masa C del 
pendulo esta a una distancia a de4. Cuando el 
pendulo cuelga en reposo, C esta directamente debajo 


*38. Vuelva a obtener la expresion de la energia cinetica 
total de la bola en rotacion del Ejemplo 4, 
considerando que en cualquier instante la bola esta 
rotando con respecto una recta horizontal que pasa 
por su punto de contacto con el piano inclinado. 
Utilice el resultado del Ejercicio 37. 

*39. (Productos de inercia) Un cuerpo rigido con 
densidad 5 se situa con su centra de masas en el 
origen y ocupa una region R del espacio 
tridimensional. Suponga que sus seis momentos 
segundos P xx , P yy , P zz , P xy , P xz y P yz son conocidos, 
siendo 

| xyddV, ... 

Existen tablas que proporcionan estos seis momentos 
para cuerpos con muchas formas estandar. Se 
denominan productos de inercia. Demuestre como 
expresar el momenta de inercia del cuerpo con 
respecto a un eje que pasa por el origen en funcion 
de estos seis momentos segundos (si este resultado se 
combina con el del Ejercicio 37, se puede obtener el 
momenta de inercia con respecto a cualquier eje). 
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Repaso del capftulo 


Ideas clave 

• (Que significan las siguientes expresiones? 

o Suma de Riemann para f(x, y) en a ^ x ^ b, 
c sg d 

O f(x, y) es integrable ena^x^b, c^y^cf 
O I ntegral doble de f (x, y) en a < x < b, c ^ y ^ d 
O Iteracion de una integral doble 
O Valor medio de f(x, y) en una region R 
O Elemento de area en coordenadas polares 
O Integral triple 

O Elemento de volumen en coordenadas cilindricas 
O Elemento de volumen en coordenadas esfericas 
O A rea de la superficie de la grafica z = f(x, y) 

O M omento de inercia de un solido respecto a un eje 

• Explique como se cambian variables en una 
integral doble. 

• (Como se calcula el centroide de una region 
solida? 

• (Como se calcula el momento de inercia de un 
solido con respecto a un eje? 

Ejercicios de repaso 

1 . Calcule JJ (x + y)cfA en la region del primer 

cuadrante que esta por debajo de x = y 2 y por encima 
de y = x 2 . 

2. Calcule JJ (x 2 + y 2 )dA, siendo P el paralelogramo 
cuyos vertices son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y (1, 1). 

3. Calcule JJ ( y/x)dA, siendo S la parte del disco 

x 2 + y 2 4 que esta en el primer cuadrante y por 
debajo de la recta y = x. 

4 . Considere la integral iterada 


'•V 5 

I = I dy e~ x2 ~ y2 dx 

0 W 3 


(a) Exprese/ como una integral doble 


(b) Exprese / como una integral iterada con el orden 
de iteracion inverso. 

(c) Exprese / como una integral iterada en coordenadas 
polares. 

(d) Calcule I. 

5 . Calcule el valor de la constante k > 0 tal que el 
volumen de la region que esta en el interior de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y por encima del cono 

z = kjx 2 + y 2 es la cuarta parte del volumen de la 
esfera total. 

6 . Vuelva a iterar la integral 

r 2 n r6 r s /5 = y 

I = dy f (x, y)dx + dy f(x, y)dx 

Jo Jo J 2 Jo 

con la variable y en la integral interna. 

/■i rz ry 

7. Sea) = dz dy f(x, y, z)dx. Exprese) como 

Jo Jo Jo 

una integral iterada en la que la iteracion se realizan en 
el siguiente orden: primero z, despues y, despues x. 

8 . Un objeto con forma de cono circular recto tiene una 
altura de 10 m y el radio de su base es de 5 m. Su 
densidad es proporcional al cuadrado de la distancia a 
la base y su valor es de 3000 kg/m 3 en su vertice. 

(a) Calcule la masa del objeto. 

(b) Exprese en forma de integral iterada el momento 
de inercia del objeto con respecto a su eje central. 


9. Calcule el valor medio de f[t) = 
intervalo 0 ^ t ^ a. 


? x2 dx en el 


-x 2 -y 2 dA 


y dibuje la region R donde se calcula la integral 
doble. 


10. Calcule el valor medio de la funcion f(x, y) = |x + yj 
en el cuarto de disco x ^ 0, y > 0, x 2 + y 2 ^ 4 
(recuerdese que |xj indica el maximo entero menor o 
igual que x). 

11. Sea D la menor de las dos regiones solidas limitadas 
por las superficies 

z = ^ y x 2 + y 2 + z 2 = 6a 2 

d 

siendo a una constante positiva. Calcule 


(x 2 + y 2 ) dV 


12. Calcule el momento de inercia respecto al eje z de un 
solido V de densidad 1 si dicho solido esta especificado 
por las inecuaciones 0 ^ z ^ Jx 2 + y 2 y 
x 2 + y 2 lay, siendo a > 0. 
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13. El solido rectangular 0 < x < 1, 0 ^y < 2, 0 < z < 1 
esta dividido en dos partes por el piano 

2x + y + z = 2. Sea D la parte que incluye al origen. 
Calcule el volumen de D yz, la coordenada z del 
centroide de D. 

14. U n solido S esta formado por los puntos (x, y z) que 
estan en el primer octante y satisfacen x + y + 2 z ^ 2 
ey + z s$ 1. Calcule el volumen deS y la coordenada x 
de su centroide. 


15. Calcule 


zdV, siendo S la parte del primer octante 


J J Js 

que esta por encima del piano x + y- z = lypor 
debajo del piano z = 1 . 


16. Calcule el area de la parte del piano z = 2 x que esta en 
el interior del paraboloide z = x 2 + y 2 . 


17. Calcule el area de la parte del paraboloide is 

z = x 2 + y 2 que esta por debajo del piano z= 2 x. Lit 
Exprese la respuesta como una integral simple, y 
calculela con una precision de 3 cifras decimales. 


*18. Calcule el volumen de la menor de las dos regiones 
en las que el piano x + y + z = 1 divide al elipsoide 
x 2 + 4y 2 + 9z 2 = 36. Sugerencia : Realice primero un 
cambio de variables que transforme el elipsoide en 
una bola. Sustituya despues el piano por otro piano 
con una ecuacion mas simple que pase a la misma 
distancia del origen. 


Problemas avanzados 

1. El piano (x/a) + ( y/b) + (z/c) = 1 (siendo a > 0, b > 0 
y c > 0 ) divide al elipsoide solido 



2. Calcule el area de la parte del piano 

(x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 (siendo a> 0 , b> 0 yc> 0 ) 
que esta en el interior del elipsoide 

x 2 y 2 z 2 

“2 + 73 + ~1 ^ 1 
a^ b c 

3 . (a) Desarrolle 1/(1 - xy) en forma de serie geometrica, 

y a partir de aqui, demuestre que 

1 1 ”1 
——— dxdy = X 3 
o i xy n=l n 

(b) De forma similar, exprese como suma de series las 
siguientes integrales: 


(i) 


(ill) 


1 


1 + xy 


dxdy 


o 1 - xyz 
1 1 


dxdydz 


, dx dy dz 
o 1 + xyz 

4. Sea P el paralelepipedo limitado por las tres parejas de 
pianos paralelos a»r = 0 , a*r = dx> 0 , b»r = 0 , 
b • r = d 2 > 0 , c»r = 0 yc»r = d 3 > 0 , siendo a, b y c 
vectores constantes, y r = xi + yj + zk. Demuestre que 


(a • r)(b • r)(c • r) dxdydz = 


(did 2 d 3 


8 |a • (b x c)| 

Sugerencia: Utilice el cambio de variables u = a»r, 
y = b»r, w = c»r. 

5. Se realiza un agujero cuya seccion cruzada es un D 
cuadrado de lado 2 que atraviesa por el centro una ^ 
bola de radio 2. Calcule el volumen de la parte de la 
bola que queda. 

* 6 . Calcule el volumen limitado por la superficie cuya 


ecuacion es x 


2/3 + u 2/3 + z 2/3 = a 2/3 


en dos partes desiguales. Calcule el volumen de la *7. Calcule el volumen limitado por la superficie 
menor. |x | 1/3 + |y | 1/3 + | z | 1/3 = |a| 1/3 . 






CAPl'TULO 15 

Campos 


vectoriales 


— Toma algo mas de te — dijo muy seriamente la Liebre 
de M arzo a Alicia. 

— No he tornado nada todavia — replied Alicia en to- 
no ofendido—, asi que no puedo tomar mas. 

— Querras decir que no puedes tomar menos — dijo el 
Sombrerero Loco—. Es muy facil tomar mas cuando no 
se ha tornado nada. 

Lewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898) 

d e Alicia en el Pdfs de las Maravillas 


Introduccion Este capitulo y el siguiente tratan de funciones vectoriales de va¬ 
riable vectorial, que generalmente seran funciones cuyos dominios y rangos estaran 
en el piano o en el espacio tridimensional. Estas funciones se denominan frecuente- 
mente campos vectoriales. Entre las aplicaciones de los campos vectoriales se en- 
cuentran las integrales que se realizan, no en ejes ni en regiones del piano o del es¬ 
pacio tridimensional, si no en curvas o superficies. En este capitulo presentaremos 
las integrales realizadas en rectas y superficies. En el capitulo siguiente desarrolla- 
remos versiones del Teorema Fundamental del Calculo para integrales en campos 
vectoriales. 
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15.1 


Campos escalares y vectoriales 


Una funcion cuyo dominio y rango son subconjuntos del espacio euclideo tridimensional R 3 se 
denomina campo vectorial. Por lo tanto, un campo vectorial F asocia un vector F(x, y, z) a 
cada punto (x, y, z) de su dominio. Las tres componentes de F son funciones escalares (reales) 
F^x, y, z), F 2 (x, y, z) y F 3 (x, y, z), y F(x, y, z) se puede expresar en funcion de la base estandar 
en R 3 como 


F(x, y, z) = F 3 (x, y,z)i + F 2 (x, y, z)j + F 3 (x, y, z)k 


Notese que en este caso los subindices representan componentes de un vector, no derivadas par- 
ciales. Si F 3 (x, y, z) = 0 y F 3 y F 2 son independientes de z, entonces F se reduce a 


F(x, y) = F^x, y)i + F 2 (x, y)j 

y se denomina campo vectorial en el piano, o campo vectorial en el piano xy. Utilizaremos con 
mucha frecuencia vectores de posicion como argumentos de un campo vectorial. El vector de 
posicion de (x, y, z) es r = xi + yj + zk, y podemos expresar F(r) como notacion abreviada de 
F(x, y, z). En el contexto de campos vectoriales, una funcion escalar de una variable vector (es 
decir, una funcion de varias variables considerada en el contexto de los Capitulos 12-14) se deno¬ 
mina campo escalar. Por tanto, las componentes de un campo vectorial son campos escalares. 
M uchos resultados que demostraremos en el ambito de los campos vectoriales requieren que los 
campos sean suaves en algun sentido. Diremos que un campo vectorial es suave siempre que sus 
campos esclares componentes tengan derivadas parciales continuas de todos los ordenes (sin em¬ 
bargo, en la mayor parte de los casos, sera suficiente que sean continuas hasta segundo orden). 

Los campos vectoriales aparecen en muchas areas de las matematicas aplicadas. Enumerare- 
mos algunas: 

(a) El campo gravitatorio F(x, y, z) de un objeto es la fuerza de atraccion que dicho objeto ejer- 
ce sobre una masa unidad situada en la posicion (x, y, z). 

(b) La fuerza del campo electrostatico E(x, y, z) debida a un objeto electricamente cargado es la 
fuerza que dicho objeto ejerce sobre una unidad de carga situada en la posicion (x, y, z) (di- 
cha fuerza puede ser de atraccion o de repulsion). 

(c) El campo de velocidades v(x, y, z) en un fluido (o solido) en movimiento es la velocidad que 
tiene una particula en la posicion (x, y, z). Si el movimiento no es en «estado estacionario», 
entonces el campo de velocidades dependera tambien del tiempo: v = v(x, y, z, t). 

(d) El gradiente Vf(x, y, z) de cualquier campo escalar f proporciona la direccion y la magnitud 
de la maxima tasa de crecimiento de f en (x, y, z). En particular, un gradiente de temperatu- 
ras, VF(x, y, z), es un campo vectorial que da la direccion y la magnitud de la maxima tasa 
de incremento de temperatura T en el punto (x, y, z), en un medio conductor del calor. Los 
gradientes de presion proporcionan informacion similar sobre la variacion de presion en un 
fluido como una masa de aire o un oceano. 

(e) Los vectores radial unitario y transversal unitario r y 0 son ejemplos de campos vectoriales 
en el piano xy. Ambos estan definidos en todos los puntos del piano excepto en el origen. 


Ejemplo 1 


(Campo gravitatorio de una masa puntual) El campo gravitatorio que produce una masa 
puntual m situada en el punto P 0 con vector de posicion r 0 es 


F(x, y, z) = F(r) = 


-km 


r - r n 


r 0 ) 


= -km 


(x -x 0 )i + (y-y 0 )j + (z - z 0 )k 
((x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 ) 3/2 
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siendo k > 0 una constante. F apunta hacia el punto r 0 y su modulo es 

| F | = Arm /|r — r 0 | 2 

La Figura 15.1 muestra graficamente algunos vectores en una seccion plana del campo. Cada uno de el I os 
representa los valores del campo en la posicion de sus origenes. Las longitudes de los vectores indican que 
la fuerza del campo crece a medida que nos acercamos a P 0 . 


Observacion El campo electrostatico F que produce una carga puntual q situada en P 0 se ex- 
presa mediante la misma formula que el campo gravitatorio, con la excepcion de que q sustituye 
a -m. La razon del cambio de signo es que las cargas iguales se repelen entre si, mientras que 
las masas se atraen entre si. 


Ejemplo 2 


lar £2 = £2k es 


El campo de velocidades de un solido en rotacion alrededor del eje z con velocidad angu- 


v(x, y, z) = v(r) = £2 xr = -fiyi + £2xj 


Como tiene el mismo valor en todos los pianos normales al eje z, v se puede ver como un campo vectorial 
en el piano. La Figura 15.2 muestra algunos vectores de este campo. 




**'*\\|//*'* Jf 
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X * t t t 


I \ \ V ^ ». 

t \ \ \ x - 
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Figura 15.1 Campo gravitatorio de una masa puntual 
situada en P 0 . 



Figura 15.2 Campo de velocidades de un cuerpo rfgido 
que gira alrededor del eje z. 


Lmeas de campo (curvas integrales) 

Las representaciones graficas de los campos vectoriales como las que se muestran en las Figuras 
15.1 y 15.2, y el campo de velocidades del viento en una colina que se muestra en la Figura 
15.3, sugieren un patron de movimiento en el espacio o en el piano. Sea o no el campo un cam¬ 
po de velocidades, podemos interpretarlo de ese modo y preguntarnos que camino seguiria una 
particula, situada inicialmente en un punto, cuya velocidad estuviera dada por el campo. El ca¬ 
mino seria una curva a la cual el campo seria tangente en cada uno de sus puntos. Estas curvas 
se denominan lmeas de campo o curvas integrales para un campo vectorial dado. En el caso 
concreto en el que el campo vectorial represente la velocidad de flujo de un fluido, las lineas de 
campo se denominan lineas de corriente o lineas de flujo en dicho fluido. La Figura 15.3 
muestra algunas de estas lineas para el flujo del aire. En el caso de un campo de fuerzas, las 
lineas de campo se denominan lineas de fuerza. 





Figura 15.3 El campo de velocidades y algunas lineas 
de flujo del viento sobre una colina. 



Las lineas de campo de F no dependen de su modulo en un punto dado, sino solo de la direc- 
cion del campo. Si la linea de campo que pasa por un punto tiene como funcion parametrica 
r = r(t), entonces su vector tangente dr/dt debe ser paralelo a F(r(t)) para todo t. Por consi- 
guiente, 

^ = A(t)F(r(t)) 

En algunos campos vectoriales esta ecuacion diferencial se puede integrar para obtener las lineas 
de campo. Si dividimos la ecuacion en sus componentes, 

dx dv dz 

— = A(t)F i(x, y, z), — = A(t)F 2 (x, y, z), — = A(t)F 3 (x, y, z) 

Se pueden obtener expresiones diferenciales equivalentes para A(t) dt y, a partir de aquf, se puede 
expresar la ecuacion diferencial de las lineas de campo en la forma 

dx _ dy dz 

Fi(x, y, z) F 2 (x, y, z) F 3 (x, y, z) 

Si al multiplicar estas ecuaciones diferenciales por alguna funcion se pueden expresar en la 
forma 

P(x) dx = Q (y) dy = R(z)dz 

entonces es posible integrar las tres expresiones para obtener las lineas de campo. 


Ejemplo 3 


Calcule las lineas de campo del campo gravitatorio del Ejemplo 1: 


F (x, y, z) = - km 


(x — x 0 )i + (y -y 0 )j + (z - z 0 )k 
((X - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 ) 3/2 


Solucion El vector en el numerador de la fraccion da la direccion de F. Por tanto, las lineas de campo 
satisfacen el sistema 

dx dy dz 
x - x 0 y - y 0 z - z 0 


Integrando las tres expresiones se Mega a 


ln|x-x 0 | + lnCi = ln|y-y 0 | + lnC 2 = ln|z-z 0 | + lnC 3 


o, tomando exponenciales, 


C !<x - x 0 ) = C 2 (y y 0 ) = c 3 (z - z 0 ) 
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Esto representa dos familias de pianos que pasan por P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ). Las lineas de campo son las intersec- 
ciones de los pianos de cada una de las familias, por lo que son rectas que pasan por el punto P 0 . Esta es 
una familia de rectas de dos parametros; cualquiera de las constantes C, que sea distinta de cero se puede 
suprimir de las ecuaciones anteriores dividiendolas por dicha constante. La naturaleza de las lineas de cam¬ 
po es clara observando la representacion del campo vectorial en la Figura 15.1. 


Ejemplo 4 


Calcule las lineas de campo del campo de velocidades v = D( -yi + xj) del Ejemplo 2. 


Solucion Las lineas de campo satisfacen la ecuacion diferencial 


dx dy 

-y x 


En esta ecuacion podemos separar variables para obtener xdx = -ycfy. Al integrar resulta, entonces, 
x 2 /2 = -y 2 /2 + C/2, o x 2 +y 2 . Por tanto, las lineas de campo son circunferencias centradas en el origen 
del piano xy, como se puede ver en la representacion del campo vectorial de la Figura 15.2. Si considera- 
mos v como un campo vectorial en el espacio tridimensional, las lineas de campo son circunferencias hori¬ 
zontal es centradas en el eje z: 

x 2 + y 2 = C 1; z = C 2 


La posibilidad de obtener lineas de campo depende de la capacidad de resolver ecuaciones dife- 
renciales y, en el espacio tridimensional, sistemas de ecuaciones diferenciales. 


Ejemplo 5 


Calcule las lineas de campo de F = xzi + 2x 2 zj + x 2 k. 


, , dx dy dz 

Solucion Las lineas de campo cumplen — = = p, o, en otros terminos, 

dy = 2 xdx y dy = 2 z dz 

Las lineas de campo son las curvas de interseccion de las dos familias de cilindros parabolicosy = x 2 + C l 
ey = z 2 + C 2 . 


Campos vectoriales en coordenadas polares 

Un campo vectorial en el piano se puede expresar en coordenadas polares en la forma 

F = F(r, 9) = F r (r, 9)f + F e (r, 0)0 
donde r y 0, definidos en todas partes excepto en el origen como 

r= cos0i + sen0j 
0 = -sen 0i + cos 0j 

son vectores unitarios en la direccion de r y 9, crecientes en [r, 9], Notese que dr/d9 = 0, y que 
0 es simplemente F girado 90° en sentido contrario al de las agujas del reloj. Notese tambien 
que estamos utilizando F r yF e para indicar las componentes de F con respecto a la base {r, 0}; 
los subindices no indican derivadas parciales. F r (r, 9) se denomina componente radial de F, y 
F 0 (r, 9) se denomina componente transversal. 

Una curva cuya ecuacion en polares es r = r[9) se puede expresar en forma parametrica vec¬ 
torial, 


r = rr 
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como hicimos en la Seccion 11.6. Esta curva es una linea de campo de F si su vector tangente 
diferencial 

a dr A a 

dr = drr + r — dO = dr r + rdOQ 
dO 

es paralelo al vector del campo F(r, 6) en todo punto excepto en el origen, es decir, si r = f(0) 
cumple la ecuacion diferencial 

dr r dO 
F r (r, 0) = F g (r, 0) 


En casos especificos se pueden obtener las lineas de campo resolviendo esta ecuacion. 


Ejemplo 6 


Represente el campo vectorial F(r, 0) = r + 0 y calcule sus lineas de campo. 


Solucion En todo punto [r, 0], el campo vectorial es la bisectriz del angulo que forman r y 0, y forma 
un angulo de 45° con respecto a r medido en sentido contrario al de las agujas del reloj. Todos los vectores 
del campo tienen la misma longitud, La Figura 15.4(a) muestra algunos vectores del campo. La figura 
sugiere que las lineas de campo son espirales que parten del origen. Como F r (r, 0) = F g (r, 0) = 1 para este 
campo, las lineas de campo cumpliran dr = rdO, o, dividiendo por dO, dr/d0 = r. Esta es la ecuacion dife¬ 
rencial del crecimiento exponencial y tiene como solucion r = Ke n , o, en otros terminos, r = e" +01 , siendo 
a = In/C una constante. La Figura 15.4(b) muestra algunas de estas curvas. 



Ejercicios 15.1 


En los Ejercicios 1-8, dibuje los campos de vectores en el 
piano dado y determine sus lineas de campo. 


1. F(x, y) = xi + xj 
3. F(x, y) = yi + xj 
5. F(x, y) = e x i + e x \ 

7. F(x, y) = VIn (x 2 + y 2 ) 


2. F(x, y) = xi + yj 
4. F (x, y) = i + sen xj 
6 . F(x, y) = V(x 2 -y) 

8 . F(x, y) = cosyi-cosxj 


En los Ejercicios 9-16, describa las lineas de corriente de 
los campos de velocidades dados. 

9. v(x, y, z) = yi - yj - yk 

10. v(x, y, z) = xi + yj - xk 

11 . v(x, y, z) = yi - xj + k 

xi + yj 


12 . v(x, y, z) = 


(1 + z 2 )(x 2 +y 2 ) 
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13. v(x, y, z) = xzi + yzj + xk 

14. v(x, y, z) = e xyz (xi + y 2 j + zk) 

15. v(x, y) = x 2 i - yj 

*16. v(x, y) = xi + (x + y)j Sugerencia : Sea y = xv(x). 


En los Ejercicios 17-20, determine las lineas de campo de 
los campos vectoriales dados en polares. 

17. F = r + r0 18. F = r + 00 

19. F = 2r + 00 20. F = rr - 0 


15.2 


Campos conservativos 


Como el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial, resulta natural preguntarnos si 
todo campo vectorial sera el gradiente de un campo escalar. Dado un campo vectorial F(x, y, z), 
deseamos saber si existe un campo escalar </>(x, y, z) tal que 


deb 8<f> deb 

F(x, y, z) = V0(x, y, z)= — i+ — j+ — k 

dx dy dz 

La respuesta general es negativa. Solo se pueden expresar de esta forma campos vectoriales es¬ 
pecial es. 


DEFINICION 1 

Si F(x, y, z) = V0(x, y, z) en un dominio D, entonces se dice que F es un campo vectorial 
conservative en D, y la funcion 0 se denomina potencial (escalar) de F en D. En el piano 
o en el espacio de n dimensiones, las definiciones son similares. 


Como las primitivas, los potenciales no estan determinados de forma unica; se les pueden anadir 
constantes arbitrarias. Notese que F es conservative en un dominio D si y solo si F = V</> en 
todo punto de D; el potencial <fi no puede tener puntos singulares en D. 

La ecuacion F 3 (x, y, z)dx + F 2 (x, y, z)dy + F 3 (x, y, z)dz = 0 se denomina ecuacion diferen- 
cial exacta si el miembro izquierdo es el diferencial de una funcion escalar ep(x, y, z): 

d(p = F jfx, y, z)dx + F 2 (x, y, z)dy + F 3 (x, y, z) dz 

En este caso, la ecuacion diferencial tiene soluciones dadas por cp(x, y, z) = C (constante) ( vease 
la Seccion 17.3 donde se tratan las ecuaciones exactas en el piano). Observese que la ecuacion 
diferencial es exacta si y solo si el campo vectorial F = F 3 i + F 2 j + F 3 k es conservative y que 
0 es el potencial de F. 

Como son campos escalares en vez de campos vectoriales, los potenciales de campos vecto¬ 
riales conservativos son mas faciles de manejar algebraicamente que los propios campos vecto¬ 
riales. Por ejemplo, una suma de funciones potenciales es la funcion potencial de la suma de los 
correspondientes campos vectoriales. Un campo vectorial siempre se puede obtener a partir de su 
funcion potencial calculando el gradiente. 


Ejemplo 1 


(El campo gravitatorio de una masa puntual es conservative) Demuestre que el campo 


gravitatorio F(r) = -km( r - r 0 )/|r 
finido (es decir, en todo punto de R 


- roL del Ejemplo 1 de la Seccion 15.1 es conservative donde esta de- 
excepto en r 0 ), demostrando que 


</>(x, y, z) 


km km 

l r ^ r ol J(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 


es una funcion potencial de F. 
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Solucion Observeseque 

3</>__ -km(x-x 0 ) __ -km(x-x 0 ) 

3x “((x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 + (z-z 0 ) 2 ) 3/2 “ |r - r 0 | 3 “ l(r) 

y se pueden obtener formulas similares para las otras derivadas parciales de 0. Se deduce entonces que 
Vcj)[x, y, z) = F(x, y, z) para (x, y, z) # (x 0 , y 0 , z 0 ) y F es conservativo, excepto en r 0 . 


Observacion No es necesario escribir la expresion A:m/|r - r 0 | en funcion de las componen- 
tes de r - r 0 , como hemos hecho en el Ejemplo 1, para calcular sus derivadas parciales. Presen- 
tamos a continuacion una formula util para obtener la derivada del modulo de una funcion vecto¬ 
rial F con respecto una variable x: 




su derivada utilizando la Regia 

F • 

ax 1 ' 1 3x v '" 27 f”» 7“ ’V 5x ' J l p l 

Podemos comparar el resultado con la derivada del valor absoluto de una funcion de una variable: 



Para ver que esto es asf, expresamos |F| = ^F »F y calculamos 
de la Cadena y la Regia del Producto: 

3 3 ,- 1 __ / 3 _\ 


j x I fW I = sgn ( f(x)) f'(x) = fix) 


En el contexto del Ejemplo 1 tenemos 

d km -km d 

_=_lr 

a 


-km 


= _ (r ~ r 0 ).i 

3x |r — r 0 | r r 0 | 2 3x r r °' |r-r 0 | 2 |r - r 0 | 

con expresiones similares para las otras derivadas parciales de Arm/|r 


-km(x - x 0 ) 
|r - r 0 | 3 

r ol- 


Ejemplo 2 


Demuestre que el campo de velocidades v = -Dyi + Dxj, correspondiente a la rotacion 
de un cuerpo rigido alrededor del eje z (vease el Ejemplo 2 de la Seccion 15.1), no es conservativo si Q # 0. 


Solucion Hay dos formas de demostrar que no puede existir un potencial para v. Una forma es intentar 
calcular un potencial </>(x, y) para el campo vectorial. Se requiere 


8(j) 

dx 


= -ay y 


8(j) 

8y 


= Dx 


La primera de estas ecuaciones implica que <j>ix, y) = -Dxy + C x (y) (hemos integrado con respecto a x; 
el potencial puede depender todavia de y). De forma similar, la segunda ecuacion implica que 
</>(x, y) = Dxy + C 2 (x). Por tanto, debemos tener -Dxy + C Y iy) = Dxy + C 2 (x) o 2Dxy = C x (x) - C 2 (x) 
para todo (x, y). Esto no es posible para ninguna eleccion de las funciones de una variable C^y) y C 2 (x), a 
menos que D = 0. 

De forma alternativa, si v tiene un potencial <j>, entonces podemos formar las derivadas parciales mixtas 
de 0 a partir de las dos ecuaciones anteriores y obtener 

d 2 (p d 2 (f> 

r ^ 1 =-D y ^nr = D 
dydx 8x8y 


Esto no es posible si D # 0 porque la suavidad de v implica que su potencial debe ser suave, por lo que las 
derivadas parciales mixtas deben ser iguales. Por tanto, no puede existir tf>\ v no es conservativo. 
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El Ejemplo 2 sugiere una condicion que debe cumplir cualquier campo vectorial conservative en 
el piano. 


Condicion necesaria para un campo vectorial conservative en el piano 

Si F(x, y) = Fj(x, y)i = F 2 (x, y)j es un campo vectorial conservative en un dominio D del 
piano xy, entonces la condicion 

d d 

y) = 2 (x, y) 

dy dx 

se debe cumplir en todos I os puntos de D. 


ii ATENCION !! 


No hay que confundir esta condicion necesaria con una condicion 

suficiente para garantizar que F es conservative. Mas adelante de- 
mostraremos que es necesario algo mas que 8F Jdy = dF 2 /dx en D 
para garantizar que F es conservative en D. 


Para ver que esto es asf, observemos que 

F ii + F 2 j = F = V</> 
implica las dos ecuaciones escalares 


8(j). d(f>. 

—i + —j 

dx dy 1 


d(p d(p 

Fl= 5x V F2 = ay 

y como las derivadas parciales mixtas de 0 deben ser iguales, 


dF i d 2 (j) d 2 (j) dF 2 
dy dydx dxdy dx 

Se obtiene una condicion similar para campos vectoriales en el espacio tridimensional. 


Condiciones necesarias para un campo vectorial conservative en el espacio 
tridimensional 

Si F(x, y, z) = Fj(x, y, z)i + F 2 {x, y, z)j + F 3 (x, y, z)k es un campo vectorial conservative 
en un dominio D en el espacio tridimensional, entonces en todo punto de D se debe cumplir 

5Fi_5Fj 5 Fi_5F3 dFj _ dF^ 
dy dx ’ dz dx' dz dy 


Superficies y curvas equipotenciales 

Si 4>(x, y, z) es una funcion potencial del campo vectorial conservative F, entonces las superfi¬ 
cies de nivel 4>(x, y, z) = C de 0 se denominan superficies equipotenciales de F. Como F = V0 
es normal a estas superficies (alii donde no se anula), las lineas de campo de F siempre cortan a 
las superficies equipotenciales formando angulos rectos. Por ejemplo, las superficies equipoten¬ 
ciales del campo de fuerzas gravitatorio creado por una masa puntual son esferas centradas en el 
punto donde esta la masa; estas esferas son normales a las lineas de campo, que son rectas que 
pasan por el punto donde esta la masa. De forma similar, para un campo vectorial conservative 
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en el piano, las curvas de nivel de la funcion potencial se denominan curvas equipotenciales del 
campo vectorial. Son las trayectorias ortogonales a las lineas de campo; es decir, cortan a las 
lineas de campo formando angulos rectos. 


Demuestre que el campo vectorial F(x, y) = xi - yj es conservative y calcule una funcion 
potencial de dicho campo. Describa las lineas de campo y las superficies equipotenciales. 

Solucion Como 8F 1 /dy = 0 = 8F 2 /8x en todo punto de R 2 , podemos esperar que F sea conservative. 
Cualquier funcion potencial (j> debe cumplir 




La primera de estas ecuaciones permite obtener 


<P(x, y) 


xdx = -x 2 + Ci(y) 


Observese que, como la integral se toma con respecto a x, esta permitido que la «constante» de integracion 
dependa de la otra variable. Utilizamos ahora la segunda ecuacion para obtener 

8(f> 1 , 

-y= sy = Ci( y) ^ C i(y)=^2 y +C2 

Por tanto, F es conservative y, para cualquier constante C 2 , 

x 2 -y 2 

4>(x. y) = + 


es una funcion potencial de F. Las lineas de campo de F cumplen 
dx dy 

— = ~— => ln|x| =-ln|y| + lnC 2 => xy = C 3 

Las lineas de campo de F son, por tanto, hiperbolas rectangulares cuyas asintotas son los ejes coordenados. 
Las curvas equipotenciales forman otra familia de hi perbolas rectangulares, x 2 -y 2 = C 4 , cuyas asintotas 
son las rectas x = ±y. Las curvas de las dos familias se cortan formando angulos rectos (vease la Figura 
15.5). Notese, sin embargo, que F no especifica una direccion en el origen y que la ortogonalidad se rompe 
alii; de hecho, ninguna familia tiene una unica curva que pasa por ese punto. 



Figura 15.5 Lineas de campo (mas oscuras) y curvas 
equipotenciales (mas claras) del campo F = xi - yj. 
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Observacion En el ejemplo anterior hemos obtenido el potencial cp integrando primero 
dtp/dx = F 1 . Podriamos haber empezado tambien integrando dtp/dy = F 2 , en cuyo caso la cons- 
tante de integracion habrfa dependido de x. Al final habriamos llegado al mismo valor de cp. 


Ejemplo 4 


Decida si el campo vectorial 
F = (xy - sen z) i H 


1 2 ^ 
2 X 


xcosz k 


es conservativo en D = {(x, y, z) :z / 0}, y calcule un potencial del mismo si lo es. 
Solucion Notese que F no esta definido cuando z = 0. Sin embargo, como 


dF !_ _ 8F 2 
8y 8x ' 


8F i 8F 3 8F 2 e y 8F 3 

— =-cosz = — y — = ^ = — 

8z 8x 8z z 8y 


F puede ser todavia conservativo en dominios que no corten al piano xy en z = 0. Si esto se cumple, su 
potencial tp debe satisfacer 


dtp 

8x 


= xy - sen z, 


8(j) 1 , e y 

~8y~2 X 


dtp 

8z 


= - xcosz 


(*) 


A partir de la primera ecuacion de 


tp(x, y, z) = J (xy - sen z)dx = - x 2 y - x sen z + C i(y, z) 

Notese de nuevo que la constante de integracion puede ser una funcion de parametros del integrando; solo 
es constante con respecto a la variable de integracion. Utilizando la segunda ecuacion de (*), obtenemos 


1 , e y dtp 1 , 
-x-= — = - x 


8y 


gCx(y, z) 
8y 


A si, 


V e y 

C x(y, z) = — | — c/y = - — + C 2 (z) 


1 e y 

tp(x, y, z) = - x 2 y - xsenz - - + C 2 (z) 

Finalmente, utilizando la tercera ecuacion de (*), 

e y dtp e y 

, - XCOSZ = — = -XCOSZ + ~2 + C 2 (z) 
z^ 3z z L 

Por tanto, C 2 (z) = 0 y C 2 (z) = C (una constante). De hecho, F es conservativo y, para cualquier constan¬ 
te C, 

1 e y 

tp(x, y, z) = - x 2 y - x sen z-PC 

2 z 

es una funcion potencial de F en el dominio dado D. C puede tener diferentes valores en las dos regiones 
z > 0 y z < 0, cuya union constituye D. 


Observacion Si, en la solucion anterior, en la ecuacion diferencial de C^y, z) hubiera inter- 
venido x o si en la de C 2 (z) hubieran intervenido x o y, no habriamos podido calcular tp. Esto no 
ocurre debido a las tres condiciones sobre las derivadas parciales de F lf F 2 y F 3 verificadas des- 
de el principio. 
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Observacion La existencia de un potencial para un campo vectorial depende de la topologia 
del dominio del campo (es decir, si el dominio tiene huecos en su interior y que clase de hue- 
cos), asf como de la estructura de los componentes del propio campo. Aunque se cumplan las 
condiciones necesarias dadas anteriormente, un campo vectorial puede no ser conservative en un 
dominio que tenga huecos. Volveremos sobre la naturaleza de los campos vectoriales conservati¬ 
ves en la Seccion 15.4 y en el capitulo siguiente; demostraremos finalmente que las condiciones 
necesarias anteriores son tambien suficientes para garantizar que F es conservative si el dominio 
de F cumple ciertas condiciones. Sin embargo, en este punto, solo presentaremos un ejemplo en 
el que un campo vectorial piano no es conservative en un dominio donde las condiciones necesa¬ 
rias, sin embargo, se cumplen. 


Ejemplo 5 


sigue: 


Para (x, y) # (0, 0), se define un campo vectorial F(x, y) y un campo escalar 0(x, y) como 


F(x, y) 


L 

V + y 


0(x, y) es el angulo en polares 0 de (x, y) tal que 0 ^ 0 < 2k. 

Por tanto, x = rcosd(x, y) e y = rsendfx, y), con r 2 = x 2 + y 2 . Verifique lo siguiente: 

(a) —F i(x, y) = — F 2 (x, y) para (x, y) # (0, 0). 

dy ox 

(b) V0(x, y) = F(x, y) para todo (x, y) # (0, 0) tal que 0 < 0 < In. 

(c) F no es conservative en todo el piano xy excluyendo el origen. 


Solucion 


-y x 

(a) Tenemos F x = -j - 5 Y F 2 = -j- Por tanto, 


d d , 

Y y F i u.y) = ^(-^2 


y 2 - x 2 
■2 , ,, 2\2 


dy V x 2 + y 2 / (x 2 + y 2 ) 2 8x \x 2 + y 


para todo (x, y) # (0, 0). 

(b) Diferenciamos implicitamente las ecuaciones x = rcosd ey = rsend con respecto a x para obtener 

8x dr d0 

1 = — = — cosd - rsenfl — 

dx dx dx 

dy dr dd 

0 = — = —send + rcosd — 

dx dx dx 


Eliminando dr/dx de esta pareja de ecuaciones y despejando d0/dx se Mega a 

d0 r sen 0 y 


De forma similar, la diferenciacion con respecto a y produce 

d0 x 

— = -1 - 7 = F 2 

dy x 2 + y 2 

Estas formulas solo se cumplen si 0 < 6 < 2n\ 6 incluso no es continua en el eje x positivo; si x > 0, 
entonces 

lim 0(x, y) = 0 pero lim 6(x,y) = 2n 

y->0+ y-+ 0- 

Por tanto, V0 = F se cumple en todo punto del piano, excepto en los puntos (x, 0) donde x ^ 0. 
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(c) Supongamos que F es conservative en todo el piano excepto en el origen. Entonces F = V</> para al- 
guna funcion escalar 0(x, y). Por tanto, V(0 - 0) = 0 para 0 < 0 <2n, y 0 - 0 = C (constante), o 
6 = <j> + C. El miembro izquierdo de esta ecuacion es discontinue en el eje x positivo, pero el miembro 
derecho no lo es. Por tanto, los dos miembros no pueden ser iguales. Esta contradiccion demuestra que 
F no puede ser conservative en todo el piano excluyendo el origen. 


Observacion Observese que en el ejemplo anterior el origen (0, 0) es un hueco en el dominio 
de F. Aunque F cumpla la condicion necesaria para ser conservative en todos los puntos excepto 
en este hueco, hay que eliminar del dominio de F unas semirrectas (rayos) o, de forma mas ge¬ 
neral, una curva desde el origen hasta el infinite, para obtener la funcion potencial de F, F no es 
conservative en ningun dominio que contenga una curva que rodee al origen. Los Ejercicios 22- 
24 de la Seccion 15.4 arrojaran mas luz sobre esta situacion. 


Fuentes, sumideros y dipolos 

Imagine que el espacio tridimensional esta relleno con un fluido incompresible emitido por una 
fuente puntual en el origen, con una velocidad de volumen de dV/dt= 4nm (se dice que el ori¬ 
gen es una fuente de fuerza m). Por simetria, el fluido fluye hacia afuera siguiendo lineas radia- 
les desde el origen, con igual velocidad a igual distancia del origen en todas las direcciones, y el 
fluido emitido en el origen en algun instante t = 0 se habra dispersado en el instante t sobre una 
superficie esferica de radio r = r(t). Todo el fluido en el interior de esa esfera ha sido emitido en 
el intervalo temporal [0, t], por lo que tenemos 

4 , 

- nr = 4nmt 


Diferenciando esta ecuacion con respecto a t se obtiene r 2 [dr/dt) = m, y la velocidad del fluido 
hacia el exterior a una distancia r del origen es v(r) = m/r 2 . El campo de velocidades del fluido 
en movimiento es, por tanto, 


v(r) 



m 


r 


Este campo de velocidades es conservative (excepto en el origen) y su potencial es 


4 >( r) = 


m 

r 


Un sumidero es una fuente negativa. Un sumidero de fuerza m en el origen (que aniquila o 
absorbe fluido con una velocidad de dV/dt = 4nm ) tiene un campo de velocidades y un potencial 
dados por 

, , m , , m 

v(r) = - - 3 r y </>( r) = - 


Los potenciales o los campos de velocidades de fuentes o sumideros localizados en otros 
puntos se obtienen por traslacion de estas formulas; por ejemplo, el campo de velocidades de 
una fuente de fuerza m en un punto cuyo vector de posicion es r 0 , es 


v(r) = - V 




m 

|r - r 0 | 3 


(r 


r o) 


Es interesante comparar esto con el campo gravitatorio de una masa m situada en el origen. Las 
dos cosas son lo mismo, exceptuando un signo y una constante relacionada con las unidades de 
medida. Por esta razon, podemos ver una masa puntual como una fuente de su propio campo 
gravitatorio. De forma similar, el campo electrostatico debido a una carga puntual q situada en r 0 
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es el campo de una fuente (o sumidero si q < 0) de fuerza proporcional a q. Si se escogen las 
unidades de medida adecuadas tenemos 


E(r) = -V 





r o) 


En general, las lineas de campo de un campo vectorial convergen a una fuente o sumidero de 
dicho campo. 

Un dipolo es un si sterna formado por una fuente y un sumidero de fuerzas iguales m separa- 
dos una distancia corta €. El producto /i = m£ se denomina momenta dipolar, y la recta que 
contiene la fuente y el sumidero se denomina eje del dipolo, Los dipolos fisicos reales, como los 
imanes, se model an frecuentemente como dipolos ideales, que son los 1 1 mites de los dipolos rea¬ 
les cuando m -> oo y € -»0, de forma que el momenta dipolar /i permanece constante. 


Ejemplo 6 


Calcule el campo de velocidades, v(x, y, z), asociado a un dipolo de momenta /i situado en 
el origen y cuyo eje coincide con el eje z. 


Solucion Comenzamos con una fuente de fuerza m en la posicion (0, 0, €/2) y un sumidero de fuerza m 
en (0, 0, -£/2). El potencial de este sistema es 


m ^ jrrfrki) 

El potencial del dipolo inicial es el limite del potencial de este sistema cuando m 
que m( = (i: 


<f>( r) 


= lim - m 

ml = n 


/ |r + | €kl - |r - | €k| \ 
V |r + I €k| |r - I €k| ) 


= - —i? lilTI 

r c—>o 


€k| — |r — | €k 


oo y € -> 0 de forma 


Ahora utilizamos la Regia de I'Hopital y la regia para diferenciar modulos de vectores: 

(r + ; €k) »;k (r - | €k) .( |k) 
/( |r + | €k| |r - 2 €k| 

=- y lim----- 

|r| 2 €—>o 1 

|r | 2 /^o V|r +i€k| |r-j€k|J 


= _ 

|r | 3 

El campo de velocidades requerido es el gradiente de este potencial. Tenemos 

dcj) 3/(Z r • i 2/iXZ 

^ = i^Tn = W 

d(f> 

dtp /( 3/i z 2 /i(2z 2 — x 2 — y 2 ) 

3z = _ |rp + W = 


v(r) = V 0 (r) = -^5 

l r l 


(3xzi + 3yzj + (2z 2 - x 2 - y 2 )k) 


La Figura 15.6 muestra algunas lineas de corriente en una seccion cruzada plana que contiene al eje z. 



Ejercicios 15.2 


En los Ejercicios 1-6, determine si los campos vectoriales piano xy. iDonde es maxima la velocidad en el piano 

dados son conservatives, y calcule un potencial si lo son. xy? 


1. F(x, y, z) = xi - 2yj + 3zk 

2. F(x, y, z) = yi + xj + z 2 k 

xi - yj 

3. F(x,y)=- 2 —^ i 

a + y 


xi + yj 

4. F x,y 

a + y 


5. F(x, y, z) = (2xy - z 2 )i + (2yz + x 2 )j - (2zx - y 2 )k 

6 . F(x, y, z) = e x2+y2+z2 (xzi + yzj + xyk) 

7. Calcule el campo vectorial tridimensional cuyo 
potencial es 

</>(r) = ,— 1 — l 2 
|r - r 0 | 2 

8. Calcule VIn |r|, siendo r = xi + yj + zk. 

9. Demuestre que el campo vectorial 

2x 2 y x 2 + y 2 

F(x, y, z)- i + — I- r~ k 

z z z 


*12. Calcule el campo de velocidades de un sistema 

formado por una fuente de fuerza 2 en el origen y un 
sumidero de fuerza 1 en (0, 0, 1). Demuestre que la 
velocidad es vertical en todos los puntos de una cierta 
esfera. Dibuje las lineas de corriente del flujo. 

Los Ejercicios 13-18 presentan un analisis de fuentes y 
dipolos bidimensionales similar al realizado para tres 
dimensiones en el texto. 

13. En un espacio tridimensional relleno con un fluido 
incompresible, se dice que el eje z es una fuente de 
li'neas de fuerza m si todo intervalo Az sobre ese eje 
emite fluido con una velocidad de volumen 
dV/dt= 2nmAz. El fluido se expande de forma no 
simetrica en todas las direcciones perpendiculares al eje 
z. Demuestre que el campo de velocidades del flujo es 

m 

v = — 2 ; 2 (xi + yj) 
x + y 


es conservative, y calcule su potencial. Describa las 
superficies equipotenciales. Calcule las lineas de 
campo de F. 


10. Repita el Ejercicio 9 para el campo 

2x 2 y f 

F(x, y,z) = - i + yj + (l 


x 2 + y 2 


11. Calcule el campo de velocidades debido a dos fuentes 
de fuerza m, una de el I as localizada en (0, 0, €) y la 
otra en (0, 0, -€). ^Donde se anula la velocidad? 
Calcule la velocidad en cualquier punto (x, y, 0) del 


14. El flujo del Ejercicio 13 es bidimensional porque v 
depende solo de x e y, y no tiene componente en la 
direccion dez. Considerado como un campo vectorial 
piano, es el campo de una fuente puntual 
tridimensional de fuerza m situada en el origen (es 
decir, el origen emite fluido con una velocidad de area 
dA/dt= 2nm). Demuestre que el campo vectorial es 
conservative y calcule una funcion potencial </>(x, y) 
para dicho campo. 

*15. Calcule el potencial 0 y el campo F = V</> de un 
dipolo bidimensional situado en el origen, cuyo eje 
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esta en la direccion dey, y cuyo momenta dipolar es 
fi. Este dipolo es el limite de un sistema formado por 
una fuente de fuerza m situada en (0, €/2) y un 
sumidero de fuerza m situado en (0, -f/2), cuando 
€->0ym->oode forma que m( = /(. 


*16. Demuestre que las curvas equipotenciales del dipolo 
bidimensional del Ejercicio 15 son circunferencias 
tangentes al eje x en el origen. 


*17. Demuestre que las lineas de corriente (lineas de 

campo) del dipolo bidimensional de los Ejercicios 15 
y 16 son circunferencias tangentes al ejey en el 
origen. Sugerencia : Es posible demostrarlo 
geometricamente. Si se realiza planteando una 
ecuacion diferencial, hay que encontrar el cambio de 
la variable dependiente 


y = vx 


dy dv 

— = v + x — 
dx dx 


adecuado para integrar la ecuacion. 


*18. Demuestre que el campo de velocidades de una fuente 
de lineas de fuerza 2m se puede obtener integrando en 
todo el eje z el campo de velocidades (tridimensional) 
de una fuente puntual de fuerza mdz situada en 
(0, 0, z). iPor que corresponde la integral a una fuente 
lineal de fuerza 2m en vez de fuerza m? iSe puede 
obtener el potencial de la fuente lineal integrando los 
potenciales de las fuentes puntuales? 


19. Demuestre que el gradiente de una funcion expresada 
en terminos de coordenadas polares en el piano es 


V0(r, 0) = 



1 3 </> . 

-• 0 

r dd 


Este ejercicio es una repeticion del Ejercicio 16 en la 
Seccion 12.7. 


20. Utilice el resultado del Ejercicio 19 para demostrar que 
una condicion necesaria para que el campo vectorial, 
expresado en coordenadas polares, 

F(r, 0) = F r (r, 0)r + F g (r, 0)0 
sea conservative es que 

8F r _ 8F 0 _ 

80 r dr 8 

21. Demuestre que F = rsen20r + r cos200 es 
conservative, y calcule un potencial del campo. 

22. Calcule para que valores de las constantes a y [i es 
conservative el campo vectorial 

F = r 2 cos0r + arisen 00 

Calcule un potencial de F si a y p tienen los valores 
calculados. 


15.3 


Integrates sobre curvas 


La integral definida \ b a f(x)dx representa la cantidad total de una magnitud distribuida a lo largo 
del eje x, entre a y b, de acuerdo con un valor de densidad lineal f(x) de dicha magnitud en el 
punto x. La cantidad de magnitud en un intervalo infinitesimal de longitud dx situado en x 
es f(x)dx, y la integral realiza las sumas de esas contribuciones (o elementos) infinitesimales, 
para obtener la cantidad total de magnitud. De forma similar, las integrales JJ D f(x, y)dA y 
JJJ fi f(x, y, z)dV representan las cantidades totales de magnitudes distribuidas en regiones D del 
piano y R del espacio tridimensional, en funcion de las densidades de area o de volumen de esas 
magnitudes. 

Puede ocurrir que una magnitud este distribuida con una densidad lineal especificada en una 
curva en el piano o del espacio tridimensional, o con una densidad de area especificada en una 
superficie del espacio tridimensional. En estos casos es necesario utilizar integrales sobre curvas 
o integrales sobre superficies para sumar las contribuciones elementales y calcular la magnitud 
total. En esta seccion y en la siguiente trataremos las integrales sobre curvas, y en las Secciones 
15.5 y 15.6 las integrales sobre superficies. 

Sea euna curva parametrica continua y acotada en R 3 . Recuerdese (de la Seccion 11.1) que e 
es una curva suave si tiene una parametrizacion de la forma 


r = r(t) = x(t)\ + y(t)j + z(t) k t en el intervalo / 

con vector «velocidad» v = dr/dt continuo y distinto de cero. Denominaremos a earco suave si 
es una curva suave con intervalo de parametros finito I = [a, b]. 
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En la Seccion 11.3 vimos como calcular la longitud de e subdividiendola en arcos de corta 
longitud, utilizando los puntos correspondientes a los valores del parametro 

a = t 0 < tj_ < t 2 < ■■■ < t„_i <t n = b 

sumando las longitudes |Ar,| = |r, - r,_ x | de los segmentos lineales que unen estos puntos, y 
tomando el limite cuando la maxima distancia entre puntos adyacentes tiende a cero. La longitud 
se expreso como 

r 

ds 

Je 

y es un ejemplo especial de una integral sobre la curva ecuyo integrando es 1. 

La integral sobre una curva de una fund on general f(x, y, z) se puede definir de forma simi¬ 
lar. Escogemos un punto (xf, yf, zf) en el /-esimo subarco y formamos la suma de Riemann 

S„ = I f(xf, yf, zf)|Ar,| 

; = i 

Si esta suma tiene un limite cuando max | Ar,-1 -> 0, independiente de la eleccion particular de los 
puntos (xf, yf, zf), entonces denominaremos a este limite integral de f sobre la curva e y la 
expresaremos como 

r 

f(x, y, z) ds 
Je 

Si e es un arco suave y si f es continua en e, entonces el limite existira; su valor esta dado por 
una integral definida de una funcion continua, como se demuestra en el parrafo siguiente. Tam- 
bien existira (para f continua) si e es continua por tramos, formada por un numero finito de 
arcos suaves unidos por sus extremos; en este caso la integral de f sobre la curva e es la suma 
de las integral es de f sobre cada uno de los arcos suaves. Se pueden considerar tambien integra¬ 
ls impropias sobre curvas, cuando f tenga discontinuidades o cuando la longitud de una curva 
no sea finita. 

Calculo de integrates sobre curvas 

La longitud de e se calculo expresando el elemento de longitud de arco ds = |dr/dt| dt en funcion 
de una parametrizacion r = r(t), (a ^ t ^ b) de la curva, e integrando desde t = a hasta t = b: 


r 


dr 

longitud dee = ds = 
Je 

a 

dt 


Las integral es sobre curvas mas generales se pueden calcular de forma similar: 


* 

fix, y, z) ds 

«. ^ 


f f(r(t)) 



Por supuesto, toda la exposicion anterior se aplica de la misma forma en el caso de integrales de 
fund ones f(x, y) sobre curvas e en el piano xy. 


Observacion Hay que tener en cuenta que el valor de la integral de una funcion f sobre la 
curva e depende de f y de e, pero no de la forma particular en la que e este parametrizada. Si 
r = r *(u), a 2s u ^ f), es otra parametrizacion de la misma curva suave e, entonces todo punto 
r(t) de ese puede expresar en funcion de la nueva parametrizacion como r *(u), donde u depende 
de t: u = u(t). Si r*(u) recorre een la misma direccion que r(t), entonces u(a) = a, u(b) = p y 




962 CALCULO 


du/dt^z 0; si r*(u) recorre een la direccion opuesta, entonces u(a) = /?, u(b) = a y du/dt sc 0. En 
cualquier caso, 

' b dr r b dr* du C p dr* 

f(r(t)) -77 dt = f(r*(u(t))) — — dt = f(r*(u)) — du 

Ja dt J a du dt J a du 

Por consiguiente, la integral sobre una curva es independiente de la parametrizacion de dicha 
curva & El siguiente ejemplo ilustra este hecho. 

Una circunferencia de radio a > 0 esta centrada en el origen del piano xy. Sea e la mi- 
tad de esta circunferencia que esta en el semipiano y ^ 0. Utilice dos parametrizaciones diferentes de epara 
calcular el momenta de e con respecto a y = 0. 



Las integral es sobre curvas dan lugar frecuentemente a integrals definidas que son muy diffdles 
o imposibles de calcular sin utilizar tecnicas numericas. Solo las curvas muy simples o aquellas 
preparadas para llegar a expresiones simples de ds se pueden resolver calculando de forma exac- 
ta las integ rales sobre el I as. 


Ejemplo 


Calcule el centroide de la helice circular e dada por 

r = a cos ti + a sen tj + ibtk, 0 ^ t s% 2n 


Solucion Como se observo en el Ejemplo 5 de la Seccion 11.3, en esta helice ds = 
la helice se tiene z = bt, por lo que su momenta con respecto a z = 0 es 


M 7=n = zds = ta/a 2 


tdt = 2n 2 b./a 2 


b 2 dt. Sobre 
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Como la longitud de la helice es L = 2nja 2 + b 2 , la componente z de su centroide es M Z=0 /L = nb. El 
momenta de la helice respecto a x = 0 es 


M 


x=0 


= xds = a y 

'e 


cos tdt = 0 


M y=0 = yds = aJa z + b z 


sen tdt = 0 


Por tanto, el centroide es (0, 0, nb). 


Algunas veces la curva sobre la que se calcula una integral se especifica como la interseccion de 
dos superficies con ecuaciones dadas. Normalmente es necesario parametrizar la curva para cal- 
cular una integral sobre el I a. Recuerdese de la Seccion 11.3 que si una de las superficies es un 
cilindro paralelo a uno de los ejes coordenados, en general es mas facil empezar parametrizando 
ese cilindro (o tambien combinar las ecuaciones para eliminar una variable y obtener asf el cilin¬ 
dro sobre el que esta la curva). 


Ejemplo 3 


Calcule la masa de un cable que recorre la parte del primer octante ede la curva intersec¬ 
cion del paraboloide eliptico z = 2 - x 2 - 2y 2 y el cilindro parabolico z = x 2 , entre (0, 1, 0) y (1, 0, 1) 
(vease la Figura 15.7), si la densidad del cable en la posicion (x, y, z) es <5(x, y, z) = xy. 



2 y 2 . 


Solucion Necesitamos una parametrizacion adecuada de £ Como la curva eesta en el cilindro z = x 2 , y 
x va de 0 a 1, podemos hacer x = t y z = t 2 . Por lo tanto, 2y 2 = 2 - x 2 - z = 2 - 2 1 2 , por lo que 
y 2 = 1 - t 2 . Como Cesta en el primer octante, se puede parametrizar como 


x = t, y = yj\ -1 2 , z = t 2 , (0<t<l) 

Entonces, dx/dt = 1, dy/dt = - t/J 1 - t 2 y dz/dt = 21, por lo que 


ds 



“F - 

l-t 2 


+ 4t 2 dt = 


/I + 4 


4t 


F-t 2 


dt 


2 
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Por consiguiente, la masa del cable es 


i f 1 /- 5 J 1 + 4t 2 - 4t 4 

m = xyds = tJ 1 - t 2 ^ -- - — dt 

1 Jo v Vl -t 2 


•l 

t^l + 4t 2 - 4t 4 c/t 

J o 


Sea u = r 


1 

2 

1 

2 

1 

4 

1 

2 



Sea y = 2u - 1 


^2 — v 2 dv 


La integral final se calcula interpretandola como el area de parte un circulo. Se invita al lector a proporcio- 
nar los detalles. Tambien se puede hacer mediante el cambio v = ^/2senw. 


Ejercicios 15.3 


1. Demuestre que la curva edada por 

r = a cost sen ti + a sen 2 tj + a costk, (0t<f) 
esta en la superficie de una esfera centrada en el 
origen. Calcule f zds. 


2 . 


Sea e la helice conica cuyas ecuaciones parametricas 
son x = tcost, y = tsent, z = t, (0 < t< 2k). Calcule 

f zds. 


3. Calcule la masa de un cable que sigue la curva 

r = 3ti + 3t 2 j + 2t 3 k, (0«;t<l) 

si la densidad en r(t) es de 1 + t g/unidad de longitud. 

4. Demuestre que la curva edel Ejemplo 3 admite 
tambien una parametrizacion de la forma x = cost, 

y = sen t, z = cos 2 t, (0 t < n/2), y recalcule la masa 
del cable de dicho ejemplo utilizando esta 
parametrizacion. 


5. Calcule el momenta de inercia respecto al ejez (es 

decir, el valor de 6 j" (x 2 + y 2 ) ds) de un cable de 

densidad constante S que sigue la curva e 
r = e f costi + e f sentj + tk, desde t = 0 hasta t = 2n. 


6 . Calcule 


J e z ds, siendo ela curva del Ejercicio 5. 


7 . Calcule J x 2 ds sobre la recta de interseccion de los 

pianos x-y + z = 0yx + y + 2z = 0, desde el 
origen al punto (3, 1, -2). 

8 . Calcule J Jl + 4x 2 z 2 ds, siendo i la curva de 
interseccion de las superficies x 2 + z 2 = 1 y y = x 2 . 

9. Calcule la masa y el centre de masa de un cable que 
tiene la forma de la helice circular x = cost, y = sent, 
z = t, (0 < t ^ 2k), si la densidad lineal del cable es 
S(x, y, z) = z. 

10. Repita el Ejercicio 9 para la parte de cable 
correspondiente a 0 ^ t ^ n. 

11. Calcule el momenta de inercia alrededor del ejey, es 
decir, 

(x 2 + z 2 ) ds 

de la curva x = e f , y = J2t, z = e _t , (0 ^ t ^ 1). 

12. Calcule el centroide de la curva del Ejercicio 11. 

*13. Calcule J xds, en la parte del primer octante de la 

curva de interseccion del cilindro x 2 + y 2 = a 2 y el 
piano z = x. 

*14. Calcule j* zds en la parte de la curva 
x 2 + y 2 + z 2 = 1, x + y = 1 con z ^ 0. 




CAP ITU LO 15. Campos vectoriales 965 


f ds 

*15. Calcule j 2 + i) 3 / 2 ' s ' en ^° e ' a P ara bol a 

z 2 = x 2 + y 2 , x + z = 1. Sugerencia : Utilice y = t 
como parametro. 

16. Exprese como una integral definida, sin intentar 
calcularla, el valor de J xyzds, siendo t la curva 
y = x 2 , z = y 2 desde (0, 0, 0) hasta (2, 4, 16). 

*17. La funcion 

r4> 

E(k, 4>) = Jl - k 2 sen 2 tdt 

se denomina funcion integral eh'ptica de segunda 
clase. La integral eh'ptica completa de segunda clase 


es la funcion E(k) = E(k, nil). Exprese mediante estas 
funciones la longitud de una revolucion completa de 
la helice eliptica 

x = acost, y = bsent, z = ct 

siendo 0 < a < b. iCual es la longitud de la parte de 
la helice que esta entre t = 0 y t = T, con 
0 < T < tt/2? 

f ds 

*18. Calcule siendo L la recta de ecuacion 

Jr x 2 +y 2 

Ax + By = C, (C # 0). Sugerencia: Utilice la 
simetria de la integral para sustituir la recta por otra 
con una ecuacion mas simple, pero que no cambie el 
valor de la integral. 


15.4 


Integrates sobre curvas de campos vectoriales 


En ffsica elemental el trabajo realizado por una fuerza constante de modulo F al mover un obje- 
to una distancia d se define como el producto de F y of: 1/1/ = Fd. Existe, sin embargo, una salve- 
dad: se supone que la fuerza se realiza en la direccion de movimiento del objeto. Si el objeto se 
mueve en una direccion diferente a la de la fuerza (debido a otras fuerzas que actuan sobre el), 
entonces el trabajo realizado por una fuerza particular es el producto de la distancia recorrida por 
la componente de la fuerza en la direccion del movimiento. Por ejemplo, el trabajo realizado por 
la fuerza de la gravedad al deslizar un cajon de 10 kg una distancia de 5 m por una rampa con 
una inclinacion de 45° respecto a la horizontal es 1/1/ = 50g/^2 N ■ m (siendo g = 9.8 m/s 2 ), ya 
que la proyeccion escalar de la fuerza gravitatoria de lOg N sobre el cajon en la direccion de la 
rampa es 10g/yf2 N. 

El trabajo realizado por una fuerza variable F(x, y, z) = F(r), que depende de forma continua 
de la posicion, al mover un objeto por la curva suavee, es la integral de los elementos de trabajo 
dW. El elemento dW correspondiente al elemento de longitud de arco ds en la posicion r sobre e 
es ds veces la componente tangencial de la fuerza F(r) sobre een la direccion del movimiento 
(cease la Figura 15.8). Como T = dr/ds es la tangente unidad a e. 


dW = F(r).f ds = F •dr 


Por tanto, el trabajo total realizado por F al mover un objeto sobre ees 


W = 


F .Tds = 


F .dr 


F 1 dx + F 2 dy + F 3 dz 


J e J e J e 

en general, si F = FJ + F 2 j + F 3 k es un campo vectorial continuo, y e es una curva suave 
orientada, entonces la integral sobre la curva e de la componente tangencial de F es 



r 

* 


F .dr = 

e 

F .f ds 

e 


= 

F 3 (x, y, z)dx + F 2 (x, y, z)dy + F 3 (x, y, z) dz 


* 

e 


Esta integral se denomina a veces, de forma algo inapropiada, integral de F sobre la curva e (no 
es una integral de F sobre una curva, que deberfa dar como resultado un vector, si no una integral 



966 CALCULO 



sobre una curva de la componente tangencial de F, que es un valor escalar). A diferencia de la 
integral sobre una curva considerada en la seccion anterior, esta integral depende de la direccion 
de la orientacion de e, y si se cambia la orientacion de e, la integral cambia de signo. 

Si ees una curva cerrada, la integral sobre dicha curva ede la componente tangencial de F se 
denomina circulation de F sobre £ El hecho de que la curva es cerrada se suele indicar median- 
te una pequena circunferencia dibujada sobre el signo integral; 


* 

o F .dr indica la circulacion de F sobre la curva cerrada e 
Je 

Como las integrales sobre curvas estudiadas en la seccion anterior, una integral sobre una 
curva de un campo vectorial continuo se convierte en una integral definida ordinaria mediante 
una parametrizacion del camino de integracion. Dado un arco suave r = r(t) =x(t)i + y(t)\+z(t)k, 
(a < t < b) tenemos 


F .dr 


<“> dr 

F*-rrdt 

, a at 

rb r 


a |_ 


Fi(x(t), y(t), Z(t)) J t + F 2 (x(t), y(t), z(t)) ^ 


+ F 3 (x(t), y(t), z(t)) j t 


dt 


Aunque este tipo de integral sobre curvas cambia de signo si se invierte el sentido de recorrido 
de e, por lo demas es independiente de la parametrizacion utilizada para d Se cumple tambien 
que una integral sobre una curva suave por tramos es la suma de las integrales sobre cada uno de 
los arcos suaves que forman la curva completa. 


Ejemplo 1 


Sea F(x, y) = y 2 i + 2xyj. Calcule la integral 


j> r 


desde (0, 0) hasta (1, 1) sobre las curvas: 


(a) La recta y = x. 

(b) La curva y = x 2 . 

(c) La curva suave por tramos formada por los segmentos de rectas desde (0, 0) hasta (0, 1) y desde (0, 1) 
hasta (1, 1). 

Solucion La Figura 15.9 muestra los tres caminos. El camino recto (a) se puede parametrizar como 
r = ti + tj, 0 < t< 1. Por tanto, dr = dti + dtj y 

F .dr = (t 2 i + 2t 2 j) «(i + j)dt = 3t 2 dt 


Por tanto, 


* 

r 1 

F •dr = 

3 t 2 dt = t 3 

Je , 

J o 
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(i,D 


Figura 15.9 Tres caminos desde (0, 0) hasta (1, 1). 

El camino parabolico (b) se puede parametrizar como r = ti + t 2 j, 0 < t < 1, por lo que dr = dti + 2tdtj. 
Entonces, 

F .dr = (t 4 i + 2t 3 j).(i + 2tj)dt = 5t 4 dt 


F»dr= 5 t 4 dt = t 5 

e Jo 


= 1 


El tercer camino (c) esta formado por dos segmentos, y parametrizaremos cada uno de el I os por separado. 
Utilizaremos y como parametro del segmento vertical (con x = 0 y dx = 0), y x como parametro del seg- 
mento horizontal (con y = 1 y dy = 0): 


1"* 


J y 2 dx + 2 xy dy 
r i /•! 


= j Q (0)dy + J Q (l)dx = 1 

En vista de estos resultados, podriamos preguntarnos si J e F .dr vale lo mismo siguiendo cualquier camino 
desde (0, 0) hasta (1, 1). 


Ejemplo 2 


Sea F = yi xj. Calcule J e F *dr desde (1, 0) hasta (0, -1) por: 


(a) El segmento recto que une esos puntos. 

(b) Los tres cuartos de circunferencia de radio unidad centrada en el origen que se recorre en sentido con- 
trario al de las agujas del reloj. 


Solucion La Figura 15.10 muestra los dos caminos. El camino recto (a) se puede parametrizar como 

r = (1 — t)i — tj, 0<t<l 


Por tanto, dr = -dti - dtj y 


F.dr= {(—1)( — dt) - (1 - t)(-dt)) = 


El camino circular (b) se puede parametrizar como 


dt= 1 


r = costi + sentj, 


0 


< 


t^ 


371 

y 


por lo que dr = -sentdti + costdtj. Entonces, 

F .dr = - sen 2 tdt - cos 2 tdt = -dt 
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y tenemos que 


Figura 15.10 Dos caminos desde (1, 0) hasta (0, -1). 


F »dr = 


3n/2 


dt = 


3n 

y 


En este caso la integral sobre la curva depende del camino seguido desde (1, 0) hasta (0, -1) por el que se 
realiza la integral. 


Algunos lectores habran notado que en el Ejemplo 1 anterior el campo vectorial F es conservati¬ 
ve, mientras que en el Ejemplo 2 no lo es. El Teorema 1 posterior confirma la relacion existente 
entre independencia del camino en una integral sobre una curva de la componente tangencial de 
un campo vectorial y la existencia de una funcion potencial asociada a dicho campo. Este teore¬ 
ma y los posteriores requieren suposiciones especificas sobre la naturaleza del dominio del cam¬ 
po vectorial F, por lo que necesitamos formular algunas definiciones topologicas. 

Dominios conexos y simplemente conexos 

Recordemos que un conjunto S en el piano (en el espacio tridimensional) es abierto si todo punto 
deS en el centra de un disco (o bola) con radio positivo suficientemente pequeno esta contenido 
en S. Si S es abierto y B es un conjunto (que puede ser vaefo) de puntos en la frontera de S, 
entonces el conjunto D =SuB se denomina dominio. Un dominio no puede contener puntos 
aislados. Puede ser cerrado, pero debe tener puntos interiores cerca de cualquier punto frontera 
(vease la Seccion 10.1, donde se presentan los conjuntos abiertos y cerrados, y los puntos 
interiores y frontera). 

DEFIIMICIOIM 2 

Se dice que un dominio D es conexo si toda pareja de puntos P y Q pertenecientes a D se 

puede unir mediante una curva suave por tramos que esta contenida en D. 


Por ejemplo, el conjunto de puntos (x, y) del piano que cumplen x > 0, y > 0 y x 2 + y 2 sc 4 es 
un dominio conexo, pero el conjunto de puntos que cumplen |x| > 1 no es conexo (no hay un 
camino desde (-2, 0) hasta (2, 0) que este completamente contenido en |x| > 1). El conjunto de 
puntos (x, y, z) en el espacio tridimensional que cumplen 0 < z < 1 es un dominio conexo, pero 
el conjunto de puntos que cumplen z ^ 0 no lo es. 

Se dice que una curva cerrada es simple si no tiene intersecciones consigo misma excepto en 
su punto de comienzo y de final (por ejemplo, una circunferencia es una curva cerrada simple). 
Imaginemos una banda elastica que se adapta a una curva de este tipo. Si la banda es infinita- 
mente compresible, se puede contraer hasta un unico punto. 
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DEFINICION 3 

Un dominio D simplemente conexo es un dominio conexo en el que toda curva cerrada 
simple se puede contraer hasta un solo punto de D sin que en ningun momenta ninguna 
parte de dicha curva se saiga de D. 


La Figura 15.11 muestra un dominio simplemente conexo en el piano. La Figura 15.12 mues- 
tra un dominio conexo, pero no simplemente conexo (una curva cerrada que rodee al hueco no 
se puede contraer en un punto sin salirse de D). El dominio de la Figura 15.13 es no conexo. 
Esta formado por dos componentes, y los puntos de componentes diferentes no se pueden unir 
por una curva contenida completamente en D. 



Figura 15.11 Un dominio simplemente 
conexo. 



Figura 15.12 Un dominio conexo, 
pero no simplemente conexo. 



Figura 15.13 Un dominio 
no conexo. 


En el piano, un dominio D simplemente conexo no puede contener huecos, ni siquiera un 
hueco formado por un unico punto. El interior de toda curva cerrada que no se corte a si misma 
en un dominio D de este tipo pertenece a dicho dominio. Por ejemplo, el dominio de la funcion 
l/(x 2 + y 2 ) no es simplemente conexo porque el origen no le pertenece (el origen es un «hueco» 
en ese dominio). En el espacio tridimensional, un dominio simplemente conexo puede tener hue- 
cos. El conjunto de todos los puntos de R 3 diferentes del origen es simplemente conexo, como 
tambien lo es el exterior de una bola. Pero el conjunto de los puntos de R 3 que cumplen 
x 2 +y 2 > 0 no es simplemente conexo. Tampoco lo es el interior de un donut (un toro). En ge¬ 
neral, las condiciones siguientes caracterizan dominios D simplemente conexos: 

(i) Cualquier curva cerrada simple en D es la frontera de una «superficie» contenida en D. 

(ii) Si (?! y e 2 son dos curvas en D con los mismos extremos, entonces e x se puede deformar de 
forma continua hasta hacerla coincidir con e 2 , permaneciendo en D durante todo el proceso 
de deformacion. 


Independencia del camino 


TEOREMA^^ Independencia del camino 

Sea D un dominio abierto y conexo, y sea F un campo vectorial suave definido en D. En¬ 
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes en el sentido de que, si una de el I as es 
cierta, tambien lo son las otras dos: 


(a) F es conservative en D. 


(b) (b F .dr 


0 para toda curva e cerrada y suave en D. 
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(c) Dados dos puntos cualesquiera P 0 y P lf pertenecientes a D, 


f F • dr tiene el mismo 


valor para todas las curvas suaves por tramos en D que empiecen en P 0 y terminen en P v 


DEMOSTRACION Demostraremos que (a) implica (b), que (b) implica (c), y que (c) 
implica (a). Eso querra decir entonces que cada una de el I as implica las otras dos. 

Supongamos que (a) es cierta. Entonces F = V</> para alguna funcion potencial escalar 
cj) definida en D. Por tanto, 


F .dr 


d(p. d(j). 8<p 

y . 1 + . j + ^k 
dx dy dz 


>(dx i + dyj + dzk) 


dd> dd) deb 
-^-dx + ^-dy + ^-dz = d(f) 
dx dy dz 


Si e es cualquier curva cerrada y suave por tramos, parametrizada, por ejemplo, como 
r = r(t), (a s? t sc b), entonces r(a) = r (b) y 


r 

F •cfr 

e 


rb 


d<H r(t)) 
dt 


dt = <p(r(b)) 


0(r(a)) = 0 


Por tanto, (a) implica (b). 

Supongamos ahora que (b) es cierta. Sean P 0 y Pi dos puntos en D, y sean e 1 y e 2 dos 
curvas suaves por tramos en D que van desde P 0 hasta P : . Sea e = - e 2 la curva cerrada 

que va desde P 0 hasta P 1 por e 1 y vuelve despues a P 0 por e 2 en la direccion opuesta (vease 
la Figura 15.14). Como estamos suponiendo que (b) es cierta, tenemos que 


0 


r 

r r 

o F •d r= 

F .dr - 

%> ^ 

ei Ji 



y hemos demostrado que (b) implica (c). 

Finalmente, supongamos que (c) es cierta. Sea P 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ) un punto fijo en el do- 
minio D, y sea P = (x, y, z) un punto arbitrario en dicho dominio. Definamos una funcion 
0 como 


<Mx, y, z) 


F .dr 


Je 


siendo ealguna curva suave por tramos en D desde P 0 hasta P (bajo las hipotesis del teore- 
ma tal curva existe y, como estamos suponiendo que (c) es cierta, la integral tiene el mis¬ 
mo valor en todas esas curvas; por lo tanto, 0 esta bien definida en D). Demostraremos que 
V</> = F, y por tanto que F es conservative y tiene potencial 0. 

Es suficiente demostrar que d^dx = Fj(x, y, z), ya que las otras dos componentes se 
tratan de forma similar. Como D es abierto, existe una bola de radio positivo centrada en P 
y contenida en D. Seleccionemos un punto de esta bola (x lf y, z) con x : <x. Notese que la 
recta que va de este punto a P es paralela al eje x. Como somos libres de elegir la curva e 
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en la integral de definicion de 0, elegiremos una formada por dos segmentos: e 1( que es 
suave por tramos, y va de (x 0 , y 0 , z 0 ) a (x 1( y, z), y e 2 , un segmento de recta desde (x lf y, z) 
hasta (x, y, z) (vease la Figura 15.15). Entonces, 



La primera integral no depende de x, por lo que su derivada con respecto a x es cero. El 
camino recto de la segunda integral se parametriza como r = ti + yj + zk, con x 1 ^ t ^ x, 
por lo que dr = dti. Por el Teorema Fundamental del Calculo, 


8cf) 

8x 



F .dr 


d_ 

dx 


r x 

FAt, y, z) dt 


J *1 


F i(x, y, z) 


que es lo que queriamos demostrar. Por tanto, F = V0 es conservative, y (c) implica (a). 




Observacion Es muy facil calcular la integral sobre una curva ede la componente tangencial 
de un campo vectorial conservative cuando se conoce un potencial de F. Si F = V0y eva desde 
P 0 a P h entonces 



r 

r 


F .dr = 

d(/>= <i>(Pi) - <HPo) 

* 


e 


Como se indico anteriormente, el valor de la integral depende solo de I os extremos de e. 


Observacion En el capitulo siguiente anadiremos otra condicion a la lista de condiciones 
equivalentes de Teorema 1, suponiendo que el dominio D es simpiemente conexo. Dado un do- 
minio de este tipo, cada una de las tres condiciones del teorema equivale a 

5Fi_5F2 8Fj_ _ 8Fj dFj _ dFj 

8y dx' 8z 8x ^ 8z dy 

Ya sabemos que estas ecuaciones se cumplen en un dominio donde F sea conservative. El Teo¬ 
rema 4 de la Seccion 16.2 indica que, si se cumplen las tres ecuaciones anteriores en un dominio 
simpiemente conexo, entonces F es conservative en dicho dominio. 


Ejemplo 3 


Indique para que valor de las constantes A y B es conservativo el campo vectorial 
F = Ax sen (ny) i + (x 2 cos (ny) + Bye~ z ) j + y 2 e z k 


Para ese valor de A y 8, calcule 


j F • dr, siendo e 


(a) La curva r = cos ti + sen 2tj + sen 2 tk, (0 < t < 2n). 

(b) La curva de interseccion del paraboloide z = x 2 + 4y 2 y el piano z = 3x-2y, de (0, 0, 0) a (1, 1/2, 2). 
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Solucion F no puede ser conservative a menos que 

dF 1 _ 8F 2 8F 1 _8F 3 8F 2 _dF 3 

8y 8x ' 8z dx ^ 8z 8y 

es decir, a menos que 

A 7rx cos (7ry) = 2xcos(7iy), 0 = 0 y -Bye _z = 2ye" z 
Por tanto, se requiereque4 =2/nyB = -2. En este caso, se puede comprobar facilmente que 

x 2 sen <7ry) , _ 7 

F = V<j), siendo 0(x, y, z) =-y z e 

n 

Para la curva (a), tenemos que r(0) = i = r(27i), por lo que se trata de una curva cerrada, y 

f F »dr = (f) V0«dr = 0 


Como la curva (b) empieza en (0, 0, 0) y termina en (1, 1/2, 2), tenemos que 



El ejemplo que sigue muestra como explotar el hecho de que 

* 

F .dr 

Je 

se calcula facilmente en el caso de F conservative incluso si el campo F que deseamos integrar 
no es conservative. 



(e x seny + 3y)dx + (e x cosy + 2x - 2y)dy en sentido contrario al de las 
+ y 2 = 4. 


Solucion / = j) F «dr, siendo F el campo vectorial 

F = (e x seny + 3y)i + (e x cosy + 2x - 2y)j 

Este campo vectorial no es conservative, pero lo seria si el termino 3y en F x fuera 2y; concretamente, si 

0(x, y) = e x seny + 2xy - y 2 

entonces F = V</> + yi, la suma de una parte conservativa y una parte no conservativa. Por tanto, tenemos 




La primera integral es cero ya que V</> es conservative y e es una curva cerrada. Para resolver la segunda 
integral, parametrizamos ecomo x = cost, y = 2 sen t, (0 < t < 2n), con lo que se obtiene 
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Ejercicios 15.4 


En los Ejercicios 1-6, calcule la integral de la componente 
tangencial de los campos vectoriales dados sobre las curvas 
dadas. 

1. F(x, y)=xyi-x 2 j sobre y = x 2 , desde (0, 0) hasta (1, 1). 

2. F(x, y) = cosxi - yj sobre y = senx, desde (0, 0) 
hasta (n, 0). 

3. F(x, y, z) = yi + zj - xk sobre la recta que va desde 
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1). 

4. F(x, y, z) = zi - yj + 2xk sobre la curva x = t,y = t 2 , 
z = t 3 , desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1). 

5. F(x, y, z) = yzi + xzj + xyk desde (-1, 0, 0) hasta 
(1, 0, 0), sobre las dos direcciones de la curva de 
interseccion del cilindro x 2 + y 2 = 1 y el piano z = y, 

6. F(x, y, z) = (x — z) i + (y - z)j - (x + y)k sobre el 
camino poligonal que va desde (0, 0, 0), pasando por 
(1, 0, 0) y por (1, 1, 0), hasta (1, 1, 1). 

7. Calcule el trabajo realizado por el campo vectorial 

F = (x + y)i + (x - z)j +{z-y)k 

al mover un objeto desde (1, 0, -1) hasta (0, -2, 3) 
siguiendo una curva suave. 

8. Calcule j) x 2 y 2 dx + x 3 ydy sobre el cuadrado cuyos 

vertices son (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1) en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

9. Calcule 

j* e x+y sen (y + z) dx + e x+y (sen (y + z) + cos (y+ z)) dy 
+ e x+y cos(y + z)dz 

sobre el segmento recto que va desde (0, 0, 0) hasta 

( 1 , l ?). 

10. El campo F = (axy + z)i + x 2 j + (bx + 2z)k es 
conservative. Calcule a y b, y un potencial de F. 
Calcule tambien J e F »dr, siendo e la curva, desde 
(1, 1, 0) hasta (0, 0, 3), que es la interseccion de las 
superficies 2x + y + z = 3 y 9x 2 + 9y 2 + 2z 2 = 18, en 
el octante x s* 0, y > 0, z ^ 0. 

11. Determine los valores de A y B para los que el campo 
vectorial 

F = Ax In zi + By 2 zj + + y 3 ^k 

es conservative. Si Ces la recta que va desde (1, 1, 1) 
hasta (2, 1, 2), calcule 

f 2x\nzdx + 2y 2 zdy + y 3 dz 


12. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza 

F = (y 2 cosx + z 3 )i + (2ysenx - 4)j + (3xz 2 + 2)k 

al mover una particula por la curva x = sen _1 t, 

y = 1 - 2t, z = 3t ~ 1, (0 < t < 1). 

13. Si e es la interseccion de z = In (1 + x) e y = x, desde 

(0, 0, 0) hasta (1, 1, In2), calcule 

J (2x sen (ny) - e z ) dx + [nx 2 cos (ny) - 3e z ) dy-xe z dz 

14. iEs un dominio alguno de los conjuntos siguientes? 

iEs un dominio simplemente conexo? 

(a) El conjunto de puntos (x, y) del piano tales que 
x > 0 e y Ss 0. 

(b) El conjunto de puntos (x, y) del piano tales que 
x = 0 e y ^ 0. 

(c) El conjunto de puntos (x, y) del piano tales que 
x # 0 e y > 0. 

(d) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio 
tridimensional tales que x 2 > 1. 

(e) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio 
tridimensional tales que x 2 + y 2 > 1. 

(f) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio 
tridimensional tales que x 2 + y 2 + z 2 > 1. 

En los Ejercicios 15-19, calcule las integrales sobre curvas 

cerradas 


(a) j) xdy, (b) j) ydx 

siguiendo las curvas dadas, todas en sentido contrario al de 
las agujas del reloj. 

15. La circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . 

x 2 y 2 

16. La elipse + -j = 1. 

a b 

17. La frontera del semidisco x 2 + y 2 ^ a 2 , y ^ 0. 

18. La frontera del cuadrado cuyos vertices son (0, 0), 

(1, 0), (1, 1) y (0, 1). 

19. El triangulo cuyos vertices son (0, 0), (a, 0) y (0, b). 

20. Sobre la base de los resultados obtenidos en los 
Ejercicios 15-19, plantee cuales pueden ser los valores 
de las integrales sobre curvas cerradas 



(b) 


ydx 


para toda curva cerrada que no se corta a si misma en 
el piano xy. Demuestre su respuesta en el caso de que e 
limite una region del piano que sea simple en x y en y. 
(Vease la Seccion 14.2) 
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21. Si f y g son campos escalares con derivadas parciales para todo (x, y) # (0, 0). iPor que este resultado, junto 
primeras continuas en un dominio conexo D, demuestre con el del Ejercicio 22, no contradicen la observacion 
que que se presenta tras demostrar el Teorema 1? 


I fvg.cfr+ I gVf»dr = f(Q)g(Q)-f(P)g(P) 
Je Je 

para toda curva suave por tramos en D desde P hasta Q. 

22. Calcule 

1 f -ydx + xdy 
2n J e x 2 + y 2 

(a) Sobre la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

(b) Sobre el cuadrado de vertices ( -1, -1), (-1, 1), 
(1, 1) y (1, -1), en el sentido de las agujas del 
reloj. 

(c) Sobre la frontera de la region 1 ^ x 2 + y 2 ^ 4, 
y^ 0 en sentido contrario al de las agujas del reloj. 

23. Revise el Ejemplo 5 de la Seccion 15.2, en el que se 

demostro que 

- = A 

8y \x 2 + y 2 J 8x \x 2 + y 2 / 


*24. (Numero de vueltas) Sea e una curva suave por 
tramos en el piano xy que no pasa por el origen. Sea 
6 = 8(x, y) la coordenada polar angular del punto 
P = (x, y), donde eno esta limitado a un intervalo de 
longitud 2k, sino que varia de forma continua a 
medida que P se mueve desde un extremo de e al 
otro. Como en el Ejemplo 5 de la Seccion 15.2, 
sucede que 


V8 = - 


—yl H—j- jl 

x" + y 2 x 2 + y 2 

Si ademas e es una curva cerrada, demuestre que 


w(e) = — 

2k 


xdy - ydx 


tiene un valor entero, w, que se denomina numero de 
vueltas de e alrededor del origen. 


15.5 


Superficies e integrales de superficie 


Esta seccion y la siguiente estan dedicadas a las integrales de fund ones definidas sobre superfi¬ 
cies en el espacio tridimensional. Antes de empezar, es necesario precisar mas el significado del 
termino «superficie». Hasta ahora hemos considerado las superficies de una forma intuitiva, bien 
como graficas de funciones f(x, y) o bien como graficas de ecuaciones f(x, y, z) = 0. 

Una curva suave es un objeto unidimensional, porque los puntos sobre el la se situan propor- 
cionando una coordenada (por ejemplo, la distancia a uno de sus extremos). Por tanto, la curva 
se puede definir como el rango de funcion vectorial de una variable real. Una superficie es un 
objeto bidimensional. Los puntos sobre el la se localizan utilizando dos coordenadas, y se puede 
definir como el rango de una funcion vectorial de dos variables reales. Denominaremos a ciertas 
funciones de ese tipo superficies parametricas. 


Superficies parametricas 


DEFINICION 4 

Una superficie parametrica en el espacio tridimensional es una funcion continua r defini- 
da en algun rectangulo R dado por a u ^ b, c s; v d en el piano uv y cuyos valores en 
el espacio tridimensional estan dados por 

r (u, v) = x(u, v ) i + y(u, v) j + z(u, v) k, ( u , v) en R 


Realmente, es el rango de la funcion r(u, v) la superficie parametrica. Es un conjunto Pf de pun¬ 
tos (x, y, z) en el espacio tridimensional cuyos vectores de posicion son los vectores r (u, v), con 
( u , v ) en R (vease la Figura 15.16). Si r es uno a uno, entonces la superficie no se corta a si 
misma. En este caso r transforma la frontera del rectangulo R (los cuatro bordes) en una curva 
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Figura 15.16 

Una superficie parametrica if definida 
en una region R de los parametros. 

Las curvas de contorno de if 
corresponden a la rejilla en R. 


en el espacio tridimensional, que denominaremos frontera de la superficie parametrica. El re¬ 
quisite de que R sea un rectangulo es solo a efectos de simplificar la presentacion. En realidad 
puede ser cualquier conjunto conexo, cerrado y acotado en el piano uv, con area bien definida, y 
formado por un conjunto abierto junto con sus puntos frontera. A si, consideraremos por ejemplo 
superficies parametricas sobre discos cerrados, triangulos u otros dominios en el piano uv. Como 
es el rango de una fund on continua definida en un conjunto cerrado y acotado, una superficie 
parametrica esta siempre acotada en el espacio tridimensional, 


Ejemplo 1 


La grafica de z = (x, y), donde el dominio de f es el rectangulo R se puede representar 
como la superficie parametrica 


r = r(u, v) = u i + t j + f(u, u)k 
con ( u, v) en R. Sus ecuaciones parametricas escalares son 

x = u, y = v, z = f(u, v), (u, v) en R 

Para estas graficas es conveniente identificar el piano uv con el piano xy y expresar la ecuacion de la super¬ 
ficie en la forma 


r = xi + yj + f(x, y)k, 


(x, y) en R 


Ejemplo 2 


Describa la superficie 


r = a cos u sen v\ + a sen u sen vj + a cosuk, 


(0 ^ U < 2n, 0 ^ v ^ n/2) 


siendo a > 0. iCual es su frontera? 

Solucion Observese que si x = a cos u sen v, y = a sen usenu y z = a cosv, entonces x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 
A si, la superficie parametrica dada esta sobre una esfera de radio a centrada en el origen (observese que u y 
v son las coordenadas esfericas de 0 y 0 sobre la esfera). Las restricciones sobre u y v permiten que (x, y) 
sea cualquier punto del disco x 2 + y 2 ^ a 2 , pero fuerzan a que z ^ 0. Por tanto, la superficie es la mitad 
superior de la esfera. La parametrizacion dada es uno a uno en el rectangulo abierto 0<u<2n, 
0 < v < n/2, pero no en el rectangulo cerrado, ya que los bordes u = 0 y u = 2n se transforman en los mis- 
mos puntos, y el borde v = 0 colapsa a un solo punto. La frontera de la superficie esta en la circunferencia 
x 2 + y 2 = a 2 , z = 0, y corresponde al borde v = n/2 del rectangulo. 


Observacion Las parametrizaciones de superficies que son uno a uno solo en el interior del 
dominio de parametros R son todavia representaciones razonables de la superficie. Sin embargo, 
como en el Ejemplo 2, la frontera de la superficie se puede obtener a partir solo de parte de la 
frontera de R, o puede no existir frontera en absoluto, en cuyo caso la superficie se denomina 
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superficie cerrada. Por ejemplo, si el dominio de r en el Ejemplo 2 se amplia para incluir 
0 sc v ^ n, entonces la superficie se convierte en la esfera completa de radio a centrada en el 
origen. La esfera es una superficie cerrada, sin puntos frontera. 

Observacion Como en el caso de parametrizaciones de curvas, las parametrizaciones de su¬ 
perficies no son unicas. La semiesfera del Ejemplo 2 se puede parametrizar tambien como 

r (u, v) = u i + v j + Ja 2 - u 2 - v 2 k para u 2 + v 2 ^ a 2 

En este caso, el dominio de r es un disco cerrado de radio a. 


Ejemplo 3 


(Un tubo alrededor de una curva) Si r = F(t), a ^ t sc b es una curva parametrica e en 
el espacio tridimensional con normal unitaria N(t) y binormal B(t), entonces la superficie parametrica 


r = F(u) + s cosuN (u) + s sent; B(u), a^u^b, 0^v^2n 


es una superficie con forma de tubo de radio s, cuyo eje es la curva e(ipor que?). La Figura 15.17 muestra 
un tubo de este tipo, con radio s = 0.25, alrededor de la curva 

r = (1 + 0.3 cos (3t))(cos (2t) i + sen (2fjj ) + 0.35 sen (3t) k, 0 sj t ^ In 


Esta curva cerrada se conoce con el nombre de nudo de trebol. 



Figura 15.17 Tubo con forma de un nudo de trebol. 


Superficies compuestas 

Si se unen dos superficies parametricas en parte o en la totalidad de sus curvas frontera, el resul- 
tado se denomina superficie compuesta o, pensando en terminos geometricos, simplemente su¬ 
perficie. Por ejemplo, una esfera se puede obtener uniendo dos semiesferas por sus circunferen- 
cias frontera. En general, se pueden obtener superficies frontera uniendo en parejas por sus 
bordes un numero finito de superficies parametricas. La superficie de un cubo esta formada por 
seis caras cuadradas unidas en parejas por sus aristas. Esta superficie es cerrada, ya que no exis- 
ten bordes sin unir que formen su frontera. Si se elimina el cuadrado de la cara superior, las cin- 
co caras restantes forman una caja cubica sin tapa. Los bordes superiores de las cuatro caras late¬ 
rals forman ahora la frontera de esta superficie compuesta (vease la Figura 15.18). 



Figura 15.18 Una superficie compuesta obtenida uniendo en parejas cinco superficies parametricas 
suaves (cuadrados) por sus bordes. Los cuatro bordes superiores sueltos de las caras laterales forman 
la frontera de la superficie compuesta. 
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Integrates de superficie 

Para definir integrales de funciones definidas sobre una superficie como limites de sumas de 
Riemann necesitamos considerar areas de regiones de la superficie. Es mas diffcil definir el area 
de una superficie curva que definir la longitud de una curva. Sin embargo, es probable que ten- 
gamos una idea de lo que significa el area de una region en un piano, y en la Seccion 14.7 exa- 
minamos brevemente el problema de calcular el area de la grafica de una funcion f(x, y). Evi- 
taremos dificultades suponiendo que todas las superficies que vamos a encontrar son lo «sufi- 
cientemente suaves» para que puedan subdividirse en pequenas partes aproximadamente planas. 
Despues aproximaremos el area de cada parte mediante un area plana y sumaremos las aproxi- 
maciones para obtener una aproximacion en forma de suma de Riemann al area de la superficie 
completa. Mas adelante en esta seccion daremos una definicion mas precisa de «superficie sua- 
ve» y de «area de superficies Por el momento, supondremos que el lector tiene una idea intuiti- 
va de lo que significan. 

Sea Sf una superficie suave de area finita en R 3 , y sea f(x, y, z) una funcion acotada definida 
en todos los puntos de if. Si se subdivide en pequenas partes no solapadas, por ejemplo 
if 2 .siendo Sf,- el area de AS, (vease la Figura 15.19), podemos formar una suma de Rie¬ 

mann R n para f en if, escogiendo puntos arbitrarios (x,, y h z,) en Sf, y haciendo 

n 

R n = I fix,; y h Zj)A5j 

i = 1 


z 



Figura 15.19 Particion de una superficie parametrica 
en muchas partes no solapadas. 


Si estas sumas de Riemann tienen un limite unico cuando los diametros de todas las partes Sf; 
tienden a cero, independientemente de como se escojan los puntos (x,, y ( , z,), entonces se dice 
que f es integrable en if y el limite se denomina integral de superficie de f en ff, y se expresa 
como 


rr 




& 


fix, y, z) dS 


Superficies suaves, normales y elementos de area 

Una superficie es suave si tiene un unico piano tangente en todo punto P que no sea de su fron- 
tera. Un vector n distinto de cero que sea normal al piano tangente en P se dice que es un vector 
normal a la superficie en P. La siguiente definicion, algo mas tecnica, precisa este concepto. 
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DEFINICION 5 

Se dice que un conjunto if en el espacio tridimensional es una superficie suave si todo 
punto P en if tiene un entorno N (una bola abierta de radio positivo centrada en P) que es 
el dominio de una funcion suave g(x, y, z) que cumple: 

(i) /VnS = {0 e N : g(Q) = 0} y 

(ii) Vg(Q) / 0, si Q esta en N nS. 


Por ejemplo, el cono x 2 +y 2 =z 2 , sin el origen, es una superficie suave. Observese que 
V(x 2 + y 2 - z 2 ) = 0 en el origen, y el cono no es suave en dicho punto, ya que no tiene un unico 
piano tangente. 

Una superficie parametrica no puede cumplir las condiciones de suavidad en sus puntos fron- 
tera, pero se denominara suave si cumple la condicion en todos sus puntos no frontera. 

Se puede obtener la normal a una superficie parametrica suave definida en un dominio de 
parametros R como sigue. Si (u 0 , v 0 ) es un punto en el interior de R, entonces r = r(u, v 0 ) y 
r = r(u 0 , v) son dos curvas de if que se cortan en r 0 = r(u 0 , v 0 ) y que tienen, en ese punto, vec- 
tores tangentes (vease la Figura 15.20) 


dr 

du 


l(Uo, ^o) 


y 


dr 


dv 


(u 0 , l>o) 



\ 

r (u, vq + dv) 


r(Mo + du, v) 


Figura 15.20 Un elemento de area cfS en una superficie 
parametrica. 


respectivamente. Suponiendo que estos dos vectores tangentes no son paralelos, su producto vec¬ 
torial n, que sera distinto de cero, es normal a if en r 0 . Ademas, el elemento de area de if, limi- 
tado por las cuatro curvas r = r(u 0 , v ), r = r(u 0 + du, v), r = r(u, v 0 ) y r = r(u, v 0 + dv), es un 
paralelogramo infinitesimal generado por los vectores (dr/du)du y (dr/dv)dv(en (u 0 , v 0 )) y, por 
consiguiente, su area es 


dS = 


dr dr 

du dv 


du dv 


Expresemos el vector normal n y el elemento de area dS en funcion de las componentes de r, 
Como 


dr dx. dy. 


dz. 


du du' + du* + du^ 


dr _ 3x. + dy. + dz 
^ dv dv dv^ dv 
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el vector normal a if en r (u, v) es 


i j k 

dx dy dz 
du du du 
dx dy dz 
dv dv dv 

= S(y, z) . g(z, x) . g(x, y) 

d(u, v ) d(u, d(u, v ) 

Ademas, el elemento de area en un punto r(u, u) de la superficie esta dado por 


dr dr 

du dv 



El area de la propia superficie es la «suma» de estos elementos de area: 


r 

T 

Area d e &> = 

dS 

«/1 

Jsr 


Ejemplo 4 


La grafica z = g(x, y ) de una funcion g con derivadas parciales primeras continuas en un 
dominio D del piano xy se puede ver como una superficie parametrica if con parametrizacion 


E n este caso, 


x = u, y = v, z = g(u, v), (u, v ) en D 


8[y, z) 

8(u, v) 


~gi(u, v), 


8{z, x) 
8(u, v) 


-g 2 (u, v) y 


8(x, y) 

8(u, v) 


y, como la region parametrica coincide con el dominio D de g, la integral de superficie de f(x, y, z) sobre 
if se puede expresar como una integral doble sobre D: 



f(x, y, z)dS 



f(x, y, g(x, y)) ^1 + (grfx, y)) 2 + (g 2 (x, y)) 2 dxdy 


Como se observo en la Seccion 14.7, esta formula tambien se puede justificar geometricamente. El vector 
n = ~g i(x, y)i - g 2 (x, y)j + k es normal a if y forma un angulo y con el eje z positivo, siendo 

n »k 1 

cosy =-= — - 

l"l Vl + (gi(x, y )) 2 + (g 2 (x, y )) 2 

El elemento de area de superficie dS debe tener un area que es 1/cosy veces el area dxdy de su proyeccion 
perpendicular en el piano xy (vease la Figura 15.21). 
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z 



Figura 15.21 El elemento de area de superficie cfS 
y su proyeccion en el piano xy. 


Calculo de integrales de superficie 

llustraremos el uso de las formulas de dS en el calculo de integrales de superficie. 


Calcule zdS sobre la superficie conica z = Jx 2 + y 2 , entre z = 0 y z = 1. 


Ejemplo 5 


Solucion Como z 2 = x 2 + y 2 en la superficie if, tenemos que dz/dx = xjz y 8z/8y = y/z. Por tanto, 


/ x 2 y 2 /z 2 + z 2 r 

dS = /l +-p +-pdxdy = /—p —dxdy = s /2dxdy 


Notese que podriamos haber anticipado este resultado, ya que la normal al cono siempre forma un angulo 
de y = 45° con el eje z positivo; vease la Figura 15.22. Por tanto, dS = dxdy/cos45° = J 2dxdy. Como 
z = Jx 2 + y 2 = r sobre la superficie conica, es mas facil realizar la integracion en coordenadas polares: 


zdS = J2 


x 2 +y 2 ss 1 


zdxdy 



2 ^ 

3 



Ejemplo 6 


Calcule el momenta de inercia respecto al eje z de la superficie parametrica x = 2uv, 


y = u - v , z = u + v , con u + u < 1. 
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Solucion Se pide calcular (x 2 +y 2 )c(S. Tenemos que 


d(x, y) 
8(u, v) 
8(z, x) 


2v 2 u 
2u — 2v 
2 u 2v 
2v 2 u 
2 u — 2v 
2 u 2v 


= — 4(u 
= 4(u 2 - v 2 ) 
= 8 uv 


2 ' v 2 ) 


d(u, v) 

8(y, z) 
d(u, v) 

Por tanto, el elemento de area de superficie sobre if esta dado por 

dS = 4^(u 2 + v 2 ) 2 + (u 2 - v 2 ) 2 + 4u 2 (j 2 du dv 

= 4^2(u 4 + v* + 2uV) du dv = 4 n /2(u 2 + v 2 ) du dv 
Como x 2 + y 2 = 4uV + (u 2 - v 2 ) 2 = (u 2 + v 2 ) 2 , resulta 


(x 2 + y 2 ) dS = 


U 2 + V 2 ^l 
2n 


( u 2 + d 2 ) 2 4^2(u 2 + v 2 ) du dv 


= 4^/2 d6 r 6 rdr (utilizando coordenadas polares) 


= ^/2n 

Este es el momenta de inercia pedido. 


Aunque la mayor parte de las superficies que encontremos se puedan parametrizar facilmente, en 
general es posible obtener el elemento de area de superficie dS geometricamente en vez de em- 
plear la formula parametrica. Como hemos visto anteriormente, si una superficie tiene una 
proyeccion uno a uno sobre una region en el piano xy, entonces el elemento de area dS sobre la 
superficie se puede expresar como 


dS 


1 

COSy 


dxdy 


|n| 

I n • k| 


dxdy 


siendo y el angulo que forman el vector normal n a if y el eje z positivo. Esta formula es util 
independientemente de como se obtenga n. 

Consideremos una superficie if cuya ecuacion adopta la forma G(x, y, z) = 0. Como vimos 
en la Seccion 12,7, si G tiene derivadas parciales primeras continuas que no se anulan en un 
punto (x, y, z) de if, entonces el vector no nulo 

n = VG (x, y, z) 

es normal a if en dicho punto. Como n • k = G 3 (x, y, z) si if tiene una proyeccion uno a uno en 
el dominio D del piano xy, entonces 


dS 


VG (x, y, z) 
G 3 (x, y, z) 


dxdy 


y la integral de superficie de f(x, y, z) sobre if se puede expresar como una integral doble en el 
dominio D: 


rr 


f(x, y, z) dS 


rr 

«. «. D 


f(x, y, g(x, y)) 


VG (x, y, z) 
G 3 (x, y, z) 


dxdy 
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Por supuesto, existen formulas analogas para los elementos de area de superficies (integrales so- 
bre superficies) con proyecciones uno a uno en el piano xz o en el piano yz. G 3 se sustituye por 
G 2 y G 1( respectivamente. 


Ejemplo 7 


Calcule el momenta respecto a z = 0, es decir, 
z 2 = 1 + x 2 + y 2 , entre los pianos z = 1 y z = Ji>. 


zdS, siendo if el cuenco hiperbolico 


Solucion if esta dado por G(x, y, z) = 0, siendo G(x, y, z) = x 2 + y 2 - z 2 + 1. Esta por encima del disco 
x 2 + y 2 ^ 4 en el piano xy. Tenemos que VG = 2xi + 2yj - 2zk y G 3 = - 2z. Por consiguiente, sobre if, 
tenemos 


J 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 /-=-y- 

zdS = z- -^7- dxdy = ^/l + 2(x 2 + y 2 )dxdy 


y el momenta pedido es 


II zdS= If ^1 + 2 (x 2 + y 2 )dxdy 

JJsP JJx^ + y2<4 

= f de (* y/l + lr 2 rdr = *(l + 2r 2 ) 3/2 
J 0 J 0 3 


26 n 

3 


El siguiente ejemplo ilustra una tecnica que puede reducir a menudo el esfuerzo necesario para 
integrar sobre una superficie cilfndrica. 


Calcule el area de la parte del 

r 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 . 


cilindro x 2 + y 2 = 2ay que esta dentro de la esfera 


Solucion Un cuarto del area requerida esta en el primer octante (vease la Figura 15.23). Como el cilin¬ 
dro esta generado por rectas verticales, podemos expresar un elemento de area dS sobre dicho cilindro en 
funcion del elemento de longitud ds sobre la curva e en el piano xy, cuya ecuacion es x 2 + y 2 = lay. 

dS = zds = ^4a 2 -x 2 -y 2 ds 


z 



Figura 15.23 Un elemento de area sobre un cilindro. 
La coordenada z ya ha sido integrada. 


AI expresar dS de esta forma, ya hemos integrado dz, por lo que solo es necesaria una integral 
para sumar estos elementos de area. Es conveniente de nuevo utilizar coordenadas polares en el 
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piano xy. En funcion de dichas coor denadas polar es, la ecuacion de la curva e es r = 2a sen 0. 
Por tanto, dr/dO = 2acos 6 y ds = Jr 2 + ( dr/dO ) 2 d6 = 2 add. Entonces, el area total de la su- 
perficie de la parte del cilindro que esta dentro de la esfera esta dada por 


fn/2 


A = 4 

= 8a 
= 16a 2 


o 

('n/2 


4a 2 - r 2a d6 


4a 2 - 4a 2 sen 2 6dO 


o 


(“*/ 2 


cos0dd = 16a 2 unidades al cuadrado 


Observacion El area calculada en el Ejemplo 8 se puede calcular tambien proyectando la su- 
perficie del cilindro de la Figura 15.23 en el piano yz (este es el unico piano coordenado que se 
puede utilizar; ipor que?). 1/ease el Ejercicio 6 posterior. 

En coordenadas esfericas, 0 y 0 se pueden utilizar como parametros sobre la superficie esfe- 
rica p = a. El elemento de area sobre esa superficie se puede expresar, por tanto, en funcion de 
estas coordenadas: 


Elemento de area sobre la esfera p = a: dS = a 2 sen (pdcpdO 

1/ease la Figura 14.43 en la Seccion 14.6 y el Ejercicio 2 posterior. 


Calcule II z 2 dS sobre el hemisferio z = Ja 2 - x 2 - y 2 


Ejemplo 9 


Solucion Como z = a cos 4> y el hemisferio corresponde a 0 < 0 < 27i, y 0 < </> < -, tenemos 

r*2n /* 7 t /2 

z 2 dS = a 2 cos 2 0a 2 sen 

sp Jo Jo 

, 1 3 \r /2 2^a 4 

= 2na q { - -cos J 0 


Finalmente, si una superficie compuesta if esta formada por superficies parametricas suaves uni- 
das por parejas por sus bordes, entonces se puede denominar superficie suave por tramos. La 
integral de superficie de una funcion f sobre una superficie suave por tramos y es la suma de 
las integrates de superficie de f sobre las superficies suaves individuals que forman ff. En la 
siguiente seccion encontraremos un ejemplo de esto. 

A trace ion de una corteza esferica 

En la Seccion 14,7 calculamos la atraccion gravitatoria que ejercia un disco en el piano xy sobre 
una masa m situada en la posicion (0, 0, b) en el ejez. Ahora realizaremos un calculo similar de 
la fuerza de atraccion ejercida sobre m por una corteza esferica de radio a y densidad de area o 
(unidades de masa por unidad de area), centrada en el origen. Este calculo seria mas diffcil si 
intentaramos realizarlo integrando la componente vertical de la fuerza sobre m, como hicimos en 
la Seccion 14.7. Se simplifica mucho si, en vez de eso, utilizamos una integral para calcular el 
potencial gravitatorio total d>(0, 0, z) debido a la esfera en la posicion (0, 0, z), y calculamos 
despues la fuerza sobre m como F = mVd>(0, 0, b). 
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Por el Teorema del Coseno, la distancia desde el punto con coordenadas esfericas [a, 0, 9] al 
punto (0, 0, z) en el eje z positivo (vease la Figura 15.24) es 

D = Ja 2 + z 2 - 2azcos0 



Figura 15.24 Atraccion de una esfera. 


El elemento de area dS = a 2 sen (pdcpdO en [a, 0, 6] tiene masa dm = adS, y su potencial gravi- 
tatorio en (0, 0, z) (vease el Ejemplo 1 en la Seccion 15.2) es 

, , kdm koa 2 sen <f>d<f>dO 

d®(0, 0. z) —-- . . . 

D Ja 2 + z 2 - 2azcos0 

Para obtener el potencial total en (0, 0, z) debido a la esfera, integraremos do sobre la superficie 
de dicha esfera. Realizando el cambio de variables u = a 2 + z 2 - 2azcos0, du = 2azserupd(f), 
se obtiene 


(*2n 


0(0, 0, z) = Accra 2 


dO 


0 


sen (f>d(t> 


= 2nkaa 2 
2nkua 


o ^/a 2 + z 2 - 2azcos0 
.4/ 2az 


/-(z+a ) 2 


z 

2nkoa 


(z-a) 
|(z+a ) 2 


U , 

'(z-a ) 2 

(z + a — |z — a |) = 


j47i/co-a 2 /z si 
[Anktra si 


z > a 
z < a 


El potencial es constante dentro de la esfera y decrece proporcionalmente a 1/zen el exterior. La 
fuerza sobre una masa m localizada en (0, 0, b) es, por tanto, 


F = mVO(0, 0, b) 


j - (4nkmaa 2 /b 2 )k si b>a 
[0 si b < a 


Hemos llegado al resultado algo sorprendente de que, si la masa m esta en el interior de la esfe¬ 
ra, la fuerza de atraccion neta sobre esta es cero. Esto es lo que se esperarfa en el centra de la 
esfera, pero fuera del centra parece que las fuerzas debidas a la parte de la esfera que estan mas 
cerca de m se cancel an exactamente con las fuerzas menores debidas a las partes de la esfera que 
estan mas lejos; estas partes mas alejadas tienen area mayor y, por tanto, masa total mayor. Si m 
esta fuera de la esfera, esta la atrae con una fuerza de magnitud 


kmM 
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siendo M = 4noa 1 2 3 la masa total de la esfera. Esta es la misma fuerza que ejerceria una masa 
puntual con la misma masa de la esfera, localizada en el centra de esta. 

Observacion Una bola solida de densidad constante, o densidad que depende solo de la dis¬ 
tance a su centra (por ejemplo, un planeta), se puede considerar como si estuviera formada por 
elementos de masa que fueran esferas concentricas de densidad constante. Por tanto, la atraccion 
que ejerce dicha bola sobre una masa m localizada en su exterior sera tambien la misma que si 
toda la masa de la bola estuviera concentrada en su centra. Sin embargo, la atraccion sobre una 
masa m situada en el interior de la bola sera la producida solamente por la parte de la bola que 
este mas cerca del centra que m. La maxima fuerza de atraccion se producira cuando m esta so¬ 
bre la superficie de la bola. Si la densidad es constante, el modulo de la fuerza crece linealmente 
con la distancia al centra (ipor que?) hasta la superficie, y despues decrece con el cuadrado de la 
distancia, cuando m se aleja de la bola (vease la Figura 15.25). 



Figura 15.25 Fuerza de atraccion de una bola 
solida homogenea sobre una particula localizada 
a una distancia variable de su centra. 


Observacion Toda la presentacion anterior se aplica tambien al caso de la atraccion o repul¬ 
sion electrostatica de una carga puntual por una densidad de carga uniforme sobre una cascara 
esferica, que tambien esta gobernada por la ley del inverso del cuadrado. En particular, no hay 
fuerza el ectrostatica neta si la carga esta situada dentro de la cascara. 


Ejercicios 15.5 


1. Verifique que, sobre la curva cuya ecuacion en polares 
es r = g(0), el elemento de longitud de arco esta dado 
por 

ds = J(gm 2 + (g'm 2 dO 

iCual es el elemento de area sobre el cilindro vertical, 
expresado en funcion de coordenadas cilindricas como 
r = 9(0)? 

2 . Verifique que, sobre la superficie esferica 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , el elemento de area se expresa en 
funcion de coordenadas esfericas como 
dS = a 2 sen <j>d<j>d0. 

3. Calcule el area de la parte del piano 

Ax + By + Cz = D que esta dentro del cilindro 
eliptico 



4. Calcule el area de la parte de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 que esta dentro del cilindro 
x 2 + y 2 = lay. 

5. Plantee formulas para los elementos de area de 
superficie dS, para una superficie cuya ecuacion 
F(x, y, z) = 0 sea valida para el caso en el que la 
superficie tenga una proyeccion uno a uno sobre (a) el 
piano xz y (b) el piano yz. 

6 . Repita el calculo de areas del Ejemplo 8 proyectando 
la parte de la superficie que se muestra en la Figura 
15.23 en el piano yz, y utilizando la formula del 
Ejercicio 5(b). 


7. 


Calcule 


xdS sobre la parte del cilindro parabolico 


J J y> 

z = x 2 /2 situada dentro de la parte que esta en el primer 
octante del cilindro x 2 + y 2 = 1. 
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8 . Calcule el area de la parte del cono z 2 = x 2 + y 2 que 
esta dentro del cilindro x 2 + y 2 = 2ay. 

9. Calcule el area de la parte del cilindro x 2 + y 2 = 2 ay 
que esta fuera del cono z 2 = x 2 + y 2 . 

10. Calcule el area de la parte del cilindro x 2 + z 2 = a 2 que 
esta dentro del cilindro y 2 + z 2 = a 2 . 

11 . Un cilindro circular de radio a esta circunscrito por una 
esfera de radio a, de forma que el cilindro es tangente 
a la esfera en su ecuador. Dos pianos, ambos 
perpendiculares al eje del cilindro, cortan a la esfera y 
al cilindro formando circunferencias. Demuestre que el 
area de la parte de la esfera que esta entre los dos 
pianos es igual al area de la parte del cilindro que esta 
entre los dos pianos. Por tanto, el area de la parte de 
una esfera que esta entre dos pianos paralelos que se 
cortan depende solo del radio de la esfera y de la 
distancia entre los pianos, y no de la posicion particular 
de los pianos. 

12. Sea 0 < a < b. A partir de las funciones integrales 
elipticas definidas en el Ejercicio 17 de la Seccion 
15.3, calcule el area de la parte de cada uno de los 
cilindros x 2 + z 2 = a 2 e y 2 + z 2 = b 2 que esta dentro 
del otro cilindro. 


13. Calcule JJ ydS, siendo if la parte del piano 

z = 1 + y esta dentro del cono z = ^2(x 2 + y 2 ) 

14. Calcule JJ ydS, siendo if la parte del cono 

z = V2(x 2 + y 2 ) que esta por debajo del piano 
z = 1 + y. 


15. Calcule 


xzdS, siendo if la parte de la superficie 


JJsr 

z = x 2 que esta en el primer octante del espacio 
tridimensional, y dentro del paraboloide 
z = 1 - 3x 2 - y 2 . 


16. Calcule la masa de la parte de la superficie z = ^flxy 
que esta por encima de la region 0 ^ x ^ 5, 0^y^2, 
si la densidad de area de dicha superficie es 
er(x, y, z) = kz. 


17. Calcule la carga total de la superficie 

r = e u cos vi + e u sen v\ + uk, (0 ^ u ^ 1, 0 ^ v ^ n) 
si la densidad de carga de la superficie es 
S = y/l + e 2u . 

Los Ejercicios 18 y 19 consideran esferoides, que son 
elipsoides con dos de sus tres semiejes iguales, por 
ejemplo, a = b: 



*18. Calcule el area de la superficie de un esferoide 
prolado, con 0 < a < c. Un esferoide prolado tiene 
sus dos semiejes menores iguales, como un balon de 
rugby americano. 

*19. Calcule el area de la superficie de un esferoide 

oblado, con 0 < c < a. Un esferoide oblado tiene sus 
dos semiejes mayores iguales, como la tierra. 

20. Describa la superficie parametrica 

x = au cos v, y = au sent;, z = bv 
(O^u^l, 2k), y calcule su area. 

ff dS 

*21. Calcule siendo 9* el piano cuya 

J Js? (x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 

ecuacion es Ax + By + Cz = D, [D / 0). 

22 . Una cascara esferica de radio a esta centrada en el 
origen. Calcule el centroide de la parte de la esfera que 
esta en el primer octante. 

23. Calcule el centra de masas de una cascara conica 
circular recta, cuyo radio en la base es a, cuya altura es 
h, y que tiene una densidad de area constante a. 

*24. Calcule la atraccion gravitatoria que ejerce una 
cascara hemisferica de radio a y densidad de area 
constante a, sobre una masa m situada en el centra de 
la base del hemisferio. 

*25. Calcule la atraccion gravitatoria que ejerce una 
cascara cilindrica circular de radio a, altura h y 
densidad de area constante a, sobre una masa m 
situada en el eje del cilindro y a b unidades sobre la 
base. 

En los Ejercicios 26-28, calcule el momenta de inercia 

y el radio de giro de los objetos dados respecto a los ejes 

dados. Suponga densidades de area a constantes en cada 

caso. 

26. Una cascara cilindrica de radio a y altura h, con 
respecto al eje del cilindro. 

27. Una cascara esferica de radio a con respecto a un 
diametro. 

28. Una cascara conica circular recta, cuyo radio en la base 
es a y cuya altura es h, con respecto al eje del cono. 

29. iCon que aceleracion la cascara esferica del Ejercicio 
27 girara por un piano inclinado que forma un angulo a 
con la horizontal? (Compare su resultado con el del 
Ejemplo 4(b) de la Seccion 16.7). 
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15.6 


Superficies orientadas e integrales de flujo 


Las integrales de superficie de las componentes normales de campos vectoriales tienen un papel 
muy importante en calculo vectorial, similar al que tienen las integrales sobre curvas de las com¬ 
ponentes tangenciales de campos vectoriales. 


Superficies orientadas 

Una superficie suave if en el espacio tridimensional se denomina orientable si existe un campo 
de vectores unitarios N(P), definido sobre if, que van a de forma conti nua cuando P se mueve 
por if y que es normal a todo punto de if. Un campo vectoriaj N (P) de este tipo determina una 
orientacion de La superficie debe tener dos lados, ya que N (P) solo puede tomar un valor en 
cada punto de P. El lado al que apunta N se denomina lado positivo, y el otro lado, lado negati¬ 
ve). Una superficie orientada consiste en una superficie suave, junto con una eleccion particular 
de campo vectorial unitario normal N(P). 

Por ejemplo, si se define N sobre la superficie suave z = f(x, y) como 

^ = — fi(x, y)i - f 2 (x, y)j + k 

” Jl + (fi(x, y)) + (f 2 (x, y)) 2 

entonces la parte superior de la superficie es el lado positivo (vease la Figura 15.26). 

Una superficie suave, o suave por tramos, puede ser cerrada (es decir, sin frontera), o puede 
tener una o mas curvas frontera (no es necesario que el campo vectorial unitario normal N(P) 
este definido en los puntos frontera). 

Una superficie orientada if induce una orientacion en cualquiera de sus curvas frontera e; si 
nos situamos en el lado positivo de la superficie if y recorremos e en la direccion de su orienta¬ 
cion, entonces if quedara a nuestra izquierda ( vease la Figura 15.26(a) y (b)). 




Figura 15.26 Las curvas 
frontera de una superficie 
orientada estan a su vez 
orientadas de forma que dejan 
la superficie a su izquierda. 


Una superficie suave por tramos es orientable si, siempre que dos de sus superficies suaves 
componentes se unen por una curva comun e, inducen orientaciones opuestas sobre e, Esto fuer- 
za a las normales N a estar en el mismo lado en dichas superficies adyacentes. Por ejemplo, la 
superficie de un cubo es una superficie cerrada suave por tramos, formada por seis superficies 
suaves (los cuadrados de sus caras), unidas por sus aristas (vease la Figura 15.27). Si todas las 
caras estan orientadas de forma que sus normales N apunten hacia el exterior del cubo (o hacia 
el interior del cubo), entonces la propia superficie del cubo esta orientada. 

No toda superficie puede ser orientada, incluso siendo suave. Una superficie orientable debe 
tener dos caras. Por ejemplo, una cinta de Mobius, que consiste en una cinta de papel con sus 
extremos unidos para formar un lazo cerrado, pero de forma que a uno de sus extremos se le da 
media vuelta antes de unirlos, solo tiene un lado (podemos fabricar una para comprobarlo), por 
lo que no puede ser orientada (vease la Figura 15.28). Si un vector distinto de cero se desplaza 
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por la cinta, de forma que siempre es normal a la superficie, volvera a su posicion inicial apun- 
tando en la direccion opuesta. 



Figura 15.27 La superficie del cubo es orientable; las caras Figura 15.28 La cinta de M obi us no es orientable; 

adyacentes producen orientaciones opuestas en su arista comun. tiene solo una «cara». 


Flujo de un campo vectorial por una superficie 


Supongamos que el espacio tridimensional estuviera lleno de un fluido incompresible con un 
campo de velocidades v. Sea if una superficie imaginaria, suave y orientada, en dicho espacio 
tridimensional (decimos que if es imaginaria porque no impide el movimiento del fluido; esta 
fija en el espacio y el fluido puede atravesarla libremente). Calcularemos la velocidad de flujo 
del fluido por if. Sea dS un pequeno elemento de area situado en un punto P de la superficie. El 
fluido que cruza ese elemento entre I os instantes ty t + dt ocupa un cilindmcon base de area dS 
y altura | v(P ) | dt cos 9, siendo 6 el angulo que forman v(P ) yja normal N(P) (vease la Figu¬ 
ra 15.29). Este cilindro tiene un volumen (con signo) de v(P) • N (P ) dS dt. La velocidad a la que 
el fluido cruza dS es v(P) *N(P)dS, y la velocidad total a la que el fluido cruza if se obtiene 
mediante la integral de superficie 


v • N dS o 


v«dS 


donde se utiliza d S para representar el vector elemento de area de superficie N dS. 



Figura 15.29 El fluido que cruza cfS durante un tiempo 
dt llena el tubo. 
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DEFINICION 6 Flujo de un campo vectorial por una superficie orientada 

Dado un campo vectorial continuo F, el flujo de F por la superficie orientable if es la inte- 

gral sobre if de la componente normal de F. 


r 

r » r 

T 


F . N dS o 

F *dS 

j ■ 

Jtf 

Jsr 


Cuando la superficie es cerrada, la integral de flujo se escribe 


F • N dS 


F »dS 


En este caso se dice que el flujo de F^ es hacia el exterior de if si N es el vector normal unitario 
exterior, y hacia el interior de if si N es el vector normal interior. 


Ejemplo 1 


Calcule el flujo del campo vectorial F = mr/|r| 3 hacia el exterior de una esfera if de radio 


a centrada en el origen (r = xi + yj + zk). 


Solucion Como F es el campo asociado con una fuente de fuerza m situada en el origen (que produce 
4nm unidades de fluido por unidad de tiempo), la respuesta debe ser 4nm. De todas formas, vamos a calcu- 
larla. Utilizaremos coordenadas esfericas. En un punto r de la esfera, cuyas coordenadas esfericas son 
[a, 0, 0], la normal unitaria hacia fuera es r = r/|r|. Como el campo vectorial sobre la esfera es F = mr/a 2 , 
y como dS = a 2 sen (fdcfdO es un elemento de area, el flujo de F hacia el exterior de la esfera es 

(jj) r^j • ra 2 sen (fdcfdd = m J do 


sen <pd(p = 4nm 


Ejemplo 2 


cilindro soli do x‘ 


Calcule el flujo total de F = xi 

2 + y 2 sc a 2 , -h ^ z < h. 


yj + zk hacia el exterior a traves de la superficie del 


Solucion La Figura 15.30 muestra el cilindro. Su superficie esta formada por los discos de la tapa y de 
la base, y por la pared lateral cilindrica. Calcularemos el flujo de F a traves de cada una de el I as. Natural- 
mente, utiljzaremos coordenadas cilindricas. En la tapa del disco tenemos z = h, N = ky dS = rdrdO. Por 
tanto, F • N dS = hr dr do y 

I* r* 1*2-11 r*a 

F • N dS = h d0 rdr = na 2 h 
J J tapa Jo Jo 




Figura 15.30 Las tres componentes de la superficie de un cilindro solido, 
con sus normal es hacia fuera. 


En el disco de la base tenemos z = -h, N = -k y dS = rdr do. Por tanto, F • N dS = hrdrdO y 


F • N dS = 


base 


F . N dS = na 2 h 


tapa 
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En la pared cilindrica, F = a cosdi + a sendj + zk, N = cosdi + sen 0\ y dS = a dOdz. Por consiguiente, 
F »N dS = a 2 dOdz y 

2n fh 

dd dz = 4na 2 h 

o J -h 

El flujo total de F hacia el exterior de la superficie if del cilindro es la suma de estas tres contribuciones: 


F • N dS = a 2 


paredcil 


F »N dS = 6na 2 h 


Sea if una superficie suave orientada, con una proyeccion uno a uno sobre un dominio D del 
piano xy, y cuya ecuacion es de la forma G(x, y, z) = 0. En la Seccion 15.5 demostramos que el 
elemento de area de superficie sobre if se puede expresar de la forma 


c/S 


VG 


dxdy 


y, por tanto, las integrales de superficie sobre if se pueden reducir a integrales dobles sobre el 
dominio D. Las integrales de flujo se pueden tratar de la misma forma. Dependiendo de la orien- 
tacion de if, la normal unitaria N se puede expresar como 


N = ± 


VG 

IWj 


Por tanto, el vector elemento de area d S se puede escribir 


dS= „ dS = ± v ^A± 

G 3 (x, y, z) 


dxdy 


El signo debe escogerse para que if tenga la orientacion apropiada. Si G 3 > 0, y queremos que 
el lado positivo de if este hacia arriba, debemos utilizar el signo +. Por supuesto, se aplican 
formulas similares para superficies con proyecciones uno a uno en los otros pianos coordenados. 


Ejemplo 3 


Calcule el flujo hacia el exterior de zi +x 2 k a traves de la parte de la superficie 
z = x l + y l que esta por encima del cuadrado R definido por -1 < x < 1 y -1 < y < 1. 

Solucion Para F(x, y, z) = z - x 2 - y 2 tenemos VF = — 2xi - 2yj + k y F 3 = 1. Por tanto, 


y el flujo pedido es 


d S = ( 2xi - 2yj + kjdxdy 


(zi+x 2 k).dS= (— 2x(x 2 + y 2 ) + x 2 ) dxdy 


dx 


(x 2 - 2x 3 - 2xy 2 ) dy 


-1 


1 , 4 

2 x 2 dx = - 
-1 3 


Dos de los tres terminos de la integral doble valen cero debido a la simetria. 
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Dada una superficie if cuya ecuacion es z = f(x, y), tenemos 

df. df. 


N = + 


dx dy 


j + k 


1 + 


+ 


dS = 1 + 


+ 


dxdy 


de forma que el vector elemento de area sobre if esta dado por 


dS = N dS = + 


df. 

dx' 


-j + kjdxdy 


De nuevo, el signo + corresponde a una normal hacia arriba. 

Dada una superficie parametrica general r = r(u, v), la normal unitaria N y el elemento de 
area dS se calcularon en la Seccion 15.5: 


N = + 


5r dr 

dil dv 

dr dr 

du dv 


dS 


dr dr_ 
du dv 


du dv 


Por tanto, el vector elemento de area es 


d S 


NdS = + 


(M) 

\du dvJ 


du dv 


Ejemplo 4 


Calcule el flujo en direccion ascendente de F = yi - xj + 4k a traves de if, siendo if la 
parte de la superficie z = 1 - x 2 - y 2 que esta en el primer octante del espacio tridimensional. 

Solucion El vector elemento de area correspondiente a la norma hacia arriba sobre if es 

/ 8z 8z \ 

dS = ( - — i - — j + kjdxdy = (2xi + 2yj + k)dxdy 

La proyeccion de if en el piano xy es el cuarto de disco Q dado por x 2 + y 2 < 1, x ^ 0 y y > 0. Por tanto, 
el flujo de F hacia arriba a traves de if es 


F .dS = 


(2xy - 2xy + 4)dxdy 


= 4 x (area de Q) = n 


Ejemplo 5 


Calcule el flujo en direccion descendente de F = 


if definida parametricamente como 


2xi + 2yj 
x 2 + y 2 


+ k a traves de la superficie 
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Solucion Primero calculamos dS: 

dr 

— = cos vi + sen t>j + 2uk 
du 

dr 

— = -usenyi + ucosuj 

dv 


— x = - 2u 2 cos v\ - 2u 2 sen yj + u k 

du dv 

Como u Ss 0 sobre if, la ultima expresion es una normal hacia arriba. Deseamos una normal hacia abajo, 
por lo que utilizamos 

cfS = (2u 2 cosui + 2u 2 senuj - uk)dudv 

Sobre if tenemos 


2xi + 2yj 2ucosui + 2usenuj 

k = ,-1- k 


x 2 + y 2 


por lo que el flujo de F en sentido descendente a traves de F es 


F .cfS = 


2n 


dv (4 u - u)du = 371 


Ejercicios 15.6 


1. Calcule el flujo de F = xi + zj hacia el exterior del 
tetraedro limitado por los pianos coordenados y el 
piano x + 2y + 3z = 6. 

2. Calcule el flujo de F = xi + yj + zk hacia el exterior 
de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

3. Calcule el flujo del campo vectorial del Ejercicio 2 
hacia el exterior de la superficie de la caja 0 ^xa, 
Ossy^b, O^z^c. 

4. Calcule el flujo del campo vectorial F = yi + zk hacia 
el exterior de la frontera del cono soli do 

0 < z ^ 1 - ,/x 2 + y 2 . 

5. Calcule el flujo de F = xi + yj + zk hacia arriba a 
traves de la parte de la superficie z = a - x 2 - y 2 que 
esta por encima del piano z = b < a. 

6. Calcule el flujo de F = xi + xj + k hacia arriba a 
traves de la parte de la superficie z = x 2 - y 2 que esta 
en el interior del cilindro x 2 + y 2 = a 2 . 

7. Calcule el flujo de F = y 3 i + z 2 j + xk hacia abajo a 
traves de la parte de la superficie z = 4 - x 2 - y 2 que 
esta por encima del piano z = 2x + 1. 

8. Calcule el flujo de F = z 2 k hacia arriba a traves de la 
parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que esta en el 
primer octante del espacio tridimensional. 

9. Calcule el flujo de F = xi + yj hacia arriba a traves de 
la parte de la superficie z = 2 - x 2 - 2y 2 que esta por 
encima del piano xy. 


10. Calcule el flujo de F = 2xi + yi + zk hacia arriba a 
traves de la superficie r = u 2 v i + uv 2 j + y 3 k, 

(0 < u < 1 , 0 < v < 1 ). 

11. Calcule el flujo de F = xi + yj + z 2 k hacia arriba a 
traves de la superficie u cosui + u sen yj + uk, 

(0 < u < 2, 0 < v ^ n). 

12. Calcule el flujo de F = yzi - xzj + (x 2 + y 2 )k hacia 
arriba a traves de la superficie 

r = e u cos yi + e u sen v\ + u k, con 0 ^ u ^ 1 y 0 ^ v ^ n. 

13. Calcule el flujo de F = mr/|r| 3 hacia el exterior de la 
superficie del cubo -a ^ x, y, z ^ a. 

*14. Calcule el flujo del campo vectorial del Ejercicio 13 
hacia el exterior de la caja 1 ^ x, y, z ^ 2. Nota: Este 
problema se puede resolver de manera muy send I la 
utilizando del Teorema de la Divergencia de la 
Seccion 16.4; el flujo que se pide es, de hecho, cero. 
Sin embargo, el objetivo aqui es hacerlo por calculo 
directo de las integrales de superficie que intervienen, 
y asi es bastante dificil. Por simetria, es suficiente 
calcular el flujo neto hacia el exterior del cubo 
definido por cualquiera de las tres parejas de caras 
opuestas; es decir, se debe calcular solamente el flujo 
a traves de dos caras, por ejemplo z = 1 y z = 2. 
Tenga en cuenta que debera trabajar mucho para 
calcular estas integrales. Tras resolverlas observara 
que las igualdades 2 arctan a = arctan (2a/(l - a 2 )) y 
arctana + arctan (l/a)n/2 son de utilidad para 
demostrar el flujo neto es cero. 
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15. Defina el flujo de un campo vectorial en el piano a 
traves de una curva suave por tramos. Calcule el flujo 
de F = xi + yj hacia el exterior a traves de: 

(a) La circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . 

(b) La frontera del cuadrado -1 <x, y < 1. 

16. Calcule el flujo de F = -(xi + yj)/(x 2 + y 2 ) hacia el 
interior a traves de cada una de las dos curvas del 
ejercicio anterior. 


17. Si if es una superficie orientada y suave en el espacio 
tridimensional, y N es el campo vectorial unitario que 
determ ina la orientacion de if, demuestre que el flujo 
de N a traves de if es el area de if. 

*18. El Teorema de la Divergencia, quese presentara en la 
Seccion 16.4, implica que el flujo de un campo 
vectorial constante a traves de cualquier superficie 
cerrada suave por tramos y orientada es cero. 
Demuestrelo ahora para el caso de (a) una caja 
rectangular y (b) una esfera. 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• (Que significan los siguientes terminosy frases? 

O Campo vectorial 
C> Campo escalar 
O Linea de campo 
O Campo conservative 
O Potencial escalar 
O Equipotencial 
O Fuente 
O Dipolo 

O Dominio conexo 

O Simplemente conexo 

o Superficie parametrica 

O Superficie orientable 

o Integral sobre la curva ede f 

O Integral sobre la curva ede la componente tangencial 
de F 

o Flujo de un campo vectorial a traves de una superficie 

• (Como son las integrales sobre curvas de un 
campo conservative en relacion con sus curvas o 
superficies equipotenciales? 

• (Como se calcula la integral sobre una curva de 
un campo escalar? 

• (Como se calcula la integral sobre una curva de 
la componente tangencial de un campo 
vectorial? 

• (Cuando es independiente la integral sobre una 
curva entre dos puntos del camino que une 
dichos puntos? 


• (Como se calcula la integral de superficie de un 
campo escalar? 

• (Como se calcula el flujo de un vector a traves 
de una superficie? 


Ejercicios de repaso 

f i 

1. Calcule - os, siendo 6 la curva 

J e y 


x = t, y = 2e\ 


z = e 




2. Sea e la parte de la curva de interseccion de las 
superficies z = x + y 2 e y = 2x que van del origen al 

punto (2, 4, 18). Calcule f 2ydx + xdy + 2 dz. 


3. Calcule xdS, siendo if la parte del cono 

J J9> 

z = Jx 2 + y 2 que esta en la region 0 < x ^ 1 - y 2 


4. Calcule JJ xyzdS en la parte del piano x +y+z=1 
que esta en el primer octante. 

5. Calcule el flujo de x 2 yi - 10xy 2 j hacia arriba a traves 
de la superficie z = xy, 0 s$ x s$ 1, 0 < y < 1. 

6 . Calcule el flujo de xi + yj + zk hacia abajo a traves 
de la parte del piano x + 2y + 3z = 6 que esta en el 
primer octante. 

7. Una cuenta de masa m se desliza por un hilo cuya 
forma es la de la curva x = a sen t, y = a cost, z = bt, 
con 0 t ^ 6n. 

(a) (Cual es el trabajo hecho por la fuerza gravitatoria 
F = — mgk sobre la cuenta durante su descenso? 

(b) (Cual es el trabajo hecho contra una resistencia de 
magnitud constante R que se opone directamente al 
movimiento de la cuenta durante su descenso? 
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8. iPara que valores de las constantes a, b y c se puede 
determinar el valor de la integral / de la componente 
tangencial de F = (axy + 3yz)i + (x 2 + 3xz + by 2 z) j + 
+ (bxy + cy 3 )k, sobre la curva que va desde (0, 1, 

-1) hasta (2, 1, 1) sin conocer exactamente dicha 
curva? iCual es el valor de la integral? 

9. Sea F = (x 2 /y)i + yj + k. 

(a) Calcule la linea de campo de F que pasa por 
(1, 1, 0) y demuestre que pasa tambien por 
(e, e, 1). 

(b) Calcule J F • c/r, siendo e la parte de la linea de 

campo del apartado (a) que va desde (1, 1, 0) hasta 
(e, e, 1). 

10. Considere los campos vectoriales 

F = (1 + x)e x+y i + (xe x+y + 2y)j - 2zk 
G = (1 + x)e x+y i + (xe x+y + 2z)j - 2yk 

(a) Demuestre que F es conservative y calcule un 
potencial del campo. 

(b) Calcule J G •c/r, con edada por 

r = (1 - t)e f i + tj + 2tk, (0 < t < 1) 
aprovechando la similitud entre F y G. 

11. Calcule un campo vectorial en el piano F (x, y) que 
cumpla las siguientes condiciones: 

(i) Las lineas de campo de F son las curvas xy = C. 
(II) |F(x, y)| = 1 si (x,y)#(0, 0). 

(ill) F(1, 1) = (i j)/V2- 

(iv) F es continuo excepto en (0, 0). 


12 . Sea if la parte de la superficie del cilindro 

y 2 + z 2 = 16 que esta en el primer octante, y entre los 

pianos x = 0 y x = 5. Calcule el flujo de 

3z 2 xi - xj - yk a traves de if alejandose del eje x. 

Problemas avanzados 

* 1 . Calcule el centroide de la superficie 

r = (2 + cosi>)(cosui + sen uj) + sen yk 
con 0 sg u < 271 y 0 v ^ n. Describa esta superficie. 

* 2 . Una superficie suave if se expresa parametricamente 
como 

r = (cos 2u)(2 + ycosu)i 

+ (sen 2u)(2 + cos u) j + csenuk 

con 0 u < 2n y -1 < v < 1. Demuestre que para 
todo campo vectorial suave F sobre if, 

F • N dS = 0 

siendo N = N(u, v ) un campo vectorial normal unitario 
sobre if que depende de forma continua de (u, v). 
iComo se explica esto? Sugerencia: Intente describir 
como es la superficie if. 

3. Vuelva a calcular la fuerza gravitatoria que ejerce una 
esfera de radio a y densidad de area a centrada en el 
origen sobre una masa puntual situada en (0, 0, b), 
integrando directamente la componente vertical de la 
fuerza debida al elemento de area dS, en vez de 
integrar el potencial como hicimos en la ultima parte 
de la Seccion 15.5. Tendra que ser bastante creativo 
para resolver la integral resultante. 





CAPl'TULO 16 

Calculo vectorial 


Los matematicos son como los franceses: siempre que les 
dices algo, lo traducen a su propio idioma, y a menudo 
resulta algo completamente diferente. 

J ohann Wolfgang von Goethe (1749-1832) 

de Maxims and Reflections, 1829 


Introduccion En este capitulo vamos a desarrollar analogfas tridimensionales al 
Teorema Fundamental del Calculo en una dimension. Estas analogfas (Teorema de 
Green, Teorema de la Divergencia de Gauss y Teorema de Stokes) son de gran im- 
portancia, tanto en teorfa como en aplicaciones. Se expresan en terminos de ciertos 
operadores diferenciales, divergencia y rotacional, que estan relacionados con el 
operador gradiente que presentamos en la Seccion 12.7. Las Secciones 16.1 y 16.2 
presentan los operadores y sus propiedades. El resto del capitulo trata de la genera- 
lizacion del Teorema Fundamental del Calculo y sus aplicaciones. 
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16.1 


Gradiente, divergencia y rotacional 


La informacion de primer orden sobre la tasa de cambio de un campo escalar tridimensional, 
f(x, y, z), esta contenida en las tres derivadas parciales primeras df/dx, df/dy y df/dz. El gra¬ 
diente, 


grad f(x, y, z) = Vf(x, y, z) 


df_. 
dx 1 


df . 

+ Jy ] + 


df_ 

dz 


k 


reune la informacion en un unico vector «derivada» de f. Vamos a desarrollar formas similares 
de representar la informacion de la tasa de cambio de campos vectoriales. 

La informacion de primer orden sobre la tasa de cambio del campo vectorial 

F(x, y, z) = F i(x, y, z)i + F 2 (x, y, z)j + F 3 (x, y, z)k 

esta contenida en nueve derivadas parciales primeras, tres para cada una de las tres componentes 
del campo vectorial F: 


dFi 

SFi 

SFi 

dx 

dy 

dz 

dF 2 

dF 2 

dF 2 

dx 

dy 

dz 

dF 3 

dF 3 

dF 3 

dx 

dy 

dz 


Resaltamos de nuevo que F lf F 2 y F 3 indican las componentes de F, no derivadas parciales. Dos 
combinaciones especiales de estas derivadas organizan esta informacion de formas particular- 
mente utiles, como el caso del gradiente para campos escalares. Son la divergencia de F (div F) 
y el rotacional de F (rot F), que se definen como sigue: 


Divergencia y rotacional 

div F = V»F 
rot F = V x F 


3Fi dF 2 dF 3 
—- + —- + —- 

dx dy dz 


fdF 1 _dF I \. fdF 1 _dF 1 \. fdF J _dF 1 \ 
\3y dz J \ dz dx / \3x dy J 

i j k 

d d d 
dx dy dz 

F i F 2 F 3 


Notese que la divergencia de un campo vectorial es un campo escalar, mientras que el rotacional 
es otro campo vectorial. Observese tambien la notacion V«F y VxF, que utilizaremos algunas 
veces en vez de div F y rot F. Esta notacion utiliza el operador diferencial vector 


V = 


.d_ .d_ 

1 dx + dy 
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que se denomina frecuentemente nabla. De la misma forma que el gradiente de un campo esca- 
lar f se puede ver como la multiplicacion escalar formal de V y f, tambien la divergencia y el 
rotacional de F se pueden ver como un producto escalar formal y un producto vectorial formal 
de V con F. AI utilizar V, el orden de I os «factores» es importante; las magnitudes sobre las que 
actua V deben aparecer a la derecha de V. Por ejemplo, V*FyF»Vno significan lo mismo; el 
primero es un campo escalar y el segundo es un operador diferencial escalar: 



F = xyi + (y 2 - z 2 )j + yzk 


Solucion Tenemos 


3 3 3 

div F = V • F = — (xy) + — (y 2 - z 2 ) + — (yz) = y + 2y + y = 4y 
3x 3y 3z 


rot F = VxF = 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

xy y 2 - z 2 yz 


d d , , 

, (yz) - - (y 2 - z 2 ) 

dy dz 


+ 


' d d 

— (xy) - — (yz) 
dz dx 


+ 


d , , d 

- (y 2 - z 2 ) - - (xy) 
dx dy 


k = 3zi - xk 


Se pueden definir tambien la divergencia y el rotacional de un campo vectorial bidimensional; si 
F(x, y) = F i(x, y) i + F 2 (x, y)j, entonces 


div F 


dF 1 dF 2 

—- + —- 

dx dy 


rot F 



Notese que el rotacional de un campo vectorial bidimensional es un vector tridimensional per¬ 
pendicular al piano del campo. Aunque div y grad estan definidas para todas las dimensiones, 
rot solo esta definido en tres dimensiones y en el piano (suponiendo que admitimos valores en 
tres dimensiones). 
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Ejemplo 2 


Calcule la divergencia y el rotacional de F = xe y i - ye x j. 
Solucion Tenemos 

0 0 

div F = V • F = — (xe y ) h— (-ye x ) = e y - e x 
8 x 8y 

(8 8 \ 

rot F = V x F = — (-ye x )-(xe y ) k 

\8x 8y ) 


= - (ye x + xe y ) k 


Interpretation de la divergencia 

El valor de la divergencia de un campo vectorial F en un punto P es, en terminos generales, una 
medida de la tasa con la que el campo «diverge» o «se extiende» desde P. Esta extension se 
puede medir mediante el flujo hacia afuera de una pequena superficie cerrada que rodea a P. Por 
ejemplo, div F (P) es el limite del flujo por unidad de volumen hacia el exterior de esferas cada 
vez mas pequenas centradas en P. 


TEOREMA^^ Divergencia como densidad de flujo 

Si N es la normal unitaria hacia el exterior sobre la esfera ff £ de radio e centrada en el pun¬ 
to P, y si F es un campo vectorial tridimensional suave, entonces 


3 


div F(P) = lim „ , ( 

e^0+ 47ir 

I F.NdS 

J ^ € 


DEMOSTRACION Sin perdida de generalidad supondremos que P esta en el origen. De- 
seamos desarrollar F = F 1 i + F 2 j + F 3 ken serie de Taylor alrededor del origen (una serie 
de M aclaurin). Como se demostro en la Seccion 12.9 en el caso de una funcion de dos va¬ 
riables, la serie de M aclaurin de una funcion escalar de tres variables toma la forma 


f(x, y, z) = f(0, 0, 0) + d ~l 
dx 


8 f 

x + — 
(o, o, o) 8y 


df 

y + 

(0,0,0) 


z + 


( 0 , 0 , 0 ) 


donde «•••» representa los terminos de grados segundo y superiores en x, y y z. Si aplica- 
mos esta formula a las componentes de F, obtenemos 


F(x, y, z) = Fo + F x0 x + F y0 y + F z0 z + 


siendo 


F 0 = 

Fxo = 

FyO = 

Fzo = 


F(0, 0, 0) 

3FI 


dx 


(0, 0,0) 


3F 


dy 

df_ 

dz 


(0, 0,0) 


(0, 0,0) 


(dFi. 

\ dx 1 


(dFj. 

\3y' 


(dFj. 

\dz' 


dF 2. 

+ lx l + 

+ ^j + 
dy 1 


dF 2. 

+ ~dz i + 



(0,0,0) 


(0,0,0) 


(0,0,0) 
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Para no confundir derivadas parciales con componentes de vectores, aquf estamos utilizando sub¬ 
indices xO, yO y zO para indicar los valores de las derivadas parciales primeras de F en (0, 0, 0). 


de nuevo, «•••» representa los terminos de grados segundo y superior en x, y y z. La normal 
unitaria sobre es N = (xi + yj + zk)/e, por lo que tenemos 

- 1 

F»N = -(F 0 »ix + F 0 «jy + F 0 *kz 

6 

+ F x0 • ix 2 + F x0 .jxy + F x0 .kxz 
+ F y0 .ixy + F y0 .jy 2 + F y0 .kyz 
+ F z0 .ixz + F z0 • jyz + F z0 • kz 2 + •••) 

Integramos cada termino dentro de los parentesis sobre Sf e . Por simetria, 


xdS = 


xydS = 


Tambien por simetria, 

rr 


x dS = 


y 2 dS = 


1 ^ 

3 


ydS = 


xzdS = 


z 2 dS 


zdS = 0 


yzdS = 0 


(x 2 + y 2 + z 2 ) dS = ^ (e 2 )(47ie 2 ) = ^ ne A 
y, 3 3 


y los terminos de grado superior tienen integrales de superficie en e 5 y potencias superio¬ 
rs. Por lo tanto, 

3 rr 

^3 (_) F «Nc(S = F x0 *i + F y0 «j + F z0 «k + £(■••) 

= V#F(0, 0, 0) + e(-) 

-»V• F(0, 0, 0) 

cuando e->0 + . Esto es lo que queriamos demostrar. 


Observacion Las esferas en el teorema anterior se pueden sustituir por la contraccion de 
otras familias de superficies suaves por tramos. Por ejemplo, si B es la superficie de una caja 
rectangular de dimensiones Ax, Ay y Az que contiene a P, entonces 


div F(P) 

1/ease el Ejercicio 12 posterior. 


Iim a ! A 

Ax, Ay, az->o AxAyAz 


F .NdS 


Observacion En dos dimensiones, el valor de div F(P) representa el limite del flujo por uni- 
dad de area hacia el exterior de pequenas superficies cerradas, que no se cruzan entre si y que 
encierran a P. 1/ease el Ejercicio 13 al final de esta seccion. 
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Volvamos ahora a la interpretacion de un campo vectorial como un campo de velocidades de 
un fluido incompresible en movimiento. Si el flujo total hacia fuera del campo de velocidades a 
traves de la superficie limite de un dominio es positivo (negativo), entonces se debe producir 
(o eliminar) fluido dentro de ese dominio. 

El campo vectorial F =xi +yj +zk del Ejemplo 2 de la Seccion 15.6 tiene una divergencia 
constante V*F = 3. En ese ejemplo demostramos que el flujo de F hacia el exterior de cierto 
cilindro con radio en la base a y altura 2 h es 6na 2 h, que es tres veces el volumen del cilindro. 
Los Ejercicios 2 y 3 de la Seccion 15.6 confirman resultados similares para el flujo de F hacia el 
exterior de otros dominios. Esto da lugar a otra interpretacion de la divergencia: div F (P) es la 
fuerza de la fuente de F por uni dad de volumen en P. Con esta interpretacion, debemos esperar, 
incluso en el caso de un campo vectorial F cuya divergencia no sea constante, que el flujo total 
de F hacia el exterior de la superficie if de un dominio D sea igual a la fuerza total de la fuente 
de F dentro de D, es decir, 


F • N dS 


V.Fdl/ 


Este es el Teorema de la Divergencia, que demostraremos en la Seccion 16.4. 


Ejemplo 3 


Verifique que el campo vectorial F = mr/|r| d , debido a una fuente de fuerza m en (0, 0, 0), 
tiene divergencia cero en todos los puntos de R 3 excepto el origen. iQue se puede esperar del flujo total de 
F hacia el exterior a traves de la superficie limite de un dominio D si el origen esta fuera de D? £Y si el 
origen esta dentro de D? 


Solucion Como 


m 


F(x, y, z) = -3 (xi + yj + zk), siendo r 2 = x 2 + y 2 + z 2 


y como dr/dx = x/r, tenemos 


8x dx \r 


dF 1 d /x\ r 3 - 3xr 2 (£) r 2 - 3x 2 
= m — -5 = m -;■-= m 


De forma similar, 


dF 2 r 2 - 3y 2 3F, r 2 - 3z 2 


dy 


= m 


y = m 


Sumando sus terminos, obtenemos V • F(x, y, z) = 0 si r > 0. 

Si el origen esta fuera del dominio D, entonces la densidad de la fuente de F en D es cero, por lo que 
puede esperarse que el flujo total de F hacia el exterior de D sea cero. Si el origen esta en el interior de D, 
entonces D contiene una fuente de fuerza m (que produce Anm unidades al cubo de fluido por unidad de 
tiempo), por lo que el flujo del exterior de D sera Anm. Vease el Ejemplo 1 de la Seccion 15.6, y tambien 
los Ejercicios 9 y 10 de esa seccion, donde se presentan ejemplos concretos. 


Distribuciones y funciones delta 

Si €(x) representa la densidad lineal (masa por unidad de longitud) de una masa distribuida en el 
ejex, entonces la masa total distribuida es 


/*oo 

€(x) dx 


m = 


— oo 
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Supongamos ahora que la unica masa en el eje es una «masa puntual» m = 1 situada en el ori- 
gen. Entonces, en todos los puntos x / 0, la densidad es €(x) = 0, pero debe cumplirse todavfa 
que 


f* co 

€(x) dx = m = 1 

J — 00 

por lo que €(0) debe ser infinito. Esto es una situacion ideal, un modelo matematico. Ninguna 
funcion real €(x) puede tener estas propiedades; si una funcion es cero en todas partes excepto en 
un unico punto, entonces cualquier integral de esa funcion sera cero (ipor que?). Ademas, ningu¬ 
na masa real puede ocupar un unico punto. No obstante, es muy util modelar masas reales y ais- 
ladas como masas puntuales y para modelar sus densidades se utilizan funciones generalizadas 
(tambien denominadas distribuciones). 

Podemos ver la densidad de una masa puntual de valor 1 situada en x = 0 como el limite de 
densidades mayores concentradas en intervalos cada vez mas pequenos. Por ejemplo, si 


d n (x) 


fn/2 si |x| sc 1/n 
[0 si |x| > 1/n 


(vease la Figura 16.1), entonces, para cualquier funcion suave f(x) definida en IR, tenemos que 


'•00 

d n (x)f(x) dx 

— 00 


n 

2 


-1/n 

-1/n 


f (x) dx 


Area 1 - 


n/2 


y = d n (x) 


Figura 16.1 La funcion cf„(x) converge a <5(x) cuando n -» oo. 


Sustituyendo f(x) en la integral de la derecha por su desarrollo en serie de M aclaurin: 

f( o) f"(0) 

f(x) = f(0) + x H—^ x 2 + ••• 


Como 


1/n x ^ x - fi/dk + l)n k+1 ) si k es par 

-1/n 


si k es impar 


podemos tomar el limite cuando n -> oo y obtener 

d n (x) f (x) dx = f (0) 


lim 

n-> oo 


— 00 
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DEFIIMICIOIM 1 


La distribucion de Dirac <5(x) (tambien denominada funcion delta de Dirac, aunque no 

es realmente una funcion) es el « 
mediante la condicion 

Iimite» de la secuencia d n (x) cuando n -> oo. Se define 


*00 

8(x)f(x)dx = f (0) 

— 00 

para toda funcion suave f(x). 



Un cambio formal de variable permite demostrar que la fund on delta tambien cumple 

*00 

8(x - t)f(t)dt = f(x) 

J — oo 


Ejemplo 4 


E n vista del hecho de que F(r) = mr/|r| 3 cumple div F(x, y, z) = 0 para (x, y, z)#(0, 0, 0), 
pero produce un flujo de 4nm hacia el exterior de cualquier esfera centrada en el origen, podemos ver 
div F(x, y, z) como una distribucion 

div F(x, y, z) = 4nmS(x)S(y)S(z) 

En particular, integrando esta distribucion con f(x, y, z) = 1 en R 3 , tenemos 


div F (x, y, z)dV = 4nm 


S(x) dx 


8(y) dy 


<5(z) dz 


= 4nm 


La integral se puede realizar igualmente sobre cualquier dominio de R 3 que contenga al origen en su inte¬ 
rior, y el resultado sera el mismo. Si el origen esta fuera del dominio, el resultado sera cero. Volveremos 
sobre esta situacion tras considerar el Teorema de la Divergencia en la Seccion 16.4. 


Un estudio formal sobre distribuciones esta fuera del alcance de este libro; puede encontrarse en 
libros mas avanzados sobre ecuaciones diferenciales o matematicas para ingenieria. 


Interpretation del rotacional 

En terminos generales, rot F(P) mide la cantidad en la que el campo vectorial F «gira» al rede- 
dor de P. 


Ejemplo 5 


Considere el campo de velocidades 


v = -fiyi + Qxj 


de un solido en rotacion alrededor del eje z con velocidad angular Q, es decir, con vector velocidad angular 
Q = Dk (vease la Figura 15.2 en la Seccion 15.1). Calcule la circulacion de este campo sobre una circunfe- 
rencia e € en el piano xy, centrada en un punto (x 0 , y 0 ), de radio e, en sentido contrario al de las agujas del 
reloj. iCual es la relacion entre la circulacion y el rotacional de v? 


Solucion La parametrizacion de la circunferencia indicada es 


r = (x 0 + ecosffi + (y 0 + esent)j, (0 ^ t ^ 2n) 
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y la circulacion de v sobre ella es 

^2 n 


v«dr = 


-£2(y 0 + esent)(-esent) + D(x 0 + ecost)(ecost))dt 


(De(y 0 sen t + x 0 cos t) + De 2 ) dt 


= 2Q.ne 2 


Como 

/ 8 8 \ 

rot v = Vxv = — (Dx)--Dy) k = 2Dk = 2D 

\8x 8y J 

la circulacion es el producto de (rot v) • k y el area encerrada por (%. Notese que esta circulacion es cons¬ 
tants para circunferencias de radio fijo; no depende de la posicion de su centra. 


Los calculos del ejemplo anterior sugieren que el rotacional de un campo vectorial es una medi- 
da de la circulacion por unidad de area en pianos normales a dicho rotacional. El Teorema 2 
posterior establece una version mas precisa de esta conjetura. No demostraremos este teorema 
ahora, porque la demostracion en este momenta seria muy complicada (vease, sin embargo, el 
Ejercicio 14, donde se presenta un caso especial). Una demostracion mas sencilla se basa en el 
Teorema de Stokes; vease el Ejercicio 13 de la Seccion 16.5. 


TEOREMAEl rotacional como densidad de circulacion 

Si F es un campo vectorial suave y e £ es una circunferencia de radio e centrada en el punto 
P , que limita a un disco 5T ( , con normal unitaria N y orientacion heredada de e e (vease la 
Figura 16.2), entonces 


lim 

e—>0 + 


1 


716 


r 

o F*dr 

* 


N .rot F (P) 





Figura 16.2 


El Ejemplo 5 sugiere tambien la siguiente definicion de velocidad angular local de un fluido en 
movimiento: 


La velocidad angular local de un punto P en un fluido en movimiento con un campo de 
velocidades v(P) esta dada por 

Q(P) =^rotv(P) 


El Teorema 2 indica que la velocidad angular local Q(P) es aquel vector cuya componente en la 
direccion de cualquier vector unitario N es la mitad de la circulacion limite por unidad de area 
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alrededor de las circunferencias frontera (orientadas) de pequenos discos circulares centrados en 
P y con normal N. 

No todos los campos vectoriales con rotacional distinto de cero parecen circular. El campo 
de velocidades del cuerpo rigido en rotacion considerado en el Ejemplo 5 parece circular alrede¬ 
dor del eje de rotacion, pero la circulacion sobre una circunferencia situada en un piano perpen¬ 
dicular a ese eje sera independiente de la posicion de dicha circunferencia, y dependera solo de 
su area. Ni siquiera es necesario que la circunferencia contenga al eje de rotacion. El ejemplo 
que sigue considera un campo de velocidades de un fluido cuyas lineas de corriente son rectas, 
pero cuyo rotacional es distinto de cero y constante, y tiene, por tanto, velocidad angular local 
constante. 


Ejemplo 6 


Considere el campo de velocidades v = xj de un fluido en movimiento en el piano xy. 
Evidentemente, las particulas del fluido se mueven siguiendo lineas paralelas al eje y. Sin embargo, 
rot v(x, y) = k y £2(x, y) = jk. Una pequena «rueda con palas» de radio e (vease la Figura 16.3), situada 
con su centra en la posicion (x, y) del fluido, sera desplazada por dicho fluido con velocidad xj, pero tam- 
bien girara con velocidad angular £2(x, y) = \k, independientemente de su posicion. Esta velocidad angular 
es debida al hecho de que la velocidad del fluido en el lado derecho de la rueda es superior a la del lado 
izquierdo. 



Figura 16.3 La rueda de palas no solo es desplazada 
por el flujo, slno que tambien gira. 


Ejercicios 16.2 


En los Ejercicios 1-11, calcule div F y rot F para los 


campos vectoriales dados. 

1. F = xi + yj 
3. F = yi + zj + xk 
5. F = xi + xk 


2. F = yi + xj 

4. F = yzi + xzj + xyk 
6. F = xy 2 i - yz 2 j + zx 2 k 


7. F = f(x)i + g(y)j + h(z) k 8. F = f(z)i - f(z)j 

9. F(r, 0) = ri + senflj, siendo ( r, 0) las coordenadas 
polares en el piano. 

10. F = r = cosfli + sen0j 

11. F = 0 = sen 9\ + cos 0j 
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*12. Sea F un campo vectorial tridimensional suave. Si 
B a b c es la superficie de la caja -a ^ x ^ a, 

-lb < y ^ b, -c ^ z c, con normal hacia el 
exterior N, demuestre que 


1 

a,b,c->0+ 8 abc 



F • N dS = V• F(0, 0, 0) 


*13. Sea F un campo vectorial bidimensional suave. Si (Z £ 
es una circunferencia de radio ecentrada en el origen, 
y N es la normal unitaria hacia el exterior de e e , 
demuestre que 


lim —— 2 I F • N ds = div F(0, 0) 

e-> 0 + ne 


*14. Demuestre el Teorema 2 en el caso especial de que 
sea la circunferencia en el piano xy cuya 
parametrizacion es x = ecosd, y = esen 6 , 

(0^0^ 2n). En este caso N = k. Sugerencia: 
desarrolle F(x, y, z) mediante un desarrollo en serie de 
Taylor vectorial alrededor del origen, como en la 
demostracion del Teorema 1, y calcule la circulacion 
sobre C e de los terminos individuales. 


16.2 


Algunas identidades con el gradiente, la divergencia y el rotacional 

Existen numerosas identidades con las funciones 

df 3f df 

grad f (x, y, z) = V f (x, y- z ) = ^ i + ^j+^ k 

dF 1 dF 2 dF 3 

div F x, y, z = V*F x, y, z = —— + —— + — 

dx dy dz 


rot F (x, y, z) = V x F (x, y, z) = 


i j k 

AAA 

dx dy dz 
F i F 2 F 3 


y el operador Laplaciana, V 2 = V*V, definido para un campo escalar 0como 

7 d 2 (f) d 2 4 > d 2 (f) 

V 2 0 = V.V0 = div grad = + ^ + 


dx dy 2 


y para un campo vectorial F = FJ + F 2 j + F 3 k como 

V 2 F = (V 2 F!)i + (V 2 F 2 ) j + (V 2 F 3 )k 

El operador Laplaciana, V 2 = [d 2 /dx 2 ) + (d 2 /dy 2 ) + ( d 2 /d z 2 ), se indica como A en algunos textos. 
Recuerdese que una funcion 0 se denomina armonica en un dominio D si V 2 0 = 0 en dicho 
dominio D (vease la Seccion 12.4). 

Reuniremos las identidades mas importantes en el teorema que sigue. La mayoria de el I as 
son diversas formas de la Regia del Producto. Demostraremos algunas para ilustrar las tecnicas 
que se utilizan (la mayoria de las veces calculo directo) y dejaremos el resto como ejercicios. 
Notese que en dos de las identidades intervienen magnitudes como (G *V)F; esto representa el 
vector que se obtiene aplicando el operador diferencial escalar G • V al campo vectorial F: 

5F 5F 5F 

(G • V)F — G i — — h G 2 — —F G 3 — 
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TEOREMA^j^ Identidades diferenciales vectoriales 

Sean p y p campos escalares, y F y G campos vectoriales, y supongamos que todos son 
suficientemente suaves, de forma que todas las derivadas parciales en las identidades son 
continuas. Entonces, se cumple lo siguiente: 


(a) 

v(W) = 

(pV ip + ipWcp 


(b) 

V • (</>F) = 

= (V</>). F + </>(V.F) 


(0 

V x(0F ) 3 

= (V0) xF + 0(VxF) 


(d) 

V• (F XG 

) = (VxF).G - F .(VxG) 


(e) 

Vx(F xG 

) = (V.G)F + (G .V)F - (V.F)G - (F 

• V)G 

(f) 

V(F »G) 3 

= F x(VxG) + G x(VxF) + (F *V)G + 1 

(G • V)F 

(g) 

V.(VXF 

) = 0 (div rot = 0) 


(h) 

VX(V0) 3 

= 0 (rot grad = 0) 


(i) 

V X (V X F 

) = V(V.F) - V 2 F 



(rot rot = grad div - Laplaciana) 


Las identidades (a)-(f) son versiones de la Regia del Producto y son identidades de primer 
orden en las que solo interviene una aplicacion de V. Las identidades (g)-(i) son identida¬ 
des de segundo orden. Las identidades (g) y (h) son equivalentes a la igualdad de las deri¬ 
vadas parciales mixtas y son especialmente importantes en la comprension de div y rot. 


DEMOSTRACION Demostraremos solo las identidades (c), (e) y (g). Las demostracio- 
nes restantes son si mi I ares a estas. 


(c) La primera componente (componente i) de Vx(0F) es 


a 

dy 


(#3) 




dtp 

dz 


F 2 + p 


SFj 

dy 




dF 2 

dz 


Los dos primeros terminos de la derecha forman la primera componente de (V0) xF, y 
los dos ultimos terminos forman la primera componente de </>(VxF). Por tanto, las pri- 
meras componentes de los dos miembros de identidad (c) son iguales. La igualdad de 
los otros componentes se deduce de forma similar. 

(e) De nuevo, es suficiente demostrar que las primeras componentes de los vectores de am- 
bos miembros de la identidad son iguales. Para calcular la primera componente de 
Vx(F xG), necesitamos las componentes segunda y tercera de F xG, que son 


(F xG ) 2 = F 3 Gj — F]G 3 y (F xG ) 3 = F 3 G 2 — F 2 Gi 


La primera componente de Vx(F xG) es, por tanto, 


d_ 

dy 


(F iG 2 


F 2 Ci) dz (F 3 G 1 


FiG 3 ) 


dF 1 dG 2 dF 2 5G! 

-t l g 2 + f 1 — 1 -— 1 g 1 -f 2 — 1 

dy dy dy dy 


dG x dF x 

~ f3 ir + ir G3+Fi 


dG 3 

dz 


dFj 

dz 


G 1 
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Las primeras componentes de los cuatro terminos del miembro derecho de la igualdad 
(e) son 


((V.G)Fh 


361 _ 362 36 3 

i —b F i ——I- F 1 —- 
dx dy 3z 


((G • V)F)j 





G 3 


-((V.F)Gh = 




dFj 

dz 


G i 


-((F.V)Gh 


_ 3Gi _ 3Gi 36! 
1 3x 2 3y 3 3z 


Cuando sumamos todos los terminos de esas cuatro expresiones, algunos se cancelan y 
quedan los mismos terminos en la primera componente de Vx(F xG). 

(g) Este es un calculo directo en el que interviene la igualdad de las derivadas parciales 
mixtas: 


V.(VxF) 


3 / 3 F 3 _ 3FjA 3 /3Fi _ 3FA 
dx \ 3y dz J dy \ dz dx ) 


+ l (SFi-SFA 
dz \ dx dy J 

d^F 1 _d^F 1 c^F 1 _^F 1 d 2 F 2 d 2 F 1 

dxdy dxdz dydz dydx dzdx dzdy 


= 0 




Observacion Las identidades del producto triple de vectores se presentaron previamente en 
los Ejercicios 18 y 23 de la Seccion 10.3: 

a.(bxc) = b.(cxa) = c.(axb) 

ax(bxc) = (a*c)b - (a*b)c 

Aunque se trata de identidades utiles, no se pueden utilizar para proporcionar demostraciones 
mas simples de las identidades del Teorema 3 sustituyendo alguno de los vectores por V (ipor 
que?). 


Potencial escalary potencial vector 

Se utilizan dos terminos especiales para describir campos vectoriales en los que 0 bien la diver¬ 
gence 0 bien el rotacional son nulos. 


DEFINICION 2 Campos vectoriales solenoidales e irrotacionales 

Un campo vectorial F se denomina solenoidal en un dominio D si div F = 0 en dicho do- 
minio. 

Un campo vectorial F se denomina irrotacional en un dominio D si rot F = 0 en dicho 
dominio. 
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El apartado (h) del Teorema 3 dice que F = grad 0 => rot F = 0. Por tanto, 

Todo campo vectorial conservative es irrotacional 

El apartado (g) del Teorema 3 dice que F = rot G => div F = 0. Por tanto, 


EI rotacional de todo campo vectorial es solenoidal 


Las afirmaciones contrarias de las anteriores son verdaderas si el dominio de F cumple ciertas 
condiciones. 

TEOREMA Si F es un campo vectorial irrotacional y suave en un dominio simplemente conexo D, en¬ 
hances F = V0 para alguna funcion potencial escalar definida en D, por lo que F es conser¬ 
vative. 

Si F es un campo vectorial solenoidal y suave en un dominio D, con la propiedad de que 
toda superficie cerrada en dicho dominio contiene a un dominio contenido a su vez en D, 
entonces F = rotG para algun campo vectorial G definido en D. Dicho campo vectorial G 
se denomina potencial vector del campo vectorial F. 

^• 

En este momenta no podemos demostrar estos resultados de forma completamente general. Sin 
embargo, ambos teoremas tienen demostraciones simples en el caso especial de que el dominio 
D sea de tipo estrella. Un dominio tipo estrella es aquel en el que existe un punto P 0 tal que el 
segmento que va desde P 0 hasta cualquier punto P de dicho dominio esta contenido completa¬ 
mente en D (vease la Figura 16.4). Ambas demostraciones son constructivas en el sentido de que 
indican como calcular un potencial. 


TEOREMA Q 



Figura 16.4 El segmento que va desde P 0 a todo punto de D esta contenido en D. 


Demostracion del Teorema 4 para dominios tipo estrella Sin perdida de generalidad, 
podemos suponer que P 0 es el origen. Si F = (x, y, z) es cualquier punto del dominio D, enton¬ 
ces el segmento recto 

r(t) = txi + tyj + tzk, (0 ^ t < 1) 


desde P 0 hasta P esta en D. Definamos la funcion 0 en el dominio D como 


r 1 


</>U, y, z) = 


dr 


F(r(t)).-dt 
0 “1 


f (xF !(£, rj, 0 + yF 2 (£, \], 0 + zF 3 (£, n, 0) dt 


o 
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con £ = tx, rj = ty y £ = tz. Calculemos d(p/dx utilizando el hecho de que rot F = 0, para susti- 
tuir (dm F 2 tf, r,, 0 por (d/d^F^, , h 0 y (d/dWid 0 por (d/dQFtf, 0: 


d(f) 

dx 


i' 1 ( , , 5Fj dF 2 SF 3 

[Fi(l tj, 0 + tx — + ty — + tz —f eft 

o \ 1 

rl / , 3Fj 5Fj 5FA , 

Fi(6 n, 0 + tx — + ty — + tz — )dt 




drj 


3C 


r 1 d 

-rAtF.d f|, 0)dt 
n at 


(tFrftx, ty, tz)) 


F i(x, y, z) 


De forma similar, 30/3y = F 2 y d<p/dz = F 3 . Por tanto, V</> = F. 




Los detalles de la demostracion del Teorema 5 para dominios tipo estrella son similares a los del 
Teorema 4, y dejaremos la demostracion para el Ejercicio 18 posterior. 

Notese que los potenciales vector, cuando existen, no son en absoluto unicos. Como rot 
grad 0 es identicamente nulo (Teorema 3(h)), se puede sumar a G cualquier campo conservati¬ 
ve arbitrario sin cambiar el valor de rot G. El ejemplo siguiente ilustra la libertad que tenemos 
para hacer hipotesis simplificadoras al calcular un potencial vector. 


Ejemplo 1 


en U 3 v calcule 


Demuestre que el campo vectorial F = 

_ i- _i j j: -i 


(x 2 + vz)i 


2 y(x + z)j + (xy + z 2 )k es solenoidal 


Solucion Como div F = 2x - 2(x + z) + 2z = 0 en IR 3 , F es solenoidal. Un potencial vector G para F 
debe cumplir rot G = F, es decir, 


8G 3 

dy 



+ yz 


dGi 8G 3 
8 z dx 


- 2 xy - 2 yz 


8G 2 

dx 


dG i 
dy 


= xy + z 2 


Las tres componentes de G tienen nueve derivadas parciales primeras independientes, por lo que hay nueve 
«grados de libertad» en su determinacion. Las tres ecuaciones anteriores usan tres de esos nueve grados de 
libertad. Esto deja seis. Intentaremos calcular una solucion G en la que G 2 = 0. Esto significa que las tres 
derivadas parciales primeras deG 2 son cero, por lo que hemos utilizado otros tres grados de libertad al rea- 
lizar esta hipotesis. Nos quedan tres. La primera ecuacion implica ahora que 

G 3 = j* (x 2 + yz) dy = x 2 y + t y 2 z + M (x, z) 

Como estamos integrando con respecto a y, la constante de integracion puede depender todavia de x y z. 
Realizaremos una segunda hipotesis simplificadora: queM(x, z) = 0. Esto utiliza dos grados mas de liber¬ 
tad, dejando uno. De la segunda ecuacion tenemos 

dG 3 dG 3 

— =- 2 xy - 2 yz = 2 xy - 2 xy - 2 yz = - 2 yz 

dz dx 
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por lo que 


G i = -2 yzcfz = -yz 2 + N(x, y) 


No podemos suponer que N(x, y) = 0, porque eso requeriria dos grados de libertad y solamente tenemos 
uno. Sin embargo, la tercera ecuacion implica que 


xy 


2 2 
z = —— = z 


dy 


8 N 

8 y 


A si, (8/dy)N(x, y) = -xy; observese que los terminos en los que interviene z se cancelan. Esto sucede por¬ 
que div F = 0. Si F no hubiera sido solenoidal, no podriamos haber determinado N como funcion de x ey a 
partir solo de la ecuacion anterior, Sin embargo, como lo es, tenemos que 

N(x, y) = - f xydy = - ^ xy 2 + P(x) 


Podemos utilizar nuestro ultimo grado de libertad para escoger P(x) identicamente nula y obtener, por tanto, 


G 





k 


como el potencial vector de F pedido, Podemos comprobar que rot G = F, Por supuesto, otras hipotesis 
simplificadoras pueden conducir a funciones G muy diferentes, que serian igualmente correctas, 


Calculos con Maple 

El paquete VectorCalculus de M aple define rutinas para crear un campo vectorial, y para calcu- 
lar el gradiente de un campo escalar y las divergencias y el rotacional de un campo vectorial. 
Tambien calcula la Laplaciana de un campo escalar o vectorial, y permite utilizar el operador 
«del» (grad) en productos escalares y vectoriales. Algunas de estas funcionalidades estan restrin- 
gidas a campos vectoriales tridimensionales. Empecemos por cargar el paquete y declarar el tipo 
de sistema de coordenadas que utilizaremos, y los nombres de las coordenadas: 

> w t h( Vector Cal cul us) : 

> SetCoordi nates( 1 cartesi an 1 [ x, y, z]) ; 

cartesian xyz 

Al establecer las coordenadas al principio no tendremos que hacerlo cada vez que llamemos a 
uno de los procedimientos para manejar campos vectoriales, como el procedimiento Gradi ent, 
que se ilustra al final de la Seccion 12.7, Para calcular el gradiente de una expresion escalar en 
las variables x, y y z, basta con introducir 

> f : =x~2 +x*y- z'3; G : = Gr adi ent ( f ) ; 

f: = x 2 + xy - z 3 
G := (2x + y)e x + xe y - 3z 2 e z 

Maple muestra que el resultado G es un campo vectorial en vez de simplemente un vector, po- 
niendo barras sobre los vectores de la base. Maple trata los campos vectoriales y los vectores 
como tipos de objetos diferentes; por ejemplo, se pueden sumar dos campos vectoriales o dos 
vectores, pero no se puede sumar un vector a un campo vectorial. Un campo vectorial es una 
funcion de una variable vectorial que toma valores vectoriales. Para calcular el valor de un cam¬ 
po vectorial en un vector particular, se utiliza el procedimiento eval VF: 

> eval VF( G, <L, 1, 1>) ; 

3e x + e y - 3e z 
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Se puede definir un campo vectorial F mediante el procedimiento VectorFi el d: 

> F : =VectorFi el d( <x*y, 2 *y*z, 3*x*z>) ; 

F : = xye x + 2yze y + 3xze z 

Despues podemos calcular la divergencia o el rotacional de F utilizando los procedi mi entos 
D vergence o Curl , o bien mediante productos escalares o vectoriales con el operador Del : 

> Dvergence(F) ; Del . F; 

y + 2z + 3x 
y + 2z + 3x 

> Curl (F) ; Del &x F; 

- 2 ye x - 3ze y - xe z 

- 2 ye x - 3ze y - xe z 

Podemos verificar las identidades del Teorema 3 utilizando campos vectoriales y escalares 
arbitrarios: 

> H : = Vect or Fi el d( <u( x, y, z), v( x, y, z), v\< x, y, z)>) ; 

H : = u(x, y, z)e x + v(x, y, z)e y + w(x, y, z)e z 

> D vergence( Curl ( FI)) ; Curl ( Gradi ent( u( x, y, z)) ; 

0 

0e x 

0e x es la forma de indicar en VectorCalcuius el campo vectorial cero. 

> Cur I ( Cur I ( FI)) - Gradi ent( D vergence( FI)) + Lapl aci an( FI) ; 


0e x 

VectorCal cuius tiene tambien procedi mi entos para calcular el potencial escalar de un campo 
vectorial irrotacional y el potencial vector de un campo vectorial solenoidal: 

> Seal ar Potent i al (VectorFi el d( <x, y, z>)) ; 


> Vect or Pot ent i al (VectorFi el d( <x~2, -x*y, -x*z>)) ; 

- xyze x - x 2 ze y 

Ningun procedimiento generara ninguna salida si no se le introduce un campo vectorial que 
cumpla la condicion apropiada (irrotacional o solenoidal). 

Finalmente, notese que VectorCal cuius trabaja muy bien con sistemas de coordenadas dife- 
rentes de 1 cartesi an' [x, y, z]. Por ejemplo, 


> SetCoordi nates( 1 cyl i ndri cal ' [r, theta, z]) ; 

cylindrical rgz 

> Lapl aci an( u( r, theta, z)) ; 

d 2 


— u(r, 0, z)) + r ^ u(r, 9, z) ) + 


2 ^ -^"(r.O.z) /a2 


, 3 

+ r (^2 e ’ z ) 


r 
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cuya expresion no es tan simple como nos gustaria, pero es correcta. De forma similar, podemos 
utilizar ios sistemas de coordenadas 1 spheri cal 1 [rho, phi, theta] en el espacio tridimen¬ 
sional y tambien 1 pol ar 1 [r, theta] en el piano. 


Ejercicios 16.2 


1. Demuestre el apartado (a) del Teorema 3. 

2. Demuestre el apartado (b) del Teorema 3. 

3. Demuestre el apartado (d) del Teorema 3. 

4. Demuestre el apartado (f) del Teorema 3. 

5. Demuestre el apartado (h) del Teorema 3. 

6 . Demuestre el apartado (i) del Teorema 3. 

* 7. Sabiendo que las lineas de campo del campo vectorial 
F(x, y, z) son rectas paralelas, ise puede concluir algo 
respecto a div F y rot F? 

8. Sea r = xi + yj + zk y sea c un vector constante. 

D emuestre que V • (c x r) = 0, V x (c x r) = 2c y 
V(c • r) = c. 

9. Sea r = xi + yj + zk y sea r = |r|. Si f es una 
funcion diferenciable de una variable, demuestre que 

V • (f (r) r) = rf'(r) + 3 f(r) 

Calcule f(r) si f(r)r es solenoidal para r / 0. 

10. Si el campo vectorial suave F es irrotacional y 
solenoidal en R 3 , demuestre que sus tres componentes 
y su potencial escalar son funciones armonicas en R 3 . 

11. Si r = xi + yj + zk y F es suave, demuestre que 

Vx(F xr) = F - (V• F)r + V(F .r) - rx(VxF) 
En particular, si V«F = 0 y V xF =0, entonces 
Vx(F xr) = F + V(F • r) 

12. Si 0y i/y son funciones armonicas, demuestre que 
</>V^ - i l/V<t> es solenoidal. 

13. Si (f> y ^ son campos escalares suaves, demuestre que 

V x(0Vi I/) = - V x(i pWc/)) = V</>xVi p 


14. Verifique la identidad 

V• ( f(Vg xvh)) = Vf • (Vgxvh) 
para campos escalares suaves f, g y h. 

15. Si Ios campos vectoriales F y G son suaves y 
conservatives, demuestre que F xG es solenoidal. 
Calcule un potencial vector de F xG. 

16. Calcule un potencial vector de F = -yi +xj. 

17. Demuestre que F = xe 2z i + ye 2z j - e 2z k es un campo 
vectorial solenoidal, y calcule un potencial vector del 
mismo. 

*18. Suponga que div F = 0 en un dominio D en el que 
todo punto P perteneciente al mismo se puede unir al 
origen con un segmento recto incluido completamente 
en D . Sea r = txi + tyj + tzk, (0 ^ t ^ 1), una 
parametrizacion del segmento desde el origen a 
(x, y, z) en D. Si 

f 1 dr 

G (x, y, z) = tF(r(t))x-dt 

demuestre que rot G = F en D. Sugerencia : Es 
suficiente comprobar las primeras componentes de rot 
G y F. Proceda de forma similar a la demostracion 
del T eorema 4. 

19. Utilice el paquete VectorCalculus de M aple para El 
verificar las identidades (a)-(f) del Teorema 3. 
Sugerencia: En las expresiones de la forma (F »V)G 
habra que utilizar 

> F[ 1] *di f f ( G, x) +F[ 2] *di f f ( G, y) 

> +F[ 3] *di ff (G, z) 

porque Del no se puede aplicar a un campo vectorial 
excepto via un producto escalar o vectorial. 


El Teorema de Green en el piano 

El Teorema Fundamental del Calculo, 



f(x) dx = f(b) 


f(a) 


expresa la integral, tomada sobre el intervalo [a, b], de la derivada de una funcion de una varia¬ 
ble, f, como una suma de Ios valores de esa funcion en la frontera orientada del intervalo [a, b], 
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es decir, en los dos extremos a y b, donde el primero proporciona una contribucion negativa y el 
segundo una positiva. La integral sobre una curva ede un campo vectorial conservative desdeA 
hasta B, 

f V</».dr = 4(B) - 4(A) 


tiene una interpretacion similar; V0 es una derivada, y la curva e, aunque esta en un espacio bi- 
dimensional o tridimensional, es intrinsecamente un objeto unidimensional, y los puntos A y B 
constituyen su frontera. 

El Teorema de Green es una version bidimensional del Teorema Fundamental del Calculo. 
Expresa la integral doble de una cierta clase derivada de un campo vectorial bidimensional 
F(x, y), concretamente, la componente k de rot F, sobre una region R del piano xy como una 
integral (es decir, una «suma») sobre una curva eque es la frontera orientada de R, de la compo¬ 
nente tangencial de F: 


f f rot F • k dA 




R 


r 

o F .dr 

Je 


o, de forma mas explfcita, 


' (SR 2 SF, 

M~m ]dxdy = ^ 


Fi(x, y)dx + F 2 (x, y)dy 


Para que esta formula se cumpla, e debe ser la frontera orientada de R considerada como una 
superficie con una ori entaci on proporcionada por N = k. A si, fiesta orientada con R a su izquier- 
da cuando nos movemos por fi en la direccion de su ori entaci on. Diremos en este caso que la 
curva esta orientada positivamente con respecto a R. En particular, si fi es una curva simple ce- 
rrada que limita a R, entonces fi esta orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj. Por 
supuesto, R puede tener huecos, y las fronteras de los huecos estaran orientadas en el sentido de 
las agujas del reloj. En cualquier caso, la tangente unitaria f y la normal exterior unitaria N (que 
apunta hacia el exterior de R) sobre fi cumplen N = T xk. 1/ease la Figura 16.5. 



Figura 16.5 Un dominio en el piano con frontera orientada positivamente. 


TEOREMATeorema de Green 

Sea R una region cerrada y regular en el piano xy cuya frontera, fi, esta formada por una o 
mas curvas cerradas, suaves por tramos, y que no se cortan a si mismas, positivamente 
orientadas con respecto a R. Si F = F^x, y)i + F 2 (x, y)j es un campo vectorial suave en R, 
entonces 


r 

o F^x, y)dx + F 2 (x, y)dy 

«. ^ 


rr 




dA 
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DEMOSTRACION Recuerdese que una region regular se puede dividir en subregiones 
no solapadas que son simples en x y simples en y (vease la Seccion 14.2). Cuando dos de 
esas regiones comparten una curva frontera comun, inducen orientaciones opuestas sobre 
dicha curva, por lo que la suma de las integrales sobre las fronteras de las subregiones es 
simplemente la integral sobre la frontera de la region completa ( vease la Figura 16.6). Las 
integrales dobles sobre las subregiones tambien se suman para dar la integral doble sobre la 
region completa. Por tanto, es suficiente demostrar que la formula se cumple para una re¬ 
gion R que sea simple en x y simple en y. 

Como R es simple en y, esta especificada por inecuaciones de la forma a ^x^b, 
fix) < g(x), con la frontera inferior y = f(x) orientada de izquierda a derecha y la 
frontera superior y = g(x) orientada de derecha a izquierda (vease la Figura 16.7). Entonces, 


8Fi 

dy 


dxdy = 



r-g(x) dF 

a dy 

t(x) dy 


-b 

(~Fi(x, g(x)) +F 1 (x, f(x)))dx 

J a 



Figura 16.6 El Teorema de Green se cumple para 
la union de R x y R 2 si se cumple para cada una de esas 
regiones. 



Por otra parte, como dx = 0 en los lados verticales de R, y la frontera superior se recorre 
desde b hasta a, tenemos 


r b 


rr 


9 F !(x, y) dx = (F i(x, f (x)) - F X (x, g(x))) dx = 


dFi 

dy 


dxdy 


rr 


8F - 


De forma similar, como R es simple en x, o F 2 dy = — dxdy, por lo que 

Je JJr dx 


<p F j(x, y)dx + F 2 (x, y) dy = 


r \ dx dy 


Ejemplo 1 


(Area encerrada por una curva cerrada simple) Para los tres campos vectoriales 


F =xj, 


1 

F = -yi y F = - {—yi + xj) 
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se cumple que (8F 2 /8x) - (dF Jdy) = 1. Si ees una curva cerrada simple, suave por tramos y orientada po- 
sitivamente que delimita una region R del piano, entonces, por el Teorema de Green, 




xdy - ydx = 


1 dA = area de R 


Calcule / = <b (x - y 3 )dx + (y 3 + x 3 )dy, siendo e la frontera orientada positivamente del 


Ejemplo 2 


cuarto de disco Q : 0 < x 2 + y 2 < a 2 , x ^ 0, y > 0. 

Solucion U ti I izaremos el Teorema de Green para calcular/: 


/ = 


d 0 

— (y 3 + x 3 ) - — (x - y 3 ) jdA 

8 x 8y 1 


= 3 


(x 2 + y 2 ) dA =3 


n/2 


d6 


r 3 dr = - na 4 

0 O 


Ejemplo 3 


Sea e una curva cerrada simple, orientada positivamente en el piano xy, que delimita una 
region R y que no pasa por el origen. Demuestre que 


-ydx + xdy 


0 si el origen esta en R 

2n si el origen esta fuera de R 


Solucion Primero, si (x, y) # (0, 0), entonces, por calculo directo, 


8 x (x 2 + y 2 ) 8 y (x 2 + y 2 ) ° 


Si el origen no esta en R, entonces el Teorema de Green implica que 


-ydx + xdy 
x 2 + y 2 


_8x \x 2 + yy 


8 

8 y 


\x 2 + y 



dxdy = 0 


Supongamos ahora que el origen esta en R. Como se supone que la curva eno pasa por el origen, este debe 
ser un punto interior de R. El interior de R es abierto, por lo que existe un e> 0 tal que la circunferencia 
e e , de radio e y centrada en el origen, esta en el interior de R. Sea e E una circunferencia orientada negati- 
vamente (en el sentido de las agujas del reloj). Por calculo directo (vease el Ejercicio 22(a) de la Sec- 
cion 15.4), se demuestra facilmente que 


-ydx + xdy 
x 2 + y 2 


= -2 7 


Cy e e forman en conjunto la frontera orientada positivamente de una region R 1 que excluye al origen (vease 
la Figura 16.8). Por tanto, por el Teorema de Green, 


-ydx + xdy 

e x 2 +y 2 


+ 


-ydx + xdy 
x 2 + y 2 


= 0 


de donde se deduce el resultado deseado: 


-ydx + xdy 
x 2 + y 2 


-ydx + xdy 


= - (—2n) = 2 n 
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El Teorema de la Divergencia en dos dimensiones 

El siguiente teorema es una formulacion alternativa del Teorema Fundamental del Calculo. En 
este caso expresaremos la integral doble de div F (una derivada de F) sobre R como una integral 
simple de la componente normal hacia el exterior de F sobre la frontera ede R. 

TEOREMAEl Teorema de la Divergencia en el piano 

Sea R una region regular y cerrada en el piano xy, cuya frontera eesta formada por una o 
mas curvas cerradas, que no se cortan a si mismas y suaves por tramos. Sea N la normal 
unitaria hacia fuera (desde R) sobre d Si F = F^x, y)i + F 2 (x, y)j es un campo vectorial 
suave en R, entonces 



DEMOSTRACION Como se comento en el segundo parrafo de esta seccion, N = f xk, 
donde T es el campo tangente unitario en la direccion positiva de e Si f = TJ + T 2 j, en¬ 
tonces N = T 2 i - TJ (vease la Figura 16.9). Sea^ahora el campo vectorial cuyas compo- 
nentes son Gj. = -F 2 yG 2 = F 1 . Entonces G *f = F *N y, por el Teorema de Green, 
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Ejercicios 16.3 


1. Calcule j) (senx + 3 y 2 )dx + (2x - e y2 )dy, siendo e la 

frontera del semidisco x 2 + y 2 ^ a 2 , y ^ 0, orientada en 
sentido contrario al de las agujas del reloj. 

2. Calcule (£ (x 2 - xy) dx + (xy - y 2 ) dy, en el sentido de 


las agujas del reloj por el triangulo cuyos vertices son 
(0, 0), (1, 1) y (2, 0). 

3. Calcule (xsen (y 2 ) -y 2 )dx + (x 2 ycos(y 2 ) + 3x)dy, 

siendo e la frontera en sentido contrario al de las agujas 
del reloj del trapezoide cuyos vertices son (0, -2), 

(i, -1), (1,1) y (0, 2 ). 

4. Calcule (j) x 2 ydx - xy 2 dy, siendo ela frontera en el 


6 . Hemos deducido el Teoremas de la Divergencia en dos 
dimensiones a partir del Teorema de Green. Invierta el 
argumento y utilice el Teorema de la Divergencia en dos 
dimensiones para demostrar el Teorema de Green. 

7. Dibuje la curva plana e r = sen ti + sen 2tj, 

(0 ^ t ^ 2n). Calcule $ F • dr, con F = ye x2 i + xVj. 


sentido de las agujas del reloj de la region 

0 ^ y ^ - x 2 . 

5. Utilice una integral sobre una curva para calcular el area 
plana encerrada por la curva r = a cos 3 ti + Jb sen 3 tj, 

(0 < t < 2n). 


8 . Si ees la frontera orientada positivamente de una region 
plana R que tiene area A y centroide (x, y), interprete 

geometricamente la integral sobre una curva j) F • dr, 

con (a) F = x 2 j, (b) F = xyi y (c) F = y 2 i + 3xyj. 

*9. (Valores medios de funciones armonicas) Si u(x, y ) 
es armonica en un dominio que contiene a un disco de 
radio r con frontera C r , entonces el valor medio de u 
sobre la circunferencia es el valor de u en su centra. 
Pruebe esto demostrando que la derivada del valor 
medio con respecto a r es cero (utilice el Teorema de 
la Divergencia y el hecho de que u es armonica) y que 
el limite del valor medio cuando r -> 0 es el valor de u 
en el centro. 


16.4 


El Teorema de la Divergencia en el espacio tridimensional 


El Teorema de la Divergencia (denominado tambien Teorema de Gauss) es una de las dos 

versiones del Teorema Fundamental del Calculo en R 3 (la otra es el Teorema de Stokes, que se 
presenta en la seed on siguiente). 

En el Teorema de la Divergencia, la integral de la derivada div F = V»F sobre un dominio 
en el espacio tridimensional se expresa como el flujo de F had a el exterior de la superficie de 
ese dominio. Esto se parece mucho a la version bidimensional, Teorema 7, presentada en la sec- 
cion anterior. El teorema se cumple para una clase general de dominios en R 3 limitados por su¬ 
perficies cerradas suaves por tramos. Sin embargo, restringiremos nuestro planteamiento y de- 
mostracion a dominios de un tipo especial. Ampliando el concepto de dominio simple en x en el 
piano definido en la Seccion 14.2, se dice que un dominio tridimensional D es simple en x si 
esta limitado por una superficie suave por tramos ifys\ toda recta paralela al eje x que pase por 
un punto interior de D corta a if exactamente en dos puntos. Se pueden dar definiciones seme- 
jantes para los casos de simple en y, y de simple en z. Diremos que un dominio D es regular si 
es una union finita de subdominios no solapados, todos los cuales son simples en x, en y y en z. 


TEOREMAEl Teorema de la Divergencia (Teorema de Gauss) 

Sea D un dominio regular, tridimensional, cuya frontera if es una superficie cerrada y 
orientada con campo normal unitario N que apunta hacia el exterior de D. Si F es un cam- 
po vectorial suave definido sobre D, entonces 



v 

T 

T 



div F dV = ( 

D F.NdS 

*• 

*/1 

J D 
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DEMOSTRACION Como el dominio D es una union finita de dominios no solapados 
que son simples en x, simples en y y simples en z, es suficiente con demostrar el teorema 
para un subdominio D con esta propiedad. Para ver que esto es asf supongamos, por ejem- 
plo, que D y if estan divididos en dos partes, D 1 y D 2 , y & > 1 y Sf 2 , por una superficie if* 
(vease la Figura 16.10). if* pertenece a la frontera de D 1 y D 2 , pero las normaies hacia el 
exterior, N 3 y N 2 , de los dos subdominios apuntan en direcciones opuestas a cada lado de 
£F*. Si la formula del teorema se cumple en ambos subdominios, 

rrr rr 

div F dV = ( D _ z. 

JJJ Di JJsfivir* F •N 1 oS 

rrr rr 

div F dl/ = (1) F • N 2 dS 

JJJ d 2 

entonces, sumando ambas ecuaciones, se obtiene 


rrr rr A rr 

div F dl/ = (1) F .NdS = (1) F .NdS 

Las contribuciones de 3* se anulan entre si porque sobre esa superficie N 2 = -N^ 

Para el resto de la demostracion supondremos, por tanto, que D es simple en x, y y z. 
Como D es simple en z, estara entre las graficas de dos fund ones definidas en una region R 
del piano xy; si (x, y, z) pertenece a D, entonces (x, y) esta en R y f(x, y) ^ z sc g(x, y) 
(vease la Figura 16.11). Tenemos 




■g(x.y) dF 

-r; dz 

f(x,y) OZ 


A si pues, 



(F 3 (x, y, g(x, y)) 


F 3 (x, y, f(x, y)))dxdy 


(ft F • N dS = 


(D (FJ.N + F 2 j • N +F 3 k.N)dS 
JJy 
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F 3 interviene solo en el ultimo termino, y se puede descomponer en tres integrales, sobre la 
superficie superior, z = g(x, y), sobre la superficie inferior, z = f(x, y), y sobre la pared 
vertical que esta por encima de la frontera de R: 


F 3 (x, y, z)k*NdS = 


+ + )F 3 (x, y, z) k • N dS 

tope J J fondo J J pared/ 


Sobre la pared lateral, k»N =0, por lo que la integral es cero. En la superficie superior, 
z = g(x, y), y el vector elemento de area es 


De acuerdo con esto, 


" ds -(ri'~f i+k ) cWy 


j F 3 (x, y, z)k«N dS = F 3 (x, y, g(x, y)) dxdy 
J J tope J J R 

De forma similar, tenemos 


F 3 (x, y, z)k• N dS = - F 3 (x, y, f(x, y))dxdy 
J J fondo J J fi 

donde el signo negativo se produce porque en la parte inferior N apunta hacia abajo en vez 
de hacia arriba. Hemos demostrado, por tanto, que 


dF 3 , 
mpd V = 
D Sz 


F 3 k • N dS 


De forma analoga, como D es tambien simple en x y simple en y, 

fff 3F, 

—-dV = (J) FJ.NdS 
JJJd cx JJff 

rrr dF 7 cr 

— 1 dV = ( 1 ) F 2 j • N dS 
J J J d sy Jjy 

Sumando I os tres resultados obtenemos 


div F d V 


F .NdS 


El Teorema de la Divergencia se puede utilizar en ambos sentidos para simplificar calculos ex- 
plfcitos de integrales de superficie o volumenes. Presentaremos ejemplos de cada caso. 


Ejemplo 


Sea F = Jbxy 2 i + bx 2 yj + (x 2 + y 2 )z 2 k, y sea if la superficie cerrada que limita al cilindro 
solido R definido por x 2 + y 2 ^ a 2 , y 0 ^ z ^ b. Calcule (fh F »dS. 


Solucion Por el Teorema de la Divergencia, 


F md S = 


div F dV = 


(x 2 +y 2 )(b + 2 z)dV 


= (b + 2 z)dz d6 r 2 rdr 


= (b 2 + d 2 )27t(a 4 /4) = Tta V 
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Ejemplo 2 


Calcule 



Divergencia. 

Solucion En if tenemos 


(x 2 + y 2 )dS, siendo if la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . Util ice el T eorema de la 


r xi + yj + zk 

N = = — 

a a 

Es conveniente escoger F de forma que F »N = x 2 +y 2 . Observese que F = a(xi +yj) sirve. Si B es la 
bola limitada por if, entonces 


(jj) (x 2 + y 2 ) dS = 


§ ) F . N dS = div F dV 

if JJ J B 

HI 2a d\/ = (2a) | zra 3 = | zra 4 


Ejemplo 3 


Utilizando el Teorema de la Divergencia con F = xi + yj + zk, calcule el volumen de un 
cono con area de base A y altura h. La base puede ser cualquier region plana limitada suavemente. 


Solucion Supongamos que el vertice del cono esta en el origen y que la base es el piano z = h, como se 
muestra en la Figura 16.12. La superficie del cono solido C consta de dos partes: la pared conica if y la 
region de la baseD, cuya area esA. Como F(x, y,z) apunta directamente en direction contraria al origen en 
todo^punto (x, y, z) / (0, 0, 0), tenemos que F »N = 0 en if. Sobre D, tenemos N = k y z = h, por lo que 
F«N=z = benla base del cono. Como div F(x, y, z) = 1 + 1 + 1 = 3, tenemos, por el Teorema de la 
Divergencia, 

31/ = HI div F dV = |j F . N dS + j J F . N dS 


= 0 + h 


dS = Ah 


Por consiguiente, V = \ Ah, la formula conocida del volumen de un cono. 


Ejemplo 4 


Sea if la superficie de un dominio arbitrario regular D en el espacio tridimensional que 
contiene al origen en su interior. Calcule 

F • N dS 

siendo F(r) = mr/|r| 3 , y N la normal unitaria hacia el exterior sobre if (vease la Figura 16.13). 




Figura 16.12 Un cono con forma de su base arbitraria. Figura 16.13 Un dominio solido con una cavidad esferica. 
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Solucion Como F y, por tanto, div F no estan definidos en el origen, no podemos aplicar directamente 
el Teorema de la Divergencia. Para solucionar este problema utilizaremos un pequeno truco. Sea if* una 
pequena esfera centrada en el origen que limita a una bola contenida completamente en D (vease la Figura 
16.13). Sea N* la normal unitaria sobre if* que apunta hacia el interior de la esfera, y sea D* la parte de D 
que esta fuera de if*. Como se demuestra en el Ejemplo 3 de la Seccion 16.1, div F = 0 sobre D*. A de- 
mas, 

(fp F.N*dS=-47im 

JJse* 

es el flujo de F hacia el interior a traves de la esfera if* (vease el Ejemplo 1 de la Seccion 15.6). Por tanto, 

0 = div F dV = fb F • N dS + ft F • N* dS 

J J J d* JJse JJse* 

S ) F • N dS - 4nm 

sr 

por lo que (jj) F • N dS = 4nm. 


Ejemplo 5 


Calcule el flujo de F = xi 


■y 2 j 


zk hacia arriba a traves de la parte del primer octante 


if de la superficie cilindrica x + z = a , 0 < y < b. 


Solucion if es una de las cinco superficies que forman la frontera de la region solida D que se muestra 
en la Figura 16.14. Las otras cuatro superficies son planas: if 1 esta en el piano z = 0, if 2 esta en el piano 
x = 0, fT 3 esta en el piano y = 0 y if A esta en el piano y = ib. A Orientemos todas estas superficies con su 
normal N apuntando hacia el exterior de D . Sobre if 1 tenemos N = -k, por lo que F • N = -z = 0 sobre 
if v De forma similar, F • N = 0 sobre if 2 y if 3 . Sobre if t , y = b y N = j, por lo que F »N = y 2 = b 2 alii. 
Si Sf tot indica la frontera total de D, entonces 


F • N dS = M F.NcfS + 0 + 0 + 0 

se 

~ na 2 b 2 
F • N cfS + —— 
y 4 


F • N dS 


z 



Figura 16.14 La frontera del dominio D tiene cinco caras, una de el I as curva 
y las otras cuatro planas. 


Por otra parte, por el Teorema de la Divergencia, 


F • N dS = 


Sfm 


div F dV = 


(2 + 2y) dV = 2V + 2 Vy 


siendo V = na 2 b/4 el volumen de D, ey = d/2 la coordenada y del centroide de D. Combinando estos re- 
sultados, el flujo de F hacia arriba a traves de if es 

lna 2 b ( b\ na 2 b 2 na 2 b 


F . N dS = 
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Entre los ejemplos anteriores, el Ejemplo 4 es el mas significativo y el que mejor representa 
como se usa en la practica el Teorema de la Divergencia. Se trata en general de una herramienta 
teorica, mas que una herramienta de calculo. En la Seccion 16.6 presentaremos algunas aplica- 
ciones. 


Variantes del Teorema de la Divergencia 

Se pueden obtener otras versiones del Teorema Fundamental del Calculo partiendo del Teorema 
de la Divergencia. Dos de el I as se presentan en el siguiente teorema: 


TEOREMA Si D satisface las condiciones del Teorema de la Divergencia y su superficie es if, F es un 
campo vectorial suave y 0 es un campo escalar suave, entonces 


- 


Cf 

(a) 

rot F dV = - ( 

]) F xNdS 

JJ 

J D 

Jsr 

f* 

Y r 

r 

(b) 

grad cpdV = C 

P (ptidS 

«/ */ 

J D 

h 


DEMOSTRACION Observese que ambas formulas son ecuaciones de vectores. Se obtie- 
nen aplicando el Teorema de la Divergencia a F xc y (pc, respectivamente, siendo c un 
vector constante arbitrario. Daremos los detalles de la formula (a) y dejaremos la (b) como 
ejercicio. 

Utilizando el Teorema 3(d), calculamos 


V.(F xc) = (VxF) *c - F .(Vxc) = (VxF) .c 

Ademas, utilizando la identidad del producto escalar triple (vease el Ejercicio 18 de la Sec¬ 
cion 10.3), 

(F xc).N = (N xF).c = -(F xN).c 


Por tanto, 


rot F dV + 


F xNdS .c 


if 

rrr 


(VxF).cdV - 


D 


(F xc).N dS 


div (F xc )dV 


(F xc).NdS = 0 


Como c es arbitraria, el vector del interior de los parentesis grandes debe ser nulo 
(si c#a = 0 para todo vector c, entonces a = 0). Esto nos Neva a la formula (a). 
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Ejercicios 16.4 


En los Ejercicios 1-4, utilice el Teorema de la Divergencia 
para calcular el flujo de los campos vectoriales dados hacia 
el exterior de la esfera if cuya ecuacion es 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , con a > 0. 

1. F = xi - 2yj + 4zk 2. F = ye z i + x 2 e z j + xyk 

3. F = (x 2 +y 2 )i + (y 2 — z 2 )j + zk 

4. F = x 3 i + 3yz 2 j + (3y 2 z + x 2 )k 

En los Ejercicios 5-8, calcule el flujo de F =x 2 i +y 2 j +z 2 k 
hacia el exterior a traves de la frontera de las regiones 
solidas dadas. 

5. La bola (x - 2) 2 + y 2 + (z - 3) 2 ^ 9 

6. El elipsoide solido x 2 + y 2 + 4(z - l) 2 < 4 

7. EI tetraedro x+y + z^3, x^O, y^O, z^O 

8. El cilindro x 2 + y 2 ^ 2y, 0 sg z «; 4 

9. Sea A el area de la region D que forma parte de la 
superficie de una esfera de radio R centrada en el 
origen, y sea V el volumen del cono sol ido C formado 
por todos los puntos de los segmentos que unen el 
centra de la esfera con los puntos de D. Demuestre que 

1 

V = -AR 

aplicando el Teorema de la Divergencia a 
F = xi + yj + zk. 

10. Sea <j)(x, y, z) = xy + z 2 . Calcule el flujo de V0 hacia 
arriba a traves de la superficie plana triangular if cuyos 
vertices son (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, c). 

11 . Un dominio conico cuyo vertice es (0, 0, b) y cuyo eje 
coincide con el eje z tiene como base un disco de radio 
a en el piano xy. Calcule el flujo de 

F = (x + y 2 )i + (3x 2 y + y 3 - x 3 )j + (z + 1)k 

hacia arriba traves de la parte conica de la superficie 
del dominio. 

12. Calcule el flujo de F = (y + xz)i + (y + yz)j -(2x + z 2 )k 
hacia arriba a traves de la parte del primer octante de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

13. Sea D la region x 2 + y 2 + z 2 ^ 4a 2 , x 2 + y 2 ^ a 2 . La 
superficie if de D esta formada por una parte cilindrica, 
ifi, y una parte esferica, if 2 . Calcule el flujo de 

F = (x + yz)i + (y - xz)j + (z - e x seny)k 

hacia el exterior de D a traves de (a) la superficie 
completa if, (b) la superficie if 1 y (c) la superficie if 2 . 


14. Calcule - xj yk) • N dS, siendo if la 

parte del cilindro y 2 + z 2 = 1 que esta en el primer 
octante y entre los pianos x = 0 y x = 1. 

15. Una region solida R tiene volumen V y su centroide 
esta en el punto (x, y, z). Calcule el flujo de 

F = (x 2 -x-2y)i + (2y 2 + 3y -z)j -(z 2 -4z + xy)k 

hacia el exterior de R a traves de esta superficie. 

16. El piano x + y + z = 0 divide al cubo -1 ^x < 1, 

-1 < y < 1, -1«; z ^ 1 en dos partes. Sea D la 
parte inferior (uno de cuyos vertices es el punto 

(—1, -1, -1)). Dibuje D. Notese que tiene siete 
caras, y una de el I as es hexagonal. Calcule el flujo de 
F = xi + yj + zk hacia el exterior de D a traves de 
cada una de sus caras. 

17. Sea F = (x 2 + y + 2 + z 2 )i + (e x2 + y 2 )j + (3 + x)k. 
Sea a > 0 y sea if la parte de la superficie esferica 

x 2 + y 2 + z 2 = 2az + 3a 2 que esta por encima del piano 
xy. Calcule el flujo de F hacia el exterior a traves de if. 

18. Una pila de arena humeda cuyo volumen total es de 5n 
cubre el disco x 2 + y 2 ^ 1, z = 0. El momenta del 
vapor de agua esta dado por F = grad </> + /(rot G, 
siendo 4> = x 2 - y 2 + z 2 la concentracion de agua, 

G = j (-y 3 i + x 3 j + z 3 k) y /( una constante. Calcule 
el flujo de F hacia arriba a traves de la superficie 
superior de la pila de arena. 

En los Ejercicios 19-29, D es un dominio tridimensional 
que satisface las condiciones del Teorema de la 
Divergencia, y if es su superficie. N es el campo normal 
unitario hacia fuera (desde D) sobre if. Las funciones (f> y 
1 1> son campos escalares suaves sobre D. Ademas, dcjy/dn 
indica la derivada direccional primera de <j> en la direccion 
de N en cualquier punto de if-. 


19. Demuestre que jj) rot F • N dS = 0, siendo F un 
campo vectorial arbitrario suave. 

20. Demuestre que el volumen V de D esta dado por 

V = ^ jj) (xi + yj + zk) • N dS 

21. Si el volumen de D es V, demuestre que 

r = ^^ (x 2 +y 2 + z 2) NdS 

es el vector de posicion del centra de gravedad de D. 
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22. Demuestre que (jj) V0xN dS =0. 

23. Si F es un campo vectorial suave sobre D, demuestre que 


0div F dV 


V</>» F dV = 


>F • N dS 


Sugerencia: Utilice el Teorema 3(b) de la Seccion 16.2. 


Propiedades del operador Laplaciana 

24. Si V 2 0 = 0 en D y 0(x, y, z) = 0 en if, demuestre que 
cf>(x, y, z) = 0 en D. Sugerencia: Haga F = V</> en el 
Ejercicio 23. 


siendo f y g funciones dadas definidas sobre D y if, 
respectivamente. Demuestre que, si D es conexo, 
entonces dos soluciones cualesquiera del problema de 
Neumann en D solo se pueden diferenciar en una 
constante. 

27. Verifique que jJJ V 2 (/>dV = jj) ^ dS. 

28. Verifique que 


III ~ ^ 2 ^ dV 


25. (Unicidad del problema de Dirichlet) El problema de 
Dirichlet para el operador Laplaciana es el problema de 
condiciones de contorno 

jV 2 u(x, y, z) = f(x, y, z) en D 
| u(x, y, z) = g(x, y, z) en if 

siendo f y g funciones dadas definidas sobre D y if, 
respectivamente. Demuestre que este problema puede 
tener como mucho una solucion u(x, y, z). Sugerencia: 
Suponga que existen dos soluciones, u y v, y aplique el 
Ejercicio 24 a su diferencia <j) = u - v. 

26. (El problema de Neumann) Si V 2 </> = 0 en D y 

drjy/dn = 0 sobre if, demuestre que V</>(x, y, z) = 0 
sobre D. El problema de Neumann para el operador 
Laplaciana es el problema de condiciones de contorno 

V 2 u(x, y, z) = f(x, y, z) en D 

d 

—u(x, y, z) = g(x, y, z) en if 
on 



29. Aplicando el Teorema de la Divergencia a F = 0c, 
siendo c un vector constante arbitrario, demuestre que 



*30. Sea P 0 un punto fijo y para todo e> 0 sea D € un 
dominio cuya frontera if c satisface las condiciones del 
Teorema de la Divergencia. Suponga que la maxima 
distancia desde P 0 a puntos P de D e tiende a cero 
cuando e^0 + . Si D e tiene volumen vol (D e ), 
demuestre que 

iim ] (ff) F • N cfS = div F(P 0 ) 

<^o + vol (D € ) JjV, 

Esto generaliza el Teorema 1 de la Seccion 16.1. 


16.5 


El Teorema de Stokes 


Si vemos una region R en el piano xy como una superficie en el espacio tridimensional con cam¬ 
po normal N = k, la formula del Teorema de Green se puede expresar de la forma 


i) F *dr 


(T rot F • N dS 




R 


El Teorema de Stokes, que se presenta a continuacion, generaliza esta idea a superficies no 
planas. 


TEOREMA T eorema de Stokes 

Sea if una superficie en el espacio tridimensional orientada y suave por tramos, con cam¬ 
po normal unitario N y frontera e, formada por una o mas curvas cerradas, suaves por tra¬ 
mos, y con orientacion heredada de if. Si F es un campo vectorial suave definido en un 
conjunto abierto que contiene a if, entonces 
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DEMOSTRACION Un argumento similar a los presentados en las demostraciones del 
Teorema de Green y del Teorema de la Divergencia permite demostrar que, si if se des- 
compone en un numero finito de subsuperficies no solapadas, entonces es suficiente de¬ 
mostrar que la formula anterior se cumple en cada una de el I as (si las subsuperficies if x y 
if 2 tienen como frontera comun la curva <?, entonces e* hereda orientaciones opuestas co- 
mo parte de las fronteras de ifi y if 2 , P or 1° que las integrales sobre e* se cancelan entre 
si; vease la Figura 16.15(a)). Podemos subdividir if en suficientes subsuperficies suaves 
de forma que cada una de el I as tenga una proyeccion normal uno a uno sobre un piano 
coordenado. Plantearemos la formula para una de estas subsuperficies, que denomi- 
naremos if. 

Sin perdida de generalidad, supongamos^que if tiene una proyeccion normal uno a uno 
sobre el piano xy, y que su campo normal N apunta hacia arriba. Por tanto, sobre if, z es 
una funcion suave de x e y, por ejemplo z = g(x, y), definida para (x, y) perteneciente a 
una region R del piano xy, Las fronteras e de if y c* de R estan ambas orientadas en sen- 
tido contrario al de las agujas del reloj vistas desde un punto situado sobre el eje z positi- 
vo (vease la Figura 16.15(b)). El campo normal sobre if es 



y el elemento de area de superficie sobre if se expresa en funcion del elemento de area 
dA = dxdy en el piano xy como 




z 



Figura 16.15 

(a) El Teorema de Stokes se 
cumple en una superficie 
compuesta de subsuperficies 
no solapadas si se cumple en 
cada una de estas. 

(b) U na superficie con una 
proyeccion uno a uno sobre 
el piano xy. 
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Como z = g(x, y) sobre e, tenemos que dz = -f-dx + -f- dy. Por tanto, 

dxdy 


cp F • dr = cb \ F 3 (x, y, z) dx + F 2 (x, y, z) dy 

e Je* L 

, , fdg , dg , 

+ F 3 (x, y, z) dx + — dy 

= f (If X (x, y, z) + F 3 (x, y,is% I dx 

dx 

dg 


+ 


F 2 (x, y, z) + F 3 (x, y, z) 


dy _ 


dy 


Aplicamos ahora el Teorema de Green en el piano xy para obtener 


i F .dr 



F 2 (x, y, z) +F 3 [x, y, z) 


df 

dy _ 


d 

dy 


Fj(x, y, z) + F 3 (x, y, z) 



dA 


T / dF 2 + dF 1 dg + dF 3 dg + dF 3 dgdg + F d 2 g 
^ fi \ dx dz dx dx dy dz dx dy 3 dxdy 

_dF 1 _dF 1 di_dF 3 dg_dF 3 didi_ F _^g_\ 
dy dz dy dy dx dz dy dx 3 dydx) 


Observese que cuatro terminos del integrando final se cancelan, y los restantes terminos 
son iguales a los terminos de la expresion de rot F .NdS calculados anteriormente. 
Por tanto, la demostracion esta completa. 


Observacion Si rot F = 0 sobre un dominio D con la propiedad de que toda curva cerrada, 
suave por tramos, y que no se cruza consigo misma en D es la frontera de una superficie suave 
por tramos en D, entonces el Teorema de Stokes nos asegura que <j> e F .dr = 0 para toda curva 
de ese tipo e; por tanto, F debe ser conservative. Un dominio D simplemente conexo tiene la 
propiedad especificada anteriormente. No daremos aqui una prueba formal de este hecho topolo- 
gico, pero debe parecernos verosimil si recordamos la definicion de conectividad simple. Una 
curva cerrada een un dominio simplemente conexo D se debe poder reducir hasta un punto en D 
sin salirse fuera de D. AI reducirse, traza una superficie en D. Esta es la razon por la que el Teo¬ 
rema 4 de la Seccion 16.2 es valido para dominios simplemente conexos. 


Ejemplo 1 


Calcule 


■ y 2 = 1 con el piano 2x 


• dr, siendo F = -y 3 i + x 3 j z 3 k y & la curva de interseccion del cilindro 
2y + z = 3, orientada de forma que tiene una proyeccion en sentido contra- 


rio al de las agujas del reloj sobre el piano xy. 


Solucion e es la frontera orientada de un disco eliptico if que esta en el piano 2x + 2y + z = 3, y su 
proyeccion sobre el piano xy es el disco circular R: x 2 + y 2 ^ 1 (vease la Figura 16.16). Sobre if tenemos 


N dS = (2 i + 2j + k)dxdy 
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z 



Figura 16.16 


rot F 


i j 

d_ d_ 
dx dy 


k 

d_ 

dz 


= 3(x 2 + y 2 )k 


Entonces, por el Teorema de Stokes, 


cp F *dr 


rr 


rot F . N dS 


3(x 2 + y 2 ) dxdy = 2n 


r 1 


3 r 2 r dr 


3n 

y 


Como en el caso del Teorema de la Divergencia, la importancia principal del Teorema de Stokes 
es como herramienta teorica. Sin embargo, se puede utilizar tambien para simplificar el calculo 
de integrales de circulacion como la del ejemplo anterior. No es dificil imaginar integrales que 
serian imposibles de calcular sin el uso del Teorema de Stokes o del Teorema de la Divergencia. 
En el ejemplo que sigue utilizaremos el Teorema de Stokes dos veces, pero el resultado se po- 
dria haber obtenido tambien facilmente utilizando el Teorema de la Divergencia. 


Ejemplo 2 


Calcule / = JJy rot F • N dS, donde if es la parte de la esfera x 2 + y 2 + (z - 2) 2 = 8 que 


esta por encima del piano xy, N es el campo unitario normal hacia fuera sobre if, y 


F = y 2 cosxzi + x 3 e yz j - e xyz k 

Solucion La frontera C de if es la circunferencia x 2 + y 2 = 4 en el piano xy, orientada en sentido con- 
trario al de las agujas del reloj vista desde el eje z positivo (vease la Figura 16.17). Esta curva es tambien la 
frontera orientada del disco piano D: x 2 +y 2 s$ 4, z = 0, con campo normal N = k. Por tanto, aplicando 
dos veces el T eorema de Stokes se obtiene 


Sobre D tenemos 


/ = 


rot F • N dS = (D F »dr = 


rot F • k dA 


rot F • k = 


S 0 

— (x 3 e yz ) - — (y 2 cosxz) 
dx dy 


z = 0 


= 3x 2 - 2y 
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z 



Figura 16.17 Parte de una esfera y un disco con la misma frontera. 


Por simetria, JJ D ydA = 0, por lo que 


2n 


/ = 3 x z dA = 3 cos 2 0d0 r i dr = 12n 


Observacion U na superficie if que cumpla las condiciones del Teorema de Stokes puede de¬ 
jar de cumplirlas si se elimina un simple punto de el la. Un punto frontera aislado en una superfi¬ 
cie no es una curva orientada, y por tanto el Teorema de Stokes puede fallar en este caso. Consi- 
deremos, por ejemplo, el campo vectorial 

F 6 y y , 

h r x 2 +y 2 ' x 2 +y 2i 


que esta definido en el disco perforado D que cumple 0 < x 2 + y 2 ^ a 2 (vease el Ejemplo 3 de 
la Seccion 16.3). Si D esta orientada con normal k hacia arriba, entonces su frontera esta for- 
mada por la curva cerrada suave y orientada e dada por x = a cos 6, y = a sen 0, (0 sc 6 sc In), y 
el punto aislado (0, 0). Tenemos 


r 

o F •dr 


■*271 

0 




• (— a sen 0i + acos0j)dO 


■*271 

(sen 2 0 + cos 2 6) d6 = 2n 
o 


Sin embargo, 


rot F 


8x \x 2 + y l 


identicamente sobre D. Por consiguiente, 



-J—X\ 

x 2 + y 2 )\ 


k 


0 


rr 

rot F • N dS = 0 

* % D 


y la conclusion del Teorema de Stokes no se cumple en este caso. 
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Ejercicios 16.5 


1. Calcule j) xydx + yzdy + zxdz por el triangulo de 

vertices (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1), con orientacion 
en el sentido de las agujas del reloj vista desde el 
punto (1, 1, 1). 

2. Calcule j) ydx - xdy + z 2 dz por la curva fi que es la 

i ntersecci on de I os cilindros z = y 2 y x 2 + y 2 = 4, con 
orientacion en sentido contrario al de las agujas del reloj 
desde un punto situado en el lado positivo del eje z. 


3. Calcule 


rot F »NdS, siendo if el hemisferio 


JJSf 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , z ^ 0 con normal hacia fuera, y 
F = 3yi — 2xzj + (x 2 -y 2 )k. 


4. Calcule J J rot F • N dS, siendo if la superficie 

x 2 + y 2 + 2(z - l) 2 = 6, z ^ 0, N es la normal unitaria 
hacia fuera (alejandose del origen) sobre if, y 

F = (xz - y 3 coszji + x 3 e z j + xyze x2+y2+z2 k 

5. Utilice el Teorema de Stokes para demostrar que 

j) y dx + z dy + x dz = ^/3 na 2 

siendo ela interseccion orientada adecuadamente de las 
superficies x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y x + y + z = 0. 


6. Calcule j) F »dr por la curva 

r = cos ti + sen tj + sen 2tk, (0 ^ t ^ 2n) 
siendo 

F = (e x — y 3 ) i + (e y + x 3 )j + e z k 

Sugerencia: Demuestre que fiesta sobre la superficie 
z = 2 xy. 

7. Calcule la circulacion de F = -yi + x 2 j + zk por la 
frontera orientada de la parte del paraboloide 

z = 9 - x 2 - y 2 que esta por encima del piano xy y 
tiene un campo normal apuntando hacia arriba. 


8 . Calcule 


F • dr, siendo 


F = ye x i + (x 2 + e x )j + z 2 e z k 


y fi la curva 

r(t) = (1 + cost)i + (1 + sen t)j + (1 - cost - sen t)k 

para 0 ^t^2n. Sugerencia: Utilice el Teorema de 
Stokes, observando que fi esta en un cierto piano y 
tiene una circunferencia como proyeccion sobre el 
piano xy. La integral tambien se puede calcular 
utilizando las tecnicas de la Seccion 15.4. 


9. Sea fii la recta que une el punto (-1, 0, 0) con el 
punto (1, 0, 0), y sea fi 2 la semicircunferencia 
x 2 + y 2 = 1, z = 0, y 0. Sea if una superficie suave 
que une fi a con fi 2 , con normal hacia arriba, y sea 

F = (ax 2 - z)i + (xy + y 3 + z) j + /fy 2 (z + 1) k 


Calcule los valores de a y f} para los que 


/ = 


F *dS es independiente de la eleccion de if, y 


calcule el valor de / para estos valores de a y /?. 


10. Sea fi la curva (x - l) 2 + 4y 2 = 16, 2x + y + z = 3, 
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj 
cuando se observa desde un punto situado en la parte 
positiva del eje z. Sea 


F = (z 2 + y 2 + sen x 2 ) i + (2xy + z)j + (xz + 2 yz) k 


Calcule CD F • dr 


11. Si fi es la frontera orientada de la superficie if, y <j> y i// 
son campos escalares suaves arbitrarios, demuestre que 


(/>Vi^«dr = - cb i^V</>«dr 



(V</>xViA)»NdS 


iEs V</>xVi \/ solenoidal? Calcule un vector potencial 
de este campo. 


12. Sea fi una curva plana suave por tramos, cerrada y que 
no se corta a si misma, que esta en un piano con 
normal unitaria N = ai + bj + ck y cuya orientacion 
esta heredada de la del piano. Demuestre que el area 
plana encerrada por fi es 


1 

2 


(ibz - cy) dx + (cx - az) dy + (ay - bx) dz 


13. Utilice el Teorema de Stokes para demostrar el 
Teorema 2 de la Seccion 16.1. 
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Algunas aplicaciones en Ffsica del calculo vectorial 

En esta seccion mostraremos como se puede utilizar la teoria desarrollada en este capitulo para 
modelar problemas concretos de matematica aplicada. Consideraremos dos areas de aplicacion: 
dinamica de fluidos y electromagnetismo, y desarrollaremos algunas de las ecuaciones vectoria- 
les fundamentales de estas disciplinas. Nuestro proposito es ilustrar las tecnicas de calculo vecto¬ 
rial en contextos aplicados, y no proporcionar introducciones completas, ni tan siquiera coheren- 
tes, a las propias disciplinas. 


Dinamica de fluidos 

Supongamos que una region del espacio tridimensional esta llena con un fluido (liquido o gas) 
en movimiento. Se pueden utilizar dos enfoques para describir el movimiento. Podriamos inten- 
tar determinar la posicion r = r (a, b, c, t ) en cualquier instante t, de una «particula» de fluido 
localizada en el punto (a, b, c) en el instante t = 0. Este es el enfoque de Lagrange. Tambien, 
podriamos intentar determinar la velocidad, v(x, y, z, t), la densidad, <5(x, y, z, t) y otras variables 
fisicas como la presion, p(x, y, z, t), en cualquier instante t y en todo punto (x, y, z) de la region 
ocupada por el fluido. Este es el enfoque de Euler. 

Examinaremos el ultimo metodo y describiremos como se puede utilizar el Teorema de la 
Divergencia para transformar algunas leyes ffsicas fundamentales en ecuaciones matematicas 
equivalentes. Supondremos que la velocidad, la densidad y la presion varian de forma suave en 
todas sus variables y que el fluido es un fluido ideal, es decir, no viscoso (no se pega consigo 
mismo), homogeneo e isotropico (tiene las mismas propiedades en todos los puntos y en todas 
las direcciones). Estas propiedades no son siempre las de los fluidos reales, por lo que estamos 
considerando un modelo matematico simplificado, que no siempre se corresponde exactamente 
con el comportamiento de los fluidos reales. 

Consideremos una superficie cerrada imaginaria if en el fluido, que limita a un dominio D. 
Podemos decir que if es «imaginaria» porque no es una barrera que impida de modo alguno el 
flujo del fluido; es solo una manera de centrar nuestra atencion en una parte particular del fluido. 
Esta fija en el espacio y no se mueve con el fluido. Supongamos que el fluido no se crea ni se 
destruye en ningun sitio (en particular, no hay fuentes ni sumideros), por lo que la ley de con¬ 
servation de masas nos indica que la velocidad de cambio de la masa de fluido en D es igual a 
la velocidad a la que entra fluido a traves de if. 

La masa de fluido en el elemento de volumen dV localizado en la posicion (x, y, z) en el 
instante t es <5(x, y, z, t) dV, por Io que la masa en D en el instante t es jjj D SdV. Esta masa cam- 
bia con una velocidad 



Como indicamos en la Seccion 15.6, el volumen de fluido que sale de D a traves del elemento 
de area dS situado en la posicion (x, y, z) en el intervalo temporal que va desde t hasta t + dt 
esta dado por v(x, y, z, t) *N dSdt, siendo N la normal unitaria en (x, y, z) sobre if que apunta 
hacia el^exterior de D. Por tanto, la masa que cruza dS hacia el exterior en ese intervalo temporal 
es <5v*N dSdt y la velocidad a la que fluye la masa hacia el exterior desde D a traves de if en el 
instante t es 



La velocidad a la que fluye la masa hacia el Interior de D es el negativo de la magnitud anterior. 
Como la masa se conserva, debe cumplirse 



D 


D 
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donde hemos utilizado el Teorema de la Divergencia para sustituir la integral de superficie por 
una integral devolumen. Entonces, 

fff (88 \ 

— + div((5v) )dV = 0 

JJJd \8t J 

Esta ecuacion debe cumplirse para todo dominio D en el fluido. 

Si una funcion continua f cumple JJJ D f(P)dV = 0 para todo dominio D, entonces f(P) = 0 
en todos los puntos P, porque si hubiera un punto P 0 en el que f(P 0 ) / 0 (por ejemplo, 
f(P o) > 0), entonces, por conti nuidad, f serf a positiva en todos los puntos de alguna bola sufi- 
cientemente pequena B centrada en P 0 , y jjj e f(P)dV seria mayor que 0. Aplicando este prin- 
cipio, debemos tener 


— + div («5v) = 0 


a traves del fluido. Esta ecuacion se denomina ecuacion de continuidad del fluido. Es equiva- 
lente a la ley de conservacion de masas. Observese que, si el fluido es incompresible, entonces 
8 es constante, independientemente del tiempo y de la posicion espacial. En este caso, 88/8t= 0 
y div((5v) = (5divv. Por tanto, la ecuacion de continuidad en el caso de un fluido incompresible 
es simplemente 

divv = 0 


El movimiento del fluido esta gobernado por la Segunda Ley de Newton, que indica que la velo- 
cidad de cambio del momenta de cualquier parte del fluido es igual a la suma de las fuerzas que 
se aplican a dicha parte. Consideremos de nuevo la parte del fluido contenida en un dominio D. 
En cualquier instante t su momenta es Jjj D 8\idV y esta cambiando con una velocidad 

* r r q 

- (<5v) dV 

JJJd st 

Este cambio es debido parcialmente al momenta que cruza hacia el interior o el exterior de D 
(el momenta del fluido que atraviesa ff), parcialmente a la presion ejercida sobre el fluido que 
hay en D por el fluido exterior, y parcialmente a fuerzas externas (como las fuerzas gravitatorias 
o electromagneticas) que actuan sobre el fluido. Examinemos sucesivamente cada una de estas 
causas. 

El momenta se transfiere a D a traves de con velocidad 


v((5v*N)dS 


La presion^sobre el fluido en D es ejercida a traves de en la direccion de la normal hacia el 
interior -N. Por tanto, esta parte de la fuerza sobre el fluido en D es 



pN dS 


Las fuerzas externas que actuan se expresan mejor utilizando la densidad de fuerza (fuerza por 
unidad de masa), F. El total de las fuerzas externas sobre el fluido es, por tanto, 


(Tf 8FdV 


D 
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Ahora, la Segunda Ley de Newton implica que 


dt 


(5v)dV = - 


v(<5v*N)dS - 


p N dS + 


<5F dV 


De nuevo, es conveniente transformar las integrales de superficie en integrales triples sobre D. Si 
utiIizamos los resultados del Ejercicio 29 de la Seccion 16.4 y del Ejercicio 2 posterior, tenemos 


pN dS = 


Vpd V 


v(<5v*N)dS = 


(c5(v*V)v + vdiv((5v)) dV 


De acuerdo con esto, 


rrr ( d\i dS 

id— + v— + vdiv((5v) + <5(v*V)v + Vp - SF )dV = 0 


dt dt 


Los terminos segundo y tercero del integrando se cancelan en virtud de la ecuacion de continui- 
dad. Como D es arbitrario, debemos tener, por tanto, 


<5— + <5(v • V)v 


Vp + <5F 


Esta es la ecuacion del movimiento del fluido. Observese que no es una ecuacion diferencial 
lineal en derivadas parciales, ya que el segundo termino de la izquierda no es lineal en v. 

Electromagnetismo 

En el espacio tridimensional se definen dos campos vectoriales que determinan las fuerzas elec- 
tricas y magneticas experimentadas por una carga unidad en un punto concreto si dicha carga 
se mueve con velocidad unidad. Estos campos vectoriales se encuentran determinados por las 
cargas y corrientes electricas presentes en el espacio. Una carga q 0 en la posicion 
r =xi +yj + zk que se mueve con velocidad v 0 experimenta una fuerza electrica g 0 E(r), 
siendo E el campo electrico, y una fuerza magnetica /i 0 g 0 v 0 xH(r), siendo H el campo magne- 
tico y no ~ 1-26 x 10~ 6 N/amperio 2 una constante ffsica denominada permeabilidad del espa¬ 
cio libre. Examinaremos brevemente estos campos, aunque inicialmente solo consideraremos si- 
tuaciones estaticas. Los campos electricos producidos por distribuciones estaticas de carga y los 
campos magneticos producidos por corrientes electricas estaticas no dependen del tiempo. Poste- 
riormente consideraremos la interaccion entre los dos campos cuando varian con el tiempo. 


Electrostatic a 

La evidencia experimental muestra que el valor del campo electrico en un punto r es el vector 
suma de los campos causados por los elementos de carga situados en el espacio tridimensional. 
Una «carga puntual» q situada en la posi cion s= £i + qj + Ck genera el campo electrico 


E(r)=-^— ^ (Ley de Coulomb) 

47ie 0 |r-s| 
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siendo e 0 « 8.85 x 10~ 12 culombios 2 /N ■ m 2 una constante ffsica denominada permisividad del 
espacio libre. Este es exactamente el campo debido a una fuente puntual de fuerza q/4ne 0 situa- 
da en s. Excepto en r = s, el campo es conservativo, y su potencial es 


por lo que para r / stenemos rot E = 0. Ademas div E = 0, excepto en r = s, donde es infini- 
ta; en terminos de la distribucion de Dirac, div E = (q/e 0 )8(x - £)8(y - >i)5(z - 0 (vease la 
Seccion 16.1). El flujo de E hacia el exterior a traves de la superficie de cualquier region R 
que contenga a q es 


E • N dS 


q_ 

e 0 


por analogia con el Ejemplo 4 de la Seccion 16.4. 

Dada una distribution de cargo de densidad p(£, r\, Q en el espacio tridimensional (de forma 
que la carga en el elemento de volumen dV = d^dgdC en ses dq = pdV), el flujo de E hacia el 
exterior de Sf debido a la carga en R es 


1 

E • N dS = - 

ff e o 


1 


rrr 


dq = — pdV 

R ^0 ... R 


Si aplicamos el Teorema de la Divergencia a la integral de superficie, obtenemos 


divE - -)dV = 0 

e 0 J 


y como R es una region arbitraria, 


divE = - 

e o 


Esta es la forma diferencial de la Ley de Gauss (vease el Ejercicio 3 posterior). 

El potencial debido a la distribucion de carga de densidad p( s) en la region R es 


r) 


1 

4 ne 0 

1 

4ft e n 


p( s) 


:dV 


pU, n, Qd^dgdc 


\J(x - O 2 + [y - n ) 2 + [z - O 2 


Si p es continua y se anula en el exterior de una region acotada, la integral triple converge en 
todas partes (vease el Ejercicio 4 posterior), por lo que E = V</> es conservativo en el espacio 
tridimensional. Por tanto, en todos los puntos, 


rot E = 0 


Como div E = div V0 = V 2 0, el potencial 0 satisface la Ecuacion de Poisson. 



En particular, 0 es armonico en las regiones del espacio donde no haya distribuciones de carga. 






1034 CALCULO 

Magnetostatica 

Los campos magneticos estan producidos por cargas en movimiento, es decir, por corrientes. Su- 
pongamos que una corriente electrica constante, /, fluye por un filamento siguiendo la curva 5. 
Se ha determinado experimentalmente que los campos magneticos producidos en la posicion 
r = xi + yj + zk por los elementos de corriente dl = / ds a lo largo del filamento se suman vec¬ 
torial mente y que un elemento situado en la posicion s = £i + ij\ + £k produce el campo 


/ dsx(r - s) 


dHlr) ^n |r - s, 3 

(Ley de Biot-Savart) 


siendo ds = f ds, y f la tangente unitaria a 5 en la direccion de la corriente. Partiendo del su- 
puesto razonable de que la carga no se crea ni se destruye en ninguna parte, el filamento 5 debe 
formar un circuito cerrado, y el campo magnetico total en r debido a la corriente que circula por 
el circuito es 

‘ dsx(r - s) 

5 |r - s| 3 

Sea A el campo vectorial definido por 



A (r) 



ds 

|r - s| 


para todo r no perteneciente al filamento 5. Si utilizamos el hecho de que 


y la identidad vectorial Vx(0F) = (V<f>) xF + 0(VxF) (siendo F el vector ds, que no depende 
de r), podemos calcular el rotacional de A: 


V XA 



471 




V 





xds = H(r) 


Por tanto, A es un potencial vector de H, y div H = 0 en los puntos que no pertenecen al fila¬ 
mento. Tambien podemos verificar esto calculando que rot H =0 en el exterior del filamento 
(veanse los Ejercicios 9-11 posteriores). 

Imaginemos un circuito formado por un filamento recto a lo largo del eje z que se extiende 
una distancia infinita. El campo H en un punto finito sera entonces el debido a la corriente que 
circula por el eje z, donde podemos suponer que dicha corriente / fluye en la direccion de k. Las 
corrientes de todos los elementos ds producen, en r, campos en la misma direccion, normales 
al piano que contiene a r y al eje z (vease la Figura 16.18). Por tanto, la intensidad del campo 
H = |H | a una distancia a del eje z se obtiene integrando los elementos 


/ senddC _ / ad£ 

47i a 2 + (C - z) 2 47i (a 2 + (C - z) 2 ) 3/2 


T enemos 


H = 


la 

An _ 
/ 

47ia 


dl : 


-oo (a 2 + (C - z ) 2 ) 3/1 

M 2 / 

cos <j)d<j) = — 

-n/2 


2nd 


(sea C - z = a tan 0) 
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Las lineas de campo de H son evidentemente circunferencias horizontales centradas en el eje z. 
Si (Eg es una de estas circunferencias de radio a, entonces la circulacion de H por e a es 


r I 

o H »dr = -— 2na = / 

P 27ia 

*/ '-a 

Observese que la circulacion calculada anteriormente es independiente de a. De hecho, si e es 
cualquier curva cerrada que encierre una sola vez al eje z, en sentido contrario al de las agujas 
del reloj (vista desde arriba), entonces ey -e a forman la frontera orientada de una superficie 
con forma de anillo if con un hueco por el que pasa el filamento. Como rot H =0 sobre if, el 
Teorema de Stokes garantiza que 

f f 

o H • of r = o H • of r = / 


Ademas, cuando ees muy pequena (y, por tanto, muy cercana al filamento), la mayor parte de la 
contribucion a la circulacion de H por la curva proviene de la parte del filamento que esta muy 
cercana a & No importa, por tanto, si el filamento es recto ni infinitamente largo. En cualquier 
filamento que forme un circuito cerrado por el que circule una corriente, la circulacion del cam¬ 
po magnetico por la frontera orientada de una superficie a traves de la cual pase el filamento es 
igual a la corriente que fluye por el circuito. Esta es la Ley Circuital de Ampere. La superficie 
esta orientada de forma que su normal apunta en el sentido en el que circula la corriente. 

Sustituyamos ahora el filamento por una corriente mas general especificada por un vector 
densidad J . Esto significa que en cualquier punto s la corriente fluye en la direction J (s), y que 
la corriente que atraviesa un elemento de area dS con normal unitaria N es J »N dS. La circula¬ 
cion de H por la frontera e de la superficie if es igual a la corriente total que circula a traves de 
if] por tanto, 


rr 


<p H •dr = 


J .NdS 


Utilizando el Teorema de Stokes, podemos sustituir la integral sobre la curva por otra integral de 
superficie, y obtener asf 


IT ( r ° tH 


j j 


& 


J) • N dS = 0 


Como if es arbitraria, debemos tener, en todos los puntos, 
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que es la version de puntos de la Ley Circuital de Ampere. Se puede comprobar facilmente 
que si 


A (r) 


i rrr 

4n R 


J(s) 

|r - s| 


d V 


entonces H = rot A (de forma que A es un vector potencial del campo magnetico H). En este 
caso, R es la region del espacio tridimensional dondej es distinto de cero. Si J es continuo y se 
anula en el exterior de un conjunto acotado, entonces la integral triple converge para todo r 
(vease el Ejercicio 4 posterior), y H es solenoidal en todas partes: 


div H = 0 


Ecuaciones de Maxwell 


Las cuatro ecuaciones obtenidas anteriormente para campos electricos y magneticos estaticos, 

div E = p/e 0 div H =0 


rot E = 0 rot H = J 

requieren alguna modificacion si los campos E y H varfan con el tiempo. La Ley de Gauss 
div E = p/e 0 sigue siendo valida, y tambien div H = 0, que expresa el hecho de que no hay 
fuentes ni sumideros magneticos conocidos (es decir, monopolos magneticos). Las lineas de cam¬ 
po de H deben ser curvas cerradas. 

Michael Faraday observo que la circulacion de un campo electrico por una curva cerrada 
simple ecorresponde a un cambio en el flujo magnetico 


<t> = 


H .NdS 


it 


a traves de cualquier superficie orientada a if con frontera e, de acuerdo con la formula 

dd> If, 

— =-o E .dr 

dt p 0 Je 

Aplicando el Teorema de Stokes a la integral sobre la curva, se obtiene 


rot E .N dS = cp E .dr 


Po 


dt 


H .NdS 


P o 


r d H 

dt 


> N dS 


Como if es arbitraria, se obtiene la forma diferencial de la Ley de Faraday: 


rot E = - p 0 


d H 

~dt 


El campo electrico es irrotacional solo si el campo magnetico es constante con el tiempo. 

La forma diferencial de la Ley de Ampere, rot H = J , tambien requiere modificacion. Si el 
campo electrico depende del tiempo, entonces tambien lo hara la densidad de corriente J. Supo- 
niendo conservacion de la carga (es decir que las cargas no se producen ni se destruyen), pode- 
mos demostrar, mediante un argumento identico al utilizado anteriormente en esta seed on para 
obtener la ecuacion de continuidad del movimiento de fluidos, que la velocidad de cambio de la 
densidad de carga cumple 
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1 /ease el Ejercicio 5 posterior. Esto es incongruente con la Ley de Ampere porque div rot H = 0, 
mientras que divj / 0 cuando p depende del tiempo. Notese, sin embargo, que p = e 0 div E im- 
plica que 

.. . dp 3E 

-d,vj=- = fo d,v- 

por lo que div (J + e 0 3E /dt) = 0. Esto sugiere que, en el caso no estatico, la ley de Ampere se 
convierte en 



que indica (tal como descubrio M axwell) que los campos magneticos no solo son producidos por 
corrientes, sino tambien por campos electricos variantes. 

El conjunto de las cuatro ecuaciones 

div E = p/e 0 div H =0 

5H 3E 

rotE = -p 0 — rot H = J + eo- 

se conoce con el nombre de ecuaciones de Maxwell. Gobiernan la forma en que la presencia de 
cargas y corrientes en el espacio tridimensional produce campos electricos y magneticos. 


Ejercicios 16.6 


1. (Principio de Arqui'medes) U n solido que ocupa una 
region R con superficie if se sumerge en un liquido de 
densidad constante 5. La presion del liquido a una 
profundidad h es 5gh, por lo que la presion cumple 
Vp = <5g, siendo g la aceleracion (vector) constante 
ante la gravedad. La presion del fluido ejerce en cada 
elemento de superficie dS de if una fuerza -pN dS 
sobre el solido. 

(a) Demuestre que la «fuerza de flotabiIidad» sobre el 
solido es 

Por tanto, la fuerza de flotabilidad tiene el mismo 
modulo, y direccion opuesta, que el peso del 
liquido desplazado por el solido. Este es el 
principio de Arquimedes. 

(b) Amplie el resultado anterior al caso en que el 
solido esta solo parcialmente sumergido en el 
fluido. 

2. Descomponiendo el vector F(G • N) en sus 
componentes y aplicando el Teorema de la 
Divergencia a cada una de el I as por separado, 
demuestre que 


F(G • N)dS = 


(FdivG + (G .V)F )dV 


siendo N la normal unitaria hacia el exterior de la 
superficie if del dominio D. 

3. (Ley de Gauss) Demuestre que el flujo del campo 
electrico E hacia el exterior a traves de una superficie 
cerrada if en el espacio tridimensional es l/e 0 
multiplicado por la carga total encerrada por if. 

4. Si s = + r/j + (k y f(£, t], 0 es continuo en R 3 , y 

se anula en el exterior de una region acotada, 
demuestre que, para todo r fijo, 

fff ’'K'-OW *constante 

J J J re 3 l r ~ s l 

Esto demuestra que los potenciales de los campos 
electricos y magneticos correspondientes a densidades 
de carga y corriente continua que se anulan en el 
exterior de regiones acotadas existen en todos los 
puntos de R 3 . Sugerencia: Se puede suponer sin 
perdida de generalidad que r = 0, y utilizar 
coordenadas esfericas. 


5. La densidad de carga electrica, p, en el espacio 
tridimensional depende del tiempo y de la posicion si 
la carga esta en movimiento. Dicho movimiento se 
describe mediante la densidad de corriente J. Obtenga 

la ecuacion de continuidad 


a partir del hecho de que la carga se conserva. 


D 
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6. Si b es un vector constante, demuestre que 


' 1 \_ r-b 

.|r-b|J “ “ |r-b| 3 


13. Si A es el potencial vector del campo magnetico 
producido por una densidad de corriente estacionaria 
en un filamento cerrado, demuestre que en el exterior 
del filamento div A = 0. 


7. Si a y b son vectores constantes, demuestre que, para 

div ( a ’‘F^p) = 0 

Sugerencia: Utilice las identidades (d) y (h) del 
Teorema 3 de la Seccion 16.2. 


8 . Utilice el resultado del Ejercicio 7 para ofrecer una 
demostracion alternativa de que 


div 


dsx(r - s) 


= 0 


Notese que div se refiere a la variable r. 

9. Si a y b son vectores constantes, demuestre que, para 

r # b, 


rot a x 


I r — b | 


= -(a*V) 


r - b 

I r — b | 3 


Sugerencia: Utilice la identidad (e) del Teorema 3 de 
la Seccion 16.2. 


10. Si F es cualquier campo vectorial suave, demuestre que 
j) (ds• V)F(s) = 0 

por cualquier curva cerrada a if. Sugerencia: Los 
gradientes de las componentes de F son conservatives. 


14. Si A es el potencial vector del campo magnetico 
producido por una densidad de corriente continua en 
estado estacionario, demuestre que div A = 0 en todas 
partes. A partir de aqui, demuestre que A cumple la 
ecuacion vectorial de Poisson V 2 A = J. 

15. Demuestre que en una region del espacio que no 
contenga cargas (p = 0) y sin corrientes (J = 0), tanto 
U = E como U = H satisfacen la ecuacion de onda 


siendo c = yi/UbAo) ~ 3 x 10 8 m/s. 

*16. (Flujo de calor en el espacio tridimensional) El 

calor contenido en un elemento de volumen dV dentro 
de un solido homogeneo es ScTdV, siendo dye 
constantes (la densidad y el calor especifico del 
material sol ido), y T = T(x, y, z, t) la temperatura en 
el instante t en la posicion (x, y, z) en el sol ido. El 
calor siempre fluye en la direccion del gradiente de 
temperatura negativo, con una velocidad proporcional 
al tamano de dicho gradiente. Por tanto, la velocidad 
de flujo de la energia calorifica a traves de[ elemento 
de superficie dS con normal N es -kVT »NdS, 
siendo k tambien una constante que depende del 
material del sol ido (el coeficiente de conductividad 
termica). Utilice «la conservacion de la energia 
calorifica» para demostrar que para cualquier region 
R con superficie if dentro del sol ido 


11. Verifique que si r no esta en If, entonces 


rot 


dsx(r - s) 

|r-s| 3 


= 0 


En este caso, rot se toma con respecto a la variable r. 


12. V erifique la formula rot A = H , siendo A el potencial 
vector magnetico definido en funcion de la densidad de 
corriente en estado estacionario J. 


siendo N la normal unitaria hacia el exterior sobre if. 
A partir de aqui, demuestre que el flujo de calor 
dentro del solido esta gobernado por la ecuacion 
diferencial en derivadas parciales 

8T _ k 2 _ k (d 2 T d 2 T d 2 T\ 

8t dc V T Sc \3x 2 + 8y 2 + dz 2 ) 


16.7 


Coordenadas curvilmeas ortogonales 


En esta seccion opcional, obtendremos formulas del gradiente de un campo escalar y de la diver¬ 
gence y el rotacional de un campo vectorial en terminos de sistemas de coordenadas mas gene- 
rales que el si sterna de coordenadas cartesianas utilizado en las seed ones anteriores de este capi- 
tulo. En particular, expresaremos estas magnitudes en terminos de los sistemas de coordenadas 
cilindricas y esfericas presentados en la Seccion 14.6. 
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Denominaremos espacio xyz al sistema de coordenadas cartesianas habitual (x, y, z) en U 3 . Se 
puede definir un sistema de coordenadas diferentes [u, v, iv] en el espacio xyz mediante una 
transformacion continua de la forma 


x = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) 


Si la transformacion es uno a uno, de una region D en el espacio uvw en una region R en el 
espacio xyz, entonces un punto P en R se puede representar mediante una tripleta [u, v, 1/1 /], las 
coordenadas cartesianas del punto unico Q en el espacio uvw correspondiente a la transforma¬ 
cion de P. En este caso, diremos que la transformacion define un sistema de coordenadas cur- 
vilmeas en R y denominaremos [u, v, 1 / 1 /] a las coordenadas curvilineas de P con respecto a ese 
sistema. Notese que [u, v, w] son coordenadas cartesianas en su propio espacio (el espacio uvw)-, 
son coordenadas curvilineas en el espacio xyz. 

En general, relajaremos el requisito de que la transformacion que define un sistema de coor¬ 
denadas curvilineas sea uno a uno, es decir, que todo punto P de R deba tener un unico conjunto 
de coordenadas curvilineas. Es razonable requerir solo que la transformacion sea uno a uno lo¬ 
cal mente. Por tanto, puede haber mas de un punto Q en el que se transforme un determinado 
punto P, pero solamente sera uno en cualquier subregion adecuadamente pequena de D. Por 
ejemplo, en el sistema de coordenadas polares del piano 

x = r cos 6, y = r sen 0 

la transformacion es localmente uno a uno desde D, la mitad del piano r6 donde 0 < r < oo en 
la region R formada por todos los puntos del piano xy excepto el origen. Aunque, por ejemplo, 
[1, 0] y [1, 27r] son las coordenadas polares del mismo punto en el piano xy, no estan cercanas en 
D. Observese, sin embargo, que existe todavia un problema con el origen, que se puede repre¬ 
sentar como [0, 6] para cualquier 6. Como la transformacion no es localmente uno a uno en 
r = 0, consideraremos al origen del piano xy como un punto singular del sistema de coordena¬ 
das polares en el piano. 


Ejemplo 1 


cion 


El sistema de coordenadas cilmdricas [r, 6, z] en R 3 se define mediante la transforma- 


x = rcos0, y = rsen0, z = z 

con r ^ 0 (vease la Seccion 14.6). Esta transformacion hace corresponder el semiespacio D dado por r > 0 
en todo el piano xyz excluyendo al eje z, y es uno a uno localmente. Consideraremos [r, 0, z] como las 
coordenadas polares cilmdricas en todo el espacio xyz, pero diremos que los puntos del eje z son puntos 
singulares del sistema ya que los puntos [0, 8, z] son identicos para todo 0. 


Ejemplo 2 


El sistema de coordenadas esfericas [p, cj), 0] esta definido por la transformacion 
x = psen 0cos0, y = psen 0sen0, z = pcos0 


conp^OyO^0^7t (vease la Seccion 14.6). La transformacion hace corresponder la region D del espa¬ 
cio p00 dado por p > 0, 0 < <j> < n de forma uno a uno localmente en el espacio xyz, excluido el eje z. El 
punto de coordenadas cartesianas (0, 0, z) se puede representar mediante las coordenadas esfericas [0, 0, 0] 
para </> y 0 arbitrarios si z = 0, mediante [z, 0, 0] para 0 arbitrario si z > 0, y mediante [|z|, n, 0] para 0 
arbitrario si z < 0. Por tanto, todos los puntos del eje z son puntos singulares del sistema de coordenadas 
esfericas. 
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Curvas coordenadas y superficies coordenadas 

Sea [u, v, w] un sistema de coordenadas curvilineas en el espacio xyz, y sea P 0 un punto no sin¬ 
gular del sistema. Entonces, la transformed on 

x = x(u,v,w), y=y[u,v,w), z = z(u,v,w) 

es localmente uno a uno cerca de P 0 . Sea P 0 un punto con coordenadas curvilineas [u 0 , v 0 , i/i/ 0 ], 
El piano cuya ecuacion es u = u 0 en el espacio uvw se transforma en una superficie en el espacio 
xyz que pasa por P 0 . Esta superficie se denomina superficie u y nos referiremos a el la mediante 
la ecuacion u = u 0 ; sus ecuaciones parametricas son 

x = x(u 0 , v, w), y = y(u 0 , v, w), z = z(u 0 , v, 1 / 1 v) 

con parametros v y w. De forma similar, la superficie v, v = v 0 , y la superficie iv = i/i/ 0 , pasan 

por P 0 ; son las imagenes de los pianos v = v 0 y w = i/i / 0 en el espacio uvw. 


Coordenadas curvilineas ortogonales 

Se dice que [u, v, w] es un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales en el espacio 
xyz si, para todo punto no singular P 0 en el espacio xyz, las tres superficies coordenadas 
u — Uq, v — vq y w — Wq se cruzan entre si en P 0 formando angulos rectos. 


Se asume tacitamente que las superficies coordenadas son suaves en todos los puntos no singula¬ 
rs, de forma que estamos suponiendo realmente que sus vectores normal es son mutuamente per¬ 
pendiculars. La Figura 16.19 muestra las superficies coordenadas que pasan por P 0 en un siste¬ 
ma tipico de coordenadas curvilineas ortogonales. 



Las parejas de superficies coordenadas que pasan por un punto se cortan formando una cur- 
va coordenada que pasa por dicho punto. Por ejemplo, las superficies coordenadas v = v 0 y 
i/i/ = i/i / 0 se cortan formando la curva u cuyas ecuaciones parametricas son 

x = x(u, Vq, w 0 ), y = y(u, v 0 , w 0 ), z = z(u, v 0 , w 0 ) 

siendo u el parametro. Un vector unitario u tangente a la curva u en P 0 es normal a la superficie 
coordenada u = u 0 en dicho punto. Lo mismo ocurre para los vectores unitarios v y w. En un 
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si sterna de coordenadas curvilineas ortogonales, I os tres vectores u, v y w forman una base de 
vectores unitarios mutuamente perpendiculares en cualquier punto no singular P 0 (vease la Figu- 
ra 16.19). Esta base se denomina base local en P 0 . 


Ejemplo 3 


das son: 


En el sistema de coordenadas cilindricas (vease la Figura 16.20), las superficies coordena- 


Cilindros circulares cuyo eje coincide con el eje z 
Semipianos verticales que radian desde el eje z 
Pianos horizontales 


(superficies r). 
(superficies 0). 
(superficies z). 


Las curvas coordenadas son: 


Semirrectas horizontales que radian desde el eje z 
Circunferencias horizontales centradas en el eje z 
Rectas verticales 


(curvas r). 
(curvas 0). 
(curvas z). 


Ejemplo 4 


son: 


En el sistema de coordenadas esfericas (vease la Figura 16.21), las superficies coordenadas 


Esferas centradas en el origen 

Conos circulares verticales con vertices en el origen 

Semipianos verticales que radian desde el eje z 


(superficies p). 
(superficies 0). 
(superficies 0). 


Las curvas coordenadas son: 


Semirrectas que radian desde el origen (curvas p). 

Semicircunferencias verticales centradas en el origen (curvas 0). 

Circunferencias horizontales centradas en el eje z (curvas 0). 


z 



Figura 16.20 Superficies coordenadas 
en coordenadas cilindricas. 


z 



Factores de escala y elementos diferenciales 

En el resto de esta seccion supondremos que [u, v, i/i/] son coordenadas curvilineas ortogonales 
en el espacio xyz definidas mediante la transformed on 

x = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) 

Supondremos tambien que las superficies coordenadas son suaves en todo punto no singular y 
que los vectores de la base local u, v y w en todo punto no singular forman un triedro orientado 
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a la derecha. Esto se cumple en coordenadas cilindricas y esfericas. En el caso de coordenadas 
esfericas, esta es la razon por la que se escoge el orden de las coordenadas como [p, cp, 6], en 
vez de [p, 8, cp], 

El vector de posicion de un punto P en el espacio xyz se puede expresar en fund on de las 
coordenadas curvilfneas: 

r = x(u, v, i/i/)i + y(u, v, i/i/)j + z[u, v, i/i/)k 

Si se mantienen fijas v = v 0 y w = w 0 , y hacemos variar u, entonces r = r (u, v 0 , i/i/ 0 ) define una 
curva u en el espacio xyz. En cualquier punto P de esta curva, el vector 

dr _ dx. + 8y. + dz^ 
du du 1 du* du 

es tangente a la curva u en P. En general, I os tres vectores 

dr dr dr 

du' dv ^ dw 

son tangentes, respectivamente, a las curvas u, v y w que pasan por P. Son tambien normales, 
respectivamente, a las superficies u, v y w que pasan por P, por lo que son mutuamente perpen¬ 
diculars ( vease la Figura 16.19). Las longitudes de estos vectores tangentes se denominan facto- 
res de escala del si sterna de coordenadas. 


Los factores de escala del si sterna de coordenadas curvilfneas ortogonales [u, v, w] son las 
tres funciones 


dr 

, h„ = 

dr 

, h w = 

dr 

du 

l v 

dv 

i |/V 

dw 


Los factores de escala son distintos de cero en todo punto no singular P del si sterna de coordena¬ 
das, por lo que la base local en P se puede obtener dividiendo los vectores tangentes a las curvas 
coordenadas por sus longitudes. Como se hizo notar anteriormente, denominaremos a los vecto¬ 
res de la base local u, v y w. Por consiguiente, 


dr 

du 


= /l u U, 


dr 

dv 


= h„v 


Sr a 

A = h w \N 
dw 


Los vectores de la base u, v y w formaran un triedro orientado a la derecha suponiendo que es- 
cogemos el orden adecuado para las coordenadas u, v y w. 


dr . . dr 

— = cos0i + senflj, — = -rsenfli + rcos0j 


j-k 


Ejemplo 5 


En coordenadas cilindricas tenemos r = rcosfli + rsen 8\ + zk, por lo que 

y 

Por tanto, los factores de escala en el sistema de coordenadas cilindricas se expresan como 

dr dr dr I 

h '- Jr - 1 ' Je h -~ " l = 1 

y la base local esta formada por los vectores 

r = cos0i + senflj, 0 = - senfli + cos0j, 

Vease la Figura 16.22. La base local esta orientada a la derecha. 
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z 



z 



Figura 16.22 La base local en coordenadas cilindricas. Figura 16.23 La base local en coordenadas esfericas. 


Ejemplo 6 


En coordenadas esfericas tenemos 

r = psen 0cos0i + psen 0sen0j + pcos 0k 
Por tanto, los vectores tangentes a las curvas coordenadas son 

dr . . 

— = sen 0cos0i + sen 0sen0j + cos 0k 
dp 


dr 


t— = pc os 0cos0i + pcos 0sen 6 j -p sen 0 k 

30 


dr 

— = -psen 0sen 0i + psen 0cos0j 


y los factores de escala estan dados por 



dr 


dr 


dr 

h p = 

dp 

= 1. h+ = 

d(j> 

= p y h„ = 

de 


La base local esta formada por los vectores 

p = sen 0cos0i + sen 0sen 8\ + cos 0k 
0 = cos0cos0i + cos0sen0j - sen 0k 
0 = -senfli + cos0j 

I/ease la Figura 16.23. La base local esta orientada a la derecha. 


= p sen 0 


El elemento de volumen en un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales es el volumen de 
una caja coordenada infinitesimal limitada por parejas de superficies u, v y w correspond!entes a 
los valores u y u + du, v y v + dv, y w y w + dw, respectivamente. 1/ease la Figura 16.24. Como 
estas superficies coordenadas se suponen suaves, y como se cortan formando angulos rectos, la 
caja coordenada es rectangular, y esta generada por los vectores 
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Por tanto, el elemento de volumen esta dado por 


d V = h u h v h w dudvdw 



Figura 16.24 Elemento de volumen en coordenadas 
curviIineas ortogonales. 


Ademas, los elementos de area de superficie sobre las superficies u, v y w son las areas de las 
caras apropiadas de la caja coordenada: 


E lementos de area sobre superficies coordenadas 

dS u = h„h w dvdw, dS v = h u h w du dw, dS w = h u h v dudv 


Los elementos de longitud de arco sobre las curvas coordenadas u, v y w son las aristas de la 
caja coordenada: 


E lementos de longitud de arco sobre curvas coordenadas 

ds u = h u du, ds B = h v dv, ds w = h w dw 


Ejemplo 7 


es 


Para coordenadas cilindricas, el elemento de volumen, como se muestra en la Seccion 14.6, 


dV = h r h g h z dr dOdz = r dr dOdz 


Los elementos de area de superficie en el cilindro r = constante, el semipiano 6 = constante y el piano 
z = constantes son, respectivamente, 


dS r = r dO dz, 


dS e = dr dz y dS z = r dr do 


Ejemplo 8 


En coordenadas esfericas, el elemento de volumen, como se vio en la Seccion 14.6, es 
dV = hph^hgdpdc/rdO = p 2 sen (/rdpdc/rdO 


El elemento de area en la esfera p = constante es 

dS p = h^hgdc/rdO = p 2 sen <j)d<j)d6 
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El elemento de area en el cono 0 = constante es 

dS 4 , = h p h g dp dO = p sen 4>dp do 
El elemento de area en el semipiano 0 = constante es 

dS g = hph^dpdc/) = pdpdcj) 


Grad, div y roten coordenadas curvilmeas ortogonales 

El gradiente Vf de un campo escalar f se puede expresar en funcion de la base local en cual- 
quier punto P con coordenadas curvilmeas [u, v, i/i /] en la forma 

Vf = f„u + f„v + f w w 

Para determinar los coeficientes f u , f v y f w en esta formula, compararemos dos expresiones de la 
derivada direccional de f en una curva arbitraria en el espacio xyz. 

Si la curva etiene una parametrizacion r = r(s) en funcion de la longitud de arco, entonces 
la derivada direccional de f en la curva e esta dada por 

df _df du 8f dv df dw 

ds du ds dv ds dw ds 

Por otra parte, esta derivada direccional esta tambien dada por df/ds = Vf • T, siendo f el vec¬ 
tor tangente unitaria a e. Tenemos 

^ dr dr du + dr dv + dr dw 

ds du ds dv ds dw ds 

, du A , dv A , dw ^ 


Entonces, 


df a du dv dw 


Comparando estas dos expresiones para df/ds en la curva e, vemos que 

f = df 5f 5f 

u u du' v v dv' w w dw 
Por tanto, hemos demostrado que 

El gradiente en coordenadas curvilmeas ortogonales 

1 df, 1 df, 1 df , 

h u du h v dv h w dw 


Ejemplo 


En coordenadas cilindricas, el gradiente del campo escalar f(r, 0, z) es 


df. 

< 

M— 

OS 

i—1 

df 

V f(r, 0, z) = —r + 

-0 + 

— k 

dr 

r 80 

dz 
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Ejemplo 10 


En coordenadas esfericas, el gradiente del campo escalar f(p, <fr, 0) es 


Vf(p, <j>, 6) 


df A 1 5f. 
B-p h— li-d) 

dp p d(j) 


1 df . 

-e 

p sen <f> 50 


Consideremos ahora un campo vectorial F expresado en coordenadas curvilineas: 

F(u, v, vj) = F u (u, v, i/i/)u + F v (u, v, w)v + FJu, v, w)w 

El flujo de F hacia el exterior de la caja coordenada infinitesimal de la Figura 16.24 es la suma 
de los flujos de F hacia el exterior de las tres parejas de superficies opuestas de la caja. El flujo 
hacia el exterior de las superficies u correspondientes a u y u + du es 

F(u + du, v, w) •udSu - F(u, v, i/i/) •udS u 
= (FJu + du, v, w)h v (u + du, v, w)h w (u + du, v, i/i/) 

- FJu, v, w)hju, v, w)h w (u, v, w))dvdw 

d 

= ( h„h w F u )du dvdw 

du 

Se obtienen expresiones similares para los flujos hacia el exterior de las otras parejas de superfi¬ 
cies coordenadas. 

La divergencia de F en P es el flujo por uni dad de volumen hacia el exterior de la caja coor¬ 
denada infinitesimal situada en P. Por tanto, esta dada por 
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Para calcular el rotacional de un campo vectorial expresado en coordenadas curvilfneas ortogo- 
nales podemos utilizar algunas identidades vectoriales obtenidas previamente. Observese en pri¬ 
mer lugar que el gradiente del campo escalar f(u, v, w) = u es u/h u , por lo que u = h u Vu. De 
forma similar, v = h v Vv y w = h w Vw. Por tanto, el campo vectorial 


F = F^u + F„v + F w w 


se puede expresar de la forma 


F = F u h u Vu + F„h v Vv + F w h w Vw 


Utilizando la identidad rot(fVg) = Vf x Vg (vease el Ejercicio 13 de la Seccion 16.2), pode¬ 
mos calcular el rotacional de cada uno de los terminos de la expresion anterior. Tenemos 


rot (F u h u Vu) = V(F u h u ) x Vu 
|"1 d 


13 1 5 ,r U 

= Eto (FMu + r.to <FM ' , + r.to (FMw 


Para obtener el resultado anterior hemos utilizado que u x u = 0, vxu = -w y w x u = v. 
Por eso hemos supuesto que el sistema de coordenadas curvilfneas esta orientado hacia la de- 
recha. 

Se pueden calcular las expresiones correspondientes para los otros dos terminos de la formu¬ 
la de rot F. Combinando los tres terminos, llegamos a la conclusion de que el rotacional de 

F = F(jU + F„v + F w w 

esta dado por 

El rotacional en coordenadas curvilfneas ortogonales 


rot F(u, v, i/i/) = 


Ejemplo 13 



M 

h v xr h w vi 

1 

3 

3 3 

KKK 

du 

dv 8w 


F u h u 

F it Fi v F 

el rotacional de F 

= F r r + F 0 0 
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Ejemplo 14 


En coordenadas esfericas, el rotacional de F = F p p + F 0 <j) + F 0 B esta dado por 


rot F 


1 

p 2 sen (j> 

1 

psen 4 > 


p p<j> p sen 00 

d_ _d_ d_ 

dp d4> d9 

F P pF s p sen 4 >F e 


d4> 


(sen - 


5F* 

de 


+ 


1 


psen 4 > 


dF d , 


* 


+ 


1 


d P [p 0 8<i> 


e 


l 

psen 4 ’ 


(cos 0)F e + (sen 0) 


5F fl 5F 


d<t> d6 


+ 


1 


psen 4 > 


1 

+ - 
P 


dF dF ~ 

-!! ~ (sen 4))F g - (psen 0) —- 

de dp 


dFg, dF, 


4> 




Ejercicios 16.7 


En los Ejercicios 1 y 2, calcule los gradientes de los 
campos escalares dados, expresados en coordenadas 
cilindricas o esfericas. 

1. f(r, 6, z) = rOz 2 . f(p, </>, 6) = p</>0 

En los Ejercicios 3-8, calcule div F y rot F para los 
campos vectoriales dados expresados en coordenadas 
cilindricas o esfericas. 

3. F(r, 0, z) = rr 4. F(r, 0, z) = r0 

5. F(p, 0, 0) = sen 0p 6. F(p, 0, 0) = pcj> 

7. F(p, 0, 6) = p0 8. F(p, 4>, 0) =p 2 p 

9. Sea x = x(u, v), y = y(u, v) la definicion de un sistema 
de coordenadas curvilineas ortogonales (u, v) en el 
piano xy. Calcule los factores de escala, los vectores de 
la base local y el elemento de area del sistema de 
coordenadas ( u , v). 

10. Continuando con el Ejercicio 9, exprese el gradiente de 
un campo escalar f(u, v), y la divergencia y el 
rotacional de un campo vectorial F(u, v) en funcion de 
las coordenadas curvilineas. 


11. Exprese el gradiente del campo escalar f(r, 6) y la 
divergencia y el rotacional de un campo vectorial F(r, d) 
en funcion de las coordenadas polares del piano ( r, 0). 

12. La transformacion 

x = a cosh u cos n, y = a senh u sen v 

define coordenadas elfpticas en el piano xy. Este 
sistema de coordenadas tiene puntos singulares en 
x = ±a, y = 0. 

(a) Demuestre que las curvas v, u = constante son 
elipses cuyos focos son los puntos singulares. 

(b) Demuestre que las curvas u, v = constante son 

hiperbolas cuyos focos son los puntos singulares. 

(c) Demuestre que las curvas u y v que pasan por un 
punto no singular se cortan formando angulos 
rectos. 

(d) Calcule los factores de escala h u y h v y el elemento 
de area dA del sistema de coordenadas elfpticas. 

13. Describa las superficies coordenadas y las curvas 
coordenadas del sistema de coordenadas cilindricas 
elfpticas en el espacio xyz definido por 
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x = a cosh u cos v, y = a senh u sen v, z = z 

14. La Laplaciana V 2 f de un campo escalar f se puede 
calcular como div Vf. Utilice este metodo para 
calcular la Laplaciana de la funcion f(r, 0, z) 
expresada en coordenadas cilindricas (esto repite el 
Ejercicio 33 de la Seccion 14.6). 


15. Qajoule la Laplaciana V 2 f = div Vf de la funcion 
f(p, 0, 0), expresada en coordenadas esfericas (esto 
repite el Ejercicio 34 de la Seccion 14.6, pero ahora es 
mucho mas facil). 

16. Calcule la Laplaciana V 2 f = div Vf de una funcion 
f(u, v, w) expresada en coordenadas curvilineas 
ortogonales arbitrarias ( u, v, w). 


Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan las siguientes expresiones? 

O Divergencia de un campo vectorial F 
O Rotacional de un campo vectorial F 
O F es solenoidal 
O F es irrotacional 
O Potencial escalar 
O Potencial vector 

O Coordenadas curvilineas ortogonales 


de F hacia el exterior de la esfera de radio a centrada 
en el origen es n(a 3 + 2a 4 ). Calcule la divergencia de 
F en el origen. 

6. Sea F = -yi + xcos(l - x 2 - y 2 )j + yzk. Calcule el 
flujo de rot F hacia arriba, a traves de una superficie 
cuya frontera es la curva x 2 + y 2 = 1, z = 2. 

7. Sea F(r) = Hr, con r = xi + yj + zk y r = |r|. iPara 
que valor o valores de 2 es F solenoidal en un 
subconjunto abierto del espacio tridimensional? iEs F 
solenoidal en todo el espacio tridimensional para algun 
valor de 2? 


• E nuncie los siguientes teoremas: 

O Teorema de la Divergencia 
O T eorema de G reen 
O T eorema de Stokes 


Ejercicios de repaso 

1. Si F = x 2 zi + (y 2 z + 3y)j + x 2 k, calcule el flujo de F 
a traves de la parte del elipsoide x 2 + y 2 + 4z 2 = 16, 
con z ^ 0, orientada con normal hacia arriba. 

2. Sea if la parte del cilindro x 2 + y 2 = 2 ax que esta entre 
los pianos horizontales z = 0 y z = b, con b > 0. 
Calcule el flujo de F = xi + cos(z 2 )j + e z k a traves de 
if, hacia el exterior. 


3. 


Calcule <t> (3y 2 + 2 xe r )dx + (2 x 2 ye y2 )dy en sentido 


contrario al de las agujas del reloj por la frontera del 
paralelogramo cuyos vertices son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y 


( 1 , 1 ). 


8. Sabiendo que F cumple que rot F = p? en el espacio 
tridimensional, siendo p una constante distinta de cero, 
demuestre que V 2 F + /( 2 F = 0. 

9. Sea P un poliedro en el espacio tridimensional con n 

caras planas, F h F 2 . F Sea N, la normal a F, con 

direccion hacia fuera desde P , y sea N; un vector de 
longitud igual al area de la cara F Demuestre que 

£ N ( = 0 

i = 1 

Obtenga ademas una version de este resultado para el 
caso de un poligono P en el piano. 

10. Indique alrededor de que curva cerrada y simple C en 
el piano xy el campo vectorial 

F = (2y 3 - 3y + xy 2 ) i + (x - x 3 + x 2 y)j 
tiene circulacion maxima. 

11 . Indique alrededor de que superficie cerrada y orientada 
en R 3 el campo vectorial 


4. Si F = -zi + xj + yk, icuales son los posibles 
valores de <£ F •dr sobre circunferencias de radio a 


en el piano 2x + y + 2z = 7? 


F = (4x + 2x 3 z) i - y(x 2 + z 2 )j - (3x 2 z 2 + 4y 2 z)k 
tiene flujo maxi mo. 

12. Calcule el valor maximo de 


5. Sea F un campo vectorial suave en el espacio 
tridimensional, y suponga que, para todo a > 0, el 


F »dr 




1050 CALCULO 


siendo F = xy 2 i + (3z - xy 2 )j + (4y - x 2 y)k y C una 
curva cerrada y simple en el piano x + y + z = 1, 
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj 
vista desde arriba en el eje z. iQue curva C produce 
este maxi mo? 

Problemas avanzados 

1. (El universo en expansion) Sea v el campo de 
velocidades a gran escala de la materia en el universo 
(gran escala significa la escala de las distancias 
intergalacticas; el movimiento a pequena escala como 
el de I os sistemas planetarios alrededor de sus soles, e 
incluso de las estrellas alrededor de I os centres 
galacticos, ha sido promediado). Suponga que v es un 
campo vectorial suave. De acuerdo con la teoria 
astronomica actual, la distancia entre dos puntos 
cualesquiera esta creciendo, y la velocidad de 
incremento es proporcional a la distancia entre dichos 
puntos. La constante de proporcionalidad, C, se 
denomina constante de Hubble. En fund on de v, si r x y 
r 2 son dos puntos, entonces 

(v(r 2 )-v(r 1 )).(r 2 -r 1 ) = C|r 2 -r 1 | 2 



por K es el flujo de r/|r| 3 a traves de if, siendo r el 
vector que va desde P hasta el punto (x, y, z). 


Demuestre que div v es constante, y calcule el valor de 
dicha constante en funcion de la constante de Hubble. 
Sugerencia: Calcule el flujo de v(r) hacia el exterior de 
una esfera de radio e centrada en r lt y tome el If mite 
cuando e tiende a cere. 

2. (Angulo solido) Dos rayos que parten de un punto P 
determinan un angulo en dicho punto cuya medida en 
radianes es igual a la longitud del arco de circunferencia 
de radio 1 con centre en P que esta entre los dos rayos. 
De forma similar, un semicono de forma arbitraria K 
con vertice en P determina un angulo solido en P cuya 
medida en estereorradianes (estereo + radianes) es el 
area de la parte de la esfera de radio 1 con centre en P 
que esta dentro de K. Por ejemplo, el primer octante de 
R 3 es un semicono con vertice en el origen. Determina 
un angulo solido en el origen que mide 

1 n 

47t x - = - estereorradianes 
8 2 

ya que el area de la esfera unidad es \n ( vease la Figura 
16.25). 

(a) Calcule la medida en estereorradianes del angulo 
solido en el vertice de un semicono circular recto 
cuya generatriz forma un angulo a con su eje 
central. 

(b) Dada una superficie orientada y suave que cruza al 
semicono general K, pero no en su vertice P, sea if 
la parte de la superficie que esta dentro de K. 
Oriente if con una normal apuntando hacia el 
exterior desde P. Demuestre que la medida en 
estereorradianes del angulo solido en P determinada 


Integrales sobre dominios en movimiento 

Por el Teorema Fundamental del Calculo, la derivada con 
respecto al tiempo t de una integral de f(x, t) sobre un 
«intervalo en movimiento» [a(t) , b(t) ] esta dada por 

d r m f b(t > d 

- f(x, t)dx= — f(x, t)dx 
dt J a(t) J a(t) St 

db da 

+ f(b(t), t) — - f(a(t), t ) — 
dt dt 


Los tres problemas siguientes, sugeridos por Luigi 
Quartapelle del Politecnico de M iIan, proporcionan varias 
ampliaciones de este resultado unidimensional a 
dimensiones superiores. Los calculos son un poco largos, 
por lo que puede ser conveniente obtener alguna ayuda 
de M aple o de algun otro sistema de matematicas por O] 
computador. ^ 

*3. (Velocidad de cambio de la circulacion sobre una 
curva en movimiento) 

(a) Sea F(r, t) un campo vectorial suave en R 3 que 
depende de un parametro t, y sea 


G(s, t) = F(r(s, t), t) = F(x(s, t), y(s, t), z(x, t), t) 


donde r(s, t) = x(s, t)i + y(s, f)j + z(s, t)k tiene 
derivadas parciales de segundo orden continuas. 
Demuestre que 


d 

Ft 



dt dr 

-•-h 

dt ds 


^(V x F) x 


5r\ 

dr 

dt) 

ds 
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En este caso, el rotacional V x F se toma con 
respecto al vector de posicion r. 

(b) Para un t fijo (que puede pensar que representa el 
tiempo), r = r(s, t), (a < s ^b) representa 
parametricamente una curva C t en R 3 . La curva se 
mueve cuando t varia; la velocidad de cualquier 
punto sobre C t es v c (s, t) = dr/dt. Demuestre que 


(c) Combine los resultados de (a) y (b) para demostrar 
que 

till"** 

= £f-^ s+ £ lv ' Fivs -^ s 


+ F(r(ib, t), t) • v c (fa, t) - F(r(a, t), t) • v c (a, t) 


Sugerencia: Exprese 



Utilice ahora el resultado de (a). 


*4. (Velocidad de cambio del flujo a traves de una 
superficieen movimiento) Sea 5 t una superficie en 
movimiento en R 3 parametrizada suavemente (para 
cada t) como 

r = r (u, v, t) = x(u, v, t)\ + y(u, v, t)j + z(u, v, t)k 

donde ( u, v) pertenece a una region de parametros R en 
el piano uv. Sea F(r, t) = F x i + F 2 j + F 3 k una 
funcion suave de un vector tridimensional, y sea 
G (u, v, t) = F(r(u, v, t), t). 

(a) Demuestre que 



(b) Si C t es la frontera de S t con orientacion 

correspondiente a la deS t , utilice el Teorema de 
Green para demostrar que 


+ d) (F x v c ) • dr 

Jc, 

donde v s = dr/dt sobre S t es la velocidad de S t , 
v c = dr/dt sobre C t es la velocidad de C t , y N es el 
campo normal unitario sobre S t correspondiente a su 
orientacion. 

*5. (Velocidad de cambio de integrales sobre volumenes 
en movimiento) Sea S t la posicion en el instante t de 
una superficie cerrada y suave en R 3 que varia 
suavemente con t y limita en todo instante t una region 
D t . Si N(r, t) indica el campo normal unitario hacia 
fuera (desde D t ) sobre S t , y v s (r, t) es la velocidad del 
punto r sobre S t en el instante t, demuestre que 

se cumple para funciones suaves f (r, t). Sugerencia: 

Sea A D t el conjunto de puntos por los queS t pasa 
cuando t se incrementa hasta t + At. El elemento de 
volumen dV en A D t se puede expresar en funcion del 
elemento de area dS sobre S t como 

dV = v.NcfSAt 







CAPl'TULO 17 

Ecuaciones 

diferenciales 


ordinarias 


Para resolver esta ecuacion diferencial la observas hasta 
que la solucion se te ocurre. 

George Polya (1887-1985) 

de How to Solve It, Princeton, 1945 


La ciencia es una ecuacion diferencial. La religion es la 
condicion de contorno. 

Alan Turing (1912-1954) 

citado en Theories of Everything, dej. D. Barrow 


Introduccion Una ecuacion diferencial (o ED) es una ecuacion en la que inter- 
vienen una o mas derivadas de una funcion desconocida. Resolver la ecuacion dife¬ 
rencial significa obtener una funcion (o todas las funciones) que cumpla la ecuacion 
diferencial. 

Muchas leyes ffsicas y relaciones entre magnitudes que se estudian en varias 
disciplinas cientificas se expresan matematicamente como ecuaciones diferenciales. 
Por ejemplo, la segunda ley del movimiento de Newton (F = ma) establece que la 
posicion x(t) en el instante t de un objeto de masa constante m sobre el que actua 
una fuerza F(t) debe satisfacer la ecuacion diferencial (ecuacion del movimiento): 


De forma similar, la biomasa m(t ) en el instante t de un cultivo bacteriano que crece 
en un medio de soporte uniforme cambia con una velocidad proporcional a la bio¬ 
masa: 


dm 

~dt 


km(t) 


que es la ecuacion diferencial del crecimiento exponencial (o, si k < 0, del decreci- 
miento exponencial). Como las ecuaciones diferenciales surgen ampliamente en el 
modelado abstracto de fenomenos concretos, dichas ecuaciones y las tecnicas para 
resolverlas estan en el corazon de las matematicas aplicadas. De hecho, la mayor 
parte de la literatura matematica actual trata directamente sobre ecuaciones diferen¬ 
ciales o esta motivada por problemas que surgen en el estudio de estas ecuaciones. 
Debido a esto, hemos presentado varias ecuaciones diferenciales, los terminos de su 
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descripcion y las tecnicas para su solucion en varios lugares en el desarrollo del 
calculo que se realiza en este libro. En este capftulo final se proporciona un marco 
unificado, con una breve introduccion al estudio de las ecuaciones diferenciales or- 
dinarias. Algun material de secciones anteriores (particularmente de las Secciones 
7.9 y 3.7) forma parte natural de este capftulo, por lo que nos referiremos a dichas 
secciones en los instantes adecuados. Este capftulo es, de necesidad, relativamente 
corto. Los estudiantes de matematicas y sus aplicaciones siguen en general uno o 
mas cursos completos de ecuaciones diferenciales y, aun asf, apenas aranan la su- 
perficie de esta materia. 


17.1 


Clasificacion de las ecuaciones diferenciales 


Las ecuaciones diferenciales se clasifican de varias formas. La clasificacion mas significativa se 
basa en el numero de variables con respecto a las que aparecen las derivadas de la ecuacion. U na 
ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es aquella en la que aparecen derivadas solo con respec¬ 
to a una variable. Los dos ejemplos dados anteriormente son ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales (EDP) es aquella en la que aparecen deriva¬ 
das parciales de la funcion desconocida con respecto a mas de una variable. Por ejemplo, la 

ecuacion de onda unidimensional 


d 2 u _ 2 8 2 u 

W = C 5 ? 


modela el desplazamiento lateral u(x, t ) en la posicion x en el instante t de una cuerda vibrante 
estirada (vease la Seccion 12.4). En este capftulo no trataremos las ecuaciones diferenciales en 
derivadas parciales. 

Las ecuaciones diferenciales se clasifican tambien con respecto a su orden. El orden de una 
ecuacion diferencial es el maximo orden de las derivadas presentes en la ecuacion. La ecuacion 
de onda unidimensional es una EDP de segundo orden. El siguiente ejemplo ilustra el orden de 
dos EDO. 


Ejemplo 1 


dx' 


dy, b 

2 + xy = sen x 


d 3 y 


dx 3 


dy 


X3 + 4x =y x? 


dx 


d 2 y 


dx 2 


tiene orden 2 

tiene orden 3 


Como toda ecuacion, una ecuacion diferencial se puede expresar en la forma F = 0, siendo F 
una funcion. En el caso de una EDO, la funcion F puede depender de la variable independiente 
(denominada habitualmente x o t), de la funcion desconocida (habitualmente y) y de cualquier 
derivada de la funcion desconocida hasta el orden de la ecuacion. Por ejemplo, una EDO de or¬ 
den n se puede expresar en la forma 

F = (x, y, y', y" .y (n) ) = 0 

Un caso especial importante de ecuaciones diferenciales es el de las que son lineales. Una EDO 
lineal de orden n tiene la forma 

a n (x)y {n) (x) + a n _ 1 (x)y (,, “ 1) (x) + ••• 

+ a 2 (x)y"(x) + a 1 (x)y'(x) + a 0 (x)y(x) = f[x) 

Cada termino en la expresion del miembro izquierdo es el producto de un coeficiente que es fun¬ 
cion de x, y un segundo factor que es o bien y o bien una de las derivadas de y. El miembro 
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derecho no depende dey, y se denomina termino no homogeneo. Observese que ninguno de los 
terminos del miembro izquierdo puede tener ninguna potencia de y o de sus derivadas que no sea 
la primera, y quey y sus derivadas nunca se multiplican entre si. 

Una EDO lineal se denomina homogenea si en todos sus terminos interviene la fund on des- 
conocida y, es decir, si f(x) = 0. Si f(x) no es identicamente nula, la ecuacion es no homo¬ 
genea. 


Ejemplo 2 


En el Ejemplo 1, la primera ED, 

cfy 

dx 2 


x y = sen x 


es lineal. Los coeficientes son a 2 (x) = 1, a^x) = 0, a 0 (x) = x 3 y el termino no homogeneo es f(x) = senx. 
Aunque se puede expresar en la forma 


d 3 y 

dx 3 




- e y = 0 


la segunda ecuacion es no lineal debido a que en el segundo termino interviene el cuadrado de una derivada 
de y, en el tercer termino aparece el producto de y con una de sus derivadas y el cuarto termino no es y 
veces una funcion de x. La ecuacion 

, d 3 y d 2 y dy 

(1+x 2 )—5 + senx-4-4-p + y = 0 
dx J dx z dx 


es una ecuacion lineal de orden 3. Los coeficientes son a 3 (x) = 1 + x 2 , a 2 (x) = senx, a^x) = -4 y 
a 0 (x) = 1. Como f(x) = 0, esta ecuacion es homogenea. 


El siguiente teorema establece que toda combinacion lineal de una ecuacion diferencial lineal y 
homogenea es tambien una solucion. Se trata de un resultado extremadamente importante sobre 
las ED lineales y homogeneas. 

TEOREMASi y = y^x) e y = y 2 (x) son dos soluciones de la ecuacion lineal y homogenea 

a n y (n) + a n - iy (n_1) + ••• + a 2 y" + ay' + a 0 y = 0 
entonces tambien lo es la combinacion lineal 

y = Ay x (x) + By 2 (x) 

para todos los valores de las constantes A y B. 

DEMOSTRACION Sabemos que 

a n yi n) + a n -iyi n_1) + ••• + a 2 yi' + a : y i + a 0 y 1 = 0 y 

a n y 2 n) + a n _ i y 2 n_1) + ••• + a 2 y'i + a x y’ 2 + a 0 y 2 = 0 
M ultiplicando la primera ecuacion por A, la segunda por B y sumando las dos se obtiene 
a n (Ay[ n) + By 2 n) ) + a n _ 1 (/\y ( 1 n ~ 1) + By^ -11 ) 

+ ■•• + a 2 (Ay'{ + By'{) + a^/Ayi + By 2 ) + a 0 (Ayi + By 2 ) = 0 
Por tanto, y = Ay^x) + By 2 (x) es tambien una sol ucion de la ecuacion. 
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El mismo tipo de demostracion se puede utilizar en el siguiente teorema. 

TEOREMA^Jj^ Si y = y x (x) es una solucion de la ecuacion lineal y homogenea 

a n y {n) + a„-iy (n_1) + ••• + a 2 y" + a#' + a 0 y = 0 

ey = y 2 (x) es una sol ucion de la ecuacion lineal y no homogenea 

a n y (n) + a„-i ,y (n_1) + ••• + a 2 y" + a^' + a 0 y = f(x) 

entonces, y = y x (x) + y 2 (x) es tambien una sol ucion de la misma ecuacion lineal y no ho¬ 
mogenea. 

^• 

Haremos un amplio uso de los dos teoremas anteriores al presentar las ecuaciones lineales de 
segundo orden en las Secciones 17.6-17.8. 


Ejemplo 3 


Verifique que y = sen 2x e y = 
y(x) de dicha ED que cumpla y(0) = 2 ey'(O) = 


cos2x cumplen la ED y" + 4y = 0. Calcule una sol ucion 
-4. 


Solucion Si y = sen2x, entonces y" = — (2cos2x) = -4sen2x = -4y. Por lo tanto, y" + 4y = 0. Un 

dx 

calculo similar demuestra que y = cos2x tambien cumple la ED. Como la ED es lineal y homogenea, la 
funcion 


y = A sen 2x + 8 cos2x 

es una solucion para cualquier valor de las constantes A y B. Debe cumplirse quey(O) = 2, por lo que es 
necesario que 2 = A sen0 + B cosO = 6. Por consiguiente, B =2. Ademas, 

y' = 2 A cos 2x - 28 sen 2x 

Como debe ser y'(0) = -4, entonces -4 = 2 A cosO - 28 senO = 2 A. Por tanto, A = -2, y la solucion 
pedida esy = -2sen2x + 2cos2x. 


Observacion Sea P n (r) el polinomio de grado n en la variable r dado por 

P n (r) = a n (x)r n + a„_ 1 (x)r' 1 “ 1 + ••• + a 2 (x)r 2 + a^xjr + a„(x) 

cuyos coeficientes dependen de la variable x. Podemos expresar la EDO de orden n con coefi- 
cientes a k (x), (0 ^ k n) y termino no homogeneo f(x) en la forma 

P n (D)y(x) = f(x) 

siendo D el operador diferencial d/dx. El miembro izquierdo de la ecuacion anterior indica la 
aplicacion del operador diferencial de orden n 

P n [D) = a n (x)D n + a n - 1 (x)D n ~ 1 + ■■■ + a 2 (x)D 2 + a^xjD + a„(x) 

a la funcion y(x). Por ejemplo, 

. d k y 

a k (x)D k y(x) =a k (x) ^ 

A menudo es util expresar las ED lineales mediante operadores diferenciales de esta forma. 

Observacion Desgraciadamente, el termino homogenea se utiliza con mas de un significado 
en el estudio de las ecuaciones diferenciales. Ciertas EDO que no son necesariamente lineales se 
denominan homogeneas por una razon diferente a la que se aplica a las ecuaciones lineales ante¬ 
riores. Apareceran ecuaciones de este tipo en la Seccion 17.2. 
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Ejercicios 17.1 


En los Ejercicios 1-10, indique el orden de las ED dadas, e 
indique tambien si son lineales o no lineales. Si son 
lineales, ison homogeneas o no homogeneas? 


1 . 



d 2 y 

2. yri + x = y 

dx z 


3. y 


dy 

dx 


= x 


4. y'" + xy' = x sen x 


5. y" + x sen xy' = y 


6 . y" + 4y' - 3y = 2y 2 


7. 


<fy dy 
dt 3 + r dt 


+ t 2 y = t 3 


dx 

8 . cosx — 
dt 


+ x sen t = 0 


9. y (4) + e x y" = x 3 y' 


10 . x 2 y" + e x y' = 


1 

y 


11 . Verifique que y = cosx e y = senx son soluciones de 
la ED y" + y = 0. iSon soluciones las siguientes 
funciones?: (a) senx - cosx, (b) sen(x + 3), 

(c) sen 2x. J ustifique sus respuestas. 


13. y 1 = cos (kx) es una solucion dey" + k 2 y = 0. Plantee 
y verifique otra sol ucion y 2 que no sea multi plo dey x . 
Obtenga a continuacion una solucion que cumpla 
y(n/k) = 3 e y'(n/k) = 3. 

14. y 1 = e kx es una solucion de y" - k 2 y = 0. Plantee y 
verifique otra solucion y 2 que no sea multi plo de y v 
Obtenga a continuacion una solucion que cumpla 

y(l) = 0 ey'(l) = 2 . 

15. Calcule una solucion de y" + y = 0 que cumpla 
y(n/2) = 2y(0) eyU/4) = 3. Sugerencia: Vea el 
Ejercicio 11. 

16. Calcule dos valores de r tales que y = e rx sea una 
solucion de y" - y' - 2y = 0. Calcule a continuacion 
una solucion de la ecuacion que cumpla y(0) = 1, 
y'(0) = 2. 

17. Verifique que y = x es una solucion de y" + y = x y 
calcule una solucion y de esta ED que cumpla y(n) = 1 
ey'fjc) = 0. Sugerencia: Utilice el Ejercicio 11 y el 
Teorema 2. 


12 . Verifique que y = e x ey = e~ x son soluciones de la 
ED y" -y = 0. ^Son soluciones las siguientes 
funciones?: (a) coshx = 2 (e x + e ’ x ), (b) cosx, (c) x e . 
J ustifique sus respuestas. 


18. Verifique que y = -e es una solucion de y" - y = e y 
calcule una solucion y de esta ED que cumpla yd) = 0 
ey'(l) = 1. Sugerencia: Utilice el Ejercicio 12 y el 
Teorema 2. 


17.2 


Solucion de ecuaciones de primer orden 


En esta seccion desarrollaremos tecnicas para resolver diversos tipos de EDO de primer orden; 
concretamente: 


1. Ecuaciones separables. 

2. Ecuaciones homogeneas. 

3. Ecuaciones exactas. 

4. Ecuaciones lineales. 


La mayor parte de las ecuaciones de primer orden tienen la forma 


dy 

dx 


f(x, y) 


Para resolver estas ecuaciones diferenciales generalmente habra que utilizar integracion. De he- 
cho, el proceso de resolver la ED se denomina integracion de la ED. No obstante, resolver ecua¬ 
ciones diferenciales es en general mas complicado que simplemente plantear una integral y cal- 
cularla. La unica ED que se puede resolver de esta manera es el tipo mas simple de ED lineal de 
primer orden que se puede expresar de la forma 


La solucion es entonces la primitiva de f: 

y 


r 


J 


f (x) dx 



1058 CALCULO 

Ecuaciones separables 

El siguiente tipo mas simple de ecuacion a resolver se denomina ecuacion separable. Una ecua¬ 
cion separable es de la forma 

dy 

5-' w » w 

donde la derivada dy/dx es un producto de una fund on solo de x y una funcion solo de y, en vez 
de ser una funcion mas general de las dos variables x e y. 


E n la Seccion 7.9 se puede encontrar una presentation extensa de las ecuaciones sepa¬ 
rables con ejemplos y ejercicios, por lo que no la repetiremos aquf. Si no ha estudiado 
ese material, por favor hagalo ahora. 


Ecuaciones homogeneas de primer orden 

Una ED de primer orden de la forma 



se denomina homogenea. Se trata de un uso diferente del termino homogeneo del empleado en 
la seccion anterior, que se aplicaba solo a ecuaciones lineales. Aquf, homogenea se refiere al he- 
cho de que y/x, y por tanto g(x, y) = f (y/x), es homogenea de grado 0 en el sentido descrito des¬ 
pues del Ejemplo 7 de la Seccion 12.5. Estas ecuaciones homogeneas se pueden transformar en 
una ecuacion separable (que por tanto se puede resolver) mediante un cambio de la variable de- 
pendiente. Si hacemos 


v = 


y 

x 


o, en otros terminos, y = xv(x) 


tenemos entonces 


dy dv 

— = v + x — 
dx dx 


y la ecuacion diferencial original se transforma en 

dv f (v) — v 


que es separable. 


dx x 


Ejemplo 1 


Resuelva la ecuacion 


dy x 2 + xy 
dx xy + y 2 


Solucion La ecuacion es homogenea (para verlo, divida el numerador y el denominador por x 2 ). Si 
y = vx, entonces la ecuacion se convierte en 

dv 1 + v 1 

v + x — =-j = 

dx v + v v 


o 


dv 


X dx 



v 
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Separando variables e integrando, se calcula 


vdv 


v 

du 
u 

In|u| = 2 In|x| 

1 


dx 

x 

dx 

x 


U 


= C 2 x 


7 C 3 
ll ~ v ' = ¥ 


1--5 


C3 

w2 


Sea u = 1 - v 2 


C! = lnC 2 x 2 (C x = In C 2 


(C 3 = 1/C 2 ) 


La solucion se expresa mejor en la forma x 2 -y 2 = C 4 . Sin embargo, cerca de los puntos dondey # 0, la 
ecuacion se puede resolver expresando y en funcion de x. 


Ecuaciones exactas 

Una ecuacion diferencial de primer orden expresada en forma diferencial como 

M (x, y)dx + N (x, y)dy = 0 
dy M (x, y) 

que es equivalente a — = - —-se denomina exacta si el miembro izquierdo es el diferen- 

dx N(x, y) 

cial de una funcion <j>(x, y): 

d(j)[x, y) = M (x, y)dx + N (x, y) dy 

La funcion 0 se denomina funcion integral de la ecuacion diferencial, Las curvas de nivel 
(p(x, y) = C o 0 son las curvas solucion de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, la ecuacion 
diferencial 

x dx + y dy = 0 

tiene curvas solucion que se expresan como 

x 2 + y 2 = C 

ya que d(x 2 + y 2 ) = 2(x dx + y dy) = 0. 

Observacion La condicion de que la ecuacion diferencial M dx + N dy = 0 sea exacta es 
equivalente a la condicion de que el campo vectorial 

F = M{x, y)i + N (x, y)j 

sea conservative); la funcion integral de la ecuacion diferencial es entonces la funcion potencial 
del campo vectorial (vease la Seccion 15.2). 

Una condicion necesaria para la exactitud de la ED M dx + N dy = 0 es que 

dM _ dN 
dy dx 






1060 CALCULO 


Esto dice simplemente que las derivadas parciales mixtas 



d 2 (j) 

dydx 


de la funcion integral 0 


deben ser iguales. 

Una vez que sabemos que una ecuacion es exacta, a menudo se puede plantear la funcion 
integral. En cualquier caso, 0 siempre se puede obtener por el mismo metodo utilizado para cal - 
cular el potencial de un campo vectorial conservative de la Seccion 15.2. 


Ejemplo 2 


Verifique que la ED 

(2x + seny - ye X )dx + (xcosy + cosy + e~ x )dy = 0 
es exacta y calcule sus curvas solucion. 

Solucion En este caso, M = 2x + seny - ye~ x y N = xcosy + cosy + e “ x . Como 

8M _ y 8N 

— = cosy-e“ x = — 

8y 8x 


la ED es exacta. Deseamos obtener <p tal que 

8<j> 


8<j> 


— = M = 2x + sen y - ye x y — = N = x cosy + cosy + e 


8x 


8y 


Integramos la primera ecuacion con respecto a x, teniendo en cuenta que la constante de integracion puede 
depender de y. 

4>(x, y) — f (2x + seny - ye~ x )dx = x 2 + xseny + ye x + C x (y) 


Sustituiremos ahora esta expresion en la segunda ecuacion: 

8<t> 

xcosy + cosy+ e x = ^ = xcosy + e X + Ci(y) 

8y 

De este modo, C\(y) = cosy y Cj(y) = seny + C 2 (como la ED original era exacta, la ecuacion Ci(y) no 
depende dex; si no fuera asi, no podriamos obtener C x como funcion solo dey). Eligiendo C 2 = 0 obtene- 
mos que </>(x, y) = x 2 + xseny + ye~ x + seny es la funcion integral para la ED dada. Las curvas solucion 
de la ED son las curvas de nivel 

x 2 + xseny + ye _x + seny = C 


Factores de integracion 

Toda ecuacion diferencial ordinaria de orden 1 y de grado 1 se puede expresar en forma diferen- 
cial: M dx + N dy = 0. Sin embargo, esta ultima ecuacion en general no sera exacta. Es posible 
multiplicar la ecuacion por un factor de integracion /z(x, y) de forma que la ecuacion resultante 

n(x, y)M (x, y) dx + n(x, y)N (x, y) dy = 0 

sea exacta. En general, estos factores de integracion son diffciles de obtener; deben cumplir la 
ecuacion diferencial en derivadas parciales 


M (x, y) 


dju 

dy 


N(x, y) 


3/i 

dx 




que se sigue de la condicion necesaria sobre exactitud planteada anteriormente. No intentaremos 
resolver esa ecuacion aqui. 

Sucede algunas veces que una ecuacion diferencial tiene un factor de integracion que 
depende solo de una de las dos variables. Supongamos, por ejemplo, que ^l(x) es un factor 
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de integracion de M dx + N dy 
naria 

o bien 


= 0. Entonces, p(x) debe cumplir la ecuacion diferencial ordi- 


> d/i 

N(x, y) f x 




dM dN 
1 d/i dy dx 

n(x) dx l\l(x, y) 


Esta ecuacion se puede resolver (mediante integracion) y expresar asf p como funcion solo dex, 
siempre que el miembro derecho sea independiente de y. 


Demuestre que (x + y 2 )dx + xydy = 0 tiene un factor de integracion que depende solo de 
x, calculelo y resuelva la ecuacion. 

Solucion En este caso, M = x + y 2 y N = xy. Como 

5M 8N 

dy dx 2 y - y 1 
N(x, y) xy x 

no depende dey, la ecuacion tiene un factor de integracion que depende solo de x. Este factor esta dado por 
d/i//t = dx/x. Evidentemente, /( = x es un factor de integracion adecuado; si multiplicamos la ecuacion dife¬ 
rencial dada porx, obtenemos 

/ x 3 x 2 y 2 \ 

0 = (x 2 + xy 2 ) dx + x 2 ydy = d ( y + — j 
La solucion es, por tanto, 2x 3 + 3 x 2 y 2 = C. 


Observacion Por supuesto, es posible obtener un factor de integracion que dependa solo de 
y en vez de x. Veanse los Ejercicios 17-19 posteriores. Es tambien posible buscar factores de 
integracion que dependan de combinaciones especfficas de x e y, por ejemplo xy. 1/ease el Ejer- 
cicio 20. 

Ecuaciones lineales de primer orden 

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es aquella del tipo 

dy 

— + p(x)y = q(x) 

donde p(x) y q(x) son funciones dadas, que se suponen continuas. La ecuacion es homogenea (en 
el sentido descrito en la Seccion 17.1) siempre que g(x) = 0. En ese caso, la ecuacion lineal dada 
es separable: 

y 

y se puede resolver integrando ambos miembros. Las ecuaciones lineales de primer orden no ho- 
mogeneas se pueden resolver por un procedimiento en el que interviene el calculo de un factor 
de integracion. 

La tecnica para resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, junto con 
varios ejemplos y ejercicios, se encuentra en la Seccion 7.9. Si no ha estudiado ese ma¬ 
terial, por favor hagalo ahora. 
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Ejercicios 17.2 


I/ease la Seccion 7.9 donde se plantean ejercicios sobre 
ecuaciones separables y ecuaciones lineales. 

Resuelva las ecuaciones diferenciales homogeneas de los 
Ejercicios 1-6. 


dy x + y 

1 . , = -- 

dx x-y 

dy x 2 + xy + y 2 

3 ‘ dx = ? 

_ d y , 2 (y 

5. x — = y + xcos x - 
dx \x 





xy 

x 2 + 2 y 2 
x 3 + 3xy 2 
3x 2 y + y 3 

l-e-yl* 

x 


7. Calcule una ecuacion de la curva en el piano xy que 
pasa por el punto (2, 3) y tiene, en cada punto (x, y) de 
la misma, pendiente 2x/(l + y 2 ). 


8 . Repita el Problema 7 para el punto (1, 3) y la 
pendiente 1 + (2 y/x). 


9. Demuestre que el cambio de variables £ = x - x 0 , 
g = y - yo transforma la ecuacion 

dy ax + by + c 
dx ex + fy + g 
en la ecuacion homogenea 

dt] at, + bg 
d£ et + ft] 


12 . (e x sen y + 2x) dx + (e x cosy + 2y) dy = 0 

13. e xy (l + xy) dx + x 2 e xy dy = 0 

14. ^2x + 1 — pjdx + jdy = 0 

Demuestre que las ED de los Ejercicios 15 y 16 admiten 

factores de integracion que son funciones solo de x. 

Despues resuelva las ecuaciones. 

15. (x 2 + 2 y)dx - xdy = 0 

16. (xe x + x I n y + y) dx + + x I n x + x sen y^j dy = 0 

17. iQue condiciones deben cumplir los coeficientes 
M(x, y) y N(x, y) si la ecuacion M dx + N dy = 0 tiene 
un factor de i ntegraci on de la forma /i(y), y que ED 
debe cumplir dicho factor de integracion? 

18. Calcule un factor de integracion de la forma /((y) para 
la ecuacion 

2y 2 (x + y 2 ) dx + xy(x + 6y 2 ) dy = 0 

y despues resuelva la ecuacion. Sugerencia: Vease el 
Ejercicio 17. 

19. Calcule un factor de integracion de la forma n(y) para 
la ecuacion ydx - (2x + y 3 e y )dy = 0 y despues 
resuelva la ecuacion. Sugerencia: Vease el Ejercicio 17. 


sabiendo que (x 0 , y 0 ) es la solucion del sistema 
ax + by + c = 0 
ex + fy + g = 0 


10 . 


Utilice la tecnica 
ecuacion 


del Ejercicio 9 para resolver la 

dy x + 2y - 4 
dx 2x - y - 3 


Demuestre que las ED de los Ejercicios 11-14 son 
exactas, y resuelvalas. 

11 . (xy 2 + y) dx + (x 2 y + x) dy = 0 


20. iQue condiciones deben cumplir los coeficientes 
M(x, y) y N(x, y) si la ecuacion M dx + N dy = 0 tiene 
un factor de integracion de la forma /((xy), y que ED 
debe cumplir dicho factor de integracion? 

21. Calcule un factor de integracion de la forma /((xy) para 
la ecuacion 

( y 2 \ /xsenx \ 

I xcosx + —Jdx - (—--h yldy = 0 

y despues resuelva la ecuacion. Sugerencia: Vease el 
Ejercicio 20. 


17.3 


Existencia, unicidad y metodos numericos 

Una ecuacion diferencial general de primer orden de la forma 


dy 

dx 


fix, y) 


especifica una pendiente f(x, y) en todo punto (x, y) del dominio de f y representa, por tanto, un 
campo de pendientes. Dicho campo de pendientes se puede representar graficamente dibujando 
segmentos cortos con la pendiente indicada en muchos puntos del piano xy. Los campos de pen- 
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dientes son similares a los campos vectoriales, pero los segmentos se dibujan habitualmente de 
la misma longitud y sin puntas de flecha, La Figura 17.1 ilustra el campo de pendientes de la 
ecuacion diferencial 


La resolucion de un problema de valor inicial tipico 


(dy = 

Idx 

(yUo) 


fix, y) 

= y 0 


implica obtener una fund on y = <p(x) tal que 

<P'(x) = fix, 4>ix)) y <p(x 0 ) = y 0 


La grafica de la ecuacion y = <p(x) es una curva que pasa por (x 0 , y 0 ) y es tangente al campo de 
pendientes en cada punto. Tales curvas se denominan curvas solucion de la ecuacion diferen¬ 
cial. La Figura 17.1 muestra cuatro curvas solucion de y' = x - y correspond!entes a las condi- 
ciones iniciales y(0) = C, con C = -2, -1, 0 y 1. 



Figura 17.1 El campo de pendientes 
de la ED y' = x - y y cuatro curvas 
solucion de la misma. 


La ED y' = x - y es lineal y se puede resolver explfcitamente por el metodo de la Seccion 
17.2. De hecho, la solucion que cumple y(0) = C esy = x- l + (C + l)e~ x . La mayoria de las 
ecuaciones diferenciales de la forma y' = fix, y) no permiten despejar y como fund on explicita 
de x, por lo que debemos utilizar aproximaciones numericas para calcular el valor de la fund on 
solucion (pix) en puntos concretos. 


Existencia y unicidad de soluciones 

Aunque no se pueda calcular una solucion explicita de un problema de valor inicial, es impor- 
tante saber si el problema tiene solucion y si la solucion es unica. 
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TEOREMA Un teorema de existencia y unicidad para problemas de valor inicial de primer orden 

Supongamos que fix, y) y f 2 (x, y) = ( d/dy)f(x, y) son continuas en un rectangulo R de la 
forma a ^ x ^ b, c ^ y sc d, que contiene al punto (x 0 , y 0 ) en su interior. Entonces, existe 
un numero S > 0 y una funcion unica 0(x) definida y con derivada continua en el intervalo 
(x 0 - S, Xq + (5), tal que 0(x o ) =y 0 y cp'(x) = f(x, 0(x)) para x 0 - S < x < x 0 + S. En 
otras palabras, el problema de valor inicial 


dy 

dx 


fix, y) 


y(x 0 ) = y 0 


tiene una solucion unica (x 0 - 5, x 0 + (5). 




Presentaremos solo un esbozo de la demostracion. Toda solucion y = 0(x) del problema de va¬ 
lor inicial (*) debe cumplir tambien la ecuacion integral 


4>M = y 0 + 


nt, mdt 




Xo 


y, a la inversa, toda solucion de la ecuacion integral (**) debe cumplir tambien el problema de 
valor inicial (*). Una secuencia de aproximaciones <j> n (x) a una solucion (**) se puede construir 
como sigue: 


<kW = Y o 
4>n + lix) =yo + 


J X 0 


fit, c/> n (t))dt 


para n = 0, 1, 2, 


Estas iteraciones se denominan iteraciones de Picard. La demostracion del Teorema 3 implica 
demostrar que 

lim 4(x) = 4>ix) 


existe en un intervalo (x 0 — <5, x 0 + <5) y que el limite resultante <f>(x) cumple la ecuacion inte¬ 
gral (**). Los detalles se pueden encontrar en textos mas avanzados sobre ecuaciones diferencia- 
les y analisis diferencial. 


Observacion Algunos problemas de valor inicial pueden tener soluciones que no son unicas. 
Por ejemplo, las funciones y^x) = x 3 e y 2 (x) = 0 satisfacen ambas el problema de valor inicial 


f dy 
{dx ~ 

(y(0) 


3y 2/3 

= 0 


En este caso, fix, y) = 3y 2/3 es continua en todo el piano xy. Sin embargo, 8f/dy = 2y~ 1/3 no 
es continua en el eje x y, por tanto, no es continua en ningun rectangulo que contenga al punto 
(0, 0) en su interior. No se cumplen las condiciones del Teorema 3 y el problema de valor inicial 
tiene solucion, pero esta no es unica. 

Observacion La solucion unica y = 0(x) al problema de valor inicial (*) garantizada por el 
Teorema 3 puede no estar definida en todo el intervalo [a, b] porque puede «escapar» del rectan- 
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gulo R por sus lados superior o inferior. Aunque f(x, y ) y (d/dy)f(x, y) sean continuas en todo el 
piano xy, la solucion puede no estar definida en toda la recta real. Por ejemplo, 

, f dy 2 

1 J — = y 

y = - - cumple el problema de valor inicial \dx 

1 - * (y(0) = 1 

pero solo para x < 1. Empezando desde (0, 1) podemos seguir la curva solucion tanto como de- 
seemos a la izquierda de x = 0, pero a la derecha de x = 0 la curva tiende a oo cuando x -> 1 - 
(vease la Figura 17.2). No tiene sentido considerar la parte de la curva a la derecha de x = 1 
como parte de la curva solucion del problema de valor inicial. 


(0,1). 



Figura 17.2 La solucion de y' = y 2 , y(0) = 1 es la parte de la curva 
y = 1/(1 - x) a la izquierda de la asfntota vertical en x = 1. 


Metodos numericos 


Supongamos que se cumplen 
ma de valor inicial 


las condiciones del Teorema 3, por lo que sabemos que el proble- 


dy 

dx 


fix, y) 


y(x 0 ) = y 0 


tiene solucion unica y = <p(x) en algun intervalo que contiene a x 0 . Aun cuando no podamos re¬ 
solver la ecuacion diferencial y obtener explfcitamente cp(x), todavfa podemos intentar obtener 
valores aproximados y n de <j>(x n ) en una secuencia de puntos 

x Q , x 1 =x 0 + h, x 2 =x 0 + 2 h, x 3 = x 0 + 3 h, ... 

empezando en x 0 . En este caso, h > 0 (o h < 0) se denomina tamario del paso del esquema de 
aproximacion. En el resto de esta seccion describiremos tres metodos para construir las aproxi- 
maciones {y n }: 

1. El metodo de Euler. 

2. El metodo de Euler mejorado. 

3. El metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. 

Cada uno de estos metodos empieza con un valor dado de y 0 y proporciona una formula para 
construir y n+1 cuando se conoce y n . Los tres metodos se enumeran anteriormente en orden de 
complejidad de sus formulas, pero las formulas mas complicadas producen aproximaciones mu- 
cho mejores para cualquier tamano dado del paso h. 

El metodo de Euler se basa en aproximar la curva solucion y = (f>(x) por una linea poligo- 
nal (una secuencia de segmentos rectos unidos por sus extremos), donde cada segmento tiene 
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una longitud horizontal h y una pendiente determinada por el valor de f(x, y) en el extremo final 
del segmento anterior. Por tanto, si x n = x 0 + nh, entonces 

yi = y 0 + f(x 0l y 0 )h 

y 2 = yi + f(x v yjh 

y 3 = y 2 + f(x 2l y 2 )h 

y, en general, 

Formulas de iteracion para el metodo de Euler 

x n+1 = x n + h, y n+ i=y n + hf(x ni y n ) 


Ejemplo 1 


de valor inicial 


Utilice el metodo de Euler para obtener valores aproximados de la solucion del problema 



y 


y(0) = 1 


en el intervalo [ 0 , 1 ] utilizando 

(a) 5 pasos de tamano h = 0.2, 

(b) 10 pasos de tamano h = 0 . 1 . 

Calcule el error en cada paso, sabiendo que el problema (que es una ecuacion lineal y, por tanto, se puede 
resolver explicitamente) tiene como solucion y = 0 (x) = x - 1 + 2 e 

Solucion 

(a) Aqui tenemos f(x, y) = x - y, x 0 = 0 , y 0 = 1 y h = 0 . 2 , por lo que 

n 

Xn = 5 . y„ + i = y n + 0.2(X„ -y„) 

y el error es e„ = 0(x„) - y n para n = 0, 1, 2, 3, 4 y 5. Los resultados del calculo, que se realiza facil- 
mente utilizando una hoja de calculo, se presentan en la Tabla 1. 


Tabla 1. Aproximaciones de Euler con h = 0.2 


n 

x„ 

y n 

f(x n , y„) 

y n+ 1 

e„ = <ftx n ) - y r 

0 

0.0 

1.000 000 

-1.000 000 

0.800 000 

0.000 000 

1 

0.2 

0.800 000 

-0.600 000 

0.680 000 

0.037 462 

2 

0.4 

0.680 000 

-0.280 000 

0.624 000 

0.060 640 

3 

0.6 

0.624 000 

-0.024 000 

0.619 200 

0.073 623 

4 

0.8 

0.619 200 

0.180 800 

0.655 360 

0.079 458 

5 

1.0 

0.655 360 

0.344 640 


0.080 399 


La Figura 17.3 muestra la solucion exacta y = 0(x) y la linea poligonal que representa la aproximacion 
de Euler. La aproximacion esta por debajo de la curva solucion, como reflejan los valores positivos de 
la ultima columna de la Tabla 1, que representan el error en cada paso. 

(b) En este caso tenemos h = 0.1, de forma que 

n 

To' 


x, 


y n +i = y n + o.i(x„ -y„) 
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Figura 17.3 La solucion y = <j>(x) 
a y' = x - y, y(0) = 1 y una 
aproximacion de Euler a la misma 
en [0, 1] con tamano del paso h = 0.2. 


para n = 0, 1.10. Presentamos los resultados de nuevo en forma de tabla: 


Tabla 2. Aproximaciones de Euler con h = 0.1 


n 

Xn 

y n 

f(x„, y„) 

y n+ 1 

e„ = tp(x n ) - y„ 

0 

0.0 

1.000 000 

-1.000 000 

0.900 000 

0.000 000 

1 

0.1 

0.900 000 

-0.800 000 

0.820 000 

0.009 675 

2 

0.2 

0.820 000 

-0.620 000 

0.758 000 

0.017 462 

3 

0.3 

0.758 000 

-0.458 000 

0.712 200 

0.023 636 

4 

0.4 

0.712 200 

-0.312 200 

0.680 980 

0.028 440 

5 

0.5 

0.680 980 

-0.180 980 

0.662 882 

0.032 081 

6 

0.6 

0.662 882 

-0.062 882 

0.656 594 

0.034 741 

7 

0.7 

0.656 594 

0.043 406 

0.660 934 

0.036 577 

8 

0.8 

0.660 934 

0.139 066 

0.674 841 

0.037 724 

9 

0.9 

0.674 841 

0.225 159 

0.697 357 

0.038 298 

10 

1.0 

0.697 357 

0.302 643 


0.038 402 


Observese que el error al final del primer paso es aproximadamente la cuarta parte del error al final del 
primer paso del apartado (a), pero al final en x = 1 es solo aproximadamente la mitad que el del aparta- 
do (a). Este comportamiento es caracteristico del metodo de Euler. 


Si disminuimos el tamano del paso h, se requieren mas pasos (n = \x - x 0 \/h) para llegar 
desde el punto inicial x 0 a un valor particular x donde deseemos conocer el valor de la solucion. 
En el metodo de Euler se puede demostrar que el error en cada paso disminuye en promedio 
proporcionalmente a h 2 , pero los errores se pueden acumular de un paso otro, por lo que el error 
en x decrecera proporcionalmente a nh 2 = |x - x 0 |h. Esto es coherente con los resultados del 
Ejemplo 1. Disminuir h y, por tanto, aumentar n es costoso en terminos de recursos computacio- 
nales, por lo que es conveniente buscar formas de reducir el error sin disminuir el tamano del 
paso. Esto es similar a desarrollar tecnicas mejores que la Regia del Trapecio para evaluar nume- 
ricamente integral es definidas. 
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El metodo de Euler mejorado es un paso en esta direccion. La exactitud del metodo de 
Euler esta obstaculizada por el hecho de que la pendiente de cada segmento de la linea poligonal 
de aproximacion esta determinada por el valor de f(x, y) en un extremo del segmento. Como f 
varia a lo largo del segmento, podemos mejorar utilizando, por ejemplo, el valor medio de f(x, 
y) en los dos extremos del segmento, es decir, calculando y n+1 a partir de la formula 

. . f(x n . y„) + f(x n+1 , y n+ 1 ) 

Yn + 1 — Yn + n 2 

Desgraciadamente, y n+1 aparece en ambos miembros de la ecuacion, por lo que no podremos re- 
solverla despejando y n+1 . Podemos sortear esta dificultad sustituyendo y n+1 en el mlembro dere- 
cho por su aproximacion de Euler y n + hf(x n , y n ). La formula resultante es la base del metodo 
de Euler mejorado. 


Formulas de integration del metodo de Euler mejorado 

x n +i =x n + h 

tWi = y n + hf(x n , y n ) 

^ . f(X n, Yn) + f(X n + 1 , u n + i) 
Yn + l = Yn + h - - - 


Ejemplo 2 


Utilice el metodo de Euler mejorado con h = 0.2 para calcular valores aproximados de la 
solucion del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1], Compare los errores con los obtenidos por el 
metodo de Euler. 


Solucion La Tabla 3 resume los calculos de cinco pasos del metodo de Euler mejorado para 
fix, y) =x -y, x 0 = 0 ey 0 = 1. 


Tabla 3. Aproximaciones del metodo de Euler mejorado h = 0.2 


n 

x n 

Yn 

^n + 1 

y n+ 1 

e„ = </>(x„) - y„ 

0 

0.0 

1.000 000 

0.800 000 

0.840 000 

0.000 000 

1 

0.2 

0.840 000 

0.712 000 

0.744 800 

-0.002 538 

2 

0.4 

0.744 800 

0.675 840 

0.702 736 

-0.004 160 

3 

0.6 

0.702 736 

0.682 189 

0.704 244 

-0.005 113 

4 

0.8 

0.704 244 

0.723 395 

0.741 480 

-0.005 586 

5 

1.0 

0.741 480 

0.793 184 


-0.005 721 


Observese que los errores son considerablemente menores que la decima parte de los obtenidos en el Ejem¬ 
plo 1(a). Por supuesto, se necesitan mas calculos en cada paso, pero el numero de evaluaciones de f(x, y) 
requeridas es solamente el doble de las requeridas en el Ejemplo 1(a). Como en el caso de la integracion 
numerica, si f es complicada, son estas evaluaciones de la funcion las que constituyen la mayor parte del 
«coste» computacional de las soluciones numericas. 


Observation Se puede demostrar para funciones f bien comportadas que el error en cada pa¬ 
so del metodo de Euler mejorado esta acotado por un multi pi o de h 3 , en vez de h 2 como en el 
caso del metodo de Euler (sin mejora). Por tanto, el error acumulativo en x se puede acotar por 
una constante multiplicada por |x-x 0 |h 2 . Si el Ejemplo 2 se repite con 10 pasos de tamano 
h = 0.1, el error en n = 10 (es decir, en x = 1) es -0.001 323, que es aproximadamente la cuar- 
ta parte del tamano del error en x = 1 con h = 0.2. 
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El metodo de Runge-Kutta decuarto orden consigue una mejora adicional respecto al me- 
todo de Euler mejorado, pero a expensas de requerir calculos mas complicados en cada paso. 
Requiere cuatro evaluaciones de f(x, y) en cada paso, pero el error en cada paso es menor que 
una constante multiplicada por h 5 , por lo que el error acumulativo decrece como /i 4 cuando h 
decrece. Como el metodo de Euler mejorado, este metodo requiere calcular una cierta clase de 
pendiente promedio para cada segmento de la aproximacion poligonal a la solucion del problema 
de valor inicial. Presentaremos a continuacion las formulas apropiadas pero no las obtendremos. 


Formulas de integration para el metodo de Runge-Kutta 

*n + l =*n + h 

Pn — f(^ni Y n) 

,/ h h 

Pn = M X„ + 2 - Yn + 2 Pn 

h h \ 

n 2' y n 2 ) 



s n = f(x n + h,y n + hr n ) 

p n + 2q n + 2 r n + s n 

Yn +1 = Yn + h - - - 


Ejemplo 3 


Utilice el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden con h = 0.2 para calcular valores apro- 
ximados de la solucion del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1], Compare los errores con los 
obtenidos con los metodos de Euler y de Euler mejorado. 


Solucion La Tabla 4 resume el calculo de cinco pasos del metodo de Runge-Kutta para f(x, y) = x - y, 
x 0 = 0 ey 0 = 1, de acuerdo con las formulas anteriores. La citada tabla no muestra los valores de las canti- 
dades intermedias p„, q n , r n y s„, pero se han incluido columnas para esas cantidades en la hoja de calculo 
con la que se han realizado los calculos. 


Tabla 4. Aproximaciones de Runge-Kutta de cuarto orden con h = 0.2 


n 


y n 

e n = ( p(x n ) - y n 

0 

0.0 

1.000 000 

0.000 000 0 

1 

0.2 

0.837 467 

-0.000 005 2 

2 

0.4 

0.740 649 

-0.000 008 5 

3 

0.6 

0.697 634 

-0.000 010 4 

4 

0.8 

0.698 669 

-0.000 011 3 

5 

1.0 

0.735 770 

-0.000 011 6 


Los errores aqui son aproximadamente 1/500 del tamano de los errores obtenidos con el metodo de Euler 
mejorado, y aproximadamente 1/7 000 del tamano de los errores obtenidos con el metodo de Euler. Esta 
gran mejora se obtiene a expensas de doblar el numero de evaluaciones de la funcion requeridas con res¬ 
pecto al metodo de Euler mejorado y cuadruplicar el numero requerido en el metodo de Euler. Si uti- 
lizamos 10 pasos de tamano h = 0.1 en el metodo de Runge-Kutta, el error en x = l se reduce a 
-6.664 82 x 10 1 , que es menor que 1/16 de su valor cuando h = 0.2. 
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Nuestro ejemplo final muestra lo que sucede con las aproximaciones numericas a una solucion 
que no esta acotada. 


Ejemplo 4 


valor inicial 


Obtenga aproximaciones en x = 0.4, x = 0.8 y x = 1.0 a las soluciones del problema de 


f y'=y 2 

jy(0) = l 


utilizando todos los metodos descritos anteriormente, y usando tamanos de paso h = 0.2, h = 0.1 y 
h = 0.05 para cada metodo. iQue sugieren los resultados sobre los valores de la solucion en estos puntos? 
Compare los resultados con la solucion real y = 1/(1 - x). 


Solucion Las diversas aproximaciones se calculan utilizando las diferentes formulas descritas anterior¬ 
mente f(x, y) = y 2 , x 0 = 0 e y 0 = 1. Los resultados se presentan en la Tabla 5. 


Tabla 5. Comparacion de metodos y tamanos de paso para y' = y 2 , y(0) = 1 



h = 0.2 

h = 0.1 

h = 0.05 

Euler 

x = 0.4 

1.488 000 

1.557 797 

1.605 224 

x = 0.8 

2.676 449 

3.239 652 

3.793 197 

x = 1.0 

4.109 124 

6.128 898 

9.552 668 

Euler mejorado 

x = 0.4 

1.640 092 

1.658 746 

1.664 515 

x = 0.8 

4.190 396 

4.677 726 

4.897 519 

x = 1.0 

11.878 846 

22.290 765 

43.114 668 

Runge-Kutta 

x = 0.4 

1.666 473 

1.666 653 

1.666 666 

x = 0.8 

4.965 008 

4.996 663 

4.999 751 

x = 1.0 

41.016 258 

81.996 399 

163.983 395 


Los resultados de Euler muestran poca informacion util. Los resultados del metodo de Euler mejorado su¬ 
gieren que la solucion existe en x = 0.4 y x = 0.8, pero probablemente no en x = 1. El metodo de Runge- 
K utta confirma esto y sugiere que y(0.4) = 5/3 e y(0.8) = 5, que son los valores correctos proporcionados 
por la solucion real y = 1/(1 -x). Tambien sugiere muy fuertemente que la solucion «estalla» en, o cerca 
de, x = 1. 


Ejercicios 17.3 


Un computador es practicamente esencial para realizar la 
mayor parte de estos ejercicios. Los calculos se realizan 
facilmente con un programa de hoja de calculo en el que 
las formulas para calcular las diversas cantidades que 
aparecen se pueden repetir a lo largo de las columnas para 
automatizar el proceso de iteracion. 

1. Utilice el metodo de Euler con tamanos de paso IO 
(a) h = 0.2, (b) h = 0.1 y (c) h = 0.05 para ^ 
aproximar y(2) sabiendo que y' = x + y e y(l) = 0. 

2 . Repita el Ejercicio 1 utilizando el metodo O 

de Euler mejorado. 


3. Repita el Ejercicio 1 utilizando el metodo [Q] 

de Runge-Kutta. 

4. Utilice el metodo de Euler con tamanos de paso O 
(a) h = 0.2 y (b) h = 0.1 para aproximar y(2) 
sabiendo que y' = xe ' y e y(0) = 0. 

5. Repita el Ejercicio 4 utilizando el metodo D 

de Euler mejorado. 

6 . Repita el Ejercicio 4 utilizando el metodo □ 

de Runge-Kutta. 
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7. Utilice el metodo de Euler con (a) h = 0.2, O 
(b) /7 = 0.1 y (c) h = 0.05 para aproximar y(l) 
sabiendo quey' = cosy ey(0) = 0. 

8 . Repita el Ejercicio 7 utilizando el metodo D 

de Euler mejorado. 

9. Repita el Ejercicio 7 utilizando el metodo Ol 

de Runge-Kutta. . 

10. Utilice el metodo de Euler con (a) h = 0.2, 

(b) h = 0.1 y (c) h = 0.05 para aproximar y(l) 
sabiendo quey' = cos(x 2 ) ey(0) = 0. 


esta dada por / = y(b), con 

y' = f(x) e y(a) = 0 

Demuestre que un paso del metodo de Runge-Kutta 
con h = b - a da el mismo resultado para / que la 
Regia de Simpson (Seccion 6.7) con dos subintervalos 
de longitud h/2. 

16. Si 0(0) = A ^ 0 y </>'(x) ^ k<j>(x) en [0, X], con k > 0 
y X>0 constantes, demuestre que 0(x)^Ae to en [0, X], 
Sugerencia: Calcule (d/dx)(0(x)/e ta ). 

*17. Considere los tres problemas de valor inicial 


de Euler mejorado. 

12. Repita el Ejercicio 10 utilizando el metodo D) 
de Runge-Kutta. 

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 13 y 14 

replanteandolas como problemas de valor inicial. 

r , dy 

13. y(x) = 2 + (y(t)) 2 dt. Sugerencia: Calcule -f- ey(l). 

J i dx 

f , du 

14. u x =1 + 3 t 2 u(t)dt. Sugerencia: Calcule — y u 2). 

J 2 dx 

15. Los metodos de esta seccion se pueden utilizar para 
aproximar numericamente integrales definidas. Por 
ejemplo, 

I = f(x) dx 


□ 

(A) 

u' = u 2 

u(0) 

= l 

/mi 

(B) 

y' = x + y 2 

y(0) 

= l 

o 

(C) 

v' = 1 + v 2 

f(0) 

= l 


(a) Demuestre que la solucion de (B) permanece 
entre las soluciones de (A) y (C) en cualquier 
intervalo [0, X] donde existan las soluciones de 
los tres problemas. Sugerencia : Debemos tener 
u(x) ^ 1, y(x) > 1 y v(x) ^ 1 en [0, X] (ipor 
que?). Aplique el resultado del Ejercicio 16 a 
0 = y- uya0=y-y. 

(b) Calcule soluciones explicitas para los problemas 
(A) y (C). iQue se puede concluir sobre la 
solucion del problema (B)? 

(c) Utilice el metodo de Runge-Kutta con D 
h = 0.05, h = 0.02 y h = 0.01 para aproximar ^ 
la solucion de (B) en [0, 1], iQue se puede 
concluir ahora? 


Ecuaciones diferenciales de segundo orden 


La ecuacion diferencial ordinaria general de segundo orden es de la forma 

r f d2 y .. .A n 


f U 


para alguna funcion F de cuatro variables. Cuando esta ecuacion se puede resolver explfcita- 
mente expresando y en funcion de x, la solucion generalmente requiere dos integraciones y, por 
tanto, dos constantes arbitrarias. La solucion unica resulta de imponer los valores de la solucion 
y, y de su derivada y' = dy/dx, en un punto particular. Tal imposicion constituye un problema 
de valor inicial para la ecuacion de segundo orden. 


Ecuaciones reducibles a primer orden 

Una ecuacion de segundo orden de la forma 
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en la que no aparece explfcitamente la funcion desconocida y (excepto a traves de sus derivadas) 
se puede reducir a una ecuacion de primer orden mediante un cambio de la variable dependiente; 
si v = dy/dx, entonces la ecuacion se puede expresar 

F (5? x ) ~ 0 

Esta ecuacion de primer orden en v puede ser susceptible de aplicar las tecnicas descritas en las 
secciones anteriores. Si se puede tener una solucion explicita e integrada v = v(x), entonces la 
funcion 

r 

y = v(x) dx 

«. 

es una solucion explicita de la ecuacion dada. 


Ejemplo 


Resuelva el problema de valor inicial 


d 2 y _ /dy\ 2 
dx 2 l dx) ' 


y( 0) = 1, y'(0) = -2 


Solucion Si hacemos v = dy/dx, la ecuacion diferencial se convierte en 


que es una ecuacion separable de primer orden. Por tanto, 


= xdx 


_l_x 2 Ci 

v 2 2 


x + C 1 

La condicion inicial y'(0) = -2 indica que t>(0) = -2 y, por tanto, C x = 1. Entonces, 

f dx , 

y = -2 —- = — 2tan l x + C 2 

J x 2 + 1 

La condicion inicial y(0) = 1 implica que C 2 = 1, por lo que la solucion del problema de valor inicial dado 
esy = 1 - 2tan _1 x. 


Una ecuacion de segundo orden de la forma 


d 2 y dy 
dx 2 ' dx' ^ 


en la que no intervenga explfcitamente la variable independiente x se puede reducir a una ecua¬ 
cion de primer orden mediante un cambio de las variables dependiente e independiente. Sea de 
nuevo v = dy/dx, pero consideremos v como funcion de y en vez de x; v = v[y). Entonces, 

d 2 y _ dv _ dv dy _ dv 
dx 2 dx dy dx 1 dy 
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por la Regia de la Cadena. Por consiguiente, la ecuacion diferencial dada se convierte en 


F 




= 0 


que es una ecuacion de primer orden en v como funcion dey. Si esta ecuacion se puede resolver 
obteniendo v = v[y), queda todavia el problema de resolver la ecuacion separable ( dy/dx ) = v(y) 
expresando y en funcion de x. 


Ejemplo 2 


, d 2 y (dy\ 2 

Resuelva la ecuacion y —^ = — . 

dx z \dx 


Solucion El cambio de variable dy/dx = v(y) da como resultado la ecuacion 

dv , 

yv — = v 

dy 

que es separable, dv/v = dy/y, y su solucion es v = Cyy. La ecuacion 


dy r 

dT Ciy 


es de nuevo separable y da lugar a 


dy 


= C x dx 


I n |y | = C iX + C 2 

y —— 0 ^ ^ ^ = q ^ 0 ^* ^ 


Ecuaciones lineales de segundo orden 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen mas frecuentemente en aplicaciones son 
ecuaciones lineales de segundo orden. Una ecuacion lineal de segundo orden general adopta la 
forma 

d 2 y dy 

3 2 M ^2 + 3i(x) ^ + a 0 (x)y = f(x) 

Como se indico en la Seccion 17.1, si f(x) = 0 identicamente, entonces se dice que la ecuacion 
es homogenea. Si los coeficientes a 2 (x), a^x) y a 0 (x) son continuos en un intervalo y a 2 (x) ^ 0 
en dicho intervalo, entonces la ecuacion homogenea 

d 2 y dy 

a 2 M ^2 + ai(x) ^ + a 0 (x)y = 0 

tiene una solucion general de la forma 

y h = C 1 y 1 (x) + C 2 y 2 (x) 

siendo y : (x) ey 2 (x) dos soluciones independientes, es decir, dos soluciones con la propiedad de 
que Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) = 0 para todo x en el intervalo solo si Ci = C 2 = 0 (no demostraremos 
esto aquf). 

Siempre que una solucion, y^x), de una ecuacion de segundo orden lineal homogenea sea 
conocida, se puede obtener otra solucion independiente (y, por tanto, la solucion general) susti- 
tuyendo y = v(x)y 1 (x ) en la ecuacion diferencial. Esto da lugar a una ecuacion separable lineal y 
de primer orden para v'. 
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Ejemplo 3 


_ Demuestre que y 1 = e 

neral de esta ecuacion. 


-2x 


es una solucion de y" + 4y' + 4y = 0, y calcule la solucion ge- 


Solucion Comoyi=-2e 2x e y'{ = 4e 2x , tenemos 

Vi + 4yi + 4yi = e " 2x (4 - 8 + 4) = 0 

por lo que y 1 es de hecho una solucion de la ecuacion diferencial dada. Para obtener la solucion general, 
probamos y = y^ = e ~ 2x v(x). Tenemos 


y' = -2e 2x v + e 1 2 3 4 5 6 V 

y" = 4e _2x t> - 4e _2 V + e~ 2x v" 

Sustituyendo estas expresiones en la ED dada se obtiene 


0 = y" + 4y' + 4y 

= e 2x (4t> — 4c' + v" — 8c + 4c' + 4c) = e 2x v" 

Por tanto, y = y x c es una solucion suponiendo que c"(x) = 0. Esta ecuacion en c tiene la solucion general 
v = C ! + C 2 x, por lo que la ecuacion dada tiene como solucion general 

y = C 1 e~ 2x + C 2 xe 2x = Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) 
dondey 2 = xe ' 2x es una segunda solucion de la ED, independiente de y x . 


Por el Teorema 2 de la Seccion 17.1, la solucion general de la ecuacion lineal de segundo 
orden no homogenea (con f(x) / 0) es de la forma 

y = y P W + y h W 

dondey p (x) es cualquier solucion particular de la ecuacion no homogenea, ey h (x) es la solucion 
general (tal como se describe anteriormente) de la correspondiente ecuacion homogenea. En la 
Seccion 17.6 presentaremos la solucion de las ecuaciones lineales no homogeneas. Sin embargo, 
primero, en la Seccion 17.5 nos concentraremos en algunas clases especiales de ecuaciones li¬ 
neales homogeneas. 


Ejercicios 17.4 


1. Demuestre quey=e x es una solucion dey"-3y' + 2y = 0 
y calcule la solucion general de esta ED. 

2. Demuestre que y = e ' 2x es una solucion de 
y"-y'-6y = 0 y calcule la solucion general de esta ED. 

3. Demuestre que y = x es una solucion de 

x 2 y" + 2xy' - 2y = 0 en el intervalo (0, oo) y calcule 
la solucion general en este intervalo. 

4. Demuestre que y = x 2 es una solucion de 

x 2 y" - 3xy' + 4y = 0 en el intervalo (0, oo) y calcule 
la solucion general en este intervalo. 

5. Demuestre que y = x es una solucion de la ecuacion 
diferencial x 2 y" - (2x + x 2 )y' + (2 + x)y = 0 y calcule 
la solucion general de esta ecuacion. 

6. Demuestre que y = x " 1/2 cosx es una solucion de la 
ecuacion de Bessel con v = 1/2: 

x 2 y" + xy' + ^x 2 - ^jy = 0 

Calcule la solucion general de esta ecuacion. 


Sistemas de primer orden 

7. Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de 

primer orden en n funciones desconocidas y h y 2 . y„ 

se expresa como 

y'i = an (x)y 1 + a 12 (x)y 2 + •■• + a ln (x)y„ + fj(x) 

y'i = a 2 i(x)y! + a 22 (x)y 2 + •■• + a 2n (x)y„ + f 2 (x) 

y'n = a„i (x)y 1 + a n2 (x)y 2 + •■• + a nn (x)y„ + f„(x) 

Este sistema se denomina sistema lineal de primer 

orden n x n y se puede expresar en forma 
vector-matriz como y' = si(x) y + f (x), siendo 

(yiM\ (fiM\ 
y(x)= ; , f(x) = : , 

\ynW) \f„Mj 

/a n (x) ••• a ln (x)\ 

mx) = I : ; 

\a nl (x) ••• a nn (x)J 
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Demuestre que la ecuacion lineal de segundo orden 
y" + a^xjy' + a 0 (x)y = f (x) se puede transformar en 
un sistema de primer orden 2 x 2 con y 1 = y e y 2 = y', 
con 

rf(x) = ( ° 1 A f(x) = (M 

\-a 0 (x) — a x (x) y \ f M/ 

8 . Generalice el Ejercicio 7 para transformar una ecuacion 
lineal de orden n 

y (n > + a n _ iMy*"" x) + a n _ 2 (x)y<" “ 2 > + • • • + a 0 (x)y = f (x) 
en un sistema de primer orden n x n. 


9. Si sJ es una matriz constante n x n y si existe un 
escalar 2 y un vector constante distinto de cero v para 
el que Mm = 2v, demuestre que y = C ie 2x v es una 
solucion del sistema homogeneo y' = My. 


10. Demuestre que el determinante 


es cero 


2-2 1 

2 3 — 21 

para dos valores distintos de 2. Para cada uno de estos 
valores obtenga un vector v distinto de cero que 

n V 


cumpla la condicion 
resuelva el sistema 


2 3 


v = 2v, A partir de aqui 


yi = 2yi + y 2 , Yi = 2 y x + 3y 2 


17.5 


Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes 

Una ecuacion diferencial de la forma 


ay" + by' + cy = 0 (*) 

siendo a, bye constantes y a ^ 0 se denomina ecuacion lineal de segundo orden homogenea 
con coeficientes constantes. 


E n la Seccion 3.7 se puede encontrar un extenso estudio de las tecnicas para resolver 
estas ecuaciones, junto con ejemplos, ejercicios y aplicaciones al estudio del movi- 
miento armonico simple y amortiguado; no repetiremos la presentacion aquf. Si no la 
ha estudiado, por favor hagalo ahora. 


Sin embargo, ampliaremos el tratamiento para considerar ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes de orden superior. 

Ecuaciones de orden superior con coeficientes constantes 

Como en la mayor parte de las aplicaciones de la ecuacion (*) la variable dependiente representa 
al tiempo, consideraremos, como hicimos en la Seccion 3.7, y como una f unci on de t en vez de 
x, de forma que el simbolo (') indicara la derivada d/dt. El resultado basico de la Seccion 3.7 era 
que la funcion y = e rt era una solucion de (*) suponiendo que r cumpliera la ecuacion auxiliar 

ar 2 + br + c = 0 (**) 

La ecuacion auxiliar es de segundo grado y puede tener: 

(a) Dos rafees reales distintas, r 1 y r 2 (si b 2 > 4ac), en cuyo caso (*) tiene como solucion gene¬ 
ral y = + C 2 e rit . 

(b) Una unica rafz real repetida r (si b 2 = 4ac), en cuyo caso (*) tiene como solucion general 
y = (C 2 + C 2 t)e n . 

(c) Una pareja de rafees complejas conjugadas, r = k ± ico, con fc y o reales (si b 2 < 4ac), en 
cuyo caso (*) tiene como solucion general y = e kt (C i cos (cot) + C 2 sen (cot)). 

La situacion es analoga para el caso de ecuaciones lineales y homogeneas con coeficientes cons¬ 
tantes. Describiremos el procedimiento sin proporcionar las demostraciones. Si 

P„(r ) = a n r n + + ••• + a/ 2 + a 2 r + a 0 
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es un polinomio de grado n con coeficientes constantes ay, (0 j sc n), y a n ¥= 0, entonces la ED 

P n (D)y = 0 (f) 

donde D = d/dt se puede resolver sustituyendo y = e rt y obteniendo la ecuacion auxiliar 
P n (r ) = 0. Esta ecuacion polinomica tiene n raices ( vease el Apendice II), algunas de las cuales 
pueden ser iguales y algunas de las cuales, o bien todas, pueden ser complejas. Si los coeficien¬ 
tes del polinomio P n (r) son todos reales, entonces las raices complejas deben aparecer en parejas 
complejas conjugadas k + ico, siendo k y w reales. 

La solucion general de (f) se puede expresar como una combinacion lineal de n soluciones 
particulares independientes 


y = C 1 y 1 (t) +C 2 y 2 (t) + ■•• +C n y n (t) 


siendo Cy constantes arbitrarias. Las soluciones independientes y 1( y 2 . y n se construyen como 

sigue: 


1. Si ri es una raiz real de orden k de la ecuacion auxiliar (es decir, si ( r 
P n (r)), entonces 


e rit fer it yZgfit t k ~ 1 e rit 


es un factor de 


son k soluciones independientes de (f). 

2. S\ r = a + ib y r = a - ib (siendo a y b reales) constituyen una pareja de raices complejas 
conjugadas de orden k de la ecuacion auxiliar (es decir, si [(r - a) 2 + b 2 ] k es un factor de 
P n (r)), entonces 

e at cos bt, te at cosbt, ..., £* _1 e at cos bt 
e at sen bt, te at sen bt, ..., t* _1 e at sen bt 
son 2k soluciones independientes de (f). 


Ejemplo 1 


Resuelva (a) y (4) — 16y = 0 y (b) y (5) - 2y (4) + y (3) = 0. 


Solucion La ecuacion auxiliar de (a) es r 4 16 = 0, que se puede factorizar como (r-2)(r + 2)(r 2 + 4) = 0, 
y, por tanto, sus raices son r = 2, -2, 2/ y —2/. Por tanto, la ED (a) tiene como solucion general 


y = C xe 2t + C 2 e ” 2t + C 3 cos (2t) + C 4 sen (2t) 


para constantes arbitrarias C 1( C 2 , C 3 y C 4 . 

La ecuacion auxiliar de (b) es r 5 - 2r 4 + r 3 , que se puede factorizar como r 3 (r - l ) 2 = 0, y, por tanto, 
sus raices son r = 0, 0, 0, 1, 1. La solucion general de la ED (b) es 

y = C i + C 2 t + C 3 P + C 4 e f + C 5 te t 


siendo .C 5 constantes arbitrarias. 


Ejemplo 2 


Indique el orden y la solucion general de la ED homogenea lineal con coeficientes cons¬ 
tantes cuya ecuacion auxiliar es 

(r + 4) 3 (r 2 + 4r + 13) 2 = 0 


Solucion La ecuacion auxiliar es de grado 7, por lo que la ED es de septimo orden. Puesto que 
r 2 + 4r + 13 = (r + 2 ) 2 + 9, cuyas raices son -2 ± 3/, la ED debe tener la solucion general 

y = C^e ~ 4t + C 2 te^ 4t + C 3 t 2 e~ 4t 

+ C 4 e _ 2 t cos(3t) + C 5 e _ 2 t sen(3t) + C 6 te 2 t cos(3t) + C 7 te~ 2t sen(3t) 
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Ecuaciones de Euler (equidimensionales) 

Una ecuacion lineal homogenea de la forma 

? d2 y , d y 

ax 2 —^ + bx — + cy = 0 
dx 2 dx 

se denomina ecuacion de Euler o ecuacion equidimensional, siendo este ultimo termino apro- 
piado debido a que todos los terminos de la ecuacion tienen la misma dimension (es decir, se 
miden en las mismas unidades), suponiendo que las constantes a, b y c tienen la misma dimen¬ 
sion. Los coeficientes de una ecuacion de Euler no son constantes, pero existe una tecnica para 
resolver estas ecuaciones que es similar a la utilizada para resolver ecuaciones con coeficientes 
constantes, por lo que incluiremos una breve presentacion de estas ecuaciones en esta seed on. 
Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, supondremos que las constantes a, b 
y c son numeros reales y que a / 0. Incluso asf, el coeficiente de orden superior, ax 2 , se anula 
en x = 0 (que se denomina punto singular de la ecuacion), y esto puede hacer que las solucio- 
nes no esten definidas en x = 0. Resolveremos la ecuacion en el intervalo x > 0; se puede apli- 
car la misma solucion para x < 0, suponiendo que se sustituye x por |x| en dicha solucion. 
Busquemos soluciones en x > 0 dadas por potencias de x; si 

dv d 2 v 

y = /, -f = rx r_1 , -A = r(r- l)x r ^ 2 
dx dx z 

entonces la ecuacion de Euler se convierte en 

(ar(r - 1) + br + c)x r = 0 

Esto se cumple para todo x > 0 siempre que r cumpla la ecuacion auxiliar 

ar(r - 1) + br + c = 0 o, en otros terminos, ar 2 + {b - a)r + c = 0 

Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, existen tres posibilidades. 

CASO I Si (b — a) 2 4ac, entonces la ecuacion auxiliar tiene dos raices reales: 

_ a - b + ^/(F^aj^^ac 
ri “ 2a 

_ a - b - J[b - a) 2 - 4ac 
r2 “ 2a 

En este caso, la ecuacion de Euler tiene la solucion general 

y = C x x ri + C 2 x ri , (x > 0) 

La solucion general normalmente se expresa en la forma 

y = C 1 |xr + C 2 |xr 

que es valida en cualquier intervalo que no contenga a x = 0, y puede incluso ser valida en inter¬ 
vals que contengan al origen si, por ejemplo, r x y r 2 son enteros no negativos. 


Ejemplo 3 


Resuelva el problema de valor inicial 

2x 2 y" - xy' — 2y = 0, y(l) = 5, 


y'(l) = 0 


Solucion La ecuacion auxiliar es 2r(r - 1) - r - 2 = 0, es decir, 2r 2 - 3r - 2 = 0 o (r - 2)(2 r + 1) = 0, 
y tiene raices r = 2 y r = -(1/2). Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial (valida para 
x > 0 ) es 

y = C xX 2 + C 2 x ~ 1/2 
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Las condiciones iniciales implican que 

5= y(l) =Ci + C 2 


0 = y'(l) = 2Ci - - C 2 


Por tanto, C 1 = lyC 2 = 4, yla solucion del problema de valor inicial es 

4 


y = x z + 


(x > 0) 


CASO II Si (£» — a) 2 = 4ac, entonces la ecuacion auxiliar tiene una raiz doble, esto es, la raiz 
r = (a - b)/2a. Se deja como ejercicio para el lector verificar que en este caso la transformacion 
y = x r v(x) Neva a la solucion general 

y = C 1 x r + C 2 x r Inx, (x > 0) 

o, de forma mas general, 

y = Ci|x| r + C 2 |x| r In |x|, (x ¥= 0) 

CASO III Si (b - a) 2 < 4ac, entonces la ecuacion auxiliar tiene raices complejas conjugadas: 


r = a + ip, 


siendo 


a - b 


a = ■ 


P = 


4ac -(b- a) 2 


2a ' ' 2a 

Las correspondientes potencias x r se pueden expresar en forma real de manera similar a la utili 
zada en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes; tenemos 

x*± ,p = e ( “ ±,/?)lnx = e alnx [cos (/Jinx) + / sen (/Jinx)] 

= x* cos (/> I n x) + ix“ sen (/Jinx) 

De acuerdo con esto, la ecuacion de Euler tiene la solucion general 


Ejemplo 4 


y = CJx^cosf/JIn |x|) + C 2 |x| a sen (/? In |x|) 

Resuelva la ED x 2 y" - 3xy' + 13y = 0. 

Solucion La ED tiene como ecuacion auxiliar r(r - 1) - 3r + 13 = 0, es decir, r 2 - 4r + 13 = 0, 
cuyas raices son r = 2 ± 3/. Por tanto, la ED tiene la solucion general 

y = C X x 2 cos (31 n |x|) + C 2 x 2 sen (3 In |x|) 


Ejercicios 17.5 


Los ejercicios relacionados con la solucion de ecuaciones 
lineales de segundo orden con coeficientes constantes y 
homogeneas se pueden encontrar al final de la Seccion 3.7. 

Calcule soluciones generales de las ecuaciones 
diferenciales de los Ejercicios 1-4. 

1. y'" - 4y" + 3y' = 0 

2. y (4) - 2y" + y = 0 3. y (4) + 2y" + y = 0 

4. y (4) + 4y (3) + 6y" + 4y' + y = 0 

5. Demuestre quey = e 2t es una solucion de 

y'" - 2y' - 4y = 0 


donde ' indica d/dt, y obtenga la solucion general de 
esta E D. 

6 . Exprese la solucion general de la ED lineal con 
coeficientes constantes cuya ecuacion auxiliar es 
(r 2 - r - 2) 2 (r 2 - 4 ) 2 = 0. 

Calcule soluciones generales a las ecuaciones de Euler de 
los Ejercicios 7-12. 

7. x 2 y" - xy' + y = 0 8. x 2 y" - xy' - 3y = 0 

9. x 2 y" + xy' - y = 0 10. x 2 y" - xy' + 5y = 0 

11 . x 2 y" + xy' = 0 12 . x 2 y'' + xy' + y = 0 

*13. Resuelva la ED x 3 y"'+xy'-y=0 en el intervalo x>0. 






CAPITULO 17. Ecuaciones diferenciales ordinarias 1079 


17.6 


Ecuaciones lineales no homogeneas 


Consideraremos ahora el problema de resolver la ecuacion diferencial de segundo orden no ho¬ 
mogenea 


a 2 (x) 


cfy 
dx 2 


+ a i(x) 


dy 

dx 


+ a 0 (x)y = f[x) 


Supondremos que se conocen dos soluciones independientes y : (x) e y 2 (x) de la ecuacion homo¬ 
genea correspondiente 

d 2 y dy 

a 2 (x) ^2 + a^x) — + a 0 (x)y = 0 

La funcion y h (x) = C^x) + C 2 y 2 (x), que es la solucion general de la ecuacion homogenea, se 
denomina funcion complementaria de la ecuacion no homogenea. El Teorema 2 de la Seccion 
17.1 sugiere la sol ucion general de la ecuacion homogenea de la forma 

y = y P M + YhM = y P M + c iyi(x) + c 2 y 2 (x) 

dondey p (x) es cualquier solucion particular de la ecuacion no homogenea. Lo unico que nece- 
sitamos hacer es obtener una solucion de la ecuacion homogenea, y podremos escribir la solu¬ 
cion general. 

Existen dos metodos habituales para calcular una solucion particular y p de la ecuacion no ho¬ 
mogenea (*): 

1. El metodo de los coeficientes indeterminados. 

2. El metodo de la variacion de parametros. 

El primero de el los a duras penas se puede llamar un metodo; simplemente realiza una hi potesi s 
sobre la forma de la solucion como una suma de terminos con coeficientes desconocidos y la 
sustituye en la ecuacion para determinar los coeficientes. Este metodo funciona bien para ED 
simples, especial mente aquellas con coeficientes constantes. La natural eza de la hi potesi s depen- 
de del termino no homogeneo f(x), pero puede verse tambien afectada por la solucion de la co¬ 
rrespondiente ecuacion homogenea. Unos cuantos ejemplos iIustraran las ideas que intervienen. 


Ejemplo 1 


Calcule la solucion general de y" + y' - 2y = 4x. 


Solucion Como el termino no homogeneo f(x) = 4x es un polinomio de primer grado, «planteamos» 
que se puede encontrar una solucion particular que sea tambien un polinomio. Por tanto, probamos 


y = Ax + B, y'=A, y" = 0 


Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos 

0 + A - 2(/4x + 8) = 4x o 


— (24 + 4)x + (A - 28) = 0 

Esta ultima ecuacion se cumplira para todo x siempre que 24 + 4 = 0 y A - 28 = 0. Por tanto, se requiere 
que4 = -2 y 8 = -1; una solucion particular de la ED dada es 


y p (x) = -2x 1 

Puesto que la correspondiente ecuacion homogenea y"+y'-2y = 0 tiene como funcion auxiliar 
r 2 + r - 2 = 0 con raices r = lyr = -2, la ED dada tiene la solucion general 

y = y p (x) + Cje x + C 2 e~ 2x = -2x - 1 + + C 2 e~ 2x 
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Ejemplo 2 


_ Calcule soluciones generales de las ecuaciones (donde ' indica d/dt ) 

(a) y" + 4y = sen t, 

(b) y" + 4y = sen (2t), 

(c) y" + 4y = sen t + sen (2t). 

Solucion 

(a) Busquemos una solucion particular de la forma 

y = 4 sent + B cost de forma que 
y’ = 4 cost - B sent 
y" = -4 sent - B cost 

Sustituyendo estas expresiones en la ED y" + 4y = sent, obtenemos 

-4 sen t - B cos t + 44 sen t + 46 cos t = sen t 

que se cumple para todo x si 34 = 1 y 3B = 0. Por tanto, 4 = 1/3 y B = 0. Como la ecuacion homoge- 
neay" + 4y = 0 tiene la solucion general y = C x cos(2t) + C 2 sen (2t), la ecuacion no homogenea dada 
tiene la solucion general 

1 

y = -sent + C 1 cos(2t) + C 2 sen (2t) 


(b) M otivados por nuestro exito en el apartado (a), podriamos estar tentados de intentar una solucion parti¬ 
cular de la forma y = 4 sen (2t) + B cos(21), pero esto no funciona, porque esta funcion es una solucion 
de la ecuacion homogenea, por lo que obtendriamos y" + 4y = 0 para todo valor de 4 y B. En este 
caso es util probar 

y = 4tsen (21) + Btcos (2t) 

Tenemos 

y' = 4 sen (21) + 241cos(2t) + B cos(21) - 2Btsen (2t) 

= (4 - 2B t) sen (2t) + (B + 241) cos (2t) 
y" = -2B sen (2t) + 2(4 - 261) cos (2t) + 24 cos (2t) 

— 2 (B + 241) sen ( 2 t) 

= — 4(6 + 4t) sen (2t) + 4(4 — Bt) cos (2t) 

Sustituyendo en y" + 4y = sen (2t) llegamos a 

-4(B + 4t) sen (2t) + 4(4 - Bt) cos(21) + 44tsen (2t) + 4Btcos(2t) 

= sen ( 2 t) 

Observese que los terminos en los que aparece tsen(2t) y tcos(2t) se cancelan, y nos queda 

-4B sen (2t) + 44 cos (21) = sen (2t) 

que se cumple para todo xsi4=0yB = -1/4. Por tanto, la solucion general del apartado (b) es 

1 

y = - - tcos( 2 t) + Cicos( 2 t) + C 2 sen( 2 t) 


(c) Como la ecuacion homogenea es la misma en los apartados (a), (b) y (c), y el termino no homogeneo 
de la ecuacion (c) es la suma de los terminos no homogeneos de las ecuaciones (a) y (b), la suma de 
soluciones particulares de (a) y (b) es una solucion particular de (c) (esto es porque la ecuacion es li¬ 
neal). Por consiguiente, la solucion general de la ecuacion (c) es 

1 1 

y = -sent - -tcos(2t) + Cjcos(2t) + C 2 sen (2t) 
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Resumimos a continuacion las formas apropiadas de probar soluciones particulares de ecuacio¬ 
nes con coefidentes constantes: 


Soluciones de prueba para ecuaciones con coeficientes constantes 

Sean A n (x), B n (x) y P n (x) los polinomios de grado n 

A n (x) = a 0 + a T x + a 2 x 2 + ••• + a„x n 

B n (x) = b 0 + bjX + b 2 x 2 + ••• + b n x n 

P n (x) = p 0 + pix + p 2 x 2 + ••• + p n x n 

Para obtener una solucion particular y p (x) de la ED de segundo orden lineal con coefi¬ 

cientes constantes y no homogenea 

d 2 y dy 

32 S? + 3l 7x + ** ' f(x) 


se utilizan las siguientes formas: 


Si f(x) = P n [x), intente y p = x m A n [x). 

Si f(x)=P n (x)e rx , intente y p = x m A n (x)e rx . 

Si f(x) = P n ix)e rx cos(kx), intente y p = x m e rx [A n (x) cos(kx) + B n (x) sen (/ex)]. 

Si f(x) = P n (x)e rx sen (kx), intente y p = x m e rx [/4 n (x) cos (kx) + B n (x) sen (lex)], 

siendo m el mfnimo de los enteros 0, 1 y 2, que asegura que ningun termino de y p es una 
solucion de la correspondiente ecuacion homogenea 


2 y dy 
2 * 5 + Si * + s ° y “ 


Resonancia 

Para X > 0, X ¥= 1, la solucion y x (t) del problema de valor inicial 

fy" + y = sen (Xt) 
y(0) = o 
( y'(0) = l 

se puede determinar buscando en primer lugar una solucion particular de la ED con la forma 
y = A sen (Xt), y despues sumando la funcion complementaria y = B cost + C sen t. Los calculos 
producen A = 1/(1 - X 2 ), B = 0, C = (1 - X - X 2 )/(l - X 2 ), por lo que 

, sen (Xt) + (1 - X - A 2 ) sent 
- 

Para X = 1 el termino no homogeneo de la ED es una solucion de la ecuacion homogenea 
y" +y = 0, por lo que debemos probar una solucion particular de la forma y = 4tcost + fitsen t. 
En este caso, la solucion del problema de valor inicial es 

, 3sent-tcost 
Yi(t) =-j- 

Esta solucion tambien se puede obtener calculando lim^y^t) mediante la Regia de I'Hopital. 
Observese que esta solucion es no acotada; la amplitud de las oscilaciones se hace cada vez 
mayor cuando tcrece. Por el contrario, las soluciones y x (t) para X¥=l estan acotadas para todo t, 
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aunque pueden ser muy grandes para algunos valores de t si X esta cerca de 1. La Figura 17.4 
muestra las graficas de las soluciones y 09 (t), y 0 95 (t) e y^t) en el intervalo -10 t 100. 

El fenomeno que se ilustra aqui se denomina resonancia. Los sistemas mecanicos vibrantes 
tienen frecuencias naturales de vibracion. Si intentamos forzarlos para que vibren a frecuencias 
diferentes, la amplitud de las vibraciones variara sinusoidalmente con el tiempo produciendo un 
efecto que se denomina batidos. Las amplitud de los batidos puede llegar a ser muy grande, y el 
periodo de los batidos crece a medida que las frecuencias a las que se fuerza la vibracion se 
acercan a la frecuencia natural del sistema. Si el sistema no tiene atenuacion resistiva (el ilustra- 
do aqui no la tiene), entonces las vibraciones forzadas a la frecuencia natural haran que el siste¬ 
ma vibre con amplitudes siempre crecientes. 

Por poner un ejemplo concreto, si empujamos a un nino en un columpio, se elevara cada vez 
mas si empujamos con una frecuencia igual a la frecuencia natural del columpio. La resonancia 
se utiliza en el diseno de los circuitos de sintonfa de las radios; el circuito se sintoniza (general- 
mente mediante un condensador variable) de forma que su frecuencia natural de oscilacion sea la 
frecuencia de la estacion que se esta sintonizando. El circuito responde entonces mucho mas 
fuertemente a la serial recibida de esa estacion que a otras seriales en diferentes frecuencias. 



Figura 17.4 Resonancia. 


Variacion de parametros 

Un metodo mas formal para calcular una solucion particular y p (x) de una ecuacion no homoge- 
nea cuando conocemos dos soluciones independientes, y x (x) y y 2 (x), de la ecuacion homogenea 
es sustituir las constantes en la funcion complementaria por funciones, es decir, buscar y p de la 
forma 

y p = Ui(x)yj(x) + u 2 (x)y 2 (x) 

AI requerir quey p cumpla la ED no homogenea dada se obtiene una ecuacion que debe ser satis- 
fecha por las dos funciones desconocidas u 1 y u 2 . Somos libres de requerir que cumplan tambien 
una segunda ecuacion. Para simplificar los calculos posteriores, escogeremos esta segunda ecua¬ 
cion como 

ui(x)y!(x) + u 2 (x)y 2 (x) = 0 


Ahora tenemos 


y'p = u'lYi + Ui/i + W 2 y 2 + U 2 y 2 = u & + u 2 y' 2 
y'p = uiyi + Ui/i + W 2 y’ 2 + ujy’i 
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Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos 

a 2 ( u iy i + u 2 y 2 ) + Ui(a 2 y'i + a iYi + a 0 yi) + u 2 (a 2 y 2 + ayy’ 2 + a 0 y 2 ) 

= a 2 (uiyi + ujyi) = f(x) 

dado queyj ey 2 cumplen la ecuacion homogenea. Por tanto, u i y u 2 cumplen la pareja de ecua¬ 
ciones 

UiMy^x) + u 2 (x)y 2 (x) = 0 

fix) 

ui(x)yi(x) + u 2 (x)y 2 (x) = —— 

Podemos resolver estas dos ecuaciones obteniendo las funciones desconocidas u i y u 2 aplicando 
la Regia de Cramer (Teorema 5 de la Seccion 10.6), o de cualquier otra forma, para obtener 

r = _y 2 M_f(x)_ , yi(x) f(x) 

Ul 1/1/(x) a 2 (x)' 1/1/(x) a 2 (x) 


donde 1/1/(x), denominado wronskiano de y x e y 2 , es el determinante 


1/1/(x) = 


yi(x) 

y'iM 


y 2<x) 
yiM 


Entonces, y u 2 se pueden obtener por integracion. 


Ejemplo 3 


Calcule la solucion general de y" - 3y' + 2y = 4x. 


Solucion Resolvemos primero la ecuacion homogenea y" - 3y'+ 2y = 0, cuya ecuacion auxiliar es 
r 2 - 3r + 2 = 0, con raices r = 1 y r = 2, Por tanto, yi = e x e y 2 = e 2x son dos soluciones independientes 
de la ecuacion homogenea, y la funcion complementaria es 


y h = C !e x + C 2 e 2x 


Se puede encontrar una solucion particular y p (x) de la ecuacion no homogenea de la forma 

y p = u 1 (x)e x + u 2 (x)e 2x 

donde u 1 y u 2 cumplen 

u ie x + 2 u' 2 e 2x = 4x 
u ie x + u 2 e 2x = 0 

Resolvemos estas ecuaciones lineales obteniendo u[ y u 2 y despues integramos, con lo que resulta 

u i = -4xe _x u 2 = 4xe 2x 
u i = 4(x + l)e“ x u 2 = — (2x + l)e“ 2x 

Entonces, y p = 4x + 4 - (2x + 1) = 2x + 3 es una solucion particular de la ecuacion no homogenea, y la 
solucion general es 

y = 2x + 3 + C ie x + C 2 e 2x 


Observacion Este metodo para resolver la ecuacion no homogenea se denomina metodo de 
variacion de parametros. Es completamente general y se aplica a ecuaciones de orden superior 
en la forma razonable, pero es algo diffcil computacionalmente hablando. Podrfamos haber obte- 
nido y p de forma mas facil si hubieramos «adivinado» que serfa de la forma y p = Ax + B, y sus- 
tituido entonces en la ecuacion diferencial para obtener 

-34 + 2(4x + B) = 4x 
o 24x + (26 - 34) = 4x 
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La unica forma en la que esta ultima ecuacion se puede cumplir para todo x es que 2A = 4 y 
28 - 34 = 0, es decir, A = 2 y B = 3. 


Calculos con Maple 

Maple dispone de una rutina dsol ve para resolver (algunas) ecuaciones diferenciales y proble- 
mas de valor inicial. Esta rutina toma una ED como entrada y, si se desea, condiciones iniciales 
para la misma. Ilustraremos el procedimiento para la ecuacion y" + 2 y' + 5y = 25t + 20 (supo- 
niendo que la variable independiente es t ): 

> DE : = ( D@£2) (y) (t) +2*D(y) (t) +5*y(t) =25*t +20; 

DE D {2] (y)(t) + 2 D(y)(t) + 5y(t) = 25t + 20 

> dsol ve ( DE, y( t)) ; 

y(t) = e ( _t) sen (2t)_C 2 + e (-t) cos(2t)_Cl + 2 + 5t 

Notese el uso que hace M aple de _C1 y _C2 para indicar constantes arbitrarias. En el caso de un 
problema de valor inicial suministraremos a dsol ve la ED y sus condiciones iniciales en forma 
de una lista de argumentos encerrados entre corchetes o Haves: 

> dsol ve ([ DE, y( O) =3, D( y) ( 0) =-2], y( t)) ; 

y(t) = — 3e ( _t) sen (2t) + e ( ~ 0 cos(2t) + 2 + 5t 

Podriamos pensar que esta salida indica que y ha sido definida como funcion de t de forma que 
se puede tener un valor, por ejemplo para y(l), proporcionando la entrada eval f (y( l)). Pero 
esto no funciona. De hecho, la salida de dsol ve es simplemente una ecuacion tal que su miem- 
bro izquierdo es el simbolo y(t). Podemos, sin embargo, utilizar esta salida para definir y como 
funcion de t como sigue: 

> y : = unappl y( op( 2, % , t) ; 

y: = t-> — 3e ( _t) sen (2t) + e ( 0 cos (2f) + 2 + 5t 

op(2, % en el comando unapply se refiere al segundo operando del resultado anterior (es 
decir, el miembro derecho de la ecuacion de salida de dsol ve). unappl y(f, t) convierte una 
expresion f en una funcion de t. Para confirmar: 


> eval f (y( 1)) ; 


5.843372646 


Ejercicios 17.6 


Calcule soluciones generales de las ecuaciones no 
homogeneas de los Ejercicios 1-12 por el metodo de los 
coeficientes indeterminados. 


1 . y" + y' 2y = 1 
3. y" + y' - 2y = e“ x 
5. y" + 2y' + 5y = x 2 
7. y" - y' - 6y = e~ 2x 
9. y" + 2y' + 2y = e x sen x 
11. y" + y' = 4 + 2x + e x 


2 . y" + y' - 2y = x 
4. y" + y' - 2y = e x 
6 . y" + 4y = x 2 
8 . y" + 4y' + 4y = e ~ 2x 
10 . y'' + 2y' + 2y = e X senx 
12 . y" + 2 y' + y = xe " x 


13. Repita el Ejercicio 3 utilizando el metodo de variacion 
de parametros. 

14. Repita el Ejercicio 4 utilizando el metodo de variacion 
de parametros. 

15. Obtenga una solucion particular de la forma y = Ax 2 de 
la ecuacion de Euler x 2 y" + xy' - y = x 2 , y calcule a 
partir de aqui la solucion general de esta ecuacion en el 
intervalo ( 0 , oo). 

16. iPara que valores de r se puede resolver la ecuacion 
de Euler x 2 y" + xy' - y = x r por el metodo del 
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Ejercicio 15? Obtenga una solucion particular para 
cada uno de esos valores de r. 

17. Intente plantear la forma de una solucion particular de 
x 2 y" + xy' - y = x, y a partir de aqui obtener la 
solucion general de esta ecuacion en el intervalo (0, oo). 

18. Utilice el metodo de variacion de parametros para 
resolver x 2 y" + xy' - y = x. 

19. Considere la ecuacion lineal no homogenea 

x 2 y" - (2x + x 2 )y' + (2 + x)y = x 3 

Utilice el hecho de que y x (x) = x e y 2 (x) = xe* son 
soluciones independientes de la correspondiente 


ecuacion homogenea (vease el Ejercicio 5 de la 
Seccion 17.4) para obtener la solucion general de esta 
ecuacion no homogenea. 

20. Considere la ecuacion de Bessel no homogenea 

x 2 y" + xy' + ^x 2 - ^y = x 3/2 

Utilice el hecho de que y 2 (x) = x 1/2 cosx e 
y 2 (x) = x _1/2 senx son soluciones independientes de la 
correspondiente ecuacion homogenea (vease el 
Ejercicio 6 de la Seccion 17.4) para obtener la solucion 
general de esta ecuacion no homogenea. 


17.7 


Soluciones de ecuaciones diferenciales basadas en series 


En la Seccion 17.5 presentamos un procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales 
de segundo orden con coefidentes constantes y homogeneas: 


ay" + by' + cy = 0 


y ecuaciones de Euler de la forma 

ax 2 y" + bxy' + cy = 0 

M uchas de las ecuaciones diferenciales homogeneas lineales y de segundo orden que surgen en 
las aplicaciones no tienen coefi dentes constantes, y no son del tipo de Euler. Si las f unci ones 
coeficiente de dichas ecuaciones son suficientemente bien comportadas, a menudo se pueden ob¬ 
tener soluciones en forma de series de potencias (series de Taylor). Estas series solucion se utili- 
zan frecuentemente para definir nuevas funciones, cuyas propiedades se deducen parcialmente 
del hecho de que son la solucion de ecuaciones diferenciales particulares. Por ejemplo, las fun¬ 
ciones de Bessel de orden v se definen como ciertas soluciones basadas en series de la ecuacion 
diferencial de Bessel 


x 2 y" + xy' + (x 2 - v 2 )y = 0 

Las soluciones basadas en series de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homoge¬ 
neas se obtienen mas facilmente cerca de un punto ordinario de la ecuacion. Un punto ordina- 
rio es un punto x = a tal que la ecuacion se puede expresar en la forma 

y" + p{x)y' + q(x)y = 0 

donde las funciones p(x) y q(x) son analfticas en x = a (recuerdese que una funcion f es analfti- 
ca en x = a si f(x) se puede expresar como la suma de su desarrollo de Taylor en serie de poten¬ 
cias de x - a en un intervalo de radio positivo centrado en x = a). Por tanto, asumimos 


P(x) 


I 


n = 0 


Pn(x - a) n 


q(x) = I q n (x ~ a) n 

n = 0 

donde ambas series convergen en algun intervalo de la forma a - R <x < a + R. Frecuente¬ 
mente p(x) y q(x) son polinomios y, por tanto, son funciones analfticas en todas partes. Un cam- 
bio de la variable independiente £ = x - a situara el punto x = a en el origen £ = 0, por lo que 
podemos asumir que a = 0. 
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El siguiente ejemplo ilustra la tecnica de solucion basada en series alrededor de un punto or- 
dinario. 


Ejemplo 1 


de Hermite 


Calcule dos soluciones independientes basadas en series de potencias dex para la ecuacion 


y" - 2 xy' + vy = 0 

iPara que valores de v tiene la ecuacion una sol ucion pol i nomica? 
Solucion Probamos una solucion en forma de series de potencias como 


00 

y = Z a n x " = a o + a i x + a 2 x2 + a 3 x ^ + •••, de forma que 

n = 0 


y'= Z 

n = 1 


na n x‘ 


i 


y" = z - Da n x n ~ 2 = Z (n + 2)(n + D a n + 2* n 

n = 2 n = 0 

Hemos sustituido n por n + 2 para obtener x" en la suma de y". Sustituyendo estas expresiones en la ecua¬ 
cion diferencial tenemos 


Z ( n + 2 )< n + l)a n+2 x n “2 E na n x n + v Z 

n = 0 n = 1 n = 0 


= o 


2 a 2 + va 0 + Z! + 2)(n + l)a n +2 


n = l 


(2n - v)a„]x" = 0 


Esta identidad se cumple para todo x suponiendo que los coeficientes de todas las potencias de x se anulan; 
es decir, 


va 0 _ (2 n - v)a„ 

2 ' a " +2 " (n + 2)(n + 1)' 


In = 1, 2, ...) 


La ultima de estas formulas se denomina relacion de recurrencia. 

Podemos escoger cualquier valor para a 0 y ay, despues, las condiciones iniciales determinaran todos los 
coeficientes restantes con a n , (n ^ 2). Podemos encontrar una solucion escogiendo, por ejemplo, a 0 = 1 y 
ai = 0. Entonces, por la relacion de recurrencia, 

a 3 = 0, a 5 = 0, a 7 = 0. y 


a 2 - 


a 4 = 


a 6 = 


(4 - v)a 2 
4x3 
(8 - v)a 4 
6 x 5 


v(4 - v) v(4 - v) 
2x3x4” 4! 

v(4 — v)(8 — v) 

6! 


El patron resulta obvio: 


a 2n ~ 


v(4 — v)(8 — v) (4 n — 4 — v) 


(2n)\ 


(,n = 1 , 2 , 


Una solucion de la ecuacion de Hermite es 


, * v(4 - v)(8 — v) - - - (4n — 4 v) 2n 

+ -(Ml- X 

Observamos que si v = 4n para algun entero no negativo n, entonces y 1 es un polinomio par de grado 2 n, 
porque a 2n+2 = 0 y todos los coeficientes pares posteriores por tanto tambien se anulan. 
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La segunda solucion, y 2 , se puede obtener de la misma forma, escogiendo a 0 = 0 y a x = 1. Es 


y 2 = x + £ 

n = 1 


(2 — v)(6 — v)(4n — 2 — v) 
(2n + 1)! 


,2n + l 


y es un polinomio impar de grado 2n + 1 si v = 4n + 2. 

Ambas soluciones basadas en series convergen para todo x. El test de la razon se puede aplicar directa- 
mente a la relacion de recurrencia. Como los terminos consecutivos distintos de cero de cada serie tienen la 
forma a„x" y a n+2 x n+2 , podemos calcular 


p = lim 

n—> oo 


1 + 2 * 
a„x n 


,n + 2 


lim 

n—»co 


n ' 2 = |x| 2 lim 


2n - v 

(n + 2 )(n + 1) 


= 0 


para todo x, de forma que la serie converge por el test de la razon. 


Si x = a no es un punto ordinario de la ecuacion 

y" + p(x)y' + q(x)y = 0 

entonces se denomina punto singular de dicha ecuacion. Esto significa que al menos una de las 
funciones p(x) y q(x) no es analitica en x = a. Sin embargo, si (x - a)p(x) y (x - a) 2 g(x) son 
analfticas en x = a, entonces se dice que el punto singular es un punto singular regular. Por 
ejemplo, el origen x = 0 es un punto singular regular de la ecuacion de Bessel, 

x 2 y" + xy' + (x 2 - v 2 )y = 0 

ya que p(x) = 1/x y q(x) = (x 2 - v 2 )/x 2 satisfacen xp(x) = 1 y x 2 q(x) = x 2 - v 2 , que son ambas 
polinomios y por tanto analiticas. 

Las soluciones de ecuaciones diferenciales son en general no analiticas en puntos singulares. 
Sin embargo, es todavia posible calcular al menos una solucion basada en series alrededor de 
esos puntos. El metodo requiere buscar una solucion basada en series de la forma x 1 ' multiplicada 
por una serie de potencies, es decir, 

oo oo 

y = (x-aV X a n(* - a) n = X a n(* - a) n+M « con a 0 # 0 

n = 0 n = 0 

La sustitucion en la ecuacion diferencial produce una ecuacion indicial cuadratica, que determi- 
na uno o dos valores de p donde se pueden obtener estas soluciones, y una relacion de recu¬ 
rrencia que permite el calculo de los coeficientes a n para n ^ 1. Si las raices indiciales no son 
iguales y su diferencia no es un entero, se pueden calcular dos soluciones independientes. Si las 
raices indiciales son iguales o difieren en un entero, se puede calcular una solucion de este tipo 
(correspondiente a la rafz indicial mayor), pero el calculo de una segunda solucion independiente 
(y, por tanto, de la solucion general) requiere tecnicas que se salen del alcance de este libro. Se 
remite al lector a textos estandar en ecuaciones diferenciales para una presentacion mas amplia y 
ejemplos. Nos contentaremos aquf con un ejemplo final. 


Ejemplo 2 


tamente, 


Calcule una solucion, en potencias de x, de la ecuacion de Bessel de orden v = 1, concre- 

x 2 y" + xy' + (x 2 - l)y = 0 


y= Z a n x" +n 

n = 0 

00 

y'= £ (n + n)a n x /1+n_1 

n = 0 

00 

y" = D (p + n)(p + n - 1 )a„x' ,+n ” 2 

n = 0 


Solucion Probamos 
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de Bessel se obtiene 

00 

£ [((/( + n)(n + n - 1 ) + (n + n) - l)a„x n + a n x n+2 ] = 0 

n = 0 

00 00 

^ [(/( + n) 2 - l]a n x n + £ a n _ 2 x n = 0 

n = 0 n = 2 

00 

(/i 2 — l)a 0 + (/( + l) 2 - l)d]X + £ [((/' + n ) 2 — 1 )d n + a n _ 2 ]x n = 0 

n = 2 

Todos los terminos deben anularse. Como a 0 / 0 (podemos tomar a 0 = 1), obtenemos 

/( 2 - 1 = 0 , ecuacion indicial 

Un + l) 2 - l]ai = 0, 

a n = - 7 - ^[n ^ 2 ) relacion de recurrencia 

(/( + n) - 1 

Evidentemente, /i = ±1; por lo tanto, a 1 = 0. Si tomamos /t = 1, entonces la relacion de recurrencia es 
a„ = a„_ 2 /(n)(n + 2). Entonces, 

a 3 = 0 , 35 = 0 , a 7 = 0 , 

-i _ i _ -1 

dl 2x4' 34 2x4x4x6’ 36 2x4x4x6x6x8' 


De nuevo el patron es obvio: 


320 2 2n n!(n + 1)1 


y una solucion de la ecuacion de Bessel de orden 1 es 


y= I 


(-D n 


{/ 2n +1 


% 2 2n n\(n + 1)1 


Por el test de la razon, esta serie converge para todo x. 


Observacion Observese que si intentaramos calcular una segunda solucion utilizando 
H = -1 obtendriamos la relacion de recurrencia 


y no seriamos capaces de calcular a 2 . Esto demuestra lo que puede suceder si las raices indicia- 
les difieren en un entero. 


Ejercicios 17.7 


1. Calcule la solucion general dey" = (x - l) 2 y en forma 
de una serie de potencias y = £“ = 0 a„(x - l) n . 

2. Calcule la solucion general de y" = xy en forma de una 
serie de potencias y = £“ = 0 a n x n con a 0 y a x arbitrarios. 

3. Resuelva el problema de valor inicial 

fy" + xy' + 2 y = 0 
y( 0 ) = 1 
1 /( 0 ) = 2 

4. Calcule la solucion de y" + xy' + y = 0 que cumple 
y( 0 ) = 1 e y'( 0 ) = 0 . 


5. Calcule los tres primeros terminos distintos de cero de una 
solucion en forma de serie de potencias de x del problema 
de valor inicial y" + (senx)y = 0, y( 0 ) = 1 , y'( 0 ) = 0 . 

6 . Calcule la solucion, en forma de serie de potencias de x, 
del problema de valor inicial 

(1 - x 2 )y" - xy' + 9y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

7. Calcule dos soluciones en forma de serie de potencias de 
x de la ecuacion 3xy" + 2/ + y = 0. 

8 . Calcule una solucion en forma de serie de potencias de 
la ecuacion de Bessel de orden v = 0, es decir, de la 
ecuacion xy" + / + xy = 0 . 
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Repaso del capi'tulo 


Ideas clave 

• iQue significan las siguientes expresiones? 

O ED ordinaria 
O ED en derivadas parciales 
O Solucion general de una ED 
O Combinacion lineal de soluciones de una ED 
O Orden de una ED 
O ED lineal 
O ED separable 
O ED exacta 
O Factor de integracion 
O ED de coeficientes constantes 
❖ Ecuacion de Euler 
O Ecuacion auxiliar 

• Explique como resolver: 

O Una ED separable 
O Una ED lineal de primer orden 
O Una ED de primer orden homogenea 
O Una ED de coeficientes constantes 
O Una ecuacion de Euler 

• iQue condiciones implican que un problema de 
valor inicial para una ED de primer orden 
tendra solucion unica cerca del punto inicial? 

• Explique los siguientes metodos de resolucion 
numerica de ED de primer orden: 

O El metodo de Euler 

O El metodo de Euler mejorado 

O El metodo de Runge-Kutta de cuarto orden 

• Explique los siguientes metodos de resolucion de 
ED lineales homogeneas: 

O Coeficientes indeterminados 

O Variacion de parametros 

• iQue son los puntos ordinarios y los puntos 
singulares regulares en las ED lineales de 
segundo orden? Explique como se pueden 
utilizar las series para resolver estas ecuaciones 
cerca de tales puntos. 


Ejercicios de repaso 

Calcule las soluciones generales de las ecuaciones 
diferenciales de los Ejercicios 1-16. 


. dy 

1. — = 2xy 
dx 

dy 

3. / = x + 2y 
dx 

dy x + y 

5. T = - ~ 

dx y - x 

dy V 

dtj 


7. 


d 2 y 

d? 


9. 4y"-4y' + 5y = 0 


dy 

2 . — = e y senx 
dx 

dy x 2 + y 2 
dx 2 xy 


6* 

dx 

cfy 
dF 
10 . 2 x 2 y 


x + e y 


dy 

8- 2^ + 5^ + 2y = 0 
y = 0 


11 - y S- t s +5 '- 0 

d 3 y d 2 y dy 

12, dF + 8 dF +16 dt 0 


■2 d 2 y , dy 


13 — - 5 — 
dx 2 ^ dx 

d 2 y dy 

14 - - 5 / 

dx dx 


6 y = e x + e 3x 
6 y = xe 2x 


d 2 y dy , 
15. -4 + 2/ + y = x 2 
dx dx 


i- d 2 y 

16 . x ~2 

dx 


2y = x 3 


Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios 
17-26. 

fdy x 2 

17- \d~x~7 2 
(y(2) = i 
(dy^ xy 
19- \dx x 


2 -LyZ 


(y(0) = l 

jy" + 3y' + 2y = 0 
21 . y(0) = 1 
jy'(O) = 2 

fy'' + 10y' + 25y = 0 
23. y(l) = e 5 
y'd) = o 



(d 2 y 


25. 


dt 2 
y(0) = l 
1 /( 0 ) = -2 


4y = 8e 2t 


(cosx)y = 2 cosx 

(yU) = 1 

fy" + 2/ + (1 + ?r 2 )y = 0 
22 . y(l) = 0 
J^y'(l) = n 

ix 2 y" - 3xy' + 4y = 0 
24. Jy(e) = e 2 

[/(e) = 0 

2^4 + 5^-3y=6 + 7e x/2 
26. / dx 2 dx 
y(0) = 0 
1 /( 0 ) = 1 
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27. Indique para que valores de las constantes A y B es 
exacta la ecuacion 

[(x+A )e x sen y + cosy] dx + x[e x cosy + B sen y] dy = 0 

iCual es la solucion general de la ecuacion si A y B 
tienen esos valores? 

28. Calcule un valor de n para que x" sea un factor de 
integracion de 

(x 2 + 3y 2 )dx + xydy = 0 
y resuelva la ecuacion. 

29. Demuestre que y = x es una solucion de 

x 2 y" - x(2 + xcotx)y' + (2 + xcotx)y = 0 
y calcule la solucion general de la ecuacion. 


30. Utilice el metodo de variacion de parametros y el 
resultado del Ejercicio 29 para calcular la solucion 
general de la ecuacion no homogenea 

x 2 y" - x(2 + x cotx)y' + (2 + x cotx)y = x 3 sen x 

d 

31. Suponga que f(x, y) y — r(x, y) son continuas en todo 

dy 

el piano xy y que f(x, y) esta acotada en dicho piano, 
es decir, | f(x, y)| ^ K. Demuestre que ninguna 
solucion dey' = f(x, y) puede tener una asintota 
vertical. Describa la region del piano donde debe estar 
la solucion al problema de valor inicial 

y = fix, y) 
y(x o) = yo 



APENDICE I 



Numeros complejos 


Old M acdonald had a farm, 

M inus E-Squared 0 

Cancion para ninos matematicamente simplificada 


M uchos de los problemas a los que se aplica la matematica requieren la solucion de ecuaciones. 
A lo largo de los siglos los sistemas de numeracion se han tenido que ampliar muchas veces para 
proporcionar soluciones a mas y mas clases de ecuaciones. Los numeros naturales 

N = {1, 2, 3, 4, ...} 

son inadecuados como soluciones de ecuaciones de la forma 

x + n = m, (m, n e N) 

Se pueden anadir el cero y los numeros negativos para crear los enteros 

Z = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...} 

donde esa ecuacion tiene como sol ucion x = m - n incluso si m < n (historicamente, esta exten¬ 
sion del si sterna numerico aparecio mucho mas tarde que algunas de las que se mencionan poste- 
riormente). Algunas ecuaciones de la forma 

nx = m, (m, n e Z, n / 0) 

no se pueden resolver mediante los enteros. Es necesaria otra extension para incluir numeros de 
la forma m/n, lo que Neva al conjunto de los numeros racionales 

fm 

<Q> = < — :m, n e Z, n + 0 

l n 

Toda ecuacion lineal 

ax = b, (a, b e <0, a # 0) 
tiene una solucion x = b/a en <0, pero la ecuacion cuadratica 

x 2 = 2 

no tiene solucion en <Q>, como se demostro en la Seccion P.l. Una nueva extension enriquece el 
conjunto de los numeros racionales para formar el conjunto de los numeros reales IR en el que 
algunas ecuaciones como x 2 = 2 tienen solucion. Sin embargo, otras ecuaciones cuadraticas, por 
ejemplo, 


x 2 = -1 
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no tienen solucion incluso dentro del conjunto de los numeros reales, por lo que el proceso de 
extension no esta completo. Para poder resolver cualquier ecuacion cuadratica, necesitamos ex¬ 
tender el si sterna de los numeros reales para formar un conjunto mayor que se denomina sistema 
de los numeros complejos. En este apendice definiremos los numeros complejos y desarrollare- 
mos algunas de sus propiedades basicas. 

Definicion de numeros complejos 

Empezaremos por definir el sfmbolo /, denominado unidad imaginaria 1 , que tiene la propiedad 

i 2 = -1 

Por tanto, tambien denominaremos a / rafz cuadrada de -1 y lo expresaremos como y/-l. 
Por supuesto, / no es un numero real; ningun numero real tiene un cuadrado negativo. 


DEFINICION 1 


Un numero complejo es una expresion de la forma 

a + bi 

o a + ib 

siendo a y b numeros reales, e / la unidad 

imaginaria. 


Por ejemplo, 3 + 2/, \ - §/, in = 0 + in y -3 = - 3 + 0/ son todos numeros complejos. El ul¬ 
timo de estos ejemplos muestra que todo numero real se puede considerar como un numero com- 
plejo (utilizaremos normalmente a + bi a menos que b sea una expresion complicada, en cuyo 
caso escribiremos a + ib ; cualquier forma es aceptable). 

A menudo es conveniente representar un numero complejo mediante una unica letra; w y z se 
utilizan frecuentemente para este fin. Si a, b, x e y son numeros reales, y 

w = a + bi y z = x + yi 

podemos entonces referirnos a los numeros complejos w y z. Notese que 1 / 1 / = z si y solo si a = x 
y b =y. Son de especial importancia los numeros complejos 

0 = 0 + 0/, 1 = 1 + 0/ y / = 0 + 1/ 

DEFINICION 2 

Si z = x + yi es un numero complejo (siendo x e y reales), denominaremos a x parte real 
de z y la indicaremos como Re(z). Denominaremos a y parte imaginaria de z y la indica- 
remos como Im (z): 

Re (z) = Re(x + yi) = x, Im (z) = Im (x + yi) = y 


Notese que tanto la parte real como la parte imaginaria de un numero complejo son numeros 
reales: 

Re (3 - 5/) = 3 I m (3 - 5/) = - 5 

Re (2/) = Re (0 + 2/) = 0 Im (2/) = Im (0 + 2/) = 2 

Re( — 7) = Re( — 7 + 0/) = -7 I m ( — 7) = I m (— 7 + 0/) = 0 


1 En algunos campos, por ejemplo, la ingenierfa electrica, la unidad imaginaria se denomina j en vez de /. Como «ne- 
gativo», o «irracional», el termino «imaginario» sugiere el recelo con que se acogfa la nueva clase de numeros que se 
presentaban por primera vez. 




APENDICE I. Numeros complejos 1093 


Representation grafica de numeros complejos 

Como los numeros complejos se construyen a partir de parejas de numeros reales (sus partes real 
e imaginaria), es natural representar graficamente a los numeros complejos como puntos en un 
piano cartesiano. Utilizaremos el punto de coordenadas (a, b ) para representar al numero com- 
plejo 1 / 1 / = a + ib. En particular, el origen (0, 0) representa al numero complejo 0, el punto (1, 0) 
representa al numero complejo 1 = 1 + 0/ y el punto (0, 1) representa al numero complejo 
/ = 0 + 1/ (vease la Figura 1.1). 


• - 1 + 4 ; 


• 1+1 • 2+i 


Figura 1.1 U n diagrama de A rgand que representa 
el piano complejo. 


Esta representacion de los numeros complejos como puntos en un piano se denomina diagrama 
de Argand. Como todo numero complejo esta representado por un unico punto del piano, el 
conjunto de todos los numeros complejos se denomina frecuentemente piano complejo. El sfm- 
bolo € se utiliza para representar al conjunto de todos los numeros complejos y, de forma equi- 
valente, al piano complejo: 

C = {x + yi : x, y, e IR} 

Los puntos del eje x del piano complejo corresponden a los numeros reales (x = x + 0/), por lo 
que el eje x se denomina eje real. Los puntos del eje y corresponden a numeros imaginarios 
puros (yi = 0 + yi), por lo que el eje y se denomina eje imaginario. 

Puede ser de utilidad emplear las coordenadas polares de un punto en el piano complejo. 

DEFIIMICIOIM 3 

La distancia desde el origen hasta el punto (a, b) correspondiente al numero complejo 
w = a + bi se denomina modulo de w y se escribe |i/i/| o |a + bi\: 

| w| = |a + bi\ = Ja 2 + b 2 


DEFIIMICIOIM 4 

Si la recta que va desde el origen hasta (a, b) forma un angulo 0 con la direccion positiva 
del eje real (midiendose los angulos positivos en el sentido contrario al de las agujas del 
reloj), entonces 6 se denomina fasedel numero complejo w = a + bi y se escribe arg (i/i/) o 
arg (a + bi) (vease la Figura 1.2). 
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Figura 1.2 M odulo y fase de un numero complejo. 

El modulo de un numero complejo es siempre real y no negativo. Es positivo a menos que el nu¬ 
mero complejo sea 0. El papel que juega el modulo en los numeros complejos es similar al del 
valor absoluto en los numeros reales. De hecho, a veces el modulo se denomina valor absoluto. 

Las fases de los numeros complejos no son unicas. Si w = a + bi ^ 0 entonces todos los po- 
sibles valores de arg(i/i/) difieren en un multiplo entero de 2n. El simbolo arg(i/i/) no representa 
realmente un unico numero, sino un conjunto de numeros. Cuando escribimos arg(i/i/) = 6 esta- 
mos diciendo que el conjunto arg (i/i/) contiene a todos los numeros de la forma 6 + 2kn, siendo 
k un entero. De forma similar, la afirmacion arg(z) = arg(iv) dice que los dos conjuntos son 
identicos. 

Si i/i/ = a + bi, con a = Re(w) / 0, entonces 

b 

tan arg (i/i/) = tan arg (a + bi) = - 

d 

Esto significa que tan 6 = b/a para todo 6 en el conjunto arg (i/i/). 

Algunas veces es conveniente restringir 6 = arg(i/i/) a un intervalo de amplitud 2n, es decir, 
al intervalo O^0<27io -n <0 ^n, de forma que los numeros complejos distintos de cero 
tendran fases unicas. Denominaremos al valor de arg (vi/) en el intervalo -n < 6 ^ n fase prin¬ 
cipal de i/i/ y lo escribiremos Arg(i/i/). Todo numero complejo w excepto el cero tiene una fase 
principal unica Arg(i/i/). 
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Observacion Si z = x + yi y Re(z) = x > 0, entonces Arg (z) = tan _1 (y/x). M uchas hojas de 
calculo de computador y paquetes de software matematico implementan una funcion arctan de- 
nominada atan2(x, y) que proporciona el angulo polar de (x, y) en el intervalo (-n, n], Por tanto, 

Arg (x + yi) = atan2 (x, y) 

Dado el modulo r = |w| y cualquier valor de la fase 0 = arg(w) de un numero complejo 
w = a + bi, tenemos que a = rcosO y b = rsenO, por lo que w se puede expresar en funcion de 
su modulo y fase como 

w = r cos 6 + / r sen 9 

La expresion del miembro derecho se denomina representation polar de w. 


ii ATENCION !! 


Revise la nota de atencion al final de la presentacion de la funcion ar- 
cotangente en la Seccion 3.5; programas diferentes implementan la 
funcion arcotangente de dos variables utilizando notaciones diferentes 
y/o diferente orden de variables. 


DEFIIMICION 5 

El conjugado o complejo conjugado de un numero complejo w = a + bi es otro numero 
complejo, simbolizado por w, y dado por 

w = a - bi 


Ejemplo 2 


2 - 3/ = 2 + 3/', 


3 = 3, 


2 / - - 2 /'. 


Observese que 

Re(w) = Re(w) |w| = |w| 

lm(w)=-lm(w) arg (w) = -arg (w) 

En un diagrama de Argand el punto w es la reflexion del punto w con respecto al eje real (vease 
la Figura 1.4). 


9 w=a+bi 


w a 1 Figura 1.4 Un numero complejo y su conjugado son imagenes especulares entre si 

con respecto al eje real. 

Notese que w es real (lm(w) = 0) si y solo si w = w. Ademas, w es imaginario puro 
(Re(w) = 0) si y solo si w = -w (en este caso, -w = - a - bi s\ w = a + bi). 
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Aritmetica compleja 

Como los numeros reales, los numeros complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir. 
Dos numeros complejos se suman o restan como si fueran vectores bidimensionales cuyas com- 
ponentes son sus partes real e imaginaria. 

Suma y diferencia de numeros complejos 

Si w = a + biyz = x + yi, siendo a, b, x e y numeros reales, entonces 

w + z = (a + x) + (b + y)i 
w - z = (a - x) + (b - y)i 


En un diagrama de Argand los puntos w + z y 1 / 1 / - z son los puntos cuyos vectores de posicion 
son, respectivamente, la suma y la diferencia de los vectores de posicion de los puntos w y z 
(vease la Figura 1.5). En particular, el numero complejo a + bi es la suma del numero real 
a = a + 0/ y el numero imaginario puro bi = 0 + bi. 



Figura 1.5 Dos numeros complejos se suman y se restan vectorialmente. 
Observense los paralelogramos. 


La suma compleja obedece a las mismas reglas que la suma real: si 1/1/3, w 2 y w 3 son tres nu¬ 
meros complejos, las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente: 

w 1 + w 2 = w 2 + w 3 La suma es conmutativa. 

(1/1/1 + w 2 ) + 1/1/3 = 1/1/3 + (i/i/ 2 + 1/1/3) La suma es asociativa. 

|m/i + i/i/ 2 | ^ 11/1/11 + |i/i/ 2 | desigualdad del triangulo. 

Notese que 1 1/1/3 - w 2 | es la distancia entre los 1/1/3 y i/i/ 2 en el piano complejo. Por tanto, la desi¬ 
gualdad del triangulo dice que en el triangulo cuyos vertices son 1/1/ 1( + i/i/ 2 y 0, la longitud de un 
lado es menor que la suma de las longitudes de los otros dos. 

Se puede verificar tambien facilmente que el conjugado de una suma (0 diferencia) es la 
suma (0 diferencia) de los conjugados: 

w + z = w + z 


Ejemplo 3 


(a) Si n = 2 + 3/ y z = 4 - 5/, entonces 

w + z = (2 + 4) + (3 - 5)/' = 6 - 2/ 

1 / 1 / — z = (2 — 4) + (3 — (— 5))/' = -2 + 8/ 

(b) 3/ + (1 - 2/) - (2 + 3/) + 5 = 4 - 2/. 
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La multipl icacion de dos numeros complejos w = a+biyz = x+yi se realiza multiplicando 
formalmente las expresiones binomiales y sustituyendo /' 2 por -1: 

wz = (a + bi)(x + yi) = ax + ayi + bxi + byi 2 

= (ax - by) + (ay + bx)i 

Producto de numeros complejos 

Si w = a + bi y z = x + yi, siendo a, b, x e y numeros reales, entonces 

i/i/z = (ax - by) + (ay + bx)i 


Ejemplo 4 


(a) (2 + 3/)(1 - 2/) = 24/ + 3/ - 6/ 2 = 8 - /. 

(b) /(5 - 4/) = 5/ - 4/ 2 = 4 + 5/. 

(c) (a + bi)(a - bi) = a 2 - abi + abi - b 2 i 2 = a 2 + b 2 . 

_ ■ 

El apartado (c) del ejemplo anterior muestra que el cuadrado del modulo de un numero complejo 
es el producto de dicho numero con su complejo conjugado: 

i/i/ i/i? = |i/i /| 2 

La multiplicacion compleja comparte muchas propiedades con la multipl icacion real. En particu¬ 
lar, si 1 / 1 / 1( 1 / 1/ 2 y 1 / 1/3 son numeros complejos, entonces 

\n x \n 2 = i/i/ 2 Wi La multiplicacion es conmutativa. 

(w 1 w 2 )w 3 = \n x (\n 2 \n 2 ) La multiplicacion es asociativa. 

1 / 1 / 3 ( 1 / 1/2 + 1 / 1 / 3 ) = 1 / 1 / 11 / 1/ 2 + ^ 1^3 La multiplicacion es distributiva respecto de la suma. 

El conjugado de un producto es el producto de los conjugados: 

Wz = Wz 

Para ver que esto es asf, sean w = a + bi y z = x + yi. Entonces, 

Wz = (ax - by) + (ay + bx)i 
= (ax - by) - (ay + bx)i 
= (a - bi)(x - yi) = Wz 

Es particularmente sencillo determinar el producto de modulos complejos expresados en forma 
polar. Si 

w = r(cos6 + i senO) y z = s(cos 0 + / sen 4>) 
siendo r = | i / i /|, 6 = arg(i/i/), s = |z|, y 0 = arg(z), entonces 
i / i/z = rs( cos 6 + i sen O)(cos 0 + / sen 0 ) 

= rs((cos6cos(p - send sen 0 ) + /(sen 6 cos 0 + cos 0 sen 0 )) 

= rs(cos(6 + (p) + i sen (6 + cp)) 
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1/ease la Figura 1.6. Como las fases solo estan determinadas hasta un multiplo entero de 2 n, he- 
mos demostrado que 


M odulo y fase de un producto 

| wz| = 1 1 / 1/1 |z| y arg (u/z) = arg (n/) + arg (z) 



Figura 1.6 La fase de un producto es la suma 
de las fases de los factores. 


La segunda de estas ecuaciones dice que el conjunto arg (i/i/z) esta formado por todos los nume- 
ros 6 + (p, donde 6 pertenece al conjunto arg (i/i/) y 0 al conjunto arg(z). 

De forma mas general, si w 1( w 2 , .... w n son numeros complejos, entonces 


\w l w 2 ---w„\ = |Wi||w 2 |---KI 


arg (w x iv 2 ••• w n ) = arg (w x ) + arg (w 2 ) + ••• + arg (w n ) 

La multiplicacion de un numero complejo por; tiene una interpretacion geometrica particular- 
mente simple en un diagrama de Argand. Como |/| = 1 y arg (/) = n/2, la multiplicacion de 
w = a + bi por; no modifica el modulo de w pero aumenta su fase en n/2 (vease la Figura 1.7). 
Por tanto, la multiplicacion por / gira el vector de posicion de w en sentido contrario al de las 
agujas del reloj 90° alrededor del origen. 


y 


x Figura 1.7 La multiplicacion por / 
al de las agujas del reloj de 90°. 

Sea z = cos0 + / sen 0. Entonces |z| = 1 y arg (z) 
producto de los modulos de los factores y la fase de 
factores, tenemos |z n | = |z|" = 1 y arg (z n ) = n arg (z) 



corresponde a una rotacion en sentido contrario 


= 6. Como el modulo de un producto es el 
un producto es la suma de las fases de los 
= nd. Por tanto, 


z n = cos nO + ; sen nd 


y hemos demostrado el Teorema de de M oivre. 





TEOREMA ^ T eorema de M oivre 
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(cos 6 + i sen 6) n = cos nO + / senn0 




Observacion Una gran parte del estudio de las funciones complejas de variable compleja se 
sale del alcance de este libro. Sin embargo, en el A pendice 11 presentaremos una version comple¬ 
ja de la exponencial que tiene la siguiente propiedad: si z = x + iy (siendo x ey reales), entonces 

e z _ gX + iy _ gXgiy = gX ( C0S y + j sen y) 

Por tanto, el modulo de e z es e Re(z) e Im (z) es un valor de arg (e z ). En este contexto, el Teorema 
de de M oivre dice simplemente que 

( e <0)n _ ginS 


Ejemplo 5 


Exprese (1 + i) 5 en la forma a + bi. 


5 n 


Solucion Como |(1 + ;) 5 | = |1 + /| 5 = (J 2) 5 = \Jl y arg ((1 + /) 5 ) = 5arg(1 + /) = —, tenemos 


(1 + /) 5 = 4^2 (cos ^ + /sen^ = 4^2^- - -*=/) 


/ ) = 4 - 4/ 


El Teorema de M oivre se puede utilizar para generar identidades trigonometricas de los multi¬ 
ples de un angulo. Por ejemplo, para n = 2 tenemos 

cos 20 + / sen 20 = (cos 0 + i sen 0) 2 = cos 2 0 - sen 2 0 + 2/ cos 0 sen 0 

Por tanto, cos 20 = cos 2 0 - sen 2 0 y sen 20 = 2 sen 0 cos 0. 

El inverso de un numero complejo distinto de cero w = a + bi se puede calcular multipli¬ 
cand© el numerador y el denominador de la expresion del inverso por el conjugado de w: 

_ 1 1 1 a - bi a - bi w 

i/i/ a + bi (a + bi)(a - bi) a 2 + b 2 |i/i /| 2 

Como | w | = |i/i/| y arg(w/) = — arg(iv), tenemos 


1 

i/i/ 


|w| _ 1 
|^| 2 |^| 



-arg (w) 


El cociente z/w de dos numeros complejos z = x + yi y w = a + bi es el producto de z y l/w, 
por lo que 

z zw (x + yi)(a - bi) xa + yb + i(ya - xb) 
i/i v |i/i /| 2 a 2 + b 2 a 2 + b 2 


Tenemos 




arg (z) - arg (w) 


El conjunto arg (z/w) esta formado por todos los numeros 0 - <p donde 0 pertenece al conjunto 
arg (z) y 0 pertenece al conjunto arg (w). 
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Ejemplo 6 


Solucion 


2 + 3/ 

Simplifique (a) ——- y (b) 


1 + ij3 


2 + 3/ _ (2 + 3/)(4 + /) 8 - 3 + (2 + 12)/ _ 5 14 . 

(a) 4- / ~~ (4 - /)(4 + T) ~ 4 2 + l 2 " 17 + 17 ( ' 


(b) 


/'(l -ijl) _ 73 + / _ ^3 1. 


1 + /73 (1 + /'73)(1 - /'73) l 2 + 


+ T/■ 


Por otra parte, como |1 + Z^/31 = 2 y arg (1 + ij3) = tan 1 7^ = e l modulo del cociente de (b) 

1 71 71 71 

es - y su fase es - - - = Por tanto, 


/ 


1 


1 + /73 


71 


71 


= - cos- + /sen- = 


V3 1 


+ T / 


Raices de numeros complejos 

Si a es un numero real positivo, existen dos numeros reales diferentes cuyo cuadrado es a. Se 
denominan 

7a (la rafz cuadrada positiva de a) 

~7a (la rafz cuadrada negativa de a) 

Todo numero complejo z = x + yi distinto de cero (siendo x 2 + y 2 > 0) tiene dos raices cuadra- 
das; si 1 / 1 ^ es un numero complejo tal que w 2 = z, entonces i/i/ 2 = - 1 / 1/1 tambien cumple w 2 = z. 
Es interesante senalar una de esas raices para denominarla Jz. 

Sea r = |z|, de forma que r > 0. Sea d = A rg (z). Por tanto, -n < 8 ^n. Como 


el numero complejo 


z = r(cos6 + / send) 


6 9 

w = Jr 1 cos- + / sen- 


cumple claramente 1 / 1/ 2 = z. Denominaremos a 1 / 1 / rafz cuadrada principal de z y lo escriblremos 
7z. Las dos soluciones de la ecuacion w 2 = z son, por tanto, 1 / 1 / = Jz y 1 / 1 / = -7*- 

Observese que la parte real de Jz es siempre no negativa puesto que cos (d/2) ^ 0 para 
-n/2 <8 ^ n/2. En este intervalo sen (d/2) = 0 solo si d = 0 en cuyo caso Jz es real y positiva. 


Ejemplo 7 


(a) 7^ = 74(c°s0 + 7sen 0) = 2. 

(b) 7' = /1 ( cos ^ + / sen 0 = cos^ + / sen^ = + -^= 1 . 


(0 


/= 4 


cos 


/ sen 


= 2 


cos 


/ sen 


, 1 73 / 27 t / 2n n n 1 ./3 

(d) . l-- + iJ-= /cos— + /'sen— = cos- + /sen- = - + J-i. 
II \ 5 3 3 322 
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Dado un numero complejo z distinto de cero, se pueden obtener n numeros complejos distintos 1 / 1 / 
que cumplen i/i/ n = z. Estos n numeros se denominan las raices n-esimas de z. Por ejemplo, si 
z = 1 = cosO + / sen 0, entonces todos los numeros 


1/1/3 = 1 

2n 2n 

1 / 1/ 2 = cos— + / sen — 
n n 

471 471 

1 / 1/3 = cos— + / sen— 
n n 

671 671 

1 / 1/4 = cos— + / sen— 
n n 


2 (n — 1)71 


+ / sen 


2(n — 1)71 


cumplen i/i/ n = 1 y, por tanto, son raices n-esimas de 1 (estos numeros se denominan general- 
mente raices n-esimas de la unidad). La Figura 1,8 muestra las tres raices cubicas de 1. Observe- 
se que estan en los tres vertices de un triangulo equilatero cuyo centro esta en el origen y uno de 
sus vertices esta en 1. En general, las n raices n-esimas de la unidad estaran en una circunferen- 
cia de radio 1 centrada en el origen, y sus vertices formaran un poligono regular de n lados con 
uno de sus vertices en 1 . 


— l+\/3r 
w 2— 2 

y- 

***«.. wi=l 



X 

-l-s/3 i 

r*' 


W3— Y — 




Figura 1.8 Las raices cubicas de la unidad. 


Si z es un numero complejo distinto de cero y 0 es la fase principal de z (-n < 0 sc n), en¬ 
tonces el numero 


= |z| 1/n 


/ e . e\ 

cos- + /sen- 

V n V 


se denomina raiz principal n-esima de z. Todas las raices n-esimas de z estan en una circunfe- 
rencia de radio |z| 1/n centrada en el origen y ocupan los vertices de un poligono regular de n la¬ 
dos con uno de sus vertices en 1 / 1/3 (vease la Figura 1.9). Las otras n raices son 


i/i / 2 


il/n 



0 + 271 
n 


+ / sen 


6 + 27i\ 

n ) 


1/1/3 


| Z | 1/n 



0 + 471 
n 


+ /' sen 


0 + 47l\ 

n ) 


0 + 2 (n — 1 )tt 0 + 2 (n 
w n = |z| 1/n cos-+ / sen 


\ 


n 


n 
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y 

W2 



\ Figura 1.9 Las cinco raices quintas de z. 

Podemos obtener todas las raices n-esimas de z multiplicando la raiz principal n-esima por las 
raices n-esimas de la unidad. 


Ejemplo 8 


Calcule las raices cuartas de -4. Dibujelas en un diagrama de Argand. 
Solucion Como | -4| 1/4 = y arg (-4) = n, la raiz cuarta principal de -4 es 

t- ( n n\ 

Wi = J 2 cos- + / sen - = 1 + / 
v V 4 4/ 


Las otras tres raices cuartas estan en los vertices de un cuadrado cuyo centra es el origen y uno de sus 
vertices esta en 1 + / (vease la Figura 1.10). Por tanto, las otras raices son 


w 2 = — 1 + /', w 3 = -1 — w 4 = 1 — /’ 



Ejercicios: Apendice I 


En los Ejercicios 1-4, calcule las partes reales e imaginarias 5. z = -/ + / 6. z = -2 


(Re(z) e Im (z)) de los numeros complejos z dados, y dibuj 
la posicion de cada uno de los numeros en el piano 
complejo (es decir, en un diagrama de Argand). 

1. z= -5 + 2/ 2. z = 4 — / 

3. z = - 7i/ 4. z = - 6 

En los Ejercicios 5-15, calcule los modulos r = |z| y las 
fases principales 0 = Arg(z) de los numeros complejos 
dados z, y exprese z en funcion de r y 0. 


7. z = 3/ 8. z = — 5/ 

9. z = 1 + 2/ 10. z= —2 + /' 

11. z = — 3 — 4/ 12. z = 3 — 4/ 

13. z - N 3 - /' 14. z — —3 3/ 

4n 4n 

15. z = 3 cos— + 3/ sen — 
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16. Si Arg(z) = 37t/4 y Arg(w) = n/2, calcule Arg (zw). 

17. Si Arg(z) = -5^/6 y A rg (iv) = n/A, calcule Arg(z/w). 

En los Ejercicios 18-23, exprese en la forma z = x + yi los 
numeros complejos z con los modulos y fases dados. 


18. 

I z l = 2, 

arg (z) = n 

19. 

|z| = 5, arg (z) = tan 

o 

rsi 

W = 1. 

3n 

arg (z) = — 

21. 

n 

\z\ = n, arg (z) = - 
6 

22. 

I z l = o, 

arg (z) = 1 

23. 

1 

|z| = ^ arg(z) = — 


En los Ejercicios 24-27, calcule los complejos conjugados 
de los numeros complejos dados. 

24.5 + 3/ 25. -3 - 5/ 

26. 4/ 27. 2 - /' 

Describa geometricamente (o realice un dibujo) del 
conjunto de puntos z en el piano complejo que cumplen las 
ecuaciones o desigualdades de los Ejercicios 28-33. 

28. | z | = 2 29. | z | ^ 2 

30. |z-2/|s:3 31. |z-3 + 4/| <5 

n In 

32. arg z = - 33. n arg (z) — 

Simplifique las expresiones de los Ejercicios 34-43. 

34. (2 + 5/) + (3 - /') 35. / (3 - 2/) + (7 - 3/) 

36. (4 + /)(4 - /) 37. (1 + /)(2 - 3/) 

38. (a + bi)[2a - bi) 39. (2 + 0 3 


40. 


2 - / 

2T7 


41. 


1 + 3/ 

2 - /' 


1 + / (1 + 20(2 - 3/) 

42. - 43. ----- 

/(2 + 3/) (2 - 0(3 + 2/) 

44. Demuestre que z + w = z + w. 

45. Demuestre que 

46. Exprese los numeros complejos z = 3 + /y3 y 

w = -1 + ij 3 en forma polar (es decir, en funcion 
de su modulo y fase). Utilice estas expresiones para 
calcular zw y z/w. 

47. Repita el Ejercicio 46 para z = -1 + / y w = 3/. 

48. Utilice el Teorema de de M oivre para obtener una 
identidad trigonometrica de cos30 en funcion de cos0, 
y otra para sen 30 en funcion de sent). 

49. Describa las soluciones, si existen, de la ecuacion 
(a) z = 2/zy (b) z= -2/z. 

50. Dados los numeros positivos a y b, siempre es cierto 
que J ad = J~aJb. iSe cumple una identidad similar 
para Jm, siendo z y w numeros complejos? 
Sugerencia: Considerez = w = -1. 

51. Calcule las tres raices cubicas de -1. 

52. Calcule las tres raices cubicas de -8/. 

53. Calcule las tres raices cubicas de -1 + /. 

54. Calcule todas las raices cuartas de 4. 

55. Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacion 
z 4 + 1 - i^/3 = 0. 

56. Calcule todas las soluciones de z 5 + a 5 = 0, siendo a 
un numero real positivo. 

57. Demuestre que la suma de las raices n-esimas de la 
unidad es cero. Sugerencia: Demuestre que estas raices 
son todas el I as potencias de la raiz principal. 






APENDICE II 

Funciones complejas 


El camino mas corto entre dos verdades en el dominio 
real pasa por el dominio complejo. 

J acques Hadamard (1865-1963) 

citado en La inteligencia matematica, v. 13, 1991 


La mayor parte de este libro trata del desarrollo de las propiedades de las funciones reales, es 
decir, funciones de una o mas variables reales cuyos valores son a su vez numeros reales o vec- 
tores con componentes reales. La definicion de funcion dada en la Seccion P.4 se puede adaptar 
al caso de funciones complejas de variable compleja. 


DEFINICION 1 

Una funcion compleja f es una regia que asigna un unico numero complejo f(z) a cada 
numero z de un conjunto de numeros complejos (denominado dominio de la funcion). 


Normalmente utilizaremos z = x + yi para indicar un punto general del dominio de una funcion 
compleja y w = u + vi para indicar el valor de la funcion en z; si iv = f(z), entonces las partes 
real e imaginaria de w (u = Re(w) y v = Im (i/i/)) son funciones reales de z, y por tanto funciones 
reales de las dos variables reales x e y: 


u = u(x, y), v = v(x, y) 

Por ejemplo, la funcion compleja f(z) = z 2 , cuyo dominio es el piano complejo completo C, 
asigna el valor z 2 al numero complejo z. Si w = z 2 (siendo w = u + viyz = x + yi), entonces 

u + vi = (x + yi) 2 = x 2 - y 2 + 2 xyi 

de forma que 

u = Re(z 2 ) = x 2 - y 2 y r = lm(z 2 ) = 2xy 


No resulta practico dibujar la grafica de una funcion compleja. La grafica de 1 / 1 / = f(z) tendrfa 
que ser dibujada en un espacio (real) de cuatro dimensiones, ya que se requieren dos dimensio- 
nes (un piano z) para la variable independiente y dos dimensiones mas (un piano w) para la va¬ 
riable dependiente. En vez de eso, podemos representar graficamente el comportamiento de una 
funcion compleja w = f{z) dibujando el piano z y el piano w separadamente, y mostrando la 
imagen en el piano i n de cierto conjunto de puntos previamente escogido en el piano z. Por ejem¬ 
plo, la Figura 11.1 ilustra el hecho de que para la funcion 1 / 1 / =z 2 la imagen del cuarto de disco 
jz| a, 0 arg(z) ^ f es el semidisco |i/i/| a 2 , 0 ^ arg (i/i/) ^ n. Para ver por que esto es asf, 
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observese que si z = r(cos0 + /sen0), entonces w = r 2 (cos20 + /'sen 20). Por tanto, la fund on 
transforma la circunferencia |z| = r en la circunferencia |w| = r 2 y la recta radial arg(z) = 0 en 
la recta radial arg (i/i/) = 20 . 


(.unites y continuidad 

Los conceptos de limite y continuidad se pueden trasladar de manera obvia del campo de las 
funciones reales a las funciones complejas suponiendo que utilizamos \z 1 - z 2 | como la distancia 
entre los numeros complejos z x y z 2 . Se dice que 

I i m f(z) = X 

z^z 0 

suponiendo que podemos asegurar que |f(z) - X\ es tan pequeno como deseemos tomando z su- 
ficientemente cerca de z 0 . Formalmente, 


DEFIIMICION 2 

Se dice que f(z) tiende al limite X cuando z tiende a z 0 y se escribe 

lim f(z) = X 

Z—Z 0 

si para todo numero real positivo e existe un S (que depende de e), tal que 

0 < |z — z 0 1 < <5 => \f(z) — X\ < e 


DEFINICION 3 

La funcion compleja f(z) es continua en z = z 0 si lim z ^ Zo f(z) existe y es igual a f(z 0 ). 


Todas las leyes de los I (mites y de la continuidad se aplican como en el caso de funciones reales. 
Los polinomios, es decir, las funciones de la forma 

P(z) = a 0 + a x z + a 2 z 2 + ••• + a n z n 


son continuas en todo punto del piano complejo. Las funciones racionales, es decir, las funciones 
de la forma 


R(z) = 


P(z) 

0(z) 
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siendo P(z ) y Q(z) polinomios, son continuas en todas partes excepto en los puntos donde 
Q(z) = 0. Las potencias enteras z n son continuas excepto en el origen si n < 0. La situacion de 
potencias fraccionarias es mas complicada. Por ejemplo, Jz (la rafz cuadrada principal) es con- 
tinua excepto en los puntos z = x < 0. La funcion f(z) = z es continua en todas partes, porque 

|z-z^| = |z = Zo| = |z — z 0 | 


La derivada compleja 

La definicion de derivada es la misma que para funciones reales: 


DEFINICION 4 


La funcion compleja f es diferenciable en z y tiene derivada f'(z) en ese punto, siempre 
que exista 

f(z + h) - f(z) 
lim-:-= f'(z) 

h->0 h 


Notese, sin embargo, que en esta definicion h es un numero complejo. El limite debe existir in- 
dependientemente de como h tienda a 0 en el piano complejo. Este hecho tiene profundas impli- 
caciones. La existencia de una derivada en este sentido fuerza a que la funcion f sea mucho me- 
jor comportada de lo que es necesario en el caso de una funcion real diferenciable. Por ejemplo, 
se puede demostrar que si f'(z) existe para todo z en una region abierta D en C, entonces f tiene 
derivadas de todos los ordenes en D. Es mas, tal funcion es la suma de la serie de Taylor 


f(z) 


f(z 0 ) + f'(z 0 )(z 


z 0 ) + 


f"(z 0 ) 

2 ! 


(z — Zq ) 2 + 


alrededor de todo punto z 0 en D. La serie tiene radio de convergencia positivo R y converge en 
el disco |z — z 0 | <R. Por esta razon, las funciones complejas que son diferenciables en conjun- 
tos abiertos de € se denominan generalmente funciones analfticas. La demostracion de estas 
afirmaciones esta mas alia del alcance de este apendice introductorio. Se pueden encontrar en 
cursos y textos de analisis complejo. 

Se aplican las reglas habituales de la diferenciacion: 

j_-(Af(z) + Bg(z))=Af'(z)+Bg'(z) 

./ 

— (f(z)g(z)) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z) 

d /f(z)\ _g(z)f'(z) -f(z)g'(z) 
dz \g(z)J (g(z)) 2 

j z f(g(z)) = f'(g(z))g'(z) 

Como se puede esperar, la derivada de f (z) = z n es f'(z) = nz n_1 . 
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Ejemplo 1 


Demuestre que la funcion f(z) = z no es diferenciable en ningun punto. 
Solucion Tenemos _ 


f'(z) = lim ' 

h->0 


h-z 

IP 


z + h ~ z h 
= lim---= lim - 

/)-o h h- o h 


Pero h/h = 1 si h es real, y h/h = -1 si h es imaginario. Como existen numeros reales e imaginarios puros 
arbitrariamente cercanos a 0, el limite anterior no existe, por lo que tampoco existe f'(z). 


El teorema siguiente relaciona la existencia de la derivada de una funcion compleja f(z) con 
ciertas propiedades de sus partes real e imaginaria u(x, y) y v(x, y). 


TEOREMA Q 


La condicion de Cauchy-Riemann 

Si f(z) = u(x, y) + iv[x, y) es diferenciable en z = x + yi, entonces u y v cumplen las ecua- 
ciones de Cauchy-Riemann 

du dv dv du 

dx dy' dx 8y 

Asimismo, si u y v son suficientemente suaves (es decir, si tienen derivadas parciales se- 
gundas continuas cerca de (x, y)), y si u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en 
(x, y), entonces f es diferenciable en z = x + yi y 


f'(z) 


du . dv 
dx 1 dx 


DEMOSTRACION Supongamos en primer lugar que f es diferenciable en z. Haciendo 
h = s + ti, tenemos 

f(z + h)-f(z) 
f (z) = lim-:- 

h-> 0 h 


= lim 

(s,t)-( 0,0) 


"u(x + s, y + t) - u(x, y) , v(x + s, y + t) — v(x, y)' 
-h ;- 


s + it 


s + it 


El limite debe ser independiente del camino por el que h tienda a 0. Haciendo t = 0, de 
forma que h = s tienda a 0 siguiendo el eje real, obtenemos 


f'(z) = lim 

S-0 


u(x + s, y) - u(x, y) . v(x + s, y) - v(x, y)' 
s s 


_ du .dv 
dx dx 


De forma similar, haciendo s = 0, de forma que h = ti tienda a 0 siguiendo el eje imagina¬ 
rio, tenemos 

u(x, y + t) - u(x, y) . v(x, y + t) - v(x, y) 


f'[z ) = lim 

t^o 

= lim 

t^O 


it 


+ i- 


it 


~v[x, y + t) - v(x, y) . u(x, y + t) - u(x, y)' 

- i -'-1- 


dv . du 
dy ' dy 

Igualando estas dos expresiones de f'[z), podemos ver que 

du dv dv du 

dx dy' dx dy 
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Para demostrar la condicion inversa, utilizaremos el resultado del Ejercicio 19 de la Sec- 
cion 12.6. Como se supone que u y v tienen segundas derivadas parciales continuas, debe- 
mos tener 

, , , , du du 

u(x + s,y + t) - u(x, y) = s— + t— + 0(s 2 + t 2 ) 

dx 8y 

dv dv i-i 

v(x + s, y + t) - v(x, y) = s— + t— + 0 (s 2 + t 2 ) 

dx dy 

donde hemos utilizado la notacion 0 ( vease la Definicion 10 de la Seccion 4.8); la expre- 
sion 0(2) indica un termino que cumple |0(2)| ^ K |2| para alguna constante K. Por tanto, 
si u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces 

du du . ( dv dv\ „, , 

r. ,, r, > S— + t— + I ( S— + t— ) + 0 (S + t ) 

f(z + h)-f[z) dx dy \ dx dy J 


du 


S + it 

dv 


(s + it)— + /(s + it) 
dx dx 


s + it 

= ^ + '- + 0 Vs +t 

dx dx v 

Por tanto, podemos hacer que h = s + ti tienda a 0 y obtener 

, . . du .dv 

f 'i z ) = + / -r- 

dx dx 


+ 0(Vs 2 + t 2 ) 


De las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue inmediatamente que las partes real e imaginaria 
de una funcion compleja diferenciable son funciones reales armonicas: 

d 2 u d 2 u d 2 v d 2 v 

d? + W = 0, d? + ¥ 2 = 0 

Vease el Ejercicio 15 de la Seccion 12.4. 


La funcion exponential 

Consideremos la funcion 

f(z) = e*cos y + ;e x seny 

siendo z = x + yi. Las partes real e imaginaria de f (z), 

u(x, y) = Re(f(z)) = e x cosy y u(x, y) = Im (f(z)) = e x seny 
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

du r dv dv du 

— = e x cosy = — y — = e x seny=- — 

dx dy dx dy 

en todos los puntos del piano z. Por lo tanto, f[z) es diferenciable (analitica) en todas partes y 
cumple 
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Evidentemente f( 0) = 1, y f(z) = e x si z = x es un numero real. Es por tanto natural denominar 
a la f unci on f(z) funcion exponencial e z . 

La funcion exponencial compleja 

e z = e x (cosy + / seny) para z = x + yi 


En particular, si z = yi es imaginario puro, entonces 

e yi = cosy + /'seny 

un resultado que tambien se puede obtener separando las partes real e imaginaria de la serie de 
M aclaurin de e yi : , 


y 2 . y 4 


n 1 -2T-4T- •j + r 

= cosy + / seny 


y 3 , y 5 


Observese que 


|e z | = ^e 2x (cos 2 y + sen 2 y) = e x 
arg (e z ) = arg (e yi ) = arg (cosy + / seny) = y 

e z = e x cosy - ie x seny = e x cos (-y) + /e x sen (-y) = e z 


En resumen: 


Propiedades de la funcion exponencial 


Si z = x + yi, entonces e z = e 7 . Ademas, 


Re(e z ) = e x cosy, 

|e z | = e x 

Im (e z ) = e x seny, 

arg (e z ) = y 



Dibuje la imagen en el piano w del rectangulo 

R : a x sg b, c ^ y sc d 


en el piano z bajo la transformacion w = e z . 


Solucion Las rectas verticales x = ayx = bse transforman en las circunferencias concentricas |w| = e a 
y |iv| = e fa . Las rectas horizontales y = c y y = rf se transforman en las rectas radiales arg(iv) = c y 
arg (iv) = d. Por tanto, el rectangulo R se transforma en la region polar P y se muestra en la Figura 11.2. 



Figura 11.2 M ediante la funcion exponencial 
w = e z las rectas verticales se transforman 
en circunferencias centradas en origen, 
y las rectas horizontales se transforman 
en semirrectas que radian desde el origen. 
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Observese que si d - c ^ 2n, entonces la imagen de R sera la region anular completa 
e 3 |iv| e b , que se puede cubrir mas de una vez. La funcion exponencial e z es periodica de 
periodo 2 ni: 

e z+2nl = e z p ara t 0 C j 0 z 

y no es, por tanto, uno a uno en todo el piano complejo. Sin embargo, w = e z es uno a uno desde 
cualquier banda horizontal de la forma 

-oo<x<oo, c<y^c +27i 

en todo el piano w excluyendo el origen. 


El Teorema Fundamental del Algebra 

Como se observa al principio del Apendice I, la extension del sistema de numeracion para in- 
cluir los numeros complejos permite que una mayor clase de ecuaciones tenga solucion. Conclui- 
remos este apendice verificando que las ecuaciones polinomicas siempre tienen solucion utili- 
zando numeros complejos. 

Un polinomio complejo de grado n es una funcion de la forma 

P„(z) = a n z n + a^z" -1 + ••• + a 2 z 2 + a : z + a 0 

donde a 0 , a 1 . a n son numeros complejos y a n ¥= 0. Los numeros a,(0 < / < n) se denominan 

coeficientes del polinomio. Si todos el los son numeros reales, entonces P n (x) se denomina poli¬ 
nomio real, 

Un numero complejo z 0 que cumple la ecuacion P(z 0 ) = 0 se denomina cero o rafz del poli¬ 
nomio. Todo polinomio de grado 1 tiene un cero: si a : ^0, entonces a^ + a 0 tiene un cero 
z = — a 0 /ai. Este cero es real si a 1 y a 0 son reales. 

De forma similar, todo polinomio complejo de grado 2 tiene dos ceros. Si el polinomio es 

P 2 (z) = a 2 z 2 + a 1 z + a 0 

con a 2 / 0 , entonces los ceros se pueden obtener mediante la formula de la ecuacion de segundo 
grado 



En este caso P 2 (z) tiene dos factores lineales: 

P 2 (z) = a 2 {z - z x )[z - z 2 ) 

Incluso si cada a 2 - 4a 2 a 0 = 0, de modo que z x = z 2 , podemos considerar todavfa que el polino¬ 
mio tiene dos ceros (iguales), cada uno correspondiente a cada factor. Si los coeficientes a 0 , a : y 
a 2 son numeros reales, los ceros seran reales siempre que a 2 ^ 4a 2 a 0 . Cuando los coeficientes 
reales cumplen a\< 4a 2 a 0 , entonces los ceros son complejos, de hecho, complejos conjugados: 

z 2 = Ti. 



. 1 + / _ 1 

~ fl /2 
\/ \/ e - 


0 


1 
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El Teorema Fundamental del Algebra asegura que todo polinomio complejo de grado positivo 
tiene un cero complejo. 


TEOREMAEl Teorema Fundamental del Algebra 

Si P(z ) = a n z n + a n _ l z n ^ 1 + ••• + a x z + a 0 es un polinomio complejo de grado n ^ 1, en¬ 
hances existe un numero complejo z 1 tal que PfzJ = 0. 

DEMOSTRACION (Daremos solamente un planteamiento informal de la demostracion). 
Podemos suponer que el coeficiente de f en P(z) es a„ = 1, ya que podemos dividir la 
ecuacion P(z) = 0 por a„ sin cambiar sus soluciones. Podemos suponer tambien que a 0 ^ 0; 
si a 0 = 0, entonces z = 0 es ciertamente un cero de P(z). Por tanto, consideraremos el poli¬ 
nomio 

P(z) = z n + Q (z) 

donde Q(z) es un polinomio de grado menor que n que tiene un termino constante distinto 
de cero. Si R es suficientemente grande, entonces |Q(z)| sera menor que R n para todos los 
numeros z que cumplan |z| = R. A medida que z se mueve por la circunferencia |z| = R en 
el piano z, w = z n se mueve por la circunferencia |i/i/| = R n en el piano w (n veces). Como 
la distancia desde f hasta P(z ) es igual a |P(z) - z n | = |Q(z)| < R n , se deduce que la ima- 
gen de la circunferencia |z| = R bajo la transformed on i n = P(z) es una curva que rodea al 
origen n veces (si se sigue una circunferencia de radio r n veces, paseando un perro con 
una cadena de longitud menor que r, y el perro vuelve al punto de origen, entonces aquel 
habra recorrido la circunferencia n veces). En la Figura 11.3 se ilustra esta situacion para el 
caso particular 

P(z) = z 3 + z 2 - iz + 1, |z| = 2 

La imagen de |z| = 2 es la curva grande en el piano w que rodea al origen tres veces. 
Cuando R disminuye, la curva que traza w = P(z ) para |z| = R cambia de forma conti- 
nua. Cuando R se acerca a 0, hay una pequena curva cerca del termino constante a 0 de 
P(z). Cuando R es lo suficientemente pequeno, la curva no encerrara al origen (en la Figura 
11.3 la imagen de |z| = 0.3 es la curva pequena que esta cerca del punto 1 en el piano w). 
Por tanto, para algun valor de R, por ejemplo R = R h la curva debe pasar por el origen. Es 
decir, debe existir un numero complejo z lf con |z| = R v tal que P[z^\ = 0. 



Figura 11.3 La imagen de la circunferencia 
|z| = 2 rodea al origen en el piano w 
tres veces, pero la imagen de |z| = 0.3 
no rodea al origen en absolute. 
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Observacion La demostracion anterior sugiere que deberian existir n soluciones de la ecua- 
cion P(z) = 0; la curva tendrfa que pasar de rodear n veces al origen a rodear 0 veces al origen 
cuando R tiende a cero. Podemos formalizar esto como sigue. P(z 1 ) = 0 implica que z - z 1 e s un 
factor de P (z): 

P(z) = (z - z^P^z) 

donde P n _ 1 es un polinomio de grado n - 1. Si n > 1, entonces P n _ 1 debe tener tambien un ce¬ 
ro, z 2 , por el Teorema Fundamental. Podemos continuar este razonamiento de forma inductiva 
para obtener n ceros y factorizar P(z) como un producto de la constante a„yn factores lineales: 

P(z) = a„(z - Zi)(z - z 2 ) ■ ■ • (z - z n ) 

Por supuesto, algunos de los ceros pueden ser iguales. 

Observacion Si P es un polinomio real, es decir, un polinomio cuyos coeficientes son nume- 
ros reales, entonces Pjz) = P(z). Por tanto, si z x es un cero no real de P(z), entonces tambien lo 
es z 2 = z[\ 

P(z 2 ) = P(z[) = Pjz^j = 0 = 0 

Los polinomios reales pueden tener ceros complejos, pero estos siempre deben aparecer en pares 
conjugados. Todo polinomio real de grado impar debe tener al menos un cero real. 


Ejemplo 4 


Demuestre que z Y 


-/ es un cero del polinomio 
P(z) = z 4 + 5z 3 + 7Z 2 + 5z + 6 


y calcule todos los ceros restantes de dicho polinomio. 

Solucion Observese primero que P(Zi) = P(-i) = 1 + 5/ - 7 - 5/ + 6 = 0, por lo que z Y = -/' es de 
hecho un cero. Como los coeficientes de P(z) son reales, z 2 = / debe ser tambien un cero. Por tanto, z + / y 
z - / son factores de P(z), y tambien lo es 

(z + i){z - /') = z 2 + 1 

Dividiendo P(z) por z 2 + 1 se obtiene 

P (z) 

= z 2 + 5z + 6 = (z + 2)(z + 3) 

z L + 1 


Por tanto, los cuatro ceros de P(z) son z x = —/, z 2 = /', z 3 = -2 y z 4 = 


-3. 


Ejercicios: Apendice II 


En los Ejercicios 1-12, la region D del piano z esta formada 
por los numeros complejos z = x + y/ que cumplen las 
condiciones dadas. Describa (o dibuje) la imagen R de D en 
el piano w bajo las funciones dadas w = f(z). 

1. 0 < x < 1, 0 < y ^ 2; w = z. 

2. x + y = 1; w =z. 

n 3n 

3. 1 < |z| ^ 2, - < arg z ^ ; w = z. 

4. 0 ^ |z| ^ 2, 0 ^ arg (z) sc w = z 3 . 


71 1 

5. 0 < |z| ^ 2, 0 ^ arg (z) < n = 

n n 

6. - ^ arg (z) < w = -tz. 

71 r- 

7. arg (z) = - w = ^/z. 

8. x = 1; w = z 2 . 9. y = 1; w = z 2 . 

1 

10. x = 1; w = -. 

z 

71 7T 

11 . - oo < x < oo, - ^ y ^ w = e . 
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n 

12 . 0 < x < -, 0 < y < oo; w = e . 

En los Ejercicios 13-16, verifique que las partes reales e 
imaginarias de las funciones f(z) satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann, y calcule f'(z). 

13. f(z) = z 2 . 14. f (z) = z 3 . 

15. f(z) = -. 16. f(z) = e z2 . 

z 

17. Utilice el hecho de que e yi = cosy + / seny (para y 
real) para demostrar que 

e yi + e ~yi e yi - e ~yi 

cosy =--- y seny = —-— 

El Ejercicio 16 sugiere que se pueden definir las funciones 
complejas 

e zi - e~ zi e zi - e~ zi 

cos z =--- y senz =--- 

2 2/ 

asi como extender las definiciones de las funciones 
hiperbolicas a 

e z + e _z e z - e~ z 

coshz =—-— y senhz = —-— 

2 2 

Los Ejercicios 18-26 desarrolIan propiedades de estas 
funciones y relaciones entre el I as. 

18. Demuestre quecoszy sen z son periodicas con periodo 
2n, y que coshzy senhz son periodicas con periodo 2ni. 

19. Demuestre que (d/dz) senz = cosz y 
(d/dz)cosz = -senz. ^Cuales son las derivadas de 
senhzy coshz? 

20. Verifique las identidades cosz = cosh(/z) y senz = 7 
senh(/z). iCuales son las identidades correspondientes 
para cosh z y senh (z) en funcion de cos y sen? 


21. Calcule todos los ceros complejos de cosz (es decir, 
todas las soluciones de cosz = 0). 

22. Calcule todos los ceros complejos de senz. 

23. Calcule todos los ceros complejos de coshz y senhz. 

24. Demuestre que Re (coshz) = cosh x cosy e 
I m (coshz) = senh x seny. 

25. Calcule las partes real e imaginaria de senhz. 

26. Calcule las partes real e imaginaria de cosz y senz. 

Calcule los ceros de los polinomios de los Ejercicios 27-32. 

27. P (z) = z 2 + 2/z 28. P (z) = z 2 - 2z + / 

29. P(z) = z 2 + 2z + 5 30. P(z) = z 2 - 2/z - 1 

31. P (z) = z 3 - 3/z 2 - 2z 32. P (z) = z 4 - 2z 2 + 4 

33. El polinomio P(z) = z 4 + 1 tiene dos parejas de ceros 

complejos conjugados. Calculelos y, a partir de aqui, 
exprese P(z) como un producto de dos factores 
cuadraticos con coeficientes reales. 

En los Ejercicios 34-36, compruebe que los numeros dados 

z 1 son ceros de los polinomios dados, y calcule todos los 

ceros de dichos polinomios. 

34. P (z) = z 4 — 4z 3 + 12z 2 - 16z + 16; z 1 = l- Jli. 

35. P (z) = z 5 + 3z 4 + 4z 3 + 4z 2 + 3z + 1; z 1 = i. 

36. P (z) = z 5 - 2z 4 - 8z 3 + 8z 2 + 31z - 30; 

Z\ = -2 + i. 

37. Demuestre que la imagen de la circunferencia |z| = 2 
bajo la transformacion w = z 4 + z 3 - 2/z - 3 rodea al 
origen en el piano w cuatro veces. 




APENDICE III 

Funciones continuas 


La geometria parece a veces adelantarse al analisis, pero 
de hecho lo precede en la misma forma que un discipulo 
precede a su maestro para limpiar e iluminar su camino. 
El interval o entre I os dos es tan grande como el existente 
entre el empirismo y la ciencia, entre la comprension y la 
razon o entre lo finito y el infinito. 

J. J. Sylvester (1814-1897) 

de Philosophic Magazine, 1866 


El desarrollo del calculo depende de un modo esencial del concepto de limite de una funcion y, 
por tanto, de las propiedades del sistema de los numeros reales. En el Capftulo 1 presentamos 
estas nociones de una manera intuitiva sin intentar demostrarlas, excepto en la Seccion 1.5, don- 
de se presento la definicion formal de limite y se utilizo para verificar algunos limites elementa- 
les y demostrar algunas propiedades send lias de los limites. 

Muchos resultados sobre limites y continuidad de funciones presentados en el Capftulo 1 
pueden parecer bastante obvios; la mayorfa de los estudiantes y usuarios del calculo no se preo- 
cupan al aplicarlos sin demostracion. No obstante, las matematicas son una disciplina altamente 
logica y rigurosa, y cualquier afirmacion, aunque sea obvia, que no se pueda demostrar mediante 
argumentos estrictamente logicos debe considerarse sospechosa. En este apendice partiremos de 
la definicion formal de limite dada en la Seccion 1.5 y la combinaremos con la nocion de com- 
pletitud del sistema de los numeros reales que aparecio por primera vez en la Seccion P.l para 
presentar demostraciones formal es de los resultados mas importantes sobre funciones continuas 
dados en losTeoremas 8 y 9 de la Seccion 1.4, el Teorema Max-Min y el Teorema del Valor 
M edio. La mayor parte del desarrollo del calculo realizado en este libro se basa en esos dos teo- 
remas. 

La rama de las matematicas que trata de las demostraciones de este tipo se denomina analisis 
matematico. Se trata de una materia que no es seguida habitualmente por los estudiantes de ma¬ 
tematicas en los primeros cursos, sino que se pospone a cursos superiores para los estudiantes 
que siguen cursos de especializacion en matematicas. Es nuestra intencion que el material que se 
presenta aquf sea de interes en esos cursos para los estudiantes con mayor interes en la compren¬ 
sion del calculo. 
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Limites de funciones 

La definicion formal de limite esta en el corazon del analisis matematico, y es la Definicion 9 de 
la Seccion 1.5, que volvemos a presentar a continuacion: 


Definicion formal de limite 

Se dice que lim x ^ a f(x) = L si para todo numero positivo e existe un numero positivo 8 
que depende de e (es decir, 8 = 8(e)), tal que 

0 < |x — a | < <5 => | f(x) — L | < e 


La Seccion 1.5 se marco como «opcional», ya que la comprension del contenido de esa seccion 
no es esencial para la comprension del calculo. Sin embargo, esa seccion es un requisito previo 
esencial para este apendice. Es muy recomendable volver a la Seccion 1.5 y leerla cuidadosa- 
mente, prestando especial atencion a los Ejemplos 2 y 4, y realizando al menos los Ejercicios 
31-36. En estos ejercicios se demuestran las leyes estandar de los limites planteadas en la Sec¬ 
cion 1.2. 


Funciones continuas 

Consideremos las siguientes definiciones de continuidad, equivalentes a las proporcionadas en la 
Seccion 1.4. 

DEFINICION 1 Continuidad de una funcion en un punto 

Se dice que una funcion f, definida en un intervalo abierto que contiene al punto a, es con- 
tinua en dicho punto a si 

lim f(x) = f(a) 

x->a 

es decir, si para todo e>0 existe un 8 > 0 tal que si |x — a| < <5, entonces 
| f(x) - f(a)| < e. 


DEFINICION 2 Continuidad de una funcion en un intervalo 

Una funcion f es continua en un intervalo si es continua en todo punto de dicho intervalo. 
En el caso de un extremo de un intervalo cerrado, solo es necesario que f sea continua por 
un lado. Por tanto, f es continua en el intervalo [a, b] si 

lim f(t) = f(x) 

t->x 

para todo x que cumpla a <x < b y 

lim f(t) = f(a) y lim f(t) = f(b) 

t-*a+ t-*b- 


La Figura lll.l ilustra estos conceptos. 
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Figura III. 1 f es continua en los intervalos 
[a, b], (b, c), [c, d] y (d, e]. 


Los Teoremas 6 y 7 de la Seccion 1.4 presentan unos resultados importantes que repetimos 
aqui: 


TEOREMA^J^ Combinacion de funciones continuas 

(a) Si f y g son continuas en el punto a, entonces tambien lo son f + g, f - g, fg y, si 
g(a) # 0 , f/g. 

(b) Si f es continua en el punto L y si lim^gfx) = L, entonces tenemos 

Nm f(g(x)) = f(L) = f(Iim g(x)) 

x->a x-»a 

En particular, si g es continua en el punto a (de forma que L = g(a)), entonces 
Iim x _ >a f(g(x)) = f(g(a)), es decir, f °g(x) = f(g(x )) es continua en x = a. 

(c) Las funciones f(x) = C (constante) y g(x) = x son continuas en toda la recta real. 

(d) Para todo numero racional r la fund on f(x) = x r es continua en todo numero real don- 
de este definida. 

DEMOSTRACION El apartado (a) es un replanteamiento de varias reglas de combina¬ 
cion de limites; por ejemplo, 

lim f(x)g(x) = (lim f(x))(lim g[x)) = f(a)g(a) 

x->a x->a x->a 

El apartado (b) se puede demostrar como sigue. Sea e>0. Como f es continua en L, 
existe un k > 0 tal que \f(g(x)) - f(L) \ < e siempre que \g(x) - L \ <k. Puesto que 
= L' existe un S > 0 tal que si 0 < |x — a| < 8, entonces |g(x) - L \ < k. Por 
tanto, si 0 < |x — a| < 8, entonces | f(g(x )) - f(L)| < e y lim x _ a f(g(x)) = f(L). 

Las demostraciones de los apartados (c) y (d) se dejan planteadas al estudiante en los 
Ejercicios 3-9 de este apendice. 

• 


Completitud y limites secuenciales 

DEFINICION 3 

Se dice que un numero real u es una cota superior de un conjunto no vacio S de numeros 
reales si x u para todo x de S. 

El numero u* se denomina cota superior minima de S si u* es una cota superior de S 
y u* u para toda cota superior u de 5. 

Analogamente, € es una cota inferior de 5 si i sc x para todo x de S. El numero C* es 
la cota inferior maxima de S si €* es una cota inferior y (, s; £* para toda cota inferior £ 
de 5. 
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Ejemplo 1 


Sean S x = [2, 3] y S 2 = (2, oo). Cualquier numero u ^ 3 es una cota superior de S x . S 2 no 
tiene cota superior; se denomina no acotado superiormente. La cota superior minima deS x es 3. Todo nu¬ 
mero real t ^ 2 es una cota inferior de S x y S 2 . €* = 2 es la cota inferior maxima de los dos conjuntos. 
Notese que la cota superior minima y la cota inferior maxima de un conjunto pueden pertenecer o no a 
dicho conjunto. 


Recordaremos ahora el axioma de completitud de los numeros reales, que se presento breve- 
mente en la Seccion P.l. 


Axioma de completitud de los numeros reales 

Un conjunto no vacfo de numeros reales que tenga una cota superior debe tener una cota 
superior minima. 

De forma equivalente, un conjunto no vacfo de numeros reales que tenga una cota infe¬ 
rior debe tener una cota inferior maxima. 


Recalcamos que esto es un axioma que aceptamos sin demostracion. No se puede deducir a par- 
tir de las propiedades mas elementales algebraicas o de otro tipo de los numeros reales. Esas 
otras propiedades son compartidas por los numeros racionales, un conjunto que no es completo. 
El axioma de completitud es esencial para la demostracion de los resultados mas importantes so- 
bre funciones continuas, en particular, el Teorema Max-Min y el Teorema del Valor Medio. Sin 
embargo, antes de plantear estas demostraciones, debemos realizar algun trabajo previo. 

En la Seccion 9.1 planteamos una version del axioma de completitud en el ambito de secuen- 
cias de numeros reales; concretamente, que una secuencia creciente que esta acotada superior¬ 
mente converge a un Ifmite. Comenzaremos por verificar que esto se deduce de la version plan- 
teada anteriormente (ambas versiones son, de hecho, equivalentes). Como se indico en la 
Seccion 9.1, la secuencia 

{*„} = {* 1 . * 2 - * 3 - ■■■} 

es una funcion de los enteros positivos, es decir, x n = x(n). Se dice que la secuencia converge 
al Ifmite L, y se expresa como limx n = L, si la correspondiente funcion x(t) cumple 
lirnif^xft) = L, tal como se definio antes. M as formal mente, 


DEFINiCION 4 L imite de una secuencia 

Se dice que limx„ = L si para todo numero positivo e existe un numero positivo N = N(e) 
tal que |x„ - L | < e se cumple siempre que n ^N. 


TEOREMA Si {x n } es una secuencia creciente acotada superiormente, es decir, 

x n+i> x n Y x n K para n = 1, 2, 3, ... 

entonces limx„ = L existe (en otras palabras, si {x n } es decreciente y acotada interior- 
mente, entonces Iimx n existe). 

DEMOSTRACION Sea {x n } creciente y acotada superiormente. El conjunto S de nume¬ 
ros realesx n tiene una cota superior, K, y por tanto tiene tambien una cota superior minima, 
L. De este modo, x„ ^ L para todo n, y si e > 0, entonces existe un entero positivo N tal 
que x w > L - e (si no fuera asf, L - e seria una cota superior de S que seria menor que la 
cota superior minima). Si n^N, entonces tenemos L - e < x N ^ x n ^ L, por lo que 
|x„ — L| < e. Por consiguiente, Iimx n = L. La demostracion para el caso de una secuencia 
decreciente acotada inferiormente es similar. ^ 
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TEOREMA Si a ^ x n ^ b para todo n, y si limx n = L, entonces a ^ L < b. 

DEMOSTRACION Supongamos que L > b. Sea e = L - b. Como limx n = L, existe un 
n tal que |x n - L | < e. Por consiguiente, x n > L - e = L - (L - b) = b, que es una contra- 
diccion, ya que se supone que x n sc b. Entonces, L ^ b. Un argumento similar permite de- 
mostrar que L ^ a. 


teorema Q 


Si f es una f unci on continua en el intervalo [a, b], si a ^x n ^b para todo n y si 
limx„ = L, entonces lim f(x n ) = f(L). 




La demostracion es similar a la del Teorema 1(b), y se deja como Ejercicio 15 al final de este 
apendice. 


Funciones continuas en un intervalo cerrado y finito 

Ya estamos preparados para demostrar los resultados principales sobre funciones continuas en 
intervalos cerrados y finitos. 

TEOREMA Teorema de la acotacion 

Si f es una f unci on continua en el intervalo [a, b], entonces esta acotada en dicho interva¬ 
lo; es decir, existe una constante K tal que |f(x)| ^ K si a ^x ^ b. 

DEMOSTRACION Demostraremos que f esta acotada superiormente; la demostracion 
de que f esta acotada inferiormente es similar. Para todo entero positivo n, sea S„ el con- 
junto de puntos x en [a, b] tal que f(x) > rr. 

S n = {x:as£xsSib y f(x) > n} 

Deseariamos demostrar que 5 n es vacfo para algun n. Se deduciria entonces que f(x) ^ n 
para todo x en [a, b]-, es decir, n serfa una cota superior de f en [a, b], 

Supongamos, por el contrario, que 5 n es no vacfo para todo n. Demostraremos que esto 
Neva a una contradiccion. Como 5 n esta acotado inferiormente (a es una cota inferior), por 
completitud, S n tiene una cota inferior maxima; llamemosla x n (vease la Figura III.2). Evi- 
dentemente a ^ x n . Como f(x) > n en algun punto de [a, b] y f es continua en dicho pun- 
to, f(x) > n en algun intervalo contenido en [a, b], Entonces x n < b. Se deduce entonces 
que f(x n ) ^ n (si f(x n ) < n, entonces, por continuidad, f(x) < n para alguna distancia a la 
derecha de x m y x„ no podrfa ser la maxima cota inferior de S„). 



Figura 111.2 El conjunto S„. 
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Para todo n tenemos S n+1 c 5 n . Por tanto, x n+1 ^ x n y {x n } es una secuencia creciente. Co¬ 
mo esta acotada superiormente (b es una cota superior) esta secuencia converge, por el 
Teorema 2. Sea limx n = L. Por el Teorema 3, a^L ^ b. Como f es continua en L, 
lim f(x n ) = f(L ) existe por el Teorema 4. Pero como f(x n ) ^ n, lim f(x n ) no puede existir. 
Esta contradiccion completa la demostracion. 

t 


TEOREMA^ El Teorema Max-Min 

Si f es una f unci on continua en el intervalo [a, b], entonces existen puntos »yuen [a, b] 
tales que para todo x en [a, b] tenemos 

f(v) ^ f(x) ^ f(u) 

es decir, f toma sus valores maximo y minimo en [a, b], 

DEMOSTRACION Por el Teorema 5 sabemos que el conjunto S = {f(x) : a ^ x ^ b} 
tiene una cota superior y, por tanto, por el axioma de completitud, una cota superior mini¬ 
ma. Denominemos M a esta cota superior minima. Supongamos que no existe ningun punto 
u en [a, b] tal que f(u) = M . Entonces por el Teorema 1(a), 1/(M - f(x)) es continua en [a, 
b], Por el Teorema 5, existe una constante K tal que 1/(M - f(x)) K para todo x en [a, 
bj. Entonces f(x) ^ M — 1 //C, Io que contradice el hecho de que M es la minima cota supe¬ 
rior de los valores de f. Por tanto, debe existir algun punto u en [a, b] tal que f(u) = M. 
Como M es una cota superior de los valores de f en [a, b ], tenemos que f(x) ^ f(u) = M 
para todo x en [a, b]. 

La demostracion de que debe existir un punto v en [a, b] tal que f(x) f[v) para todo x 
en [a, b] es similar. 

> 

TEOREMAEl Teorema del Valor Medio 

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] y s es un numero real comprendido entre 
los numeros f(a) y f(b), entonces existe un punto c en [a, b] tal que f(c) = s. 

DEMOSTRACION Para ser concretos, supongamos que f(a) <s<f(b) (la demostra¬ 
cion para el caso f (a) > s > f(b) es similar). Sea S = {x: a ^ x s; b y f(x) sc s}. S es no 
vacio (a pertenece a S) y acotado superiormente (b es una cota superior) y por tanto, por 
completitud, S tiene una cota superior minima; llamemosla c. 

Supongamos que f(c) > s. Entonces c^ay, por continuidad, f(x) > s en algun inter¬ 
valo (c - 5, c], con 8 > 0. Pero esto dice que c - 8 es una cota superior de S menor que la 
minima cota superior, lo que es imposible. Por tanto, f(c) ^ s. 

Supongamos que f(c) <s. Entonces c±b y, por continuidad, f(x) < s en algun inter¬ 
valo de la forma [c, c + 8) para algun 8 > 0. Pero esto dice que [c, c + 8) c S, lo que con¬ 
tradice el hecho de que c es una cota superior de S. Por consiguiente, no podemos tener 
f(c) < s y entonces f(c) = s. 

• 

En la Seccion 1.4 se puede encontrar mas material sobre estos teoremas y algunas aplica- 
ciones. 
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Ejercicios: Apendice III 


1. Sea a < b < c y supongamos que f (x) sc g(x) para 
a ^ c. Si lim x ^ b f(x) = L y lim x ^ b g(x) = M, 
demuestre que L < M. Sugerencia: Suponga que 

L > M y deduzca que f(x) > g(x) para todo x 
suficientemente cercano a b. Esto contradice la 
condicion de que f(x) ^ g(x) para a ^ x ^ b. 

2. Si f(x) K en los intervalos [a, b) y (b, c], y si 
lim x ^ b f(x) = L, demuestre que L ^K. 

3. Utilice definicion formal de limite para demostrar que 
lim x ^ 0+ x r = 0 para todo numero racional positivo r. 

Demuestre las afirmaciones de los Ejercicios 4-9. 

4. f(x) = C (constante) y g(x) = x son ambas continuas 
en toda la recta real. 

5. Todo polinomio es continuo en toda la recta real. 

6 . Una funcion racional (cociente de polinomios) es 
continua en todas partes excepto donde el denominador 
sea cero. 

7. Si n es un entero positivo y a > 0, entonces f(x) = x 1/n 
es conti nua en x = a. 


8 . Si r = m/n es un numero racional, entonces g(x) = x r 
es conti nua en todo punto a > 0. 

9. Si r = m/n, siendo m y n enteros y n impar, demuestre 
que g(x) = x r es continua en todo punto a < 0. Si 

r ^ 0, demuestre que g es tambien continua en 0. 

10. Demuestre que f(x) = |x| es continua en la recta real. 

Utilice las definiciones del Capitulo 3 de las funciones de 

los Ejercicios 11-14 para demostrar que estas funciones son 

continuas en sus respectivos dominios. 

11 . senx 12 . cosx 

13. Inx 14. e x 

15. Demuestre el Teorema 4. 

16. Suponga que toda funcion continua y acotada en [a, b] 
debe tomar un valor maximo y minimo en dicho 
intervalo. Sin utilizar el Teorema 5, demuestre que 
toda funcion f que sea continua en [a, io] debe estar 
acotada en dicho intervalo. Sugerencia : Demuestre que 
g(t) = t/(l + |t|) es continua y creciente en la recta 
real. Considere despues g(f(x)). 






APENDICE IV 

La integral 
de Riemann 


Parece ser que todos los peregrinos que suben por las la- 
deras del Parnaso matematico, en un punto u otro de su 
viaje se sentaran e inventaran una o dos integrales defini- 
das que se uniran al monton general. 

J. J. Sylvester (1814-1897) 


En la Seccion 5.3 presentamos la integral definida \ b a f(x)dx de una funcion f continua en el 
intervalo cerrado finito [a, b], La integral se definio como un tipo de «limite» de sumas de Rie¬ 
mann formadas definiendo una particion del intervalo [a, b] en pequenos subinterval os. En este 
apendice reformularemos la definicion de la integral de forma que se pueda utilizar para fundo- 
nes que no sean necesariamente continuas. En la presentation que sigue solo supondremos que f 
esta acotada en [a, b], Posteriormente demostraremos el Teorema 2 de la Seccion 5.3, que ase- 
vera que toda funcion continua es integrable. 

Recuerdese que una particion P de [a, b] es un conjunto finito y ordenado de puntos 
P = {x 0 , x 1( x 2 , ..., x n }, con a = x 0 < x 1 < x 2 < ■■■ < x n _ 1 < x„ = b. Esta particion subdivide 
[a, b] en n subintervalos [x 0 , xj, [x 1( x 2 ], ..., [x n _ 1( x n ], donde n = n(P) depende de la particion. 
La longitud del subintervalo j, [Xy_ 1( x y ], es A x, = x,- - Xy^. 

Supongamos que la funcion f esta acotada en [a, b], Dada cualquier particion P, los n con- 
juntos Sj = {f(x) :Xj-i ^ x s? Xy} tienen cotas superiores minimas My y cotas inferiores maximas 
my, (1 s; j s; n), de forma que 

nf)j sc f(x) sc Mj en [xy 1( x 7 ] 

Definimos sumas de Riemann superior e inferior para f correspondientes a la particion P como 

n(P) 

U(f,P)= X MjAxj y 

i =i 

n(P) 

L(f,P) = X myAXy 

y=i 

1/ease la Figura IV.1. Notese que si f es continua en [a, b], entonces my y Mj son, de hecho, los 
valores minimo y maximo de f en [Xy_ lf Xy] (por el Teorema 6 del Apendice II), es decir, 
my = f (/y ) y My = f(Uy), siendo f(/y) ^ f (x) ^ f(Uy) para x j _ 1 ^x ^ x r 
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Figura IV.1 Sumas superior e inferior 
correspondientes a la particion P = {x 0 , x 1( x 2 , x 3 }. 


Si P es una particion cualquiera de [a, b] y creamos una nueva particion P* anadiendo nue- 
vos puntos de subdivision a los de P, y subdividiendo asf los subintervalos de P en otros mas 
pequenos, denominaremos a P* un refinamiento de P. 


TEOREMA^^ Si P* es un refinamiento de P, entonces L(f,P*)^L(f,P)yU(f,P*)^U(f, P). 

DEMOSTRACION Si S y T son conjuntos de numeros reales, yScT, entonces todo If- 
mite inferior (o superior) de T es tambien una cota inferior (o cota superior) de S. Por lo 
tanto, la maxima cota inferior de S es como minimo tan grande como la de 7, y la cota 
superior minima de S no es mayor que la de 7. 

Sea P una particion dada de [a, b] y formemos una nueva particion P' anadiendo un 
nuevo punto de subdivision a los de P, por ejemplo, el punto k que divide el j-esimo subin- 
tervalo [Xy_ lf Xj] de P en dos subintervalos [x y 1( k] y [k, Xj] ( vease la Figura IV.2). Sea rrij, 
m'j y m” las maxi mas cotas inferiores de los conjuntos de valores de f(x) en los interval os 
[Xj-i, Xj], [Xj k] y [k, Xj], respectivamente. Entonces, rrij ^ mj y rrij ^ m". Por lo tanto, 
nr\j[Xj - Xj i) sc mj(k - Xj J + mj'(Xj - k), por lo que L ( f, P ) ^ L ( f, P '). 

Si P* es un refinamiento de P, se puede obtener anadiendo un punto cada vez a los 
puntos de P y, por tanto, L[f, P) L(f, P*). Se puede demostrar que U[f, P) ^ U(f, P*), 
de forma similar. 



TEOREMA^^ Si P y P' son dos particiones cualesquiera de [a, b], entonces L(f, P) ^ U(f, P'). 

DEMOSTRACION Combinemos los puntos de subdivision de P y P' para formar una 
nueva particion P*, que es un refinamiento tanto de P como de P’. Entonces, por el Teorema 1, 

L(f, P) <L(f, P*) ^U(f, P*) ^U(f, P') 


Ninguna suma inferior puede superar a una suma superior. 
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El Teorema 2 demuestra que el conjunto de valores de L(f, P) para f fijo y varias particiones P 
de [a, b] es un conjunto acotado; toda suma superior es una cota superior de este conjunto. 
Por completitud, el conjunto tiene una cota superior minima, que denominaremos I*. Por tanto, 
L(f, P) </* para toda particion P. De forma similar, existe una cota inferior maxima /* para el 
conjunto de valores U(f, P) correspondiente a diferentes particiones P. Se deduce que /* < /* 
(vease el Ejercicio 4 al final de este apendice). 


DEFINICION 1 La integral de Riemann 

Si f esta acotada en [a, b] e /* = /*, entonces se dice que f es integrate por Riemann, 
o simplemente integrable en [a, b ], y entonces 

-b 

f(x)dx = /* = /* 

J a 

es la integral (de Riemann) de f en [a, b]. 


El siguiente teorema proporciona una forma conveniente de determinar si una funcion acotada 
dada es integrable: 


TEOREMA La funcion acotada f es integrable en [a, b] si y solo si para todo numero positivo e existe 
una particion P de [a, b] tal que U(f, P) - L(f, P) < e. 

DEMOSTRACION Supongamos que para todo e > 0 existe una particion P de [a, b] tal 
que U (f, P) - L (f, P) < e; entonces 

I* sc U(f, P) <L(f, P) + esc/* + e 

Como /* < /* + e debe cumplirse para todo e > 0, se deduce que I* < /*. Como ya sabe- 
mos que I* ^ /*, tenemos I* = /* y f es integrable en [a, b], 

A la inversa, si tenemos /* = /* y e > 0, podemos obtener una particion P' tal que 
L(f, P') > I* ~ ell y otra particion P" tal que U(f, P”) < I* + e/2. Si P es un refinamien- 
to comun de P' y P", entonces por el Teorema 1 tenemos que se requiere que U(f, P) - 
— L(f, P) < U(f , P") - L(f, P') < (e/2) + (e/2) = e. 

• 


Ejemplo 1 


Sea f(x) = 


si 

si 


0^x<lol<x^2 
x = 1 


Demuestre que f es integrable en [0, 2] y calcule Jo f(x)dx. 


Solucion Supongamos e> 0. Sea P = {0, 1 - e/3, 1 + e/3, 2}. Entonces L(f, P) = 0 ya que f(x) = 0 
en puntos de cada uno de los subintervalos en los que P subdivide a [0, 2] (vease la Figura IV.3). Como 
f(l) = 1, tenemos 


U(f,P) = 0(l —- 


Qe 

K^I + 0 



2e 

T 


Por tanto, U(f, P) - L(f, P) < e y f es integrable en [0, 2], Como L(f, P) = 0 para toda particion, 
Jo f(x)dx = 1* = 0. 
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1] como 
x es racional 
x es irracional 


Demuestre que f no es integrable en [0, 1], 


DEMOSTRACION Todo subintervalo de [0, 1] con longitud positiva contiene numeros racionales e irra- 
cionales. Por tanto, para toda particion P de [0, 1] tenemos L(f, P) = 0 y U(f, P) = 1. Entonces, /* = 0 e 
I* = 1, por lo que f no es integrable en [0, 1], 


Continuidad Uniforme 

Cuando aseguramos que una funcion f es continua en el intervalo [a, b], esto implica que para 
todo x en dicho intervalo y para todo e > 0 se puede encontrar un entero positivo 8 que depende 
de x y e tal que |f(y) - f(x)| < e siempre que |y - x| < 8 e y esta en [a, b], De hecho, sin em¬ 
bargo, es posible obtener un numero 8 que depende solo de e tal que | f (y) - f(x) | < e se cumple 
siempre que x e y pertenezcan a [a, b] y cumplan |y - x| < 8. Describiremos este fenomeno di- 
ciendo que f es uniformemente continua en el intervalo [a, b], 

TEOREMA^^ Si f es continua en el intervalo cerrado finito [a, b], entonces es uniformemente continua 
en dicho intervalo. 

DEMOSTRACION Supongamos e> 0. Definamos numeros x„ en [a, b] y subconjuntos 
5 n de [a, b] como sigue: 

x : = a 

51 = |x:Xi <x s; b y | f(x) - f(Xj)| ^ 

Si Si es vacio, terminamos. Si no, hacemos 

x 2 = la maxima cota inferior de S : 

5 2 = jx: x 2 < x sc b y | f (x) - f (x 2 )| ^ 

Si S 2 es vacio, terminamos. Si no, procedemos a definir x 3 y S 3 de forma analoga. Procede- 
mos de esta forma en la medida en que podamos; si han sido definidos x n y S„ y 5 n no es 
vacio, definimos 

x n+1 = maxima cota inferior de S n 

S n+ i = j*:x n+1 <xsSby |f(x) - f(x n+1 )| ^ |j 

En cualquier etapa donde S n no sea vacia, la continuidad de f en x n asegura que x n+1 > x„ 
Y |fUn+i) - f(x n ) | = 6/3. 
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Debemos considerar dos posibilidades para el procedimiento anterior: o bien 5 n es vaefa 
para algun n, o bien 5 n es no vaefa para todo n. 

Supongamos que S n es no vacio para todo n. Entonces hemos construido una secuencia 
infinita y creciente {x n } en [a, b] que, estando acotada superiormente (por b ), debe tener un 
Ifmite por completitud (Teorema 2 del Apendice II). Sea limx n = x*. Tenemos a =%x* < b. 
Como f es continua en x*, existe un 8 > 0 tal que |f(x) - f(x*)| < e/8 siempre que 
|x — x*| < <5 y x este en [a, b], Como limx„=x* existe un entero positivo N tal que 
|x n - x* | < <5 siempre que n ^ N. Para ese n tenemos 

| = |f(X„ + i) - f(X„) I = |fUn + l) “ f(X*) + flX*) ~ f(X„)| 

< \f(x n + 1) - fix *)| + | f(x n ) - fix *)I 


e e e 


que es claramente imposible. Por tanto 5 n debe, de hecho, ser vaefa para algun n. 

Supongamos que S N es vacio. Por tanto, 5 n es no vacio para n <N, y el procedimiento 
para definir x n se detiene para x N . Como S w es no vacio, x N < b. En este caso definimos 
x N + i = b y sea 

<5 = min {x 2 - x lf x 3 - x 2 .x w+1 - x w } 

El mfnimo de un conjunto finito de numeros positivos es un numero positivo, por lo que 
5 > 0. Si x esta en [a, b], entonces x pertenece a uno de los intervalos [x 1( x 2 ], [x 2 , x 3 ], ..., 
[x w , x w + 1 ], Supongamos quex esta en [x k , x fc+1 ]. Si y esta en [a, b], y |y - x| < 8, entonces 
y esta o en el mismo subintervalo que x o en uno adyacente; es decir, y esta en [x,-, x i+1 ], 
con j = k - 1, k, o k + 1. Por tanto, 

|f(y) - fM | = |f(y) - flxj) + f(xj) - f(x k ) + f(x k ) - f(x)| 

< I f(y) - fix /)| + | fix/) - f(x k )| + | f(xjt) - f(x)| 

e e e 
< 3 + 3 + 3 = 6 

como querfamos demostrar. 

> 


Estamos ahora en condi ci ones de demostrar que una fund on continua es integrable. 


TEOREMA Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b]. 


DEMOSTRACION Por el Teorema 4, f es uniformemente continua en [a, b]. Sea e > 0. 
Sea 5 > 0 tal que | f(x) - f (y) | < e/{b - a) siempre que |x - y| < 8 y x e y pertenezean a 

[a, b], Escojamos una particion P = {x 0 , x 1 .x n } de [a, b] para la que cada subintervalo 

[Xy_ lf x/ tenga longitud A Xj < 8. Entonces la maxima cota inferior, rrij, y la minima cota 
superior, M jt del conjunto de valores de f[x) en [x y _ 1( x/\ cumplen My - my < e/(b - a). 
De acuerdo con esto, 

U(f,P)-L(f,P) <-^- X Axy = t—— lb - a) = e 

U d j=i U d 


Por tanto, f es integrable en [a, b], como querfamos demostrar. 
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Ejercicios: Apendice IV 


fl si 0 ^ x ^ 1 

1. Sea f(x) = 2 , Demuestre que f es 

(0 si 1 < x 5g 2 

integrable en [0, 2] y calcule el valor de Jo f(x)dx. 

[1 si x = l/n, n = 1, 2, 3, ... 

2. Sea f(x) = 2 , , 

(0 para todos los demas valores de x. 

Demuestre que f es integrable en [0, 1] y calcule el 
valor de la integral jo f(x)dx. 

3. Sea f(x) = l/n si x = m/n con m, n enteros sin factores 
comunes, y sea f(x) = 0 si x es un numero irracional. 
Por tanto, f (1/2) = 1/2, f (1/3) = f (2/3) = 1/3, 

f(1/4) = f(3/4) = 1/4, etc. Demuestre que f es 
integrable en [0, 1] y calcule f(x)dx. Sugerencia : 
Demuestre que para todo e > 0 solo un numero finito de 
puntos en la grafica de f en [0, 1] esta por encima de la 
recta y = e. 

4. Demuestre que /* e I* definidas en el parrafo que sigue 
al Teorema 2 cumplen /* ^ I* como allf se indica. 


5. Demuestre los apartados (c), (d), (e), (f), (g) y (h) del 
Teorema 3 de la Seccion 5.4 para la integral de 
Riemann. 

6 . Utilice la definicion de continuidad uniforme dada en el 
Teorema 4 del parrafo anterior para demostrar que 

f(x) = Jx es uniformemente continua en [0, 1], No 
utilice el propio Teorema 4. 

7. Demuestre directamente a partir de la defi nicion de 
continuidad uniforme (sin utilizar el Teorema 5 del 
Apendice II) que una funcion f uniformemente continua 
en un intervalo abierto finito esta necesariamente 
acotada en dicho intervalo. 

8 . Si f es acotada e integrable en [a, b], demuestre que 
F(x) = Jg f(t)dt es uniformemente continua en [a, b] (si 
f fuera continua, tendriamos un resultado mas fuerte; F 
seria diferenciable en (a, b) y F'(x) = f(x), que es el 
Teorema Fundamental del Calculo). 





APENDICE V 

Realzacaon 
con Maple 


de calculos 


Pienso, luego existo 

Rene Descartes (1596-1650) 

de Discurso del metodo 


IA [Inteligencias Artificiales] piensan, luego existo 

David Braue 

deAPC Magazine, noviembre 2003 


Los sistemas de matematicas por computador como M aple y M athematica son capaces de reali- 
zar la mayor parte de las operaciones tediosas al practicar las matematicas, especialmente las 
operaciones intensivas necesarias en muchos problemas de aplicacion (por supuesto, no pueden 
pensar por nosotros, y tenemos que entender completamente lo que estamos haciendo, asf como 
las limitaciones de estos programas). A lo largo de este libro hemos insertado material que ilus¬ 
tra como utilizar Maple para realizar operaciones comunes en el calculo. Estas inserciones va- 
rian en longitud desde simples parrafos y observaciones hasta secciones enteras. Para ayudarnos 
a localizar el material de Maple apropiado para temas especificos, incluimos a continuacion una 
lista con referencias a las secciones del texto que contienen ejemplos de Maple y las paginas 
donde comienzan. 

Notese, sin embargo, que este material asume que estamos familiarizados con los aspectos 
basicos de inicio de una sesion en Maple, preferiblemente con una interfaz de usuario grafica 
que presenta el signo > para solid tar una entrada de usuario. En este texto la entrada se muestra 
en tipo Courier, y normalmente finaliza con un punto y coma (;) seguido por la pulsacion de la 
tecla <enter >, que omitimos en los ejemplos presentados. 

La salida impresa por Maple se presenta en el centro de la ventana, en tipo normal. Por 
ejemplo 

> f act or ( x~2-x-2) ; 

(X + l)(x - 2) 

La salida se puede suprimir utilizando dos puntos (:) en vez de punto y coma al final de la 
entrada. 
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El autor ha utilizado Maple 9 en la preparacion de I os ejemplos de la presente edicion. Di- 
chos ejemplos no pretenden ser completos ni exhaustivos. Para un tratamiento mas completo de 
Maple como una herramienta de calculo, el autor recomienda con encarecimiento el excelente 
manual de laboratorio de M aple Calculus: The Maple I/I/ay, escrito por su colega, el profesor Ro¬ 
bert Israel, de la Universidad de British Columbia. El libro se encuentra publicado por Pearson 
Canada bajo el logo de Addison Wesley. 


Lista de ejemplos de Maple con su presentacion 


Ejemplo 

Seccion 

Pagina 

Definicion y funciones graficas 

P.4 

29 

Calculo con funciones trigonometricas 

P.7 

53 

Calculo de limites 

1.3 

86 

Resol ucion de ecuaciones con f sol ve 

1.4 

102 

Calculo de derivadas 

2.4 

139 

Derivadas de orden superior 

2.8 

165 

Derivadas de funciones implfcitas 

2.9 

169 

M as graficas 

4.4 

274 

Calculo de sumas 

5.1 

329 

1 ntegracion de funciones 

6.4 

399 

1 ntegracion numerica 

6.4 

399 

Dibujo de curvas parametricas 

8.2 

527 

Dibujo de curvas en polares 

8.5 

545 

Series infinitas 

9.5 

594 

Calculos con vectores y matrices 

10.7 

683 

Velocidad, aceleracion, curvatura, torsion 

11.5 

728 

Graficas tridimensionales 

12.1 

754 

Derivadas parciales 

12.3 

766 

M atriz jacobiana 

12.6 

791 

Gradientes 

12.7 

799 

Polinomios de Taylor 

12.9 

821 

M etodo de Newton en varias variables 

13.7 

875 

Integrals dobles y multiples 

14.2 

891 

Gradiente, divergencia, rotacional, Laplaciana 

16.2 

1005 

Resolucion de ED con dsol ve 

17.6 

1079 


Varios ejemplos de la lista anterior ocupan varias paginas. Solo se indica la primera. 




Respuestas a los ejercicios 
de numeracion impar 


Capi'tulo P 

15 y = x + 2 

17. y = 2x + b 

Preliminares 

19. por encima 

21 y = 3x/2 


23. y = (7 - x)/3 

25 y = - 2x 

Seccion P.l (pagina 10) 

27. 4, 3 



L 0.2 3. 4/33 

5 1/7 = 0.142857, 2/7 = 0.285714, 

3/7 = 0.428571, 4/7 = 0.571428, 

5/7 = 0.714285, 6/7 = 0.857142 

7. [0, 5] 9 (— oo, — 6) u (— 5, oo) 

11 (-2, oo) 13. (-oo, -2) 



15b ( - oo, 5/4] 

19. ( — oo, 5/3)u(2, oo) 
23. (-2, 0) u(2, oo) 
27. x = -3,3 
31 s = - 1/3, 17/3 

35 [-1, 3] 

39. [0, 4] 


17. (0, oo) 

21 [ 0 , 2 ] 

25 [-2, 0) u [4, oo) 
29 t = - 1/2, - 9/2 
33. (-2, 2) 



41 x > 1 
43. verdadero si a ^ 0, falso si a < 0 


Sec cion P.2 (pagina 18) 

1 Ax = 4, Ay = - 3, dist = 5 
3. Ax = -4, Ay = -4, dist = 4.^2 
5b (2, -4) 

7. circunferencia, centro (0, 0), radio 1 

9 puntos en el interior de un circulo, centro (0, 0), 
radio 1 

11 puntos sobre y por encima de la parabola y = x 2 
13. (a)x= - 2, (b) y = 5/3 


29. Jl, -2/Jl 



31 (a) y = x - 1, (b) y = -x + 3 
33. (2, -3) 37. 5 

39.23,000 $ 43b (-2, -2) 

45 (\(x 1 + 2x 2 ), \(y 1 + 2y 2 )) 

47. circunferencia, centro (2, 0), radio 4 
49 perp. si k = -8, paralela si k = 1/2 

Seccion P.3 (pagina 28) 

1 x 2 + y 2 = 16 3. x 2 + y 2 + 4x = 5 

5(1, 0), 2 7. (1,-2), 3 
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9. exterior de la circunferencia, centro (0, 0), radio 1 

1L disco cerrado, centro (-1, 0), radio 2 

13. region con forma de anillo entre las circunferen- 
cias de radio 1 y 2 centradas en (0, 0) 

15b region del primer octante en el interior de las dos 
circunferencias de radio 1 centradas en (1, 0) y 
( 0 , 1 ) 

17. x 2 + y 2 + 2x — 4y < 1 

19: x 2 + y 2 < 2, x ^ 1 

2L x 2 = 16y 23. y 2 = 8x 

25. (0, 1/2), y = - 1/2 




29. (a) y = x 2 - 3, 

(b) y = (x - 4) 2 , 

(c) y = (x - 3) 2 + 3, 

(d) y = (x - 4) 2 - 2 

3L y = V(x/3) + 1 
33. y = V(3x/2) + 1 


35 y = -(x + l) 2 
37. y = (x - 2) 2 - 2 
39. (2, 7), (1, 4) 

4L (4, - 3) (-4,3) 

43. elipse, centro (0, 0), semiejes 2, 1 



45 elipse, centro (3, -2), semiejes 3, 2 



47. hiperbola, centro (0, 0), asintotasx = +2y, verti¬ 
ces ( + 2, 0) 
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49. hiperbola rectangular, asintotas x = 0 e y = 0, 
vertices (2, -2) y (-2, 2) 



5L (a) reflejar la grafica en el ejey, (b) reflejar la 
grafica en el eje x. 

53. 


y • 



l 

/ 

l*l + lyl = i 

/ 

\ 1 


/ X 

-r 



Seccion P.4 (pagina 38) 

1 3(f) = R, 91(f) = [ 1 , oo) 

3. 3(G) = (- oo, 4], 91(g) = [0, oo) 

5b 2i(h ) = ( — oo, 2), 91(h) = ( — oo, oo) 

7. Solo (ii) es la grafica de una funcion. Las rectas 
verticales pueden cruzar a las otras en mas de un 
punto. 

11 par, simetrica respecto al ejey 
13. impar, si metrica respecto a (0, 0) 

15b si metrica respecto a (2, 0) 

17. si metrica respecto a x = 3 
19. par, si metrica respecto al ejey 


21 no si metrica 

23. 25. 



27. 29. 



35. 37. 



39. 3 = [0, 2], 91 = [2, 3] 
41 3[ - 2, 0], &[0, 1] 
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43 . 9[0, 2], a= [-1, 0] 



45 . 3 ) = [2, 4], a= [0, 1] 47 . [-0.18, 0.68] 

49 . y = 3/2 

5L (2, 1), y = x — 1, y = 3 — x 
53 . f(x) = 0 


Sec cion P.5 (pagina 45) 

L Los dominios de f + g, f - g, fg y g/f son [1, oo). 
El dominio de f/g es (1, oo). 

( f+g)(x ) = x + ^x - 1 
(f - g)(x) = x - ^x - 1 
(fg)M = x^/x - l 
( f/g)(x) = x/Jx - 1 
(g/f)(x) = Jx - 1/x 



7 . (a) 2, (b) 22, (c) x 2 + 2, (d) x 2 + lOx + 22, 
(e) 5, (f) -2, (g) x + 10, (h) x 4 - 6x 2 + 6 


9. (a) (x - l)/x, x 0, 1, 

(b) 1/(1 - ^ - 1) en [1- 2) u (2, oo) 

(c) Jx/[\ - x), en [0, 1) 

(d) yjJx - 1 ^T, en [2, oo) 

11 (x + l ) 2 13. x 2 

15b l/(x - 1) 19 3 = [0, 2], a= [0, 2] 



21 3 = [0, 1], £R = [0, 1] 
23 . 31 = [-4, 0], a=[l, 2] 



25 . 

27 . (a) A = 0, B arbitrario, o A = 1, B = 0 
(b) A = - 1, B arbitrario, o A = 1, B = 0 

29 . todos enteros 


///j 

y = x- UJ 

py/, 


X 


33 . f 2 , g 2 , fof, fog, gof son pares 
fg, f/g, g/f, g°g son impares 
f + g no es ninguna de las dos cosas, a menos 
que, o bien f(x) = 0 o bien g(x) = 0. 


Seccion P.6 (pagina 52) 

1 raices - 5 y -2; (x + 5)(x + 2) 

3 . raices -1 + /; (x + 1 - /)(x + 1 + /) 

9 raices 1/2 (doble) y -1/2 (doble); (2x — l) 2 
(2x+ l) 2 
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7. rafces -1, 



/'; (x + 1) 






a rafces 1 (triple) y -1 triple; (x - l) 3 (x + l) 3 

11 rafces - 2, /, -1, 1 +■ ^/3i, 1 - y^37; 

(x + 2)(x - l)(x + /)(x - 1 - ^3/)(x - 1 + 73/) 


39. c - b sec 4 4L sen 4 = ^c 2 - b 2 /c 

43. senB = 3/(4 v / 2) 45. sen 6 = ^135/16 

47. 6/(1 + ^3) 

49. b = 4 sen 40°/sen 70° « 2.736 
51 aprox. 16.98 m 


2x - 1 

13. x + -j—- 
x - 2 


15 x 


7x + 6 

2 4-T-—-— 

X 2 4- 2x 4- 3 


Capftulo 1 

Limites y continuidad 


Seccion P.7 (pagina 68) 

1 - 1/72 3. 73/2 

5 (73 - l)/(272) 7. -cosx 

a -cosx 11 l/(senxcosx) 

17. 3 sen x - 4sen 3 x 
ia periodo n 



21 periodo 2 


y = sen(^-x) 



23. 



25 

II 

LO 

O 

O 

- 4/5, tan 6 = 

-3/4 

27. 

sen 0 = 

- 272/3, tan 6 = - 272 

29. 

cos 6 = 

— 7^/2, tan 0 

= 1/73 

31 

a = 1, b 

= 73 

33. b = 5/73, 

35 

a = b tan 4 

37. a = bcotB 


10/73 


Seccion 1.1 (pagina 76) 

1 ((t + h) 2 - t 2 )/h m/s 3. 4 m/s 
5-3 m/s, 3 m/s, 0 m/s 
7. a la izquierda, parado, a la derecha 
a peso 2, moviendose hacia abajo 
11-1 ft/s, peso moviendose hacia abajo 
13. dfa 45 


Seccion 1.2 (pagina 84) 


1 

(a) 1 , (b) 0 , (c) 

1 3 

1 

5 

0 

7. 

1 

a 

2/3 

11 

0 

13. 

0 

15 

no existe 

17. 

1/6 

19. 

0 

21 

-1 

23 

no existe 

25 

2 

27. 

3/8 

29. 

- 1/2 

31 

8/3 

33 

1/4 

35 

1/72 

37. 

2 x 

39. 

- 1 /x 2 

41 

WT*) 

43. 

1 

45 

1/2 

47. 

1 

49. 

0 

51 

2 

53. 

no existe 

55 

no existe 

57. 

- 1/(2 a) 

59. 

0 

61 

-2 

63. 

7 1 2 

65 

(a) 0 , (b) 8 , (c) 

9, (d) -3 
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67. 5 69. 1 

7L 0.7071 73. Iim x _ 0 f(x) = 0 

75. 2 

77. x 1/3 < x 3 en (-1, 0) y (1, oo), 
x 1/3 > x 3 en (- oo, -1) y (0, 1), 
lim x _ a /i(x) = a para a = -1, 0 y 1 


Seccion 1.3 (pagina 92) 

L 1/2 

5. 0 
9. -2/. 

13. + co 
17. — oo 
ZL oo 
25. oo 
29. -2 


3. -3/5 

7. -3 

1L no existe 

15. 0 

19.-00 

23.-oo 

27. -V2/4 

31. -1 


33. horiz.: y = 0, y = -1, vert.: x = 0 

35. 1 37. 1 

39. -00 4L 2 

43.-1 45. 1 

47. 3 49. no existe 

5L 1 


53. C(t) tiene limite en todo real t, excepto en los en- 
teros. 

< t ^t 0 ~C(t) =C(t 0 ) en todas partes, pero 

fC(t 0 ) si t 0 no es integral 
)C(t 0 ) +1.5 si t 0 es entero 


I i m, 

I i m t ^t 0 + C(t) = 


Seccion 1.4 (pagina 103) 

L en -2, continua por la derecha, y cont. en -1 
disc., en 0 disc, pero cont. por la izquierda, en 1 
disc, y cont. por la derecha, en 2 disc. 

3. no max. abs., min. abs. 0 5b no 

7. cont. en todas partes 

9. cont. en todas partes excepto en x = 0, disc, en 
x = 0 

11 cont. en todas partes excepto en los enteros, dis¬ 
continue pero continua por la izquierda en los en¬ 
teros. 

13.4, x +2 15 1/5, (t-2)/(t+2) 

17. k = 8 19: no max, min = 0 

21 16 23. 5 

25. f positiva en (-1, 0) y (1, oo); f negativa 
en (-oo, -1) y (0, 1) 

27. f positiva en (-oo, -2), (-1, 1) y (2, oo); 
f negativa en (-2, -1) y (1, 2) 

35. max. 1.593 en -0.831, min.0.756 en 0.629 

37. max. 31/3 « 10.333 en x = 3, min. 4.762 
en x = 1.260 

39. 0.682 

41 -0.6367326508, 1.409624004 

Seccion 1.5 (pagina 109) 

1 entre 12 °C y 20 °C 

3. (1.99, 2.01) 5b (0.81, 1.21) 

7. <5 = 0.01 9. Sk 0.0165 


y ▲ 

6.00 $ 
4.50 $ 


3.00 $ 


1.50 $. 


X = C(t) 


1 2 


3 


4 


> 

i 


Ejercicios de repaso (pagina 111) 


1 13 

3. 12 

5b 4 

7. no existe 

9: no existe 

11 -00 

13. 12^3 

15 0 

17. no existe 

19. -1/3 

21—oo 

23. oo 

25. no existe 

27. 0 

29. 2 

31 no disc. 


55. (a) B, (b) A, (c) A, (d) A 
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33. disc, y cont. por la izquierda en 2 
35. disc, y cont. por la derecha en x = 1 
37. no disc. 

Problemas avanzados (pagina 111) 

1 a la derecha 3. -1/4 

5.3 7.V,F,V,F,F 


Capitalo 2 
Diferenciacion 


Seccion 2.1 (pagina 119) 


1 y = 3x - 1 
5. y = 12x + 24 
a x - 4y = - 2 
13. no 
17. si, x = 0 
ia (a) 3a 2 ; (b) y = 3x 
21 ( 1 , 1 ), (- 1 , 1 ) 

25. tangente horiz. en (0, 

27. tangente horiz, en (- 

(-1, 1) y (1, -1) 

2a tangente horiz. en (0, 
31 no, considere y = x 2/; 


3. y = 8x - 13 
7. x - 4y = - 5 
11 y = 2x 0 x - x 2 
15. si, x = - 2 

2 e y = 3x + 2 
23. k = 3/4 
0), (3, 108), (5, 0) 

0.5, 1.25), no tangentes en 

- 1 ) 

en (0, 0) 


11 2x - 3 

1 

15. 

ia 


2t+ 1 
x 


13. 3x 2 


17. 1 


21 


1 


(l+x 2 ) 3/2 2(1 + x) 3/2 

23. Defina f(0) = 0, f no es diferenciable en 0 


25.enx=-lyx=-2 


27. 


X 

fix) ~ f(2) 

x - 2 

1.9 

-0.26316 

1.99 

-0.25126 

1.999 

-0.25013 

1.9999 

-0.25001 


X 

fix) ~ f(2) 

x - 2 

2.1 

-0.23810 

2.01 

-0.24876 

2.001 

-0.24988 

2.0001 

-0.24999 


29. x 
31 y 


— 6y = —15 

2 _ 2(2a + 1) 

a 2 + a (a 2 + a) 2 


it - a) 


33. 22t n , todo t 35. - (l/3)x 4/3 , x + 0 

37. (119/4)s 115/4 , s > 0 39.-16 


41 1/(872) 


43. y = a 2 x - a 3 + 


1 

a 


Seccion 2.2 (pagina 128) 

1 3. 



5. en [ - 2, 2] excepto enx = -1 y x = 1 

7. pendiente positiva para x < 1.5, negativa para 
x > 1.5; tangente horizontal en x = 1.5 

a puntos singulares en x = -1,0, 1, tangentes ho- 
rizontales alrededor dex = +0.57 


45.y = 6x-9ey = - 2x - 1 



51 f'(x) = * x~ 2/3 


Seccion 2.3 (pagina 137) 

1 6x - 5 3. 2 Ax + B 

1 4 1 2 

5 + “5 s 

7. / r w + \ r w +1 r 4 ' 5 

3 2 5 


ax 2/3 + x- 8/5 


5 3 r 

11 —- - - Jx 
2 r x 2 v 6 


5 

--x 3 / 2 
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13. 


2x + 5 


15. 


17. 


(2 - nt ) 2 


(x 2 + 5x) 2 
17. (4x 2 - 3)// 

19. -r 3/2 + (l/2)r 1/2 + [3/2)yft 

24 __ 1 


21 


(3 + 4x) 2 
ad - be 


23. 


Vtd- Vo 2 


(ex + d) 2 

27. 10 + 7 Ox + 15 Ox 2 + 96x 3 


29. 2x(^x + 1)(5x 2/3 - 2) + ~^= (x 2 + 4)(5x 2/3 - 2) 

2 x /x 


10 


+ — x~ 1/3 (x 2 + 4)(y/x + 1) 


31 


6x + 1 


(6x 2 + 2x + l) 2 

35. 20 

39. 1 


33. -1 
1 

37. -- 


41 y = 4x - 6 
1 4 N 


2' 3 


18^2 

43. (1, 2) y (-1, -2) 45b 

, b 2 x 
47. y = b - — 

49. y = 12x - 16, y = 3x + 2 
51 x/Jx 2 + 1 

Sec cion 2.4 (pagina 143) 

1 12(2x + 3) 5 3 - 20x(4 - x 2 ) 9 


30 ( 3V 11 

M 2 + l) 

9. 2xsgn (1 - x 2 ) 

13. 3 


7. 

11 


12 


2^3x + 4(2 + ^3x + 4) 2 


15. - - 1 


1 


3 V (u - 1)‘ 


(5 - 4x) 2 

8 si x > 1/4 
0 si x < 1/4 


- 8/3 


U + 


u - 1 



23. (5 - 2x) f'(5x - x 2 ) 
27. f'(3 + 2^x) 



29. 15 f'(4 - 5t)f'(2 - 3 7(4 - 5 1)) 
3 


31 


2J2 


33. 102 


15 


35 -6^1-y (3 x) 4 ((3x) 5 - 2) 3/2 
x (x + ((3x) 5 - 2)- 1/2 )^ 7 

37. y = 2 3 / 2 - v / 2(x + 1) 3a y = ^ + ^( x + 2 > 


41 


x(x 4 + 2x 2 - 2) 


43 857,592 


(x 2 - l) 5 / 2 

45 no; si; ambas funciones son iguales a x 2 

Sec cion 2.5 (pagina 150) 

3 -3sen3x 5 nsec 2 nx 

7. 3 esc 2 (4 - 3x) ft r sen (s - rx) 

-senx 


11 2nxcos(nx 2 ) 


13 


2J\ + cosx 

15 -(1 + cosx)sen(x + senx) 

17. (3tc/ 2) sen 2 (nx/2)cos(nx/2) 

1ft acos2at 21 2cos(2x) + 2sen(2x) 

23 sec 2 x - csc 2 x 25 tan 2 x 

27. -tsent 2ft 1/(1 + cosx) 

31 2xcos(3x) - 3x 2 sen(3x) 

33 2x[sec (x 2 ) tan 2 (x 2 ) + sec 3 (x 2 )] 
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35. — sec 2 tsen (tan t) cos (cos (tan t)) 

39. y = n - x, y = x - n 

4L y = 1 - (x - n)/A, y = 1 + 4(x - n) 

1 n 

43. y = —j= +- -= (x - 45) 

180^2 

45. + (tt/4, 1) 49. SI, (tc, n) 

5L si, (2n/3, (2n/3) + J3), (An/3, (An/3) - J3) 

53. 2 55. 1 

57. 1/2 

59 un numero infinite, 0.336508, 0.161228 


Sec cion 2.6 (pa gin a 158) 



11 crec. en (- 2, 0) y (2, oo); deer, en (- oo, - 2) y 

( 0 , 2 ) 

13. crec. en (-oo, 3) y (5, oo); deer, en (3, 5) 

15. crec. en (- oo, oo) 

17. Las dos aplicaciones separadas del TVM no 
deben dar el mismo valor de c. 


Seccion 2.7 (pagina 164) 


1 4% 
5. 1% 


3. -4% 

7. 6 % 


ft 8 ft 2 /ft 

11 1 /^nTh unidades/unidad al cuadrado 
13. I 671 m 3 /m 
dC fn 

15. — = /- unidades de longitud/unidad de area 

17. PC. x = 0, crec. x > 0, deer, x < 0 

lft PC. x = 0, x = -4, crec. en (- oo, - 4) y 
(0, oo), deer, en (-4, 0) 


23. 0.535898, 7.464102 25. 0, -0.518784 

27. (a) 10,500 L/min, 3,500 L/min, (b) 7,000 L/min 
29. decrece a 1/8 I i bras/mi n 
31. (a) 300 $, (b) C(101) - C(100) = 299.50 $ 

33. (a) -2.00 $, (b) 9.11 $ 


Seccion 2.8 (pagina 168) 


fy' = -14(3 - 2x) 6 
L iy" = 168(3 - 2x) 5 
[/" = - 1680(3 - 2x) 4 

(Y = - 12(x - l) -3 
3. )y" = 36(x - Ip 4 
[/" = - 144(x - 1)~ 5 

( 1 1 

Y = l -x~^ + -x~^ 


a {r - - 1*- 1 ' 3 - \*- w 


I 10 28 in/ n 

/ 27 X 27 X 

f 5 3 

Y = ^x 3/2 + ^x^ 1/2 

i 2 2 


7 . r = ^rX 1 / 2 - -X 


-V 2 - 4-3/2 

4 4 


15 9 

y'" = ^x-i/ 2 +V 5 / 2 
v 8 8 

ft Y = sec 2 x, y" = 2 sec 2 x tan x, y'" = 4 sec 2 x tan 2 x + 
+ 2sec 4 x 

11 Y = - 2x sen (x 2 ), y" = - 2 sen (x 2 ) - 4x 2 cos (x 2 ), 
Y" = -12xcos(x 2 ) + 8x 3 sen(x 2 ) 

13. (- l) n n!x (n+1) 15 . n\(2 - x)- {n+1] 

17. (- l) n n!b n (a + bx)- (n+1) 

in tin) i(-l) k a n cos(ax) si n = 2k 

((-1) a sen (ax) si n = 2/c + 1 
k = 0 , 1 , 2 , ... 

21 f (n) = (-l) fc [a n xsen(ax) - na n_1 cos(ax)] si 
n = 2/c, o (-l) fc [a n xcos(ax) + na n_1 sen (ax)] si 
n = 2/c + 1 , con k = 0, 1 , 2, ... 

23. - 1X3X5 V X(2n - 3) 3-(l-3x)-< 2 ^, 
(n = 2,3,...) 


-3 n (l - 3x) 


- (2n —1)/2 
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3L Si f (n) existe en un intervalo / y f se anula n + 1 
puntos distintos de / entonces f (n) se anula en al 
menos un punto de I. 


Sec cion 2.9 (pagina 175) 


2 + x 

„ 2 - 2 xy 3 
* 3x 2 y 2 + 1 

9. 2x + 3y = 5 
4 

13L y = 1 


2 x + y 


3y 2 - x 

3x 2 + 2xy 
x 2 + 4y 

11 y = x 


7. 


71 

4 — n \ 4 


15. y = 2 -x 

(2 - 6 y)(l - 3x 2 ) 2 
(3y 2 - 2y ) 3 

21 -a 2 

25. -26 


17. 


2 (y - l) 
(l-x ) 2 

6 x 


3y 2 - 2 y 

23. 0 


Sec cion 2.10 (pagina 181) 


15 x + C 

5 7 x 4 + C 

4 

, 1 , 

9. a 2 x - - x 3 + C 


3. - x 3/2 + C 


7. -cosx + C 


4 9 

11 ^ x 3 ^ 2 + x 4 / 3 + C 

3 4 


1 , 1 , 1 , 

13. — x 4 - - x 3 + - x 2 - x + C 

12 6 2 


15 ^ sen (2x) + C 


-1 

17. -- + C 

1 + x 


19l - (2x + 3 ) 3/2 + C 21 - cos (x 2 ) + C 


23. tan x - x + C 
27. y = - x 2 - 2x + 3, todo x 


25 (x + senxcosx)/2 + C 


29 . y = 2 x 3/2 - 15, (x > 0) 


31. y = ^(x 3 - 1) + B - (x 2 - 1) + C(x - 1) + 1, 
(todo x) 

33. y = senx + (3/2), (todo x) 

35 y = 1 + tan x, - n/7 < x < 7 t /2 
37. y = x 2 + 5x - 3, (todo x) 

X 3 X 2 

39. y = — - — + 8 , (todo x) 

41 y = 1 + x - cosx, (todo x) 

43. y = 3x - -, (x > 0) 
x 

iJx 18 , 

45 y = - + — r , (x > 0) 

1 V* 

Sec cion 2.11 (pagina 187) 

1 (a) t > 2 , (b) t < 2 , (c) todo t, (d) ningun t, 

(e) t> 2 , (f) t< 2 , (g) 2 , (h) 0 

3L (a) t < - 2/^3 o t > 2/^3, 

(b) - 2/^3 < t < 2/^3, (c) t > 0 , (d) t < 0 , 

(e) t > 2/^3 o - 2/^3 < t < 0 , 

(f) t < - 2/^3 o 0 < t < 2/yj3, 

(g) ±12/^3 a t= ±2/^3, (h) 12 

5 acel. = 9.8 m/s 2 hacia abajo todas las veces; altura 
maxima = 4.9 m; la bola Mega al suelo a 9.8 m/s 

7. tiempo 27.8 s; distancia 771.6 m 

9. 4 h m, 72,0 m/s 11 400 pies 

13. 0.833 km 

f 2 t si 0 < t ^ 2 

15 d = < 4 si 2 < t < 8 

(20 -2 1 si 8 ^ t< 10 
v es continua para 0 < t < 10 . 

(2 si 0 < t < 2 

a = <0 si 2 < t < 8 

[-2 si 8 < t < 10 

a es conti nua excepto en t = 2 y t = 8 . 

La velocidad maxima 4 se alcanza para 2 ^ t^ 8 . 

17 . 7 s 19 . 448 pies 
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Ejercicios de repaso (pagina 189) 
1 18x + 6 3.-1 


5b 6nx + 12y = 6^3 + 


7. 


cosx - 1 


(x - senx) 2 
1L -2Osec 2 0tan0 
15b -J3 


a x- 3/5 (4-x 2/5 )- 7 / 2 
13. 20x 19 

17. - 2xf'(3 - x 2 ) 


ia 2 f'(2x) y/gix/2) + 


f(2x)g'(x/2) 
4 v / g(x/2) 
2 L f'(x + (g(x)) 2 )(l + 2g(x)g'(x)) 


23. cosxf'(senx)g(cosx) - senxf(senx)g'(cosx) 

x 3 1 

25. 7x + lOy = 24 27. - - - + C 

3 x 

29. 2 tan x + 3 sec x + C 3L 4x 3 + 3x 4 - 7 
33. /i = xsenx + cosx+ C, / 2 = senx - xcosx + C 
35. y = 3x 

37. puntos kn y /c7r/(n + 1) siendo k cualquier entero 
39- (0, 0), ( + 1/^/2, 1/2), dist. = ^3/2 unidades 
41 (a) k = g/R 43. 15.3 m 

45. 80 pies/s o aproximadamente 55 mph 


Problemas avanzados (pagina 190) 

3. (a) 0, (b) 3/8, (c) 12, (d) -48, (e) 3/7, (f) 21 
13. f(m) = C - (m - B) 2 /(44) 

17. (a) 3 b 2 > Sac 

ia (a) 3 s, (b) t = 7 s, (c) t = 12 s, 

(d) aproximadamente 13.07 m/s 2 , (e) 197.5 m, 
(f) 60.3 m 


Capftulo 3 

Funciones trascendentes 

Seccion 3.1 (pagina 199) 

i r J (x) = x + i 

®( f" 1 ) = 91(f) = St.(r 1 ) =9(f) = o* 

3. r 3 (x) = x 2 +1, s( r 7 = a( f) = [o, oo), 
a(f _1 ) = s(f) = [l, oo) 


5b 


7. 


a 

n 


13. 


17. 


19. 

21 

23. 

25. 

31 

35. 

37. 


f 3 (x) =x 1/3 

3(r 1 ) = a(f) = a(r 1 ) = s(f) = R 

f _1 (x) = -^x, ©(r 1 ) = a(f) = [0, oo), 
a(f _1 ) = s(f) = (-oo, 0] 


r 3 (x) = -- l, gi(f _1 ) = a(f) = {x:x 

X 

&(f _1 ) = 3(f) = {x:x ^ -1} 

rl(x)= 7n? 

©(r 1 ) = a(f) = {x:x# -2}, 

SKf -1 ) = 9(f) = {x:x^ -1} 

g _1 (x) = f ! (x + 2) 15. fc- 1 (x) = f- 1 

p- 1 (x) = f- 1 ^-l 


^ lw 7( 3 - rl (7 x 


# 0 }, 



r 3 (x) = 
h ~ 3 (x) = 


KA- 1 

si 

X > = 1 

lx- 1 

si 

X < 1 


si 

X =5 1 


si 

X < 1 


g _1 (l) = 2 29. (f 1 ) , (2) = 1/4 

2.23362 33. R, 1 

c = 1, a, b arbitrario, o a = b = 0, c = -1 
no 


Seccion 3.2 (pagina 204) 


1 73 

3. x 6 

5b 3 

7. -2x 

a x 

11 1 

13. 1 

15. 2 

17. log a (x 4 + 4x 2 + 3) 

19 4.728804 

21 x = (log 10 5)/(log 10 (4/5)) 

« -7.212567 

23. x = 3 1/5 = 10 (logio3)/5 « 1.24573 

29. 1/2 

31 0 

33. 00 
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Sec cion 3.3 (pagina 214) 


L Ve 
5. -3x 

9. In (x 2 (x - 2) 5 ) 

In 5 - 9In 2 
13. x = ———— 
21 n 2 

17. 3 < x < 7/2 
ZL (1 - 2x)e~ 2x 

25. ~^— x 
1 + e 

29. e x+eX 

1 

33.- 

xlnx 

37. (2In5)5 2x+1 
b 

4L 


{bs + c) In a 


43. x>^Qlnx + 1 
45. secx 


3. x 5 


7. In 


11 x 


64 

81 


In 2 


In (3/2) 
15 0 <x < 2 
19 5e 5x 

23. 3 

27. 


3x - 2 

0 ^ 0 ~~ X 

1 _ 

31 e x (senx - cosx) 
35 2xlnx 


39 ^Int + ^V- 1 


47. 


x 2 + a 2 


49. f (n) (x) = e ax (na n 1 + a n x), n = 1, 2, 3, ... 

5L y' = 2xe x2 , y" = 2(1 + 2x 2 )e x \ 

/" = 4(3x + 2x 3 )e , y (4) = 4(3 + 12x 2 + 4x 4 )e x2 

53. f'(x) = x x2+1 (2Inx + 1), 

g'{x) = x*v(lnx + (Inx) 2 + ^ 
g crece mas rapidamente que f. 


55 f'(x) = f(x) 
526 


1111 

+ -- + -- + 


x — 1 x - 2 x - 3 x - 4 


57. f'(2) = 


3675' f(1) 6 



6L y = ex 63. y = 2e I n 2(x - 1) 

65 -1/e 2 

67. f'(x) = (4 + B ) cos I n x + (8 - 4 ) sen I n x, 
jcoslnxdx = - (cosInx + sen Inx), 

)( 

j sen I n x dx = - (sen I n x - cos I n x) 

69 (a) F 2 b ,-2aM‘> (b) -2e x (cosx + senx) 


Sec cion 3.4 (pagina 223) 


1 0 
5 0 

9 566 

13. 160.85 anos 


3. 2 
7. 0 

11 29.15 anos 
15 4139 g 


17. 7557.84 $ 

19 aproximadamente 14.7 anos 

21 aproximadamente 142 

23. (a) f(x) = Ce fax - (a/b), 

(b) y = (y 0 + (a/d))e bx - (a/b) 


25 22.35°C 27. 6.84 min 

31 (0, — (l//c) In (y 0 /(y 0 — L))), solucion- oo 

33. aproximadamente 7671 casos, creciendo ap¬ 
roximadamente a 3028 casos/semana 


Sec cion 3.5 (pagina 234) 


1 n/3 

5 

— 7t/4 

5 0.7 

7. 

— n/3 

n 

9l - + 0.2 

11 

2/yfS 


15 

1 

yi+x 2 

Vl-x 2 

17. v 

19 

1 


-sgna 


21 Ja 2 - (x - b) 2 
25 2xtan _1 x + 1 


2 + x - x 2 


23. tan 1 1 -f- 


1 + t 2 


27. 


l-4x 2 sen X 2x - ijl - x 2 sen" 1 x 


1 - x 2 x /l - 4x 2 (sen 1 2x) 2 
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29. 


x 

y/(l - x 4 ) sen -1 x 2 


33. 


71 2 

71 1 



53. y 




71 

12 


55. y 


4 sen 1 


x 

5 


37. 



x = 


1 

IxlVx 2 - 1 



:(i,*/2) 

y = esc 1 x 


(-l.br/2) 


39. tan J x + cot J x = - ^ para x < 0 

4L conti nua en todas partes, diferenciable excepto en 
mi para enteros n 

43. conti nua y diferenciable en todas partes excepto 
en multiplos impares de %/2. 



, ( x — 1 \ .,371 

49. tan 1 -- - tan 1 x = —en -oo, -1 

\x + 1 / 4 

5L f'(x) = 1 - sgn(cosx) 



Seccion 3.6 (pagina 240) 

tanhx + tanhy 

3. tanh (x + y) = 


tanh (x - y) = 
d 


1 + tanhx tanhy 
tanhx - tanhy 
1 - tanhx tanhy 
1 


5. — senh : (x) = 

dx . /x 2 + 1 


d 1 

— cosh -1 (x) = - 

dx 7x 2 - 1 


d 1 

-T tanh 1 (x) = -- 2 - 

dx 1 - x 2 


dx 


x 2 + 1 
r dx 


x 2 - 1 
r dx 


= senh : (x) + C, 

= cosh -1 (x) + C (x > 1), 


1 - x 2 


= tanh 1 (x) + C (-1 < x < 1) 


x 2 - 1 x 2 + 1 x 2 - 1 

7. (a) ——; (b) ——; (c) -5— (d) x 2 


2x 


2x 


x 2 + 1 


-ill (x + 1\ 

9: coth i x = tanh - = - In -- , dominio: 

x 2 \x - 1 ) 

todo x tal que |x| > 1, rango: todo y / 0, deriva- 
da: - l/(x 2 - 1) 


y J 

-1 


V^yj^coth 1 (x) 



1 X 


11* fA,B — 9 a+B,A-b'i 9c,D — f( 


(C +D)/2,(C — D)/2 


Vo. 


13. y = y 0 cosh/c(x - a) + — senh /c(x - a) 

K 


Seccion 3.7 (pagina 247) 

1 y = 4e -5t + Be -2t 3.y = 4+Be -2t 
5. y = (4 + Bt)e -4t 
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7. y = (A cost + B sen t)e 3t 
9. y = (A cos2t + B sen2t)e~ f 
11 y = (A cos^/Jt + B sen y /2t)e~ t 

13 y = y e t/2 + y e- 3t 

15. y = e~ 2f (2cost + 6sent) 

3 10 2 7i 

25. y = —sen (lOt), free. circ. 10, free. —, per —, 

10 27i 10 

amf 4 

33. y = e 3 f [2 cos(2(t - 3)) + sen (2(t - 3))] 

c b 

35. y = ~2 (1 - cos (kx) + a cos (/ex) + - sen (kx) 

K K 


15 

creciendo con velocidad 2/^5 

17. 

45^/3 km/h 

19: 1/3 m/s, 5/6 m/s 

21 

100 tons/dfa 


23 

4 

16 — min despues de 

i 3:00 

25 

1/(1877:) m/min 


27. 

9(62507i) m/min, 4.64 

1 m 

29. 

8 m/min 

31 deer, a 126.9 km/h 

33 

1/8 unidades/s 

35 s/3/16 m/min 

37. 

(a) hacia abajo a 24/: 

125 m/s, (b) a la derecha a 


7/125 m/s 


39. 

deer, a 0.0197 rad/s 

41 0.047 rad/s 


Ejercicios de repaso (pagina 249) 

1 1/3 3 ambos I (mites son 0 

5 max. l/^2e, min. - l/ v /2e 
7. f(x) = 3e (x2/2) ' 2 

9. (a) aproximadamente 13.863%, (b) aproximada- 
mente 68 dias 

lle 2x 13. y = x 

15 13.8165% aprox. 

-i 71 

17. cos i x = y-sen L x, cot = 

= sgnxsen l [l/Jx 2 + 1), csc^x = sen _1 (l/x) 
19. 15°C 

Capftulo 4 

Algunas aplicaciones de las derivadas 

Sec cion 4.1 (pagina 257) 

L 32 cm 2 /min 
3. creciendo a 160 tc cm 2 /s 
5 (a) l/(67ir) km/h, (b) 1 /(6^/nA) km/h 
7. l/(1807i) cm/s 9: 2 cm 2 /s 

11 creciendo a 2 cm 3 /s 
13. creciendo con velocidad 12 


Sec cion 4.2 (pagina 268) 

1 min. abs. 1 en x = -1; max. abs. 3 en x = 1 

3 min. abs. 1 en x = -1; no max. 

5 min. abs. - 1 en x = 0; max. abs. 8 en x = 3; 

max. loc. 3 en x = - 2 

7. min. abs. a 3 + a - 4 en x = a; 
max. abs. b 3 + b- Aenx = b 

9 : max. abs. b 5 + b 3 + 2b en x = b; no valor minimo 

11 no valores max. ni min. 

13 max. 3 en x = -2, min. 0 en x = 1 

15 max. abs. 1 en x = 0; no valor minimo 

17. no valores max. ni min. 

19 : max, loc. en x = -1; min. loc. en x = 1 



21 max. loc. en x = ^; min. loc. en x = 1; el punto 
critico x = 0 no es maximo ni minimo 
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23. max. loc. enx=-lyx = 1/^/5; min. loc. en 
x = 1 y x = -1/^/5 


y 1 


-i 

-1 V5 

J 

/ 

J_ i 

[y = X (x 2 - l) 2 

V5 


25. min. abs. en x = 0 


y 

v-i_ 

\ 


27. min. loc. a PC x = -] 
max. loc. en PC x = 1 

y 

X 

L y PS extremo x = ^/2; 
y PS extremo x = -^/2 

-V2 -1 

| ^ 


1 -s/2 x 

? 

29. max. loc. en x=2rm - 

(n = 0, +1, +2, ...) 

y — x\j l — x* 

n n 

min. loc. en x = 2nn + - 


33. max. abs. en x = 1/In2 



35. max. abs. en x = e 



37. max. loc. en PC x = 0; min. abs. en PS x = +1 




39. max. abs. en PC x = (2 n + l)n/2\ min. abs. en 
PS x = mi (n = 0, +1, ±2, ...) 



41 no max. ni min. 

45. tiene min,, no max. 


43. max. 2, min. -2 
47. si, no 


31 max. loc. en PC x = ^3/2 y PS extremo x= -1; 
min. loc. en PC x = -^3/2 y PS extremo x = l 



Seccion 4.3 (pagina 273) 

1 coticava en (0, oo) 

3. convexa en U 

5. concava en (-1, 0) y (1, oo); convexa en 
(- oo, -1) y (0, 1); inflexion x = -1, 0, 1 

7. concava en (-1, 1); convexa en (-oo, -1) y 
(1, oo); inflexion x = +1 
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9. concava en (- 2, - 2 lj 5) y (2/^5, 2) ; convexa 
en (- oo, - 2), (- 2 /^/ 5 , 2/^/5) y (2, oo); infle¬ 
xion x = +2, ±2/^5 

1L concava en {2nn, (2n + 1 ) 71 ); convexa en 
((2n - 1 ) 71 , 2 / 171 ), (n = 0, +1, +2, ...); inflexion 
x = rrn 

13. concava en Inn, (n + j)7i); convexa en ((n - |)7r, 
/ 171 ); inflexion x = rnz/2, (n = 0, +1, +2, ...) 

15. concava en (0, 00 ), convexa en (- 00 , 0); in¬ 
flexion x = 0 

17. concava en (-1/^/2, 1/^/2), convexa en 

(- 00 , —1/^/2) y (1/^/2, 00 ); inflexion x= +1/^/2 

19. concava en (- 00 , -1) y (1, 00 ); convexa en 
(-1, 1); inflexion x = +1 

2L concava en (- 00 , 4), convexa en (4, 00 ); in¬ 
flexion x = 4 

23. no concavidad, no inflexiones 

25. min. loc. en x = 2; max. loc. en x = \ 

27. min. loc. en x = 1/^/3; max. loc. en -1/^3 

29. max. loc. en x = l; min. loc. en x= -1 ambos abs. 

3L loc. (y abs.) min. en x = 1/e 

33. min. loc. en x = 0; inflexiones en x= +2 (no 
discernible para el Test de la Segunda Derivada) 

35. min. abs. en x = 0; max. abs. en x = +1/^/2 

39. Si n es par, f n tiene un mini mo y g n tiene un ma- 
ximo en x = 0. Si n es impar ambas tienen infle¬ 
xiones en x = 0. 


Sec cion 4.4 (pagina 283) 

1 (a) g, (b) f", (c) f, (d) V 
3 (a) k(x), (b) g(x), (c) f(x), (d) h(x) 

5 



7 . 



9 . 



11 
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17 . anchura 8 + 10^/2 m, altura 4 + 5^/2 m 
19 descuento de 250 $ 

21 punto 5 km al este de A 
23 . (a) 0 m, (b) n/(A + n) m 
25 . 8^/3 unidades 
27 . [(a 2/3 + b 2/3 ) 3 + c 2 ] 1/2 unidades 
29 . 3 1/2 /2 1/3 unidades 


31 altura 


2R a- 
radio 



R unidades 


33 . base 2 m x 2 m, altura 1 m 


35 . anchura 


20 

4 + 71 


m, altura 


10 

4 + 71 


m 


39 . anchura R, profundidad ,/3R 41 Q = 31/8 


43 . 750 coches 


5000 , 

45 . -m , semicircunferencia 

n 


47 . 


3^3a 

4 


cm 


9 . (l/4) + (V3/2)(x- (te/6)) 

11 aprox. 8 cm 2 13 . aprox. 62.8 millas 


99 

15 . ^50 « — » 7.071429, error < 0, 


|error| < 


1 


2744 


0.0003644, (7.07106, 7.071429) 


.r- 82 1 

17-785 « —, error < 0, |error| < — 36 , 


(3.03635, 3.03704) 


19 cos 46° 


1 


- 


0.694765, error < 0, 


2 V 1 180/ 

|error| < ), (0.694658, 0.694765) 

2 x /2 V 180 / 


21 sen (3.14) « n - 3.14, error < 0, 

|error| < (n - 3.14) 3 /2 < 2.02 x 10 9 , 
(tc - 3.14 - (n - 3.14) 3 /2, n - 3.14) 

23 . (7.07106, 7.07108), ^50 * 7.07107 

25 . (0.80891, 0.80921), ^85 * 0.80906 

27 . 3 < f (3) < 13/4 


29 . g(1.8) » 0.6, |error| < 0.0208 
31 aprox. 1005 cm 3 


Sec cion 4.6 (pagina 300) 

1 1.41421356237 3. 0.453397651516 

5 . 1.64809536561, 2.352392647658 

7 . 0.510973429389 

9 infinitas 4.49340945791 

13 . max. 1, min. -0.11063967219 ... 

15 . Xi = -a, x 2 = a = x 0 . Buscar una rafz en la mi- 
tad de x 0 y x : 

17 . x n = (— l/2) n -> 0 (rafz) cuando n -*• oo 

19 0.95025 21 0.45340 

23 . N(x n ) es la aproximacion por el M etodo de New¬ 
ton 

Seccion 4.7 (pagina 306) 

1 6x - 9 3. 2 - (x/4) 

5 . (7 - 2x)/27 7. n-x 


Seccion 4.8 (pagina 314) 


1 , 1 , 1 ; 

H-x + -x 2 --x 3 + -x 4 

, . , X - 2 (x - 2) 2 (x - 3) 3 (x - 2) 4 
3. In2 + —---h 


8 


24 


64 


x - 4 (x — 4) 2 3(x - 4) 3 

5 . 2 H-t--—+ 


64 


1536 


11 1 (-1)" 
7- P n (x)=--- (X - 1) + — (X - l) 2 - +^TT 

(x~l) n 

9 x 1/3 « 2 + ^ (x - 8) - 2 ^ (X - 8) 2 , 

9 1/3 « 2.07986, 0 < error ^ 5/(81 x 256), 
2.07986 < 9 1/3 < 2.08010 


11 1 * 1 - (x - 1) + (x - l) 2 , 
x 1.02 


0.9804, 
1 


- (0.02) ^ error < 0, 0.0980392 — < 0.9804 
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13. e x » 1 + x + - x 2 , e 0,5 


0.625, 


- - (0.5) 3 sc error < 0.0604 sc e 0 5 < 0.625 


x 3 x 5 x 7 


15. senx = x - — + — - — + R 7 ; 
sene „ 

R 7 = ol x a para algun c entre 0 y x 
0! 


17. sen x = 


' 1 + A ” 


_ 7T* _ 7 +7T IX_ 7 + R 4; 


COS C n\ 

con R 4 = —— x - - para algun c entre x y 


(x - l) 2 (x - l) 3 

19. Inx = (x - 1) - 2 + 3 - 

(X - ll) 4 (X l) 5 (X - l} 6 

+ ~s ^ + R « : 

(x - l) 7 

con R 6 = — jp — para algun c entre 1 y x 

21 -3 + -3 (x + 1) + —3 (x + l) 2 + —3 (x + l) 3 

e e 2e 2e 


23. x 2 - - x 4 


25 1 - 2x 2 + 4x 4 - 8x 6 


27. P„(x) = 0 si 0 ^ n ^ 2; P n (x) = x 3 si n ^ 3 

y 3 y 5 y2n + 1 

291 X + 3! + 5! + + (2n + 1)! 

X 2 X 3 x n 

3L e^= 1 -x + ---+- + (- 1 ) n - + R„; 


con R n = (-l) n 


e -x x n+i 

(n + 1)! 


para algun X entre 0 


y x; 

111 1 
e*2!'3! + '" + 8 T *°' 36788 

33 1 - 2x + x 2 (f es su propia aproximacion cuad- 
ratica; (error = 0). g(x) x 4 + 3x + 2x 2 ; 
error = x 3 ; ya que g"'[x) = 6 = 3!, por lo tanto 

g'"(c) 3 . ... 

error = —— x , no hay mejora posible. 


35 P n (x) = 1 + 2x + 3x 2 + ■•• + (n + l)x n 


Seccion 4.9 (pagina 321) 


1 3/4 

3 a/b 

5 1 

7. 1 

ft 0 

11 - 3/2 

13 1 

15 -1/2 

17. 00 

1ft 2 In 

21 -2 

23 a 

25 1 

27. -1/2 

29. e~ 2 

31 0 


33 f"(x) 


Ejercicios de repaso (pagina 322) 

L 6%/min 

3(a) -1600 ohm/min, (b) - 1350 ohm/min 
5 2,000 7. 32 tt R 3 /81 un 3 

ft 9000 cm 3 11 aprox. 0.057 rad/s 

13 aprox. 9.69465 cm 15 2.06% 

17. ^ + 0.0475 « 0.83290, |error| < 0.00011 

1ft 0, 1.4055636328 
21 aprox. (- 1.1462, 0.3178) 

Problemas avanzados (pagina 324) 

dx k 

1 (3) J t = 3 (Xq - X 3 ), (b) V 0 /2 
3 (b) 11 

5 (c) y 0 (l - (t/T)) 2 , (d) (1 - (1 /J2))T 
7. P 2 ( 3 - 2 x /2)/4 

ft (a) cos 1 (r 2 /ri) 2 , (b) cos 1 (r 2 /ri) 4 
11 aprox. 921 cm 3 

Capftulo 5 
Integ radon 

Seccion 5.1 (pagina 331) 

1 l 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 3 3 + 3 2 + 3 3 + ••• + 3" 
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( - 2) 3 ( - 2) 4 ( - 2) 5 ( - 2 ) n 
l 2 2 2 3 2 (n - 2) 2 


7- I / 

nix' 

/ = 0 
100 

25. J sen (i - 1) 

71 — 1 

23. 400 

27. -4949 
33. n/(n + 1) 


99 


ii 2 


9. I (-I)'/ 


( = 2 
n 


13. x (-ir 1 /' 2 

/=i 

17. n(n + 1)(2 n + 7)/6 


21 In (n!) 

25. (x 2n+1 + l)/(x + 1) 

31 2 m - 1 


Seccion 5.2 (pagina 339) 

1 3/2 unidades al cuad. 

3 6 unidades al cuad. 

5. 26/3 unidades al cuad. 

7. 15 unidades al cuad. 
a 4 unidades al cuad. 

11 32/3 unidades al cuad. 

13. 3/(2In2) unidades al cuad. 

15. In (d/a), se deduce de la definicion de In 
17. 0 ia ti/4 


Seccion 5.3 (pagina 344) 


1 Hf.P 8 ) 
3. L(f,P 4 ) 
U(f,P 4 ) 


7/4, U(f,P g ) = 9/4 
e 4 - 1 

4.22, 


e 2 (e - 1) 
e 4 - 1 

e(e - 1) ' 


11.48 


5Mf,P 6 ) = g (1 + ^3) *1.43, 
U(f,P 6 ) = * (3 + ^3) *2.48 


7. L(f,P„) 


n - 1 


2 n 


-,U(f,P n ) 


n + 1 
2 n 


r 1 


xdx 


1 

2 


a L(f,p n ) 
f 1 x 3 dx 


(i n - l ) 2 
4n 2 

1 

4 



15. 



o 


: xdx 


U(f, P n ) 


(n + l) 2 
4n 2 


13. 


f*Ti 

sen x dx 


0 


Seccion 5.4 (pagina 351) 


1 0 

3 8 

5 (b 2 - a 2 )/2 

7. 71 

a 0 

11 2ti 

13. 0 

15. (27i + 3^/3)/6 

17. 16 

19. 32/3 

21 (4 + 3ti)/12 

23 In2 

25. In3 

27. 4 

29. 1 

31 ti/2 

33. 1 

35 11/6 

71 r - 

37. - - y ' 3 

39. 41/2 

41 3/4 

43 k = f 


Seccion 5.5 (pagina 357) 


1 4 
5. 9 



13. e 71 - 
17. ti/2 


21 - unidades al cuad. 

5 

25. ^ unidades al cuad. 

6 

29. — unidades al cuad. 


3. 1 

4 

7. 80- 

J 

11 ( 1 /^ 2 ) - ( 1 / 2 ) 

15. (a e - l)/lna 
n 

^3 

32 

23. y unidades al cuad. 
27. ^ unidades al cuad. 
31 27t unidades al cuad. 


0 
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33 . 3 


37. e - 1 


senx^ 



16 

35 



3 


senx 

39. 



X 


cost 

43. 



1 + t 2 

47. 

f(x) = ne 


41 -2 

x 

45. (cosx)/(2 > /x) 

49. 1/x 2 no es continua (ni siquiera esta definida) en 
x = 0, por lo que el Teorema Fundamental del 
Calculo no se puede aplicar en [-1, 1]; como 
1 /x 2 > 0 en su dominio, hay que esperar que la 
integral fuera positiva si existiera (no existe). 

5L F(x) tiene un valor maximo en x = 1 pero no tie- 
ne valor minimo. 

53 . 2 


Sec cion 5.6 (pagina 366) 


1 


L - ^ e 5 ~ 2x + C 


3L - (3x + 4 ) 3/2 + C 


5. -^(4x 2 + i)- 4 + C 7. ^e x2 + C 
9. ^ tarr^senx^ + C 

11 21n |e x/2 - e~ x/2 | + C = In |e x - 2 + e~ x | + C 

13. - 2 - ^4 - 5s + C 15. ^ sen 1 + C 

1 

17. — In (1 + e x ) + C 19 - - (Incosx) 2 + C 

1 . x + 3 

21 - tan ~ 1 ——p C 

2 2 

1 . 1 , 

23. - cos 8 x - - cos 6 x + C 
8 6 

1 

25 - — cos 3 ax + C 
3a 

5 1 3 1 

27. — x - - sen 2x + — sen 4x + — sen^ 2x + C 
16 4 64 48 

1 . 

29. - sec 5 x + C 

J 


31 | (tan x) 3/2 + y (tan x) 7/2 + C 

3 1 1 

33. - sen x - - sen (2 senx) + — sen (4 sen x) + C 
0 4 32 

1 , 

35 - tan 3 x + C 

1 q 2 7 1 

37. - - esc x + - csc'x - - esc x + C 
9 7 5 

14 , 2 

39. y 717 + - 41 3tc/16 

43. In 2 45 2, 2(^2 - 1) 

47. 7t/32 unidades al cuad. 


Sec cion 5.7 (pagina 371) 

1 7 unidades al cuad. 

6 

64 

3. y unidades al cuad. 

125 

5. — unidades al cuad. 

7. ^ unidades al cuad. 


9 — unidades al cuad. 

12 

15 

11 — - 2 In 2 unidades al cuad. 
0 

n 1 

13. - - - unidades al cuad. 


15 - unidades al cuad. 


17. unidades al cuad. 

19 1 — 7t/ 4 unidades al cuad. 

21 (71/8) - In^2 unidades al cuad. 

23. (4tt/ 3) - 2 In (2 + ^3) unidades al cuad. 
25 ( 4 / 71 ) - 1 unidades al cuad. 


27. - unidades al cuad. 


29. - - 1 unidades al cuad. 
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Ejercicios de repaso (pagina 372) 

1 la suma es n(n + 2)/(n + l) 2 
3. 20/3 5b An 

7. 0 a 2 

11 sen (t 2 ) 13 -4e sen(4s) 

15 f(x)= e (3/2)(1 ~ x) 17. 9/2 unidades al cuad. 

ia 3/10 unidades al cuad. 

21 (3^3/4) - 1 unidades al cuad. 

1 


23. ^ sen (2x 3 + 1) + C 
6 


25. 98/3 
27. U/8) - (1/2) tan 1 (1/2) 


29. -cos^2s + 1 + C 31 min. -n/A, no max. 

n/3-1 „ _V^ + 1 


35. x 1 


x , = 


2^3 ' ^ 2^3 


Capitulo 6 

Tecnicas de integration 

Seccion 6.1 (pagina 381) 

1 xsenx + cosx + C 

12 2 

3 . - x 2 sen nx + -jX cos nx — 5 sen nx + C 
n n n 

5b ^x 4 lnx--^x 4 + C 
4 16 

1 

7. xtan 4 x --In (1 + x 2 ) + C 

a Q x 2 - ^sen _1 x + ^ xjl - x 2 + C 

U.^V2 + ^ln(l + V2) 

13 . — e 2x (2 sen 3x - 3 cos 3x) + C 

15 In(2 + x /3) - % 17. xtanx - In |secx| + C 

v 6 

)( 

ia - [cos(lnx) + sen (Inx)] + C 


21 Inx(In(Inx) - 1) + C 

23. xcos _1 x - J 1 - x 2 + C 

2n r 

25. — - In (2 +^3) 

27. ^ (x 2 + l)(tan ~ 1 x) 2 - x tan ~ 1 x + ^ I n (1 + x 2 ) + C 


1 + e~ n 

29. —-— unidades al cuadrado 


31 l„ = x(lnx) n - nl n _ 1 , 

/ 4 =x[(Inx) 4 - 4(1 nx) 3 + 12(lnx) 2 - 24(lnx) + 


+ 24] + C 

1 


33. /„ = — sen" ^cosx + 


n - 1 


n 
Rx 

1 6 = —-COSX 


n 


1 n — 2’ 


16 


= -cosx 


1 5 5 3 5 

- sen 3 x + — sen" 1 x + — sen x 
6 24 16 


+ C, 


16" 
+ 35 


"i 6 6 4 8 2 

-sen c x + — semx + — semx + 
7 35 35 


35. 


+ C 


x 


+ 


2n - 3 


2 a 2 (n - l)(x 2 + a 2 ) n 1 2a 2 (n - 1) 

x 3x 


1 n-l> 


3 -1 X 

' 3 “4a 2 (x 2 + a 2 ) 2 + 8a 4 (x 2 + a 2 ) + 8? tan a +C 

37. Cualquier condicion que garantice que 
f(b)g'(b) - f'(b)g(b) = f(a)g'(a) - f'(a)g(a) 
sera suficiente 


Seccion 6.2 (pagina 390) 


1 ^ sen 1 (2x) + C 

9 , x 1 ,-, 

3. - sen 1 - - - xj9 - x 2 + C 


9 - x 2 
~9x 


+ C 


7. - J 9 - x 2 + sen 1 - + C 


a - (9 + x 2 ) 3/2 - 9^9 + x 2 + C 


11 


a 2 - /a 2 - x 2 


+ C 
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/a 2 - X 2 


-sen 1 - + C 
a 


1 , x 

15. - sec ~ 1 - + C 

2 2 


1 ,x + l 
17. - tan 1 —— + C 


1 , 2x + 1 1 2x + 1 

19. — tan 2 + 16 4x 2 + 4x + 5 + C 

2L a sen 1 —-- Jlax - x 2 + C 

3 - x 

23 -- = + C 

4^3 - 2x - x 2 

3 , 3x 3 + 5x 

25 - tan 1 x + —-+ C 

8 8(1 +x 2 ) 2 

1 , -^ 1 Jl - x 2 

27. - In (1 + yi^x 5 ) --In |x| - 


29. 2^x - 4 In (2 + Jx) + C 

3L y x 7/6 - x 5/6 + y x 2/3 + 2x 1/2 

- 3x 1/3 - 6x 1/6 + 31 n (1 + x 1/3 ) + 6 tan “ 1 x 1/6 +C 
n x /3 

31 6 8 ^” /3 

37 3 tan- 1 f 2ta " W / 2) + 1 Vc 

^3 \ Jl ) 

_ 2 ,/tan(0/2)\ „ 

39. —= tan _1 —V + C 

\/5 V ^5 J 

9 ll 

4L —tan 1 - - unidades al cuad. 

2./2 ./2 2 


1, 

x - 3 

1 

a + x 

- n 

+ C 

7. . 

In 

6 

X + 3 

2a 

a - x 


4 1 

9l x — — ln|x + 2| + — ln|x — l|-f-C 

11 3 In |x + 1| - 21n |x| + C 

13. — j— - + C 
3(1 - 3x) 

15 -*x- 5 ^ ln l 2 “ 3x| +^ln|x| + C 

1 , |x 2 - a 2 | 

17. —j In-- t—' + C 


19 x + ^ln lx - al - ^ln (x 2 + ax + a 2 ) 
3 6 

a . 2x + a 

-^tan -1 —=- + C 

J3 x/3 a 


43. a 2 cos 1 - d^/a 2 - b 2 unidades al cuad. 

25 / 4 3\ 4 

45 y (sen 1 ^ - sen 1 -j-12 In - unidades al cuad. 

In (Y + Jl + Y~ 2 ) 

47.-|-unidades al cuad. 


Seccion 6.3 (pagina 398) 

1 In |2x - 3| + C 
x 2 , 

3- 2 In |7tx + 2| + C 

n n 


21 ^ln|x| — ^In|x — 1| + ^ln|x - 3| + C 

3 2 6 

1 , x + 1 x 
23 — I n -— — — 2 —tT + C 

4 x - 1 2(x 2 - 1) 

1 x - 3 1 1 

S 27 ln ^T + 9i + 6? + C 

^ WTi)~l lnlt + ll + l ln{t2 + x) + c 

1 1 - 71 -* 2 1 /(2 + Jl-x 2 ) 2 

3 x 12 V 3+x 2 

1 1,1- Jl + x 2 „ 

31 . + - 1 n- . + C 

Jl + x 2 2 1 + Jl+x 2 

1 - 2x 2 

33 n - + C 

xjx 2 - 1 


Seccion 6.4 (pagina 402) 


5 —- + In |x + ^6^- 2| + C 

7. -^3t 2 + 5/(5t) + C 

9 (x s /3125)(625(lnx) 4 - 500(Inx 3 ) + 300 (Inx) 2 - 


—120 Inx + 24) + C 

11 (l/6)(2x 2 - x - 3)j2x - x 2 - 
- (1/2) sen ^ 1 (1 - x) + C 


13 (x 


- x 2 ) + C 
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Sec cion 6.5 (pagina 411) 

3. 1/2 
7. 3/2 

11 n 

15b diverge a oo 
1& diverge 
23. 1 unidad al cuad. 

29. 2 

33. converge 
37. diverge a oo 
4L diverge a oo 

Seccion 6.6 (pagina 419) 


|/ - 7 8 | < 0.005047, 

|/ - M 8 | < 0.002523, 

|/ - 7 16 | < 0.001262 

5. r 4 = 46, T 8 = 46.7 

7. 7 4 = 3000 km 2 , T 8 = 3400 km 2 

9: 7 4 « 2.02622, M 4 ^ 2.03236, 

7 8 « 2.02929, M 8 * 2.02982, 

7 16 « 2.029555 

11 M 8 « 1.3714136, T 16 « 1.3704366, / « 1.371 


Seccion 6.7 (pagina 424) 

1 S 4 = S 8 = /, Errores = 0 

3. S 4 » 1.0001346, S 8 « 1.0000083, 

/- S 4 « -0.0001346, / - S 8 ~ - 0.0000083 

5 46.93 



1 T 4 = 4.75, 

M 4 = 4.625, 

7 8 = 4.6875, 

Mg = 4.65625, 

T 16 = 4.671875, 

Errores reales: 

/ -T 4 « -0.833333, 

/ - M 4 « 0.0416667, 

/ - 7 8 * -0.0208333, 

/ - M 8 * 0.0104167, 

/ - T 16 « -0.0052083 
Errores estimados: 

|/ - T 4 | < 0.0833334, 

|/ - M 4 | < 0.0416667, 

|/ - T a | < 0.0208334, 

|/ - M a | < 0.0104167, 

|/ - T 16 | < 0.0052084 

3. T 4 = 0.9871158, 

M 4 = 1.0064545, 

7 8 = 0.9967852, 

M 8 = 1.0016082, 

T 16 = 0.9991967, 
Errores reales: 

/ - 7 4 » 0.0128842, 

/ - M 4 « -0.0064545, 
/ - 7 8 ~ 0.0032148, 

/ - M s « -0.0016082, 
/ - r 16 « 0.0008033 
Errores estimados: 

|/ - 7 4 | < 0.020186, 

|/ - M 4 | < 0.010093, 


7. Para f(x) = e~*: 

|/ - S 4 | < 0.000022, |/ - S 8 | < 0.0000014; 
para f(x) = senx, 

|/ - S 4 | < 0.00021, 

|/ - S 8 | < 0.000013 

9. S 4 « 2.034333, S 8 « 2.0303133, 

S 16 « 2.0296433 


Seccion 6.8 (pagina 430) 



7. 7 2 « 0.603553, 7 4 « 0.643283, 

7 8 « 0.658130, 7 16 « 0.663581; 

Errores: / - 7 2 « 0.0631, / - 7 4 « 0.0234, 

/ - 7 8 « 0.0085, / - 7 16 « 0.0031; 

Los errores no decrecen como 1/n 2 porque la se- 
gunda derivada de f(x) = y/x no esta acotada en 
[0, 1], 

9. lx 0.74684 con error menor que 10~ 4 ; se 
necesitan siete terminos de la serie. 

11 A = 1, u = 1/^3 

11 A = 5/9, B = 8/9, u = ^3/5 
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15. /?!« 0.7471805, R 2 « 0.7468337, 

« 3 « 0.7468241, /» 0.746824 

17. R 2 = ^ (7y 0 + 32y 3 + 12y 2 + 32y 3 + 7y 4 ) 


Ejercicios de repaso 

en tecnicas de integration (pagina 431) 

2 1 

L - In lx + 21 - - In |2x + II + C 
3 6 


1 . 1 , 

3. -serrx - -sen°x + C 
4 6 


7. 


1/ yr^ 3 

31 x 


+ C 
x 


3, 2x - 1 
5 -In --- +C 

4 2x + 1 

9. p(5x 3 - 2) 1/3 + C 

5 


+ C 


1 , x 

11 — tan - + nlA j. 

16 2 8(4 + x 2 ) 

13. 2^2 (2V 1 + 4 X + In(2 X + V + 4*)) + C 

1 , 1 , 

15 - tan 4 x + -tan 6 x + C 
4 6 

17. -e _x ^cos2x + ^sen 2x^ + C 
19l ^ (cos(3 Inx) + 3sen(3lnx)) + C 


21 - (In (1 + x 2 )) 2 + C 


_ -i x xJ2 - x 2 

23. sen 1 —p — v _-+ C 

fl 2 


25. 


1 


1 


i + 


1 


1 


64 \ 7(4x + 1)' 4(4x + 1) B 9(4x + l) 9 

1 1 , 1 . 

27. - - cos4x + - cos 3 4x - — cos 4x + C 
4 6 20 

29. - ^ In (2e x + 1) + C 

1 

31 - - sen x x - 2 sen x - 4 1 n (2 - senx) + C 


+ C 


33. 


1 - x 2 


+ C 


1 


1 


35 - (1 - 4x 2 ) 3/2 - - Vl - 4x 2 + C 


37. ^Jx + 1 + In (x + yjx + 1) + C 

1 4 5 

39. x + - In |x| + — In |x — 3| - - In |x + 3|+C 

41 - ^rCOS 10 X + 7C0S 12 X - t^-COS 14 X + C 

10 6 14 


1 , 1 

43. -In lx 2 + 2x - II-= ln 

2 2./2 


x + 1 - N 

A 

X + 1 + ^ 

J2 


+ C 


1 


1 


1 


45 -x 3 sen 1 2x + — - 4x 2 ) 3/2 + C 

47. * (3x - sen (4x) + *sen (8x)) 
izo 0 


X 


49. tan -1 ^y- + C 


5L — - 2x + - In Ixl + — + — ln|x + 2|+C 
2 4 1 1 2x 4 1 1 

53. - ^ cos(21nx) + C 55 ^exp(2tan _1 x)+C 

57. ^ (In (3 + x 2 )) 2 + C 59. ^ (sen 1 (x/2)) 2 + C 


6L Jx 2 + 6x + 10 - 21 n (x + 3 + Jx 2 + 6x + 10) + C 

2 1 


63. 


5(2 +x : 


2 \ 5/2 


3(2 + x 


2 \ 3/2 


+ c 


65 ^ x 7/6 - | x 5/6 + 2V - 6x 1/6 - 6tan _1 x 1/6 + C 
7 5 


67. - x 3/2 - x + 4 Jx - 4 In (1 + Jx) + C 


69. 


1 


2(4 - x 2 


+ C 


TL - x 3 tan _1 x - ;x 2 + \ In (1 + x 2 ) + C 
3 6 6 


73. pin 

5 


3 tan (x/2) - 1 


tan (x/2) + 3 


+ C 


75 ^ln |tan(x/2)| - ^ (tan 1 (x/2)) 2 + C = 


V" 


1 - cosx 


1 + cosx 


1 - cosx\ 


1 + cosx. 


+ c 


77. 2 x /x-2tan \/x + C 
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1,4 2 

79 -x 2 + -In |x - 2| - -1n (x 2 + 2x + 4) 

4 ,x+l 

h— ptan —p—b C 
V3 ^3 


Ejercicios de repaso (otros) (pagina 433) 


1 / = - (xe x cosx + (x - l^senx), 
j = - ((1 - x)e x cosx + xe x senx) 


3 . diverge a oo 
a 367 000 m 3 


5 . -4/9 


(b) ptan l [Jlx + 1) + ptan 


7 . (a) a = 7/90, b = 16/45, c = 2/15. 

(b) un intervalo: aprox. 0.6321208750, dos in- 
tervalos: aprox. 0.6321205638, valor correcto: 
0.6321205588 


Capftulo 7 

Aplicaciones de integration 


Seccion 7.1 (pagina 445) 

n 3n 

1 - unidades al cubo 3 . — unidades al cubo 
5 10 

I671 871 

5. (a) —— unids. al cubo, (b) — unids. al cubo 
15 3 

27n IO871 

7 . (a) — unids. al cubo, (b) —— unids. al cubo 
2 5 


1ir e = 1.61800, S 8 = 1.62092, / « 1.62 

13 . (a) T 4 = 5.526, S 4 = 5.504; (b) S 8 = 5.504; 

(c) si, porque S 4 = S 8 , y la regia de Simpson es 
exacta para cubicas. 


Problemas avanzados (pagina 434) 

1 22 1 22 1 

L(C> / _ 630'7 _ 630 <7I< 7“ 1260 

, , 1 , /2x + 1\ 1 /2x - 1 

3 . (a) —=tan 1 — 1 =- + =tan 1 —, 

.7 V 73 / 73 V .7 


1571 7r 2 

9. (a) —— — unids. al cubo, 

4 8 

(b) 7 t( 2 - In 2) unids. al cubo 
IO71 

IL — unidades al cubo 13. aprox. 35% 

15. y (b 2 - 3a 2 + unidades al cubo 

n , 

17. - (a - br(2a + b) unidades al cubo 
47iab 2 

19. —— unidades al cubo 

2L (a) 7t/2 unids. al cubo, (b) 2n unids. al cubo 
23. k > 2 25. si; no; a 2 b/ 2 cm 3 

27. aprox. 1537 unids. al cubo 
29. 81927i/105 unids. al cubo 
h sen a 

31 R = ---— 

sen a + cos 2a 


Seccion 7.2 (pagina 449) 

16 m 3 


5 . 132 pies 3 


9 . 3z 2 unids. al cuad. 


13 . 12n cm 3 


3 . 7c/ 3 unidades 3 
7 . na 2 h/2 cm 3 
16r 3 . , 

11 -y- unids. al cubo 


15 . nr 2 (a+b)/2 unids. al cubo 

16 000 , 

17 . —-— unids. al cubo 19 . 1271^2 pulgadas 

21 aprox. 97.28 cm 3 

Seccion 7.3 (pagina 458) 

1 275 unidades 3 . 52/3 unidades 

5. (2/27)(13 3/2 - 8) unidades 7 . 6 unidades 
9 . (e 2 + l)/4 unidades 11 sinha unidades 

13 . 77 + iln(4 + 77) unidades 


15 . 6a unidades 
19 1.0581 


17 . 1.0338 unidades 
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21 (10 3/2 - l)7i/27 unidades al cuad. 


23. 


6471 

8f 


(13/4) 5/2 — 1 (13/4) 3/2 -r 


unidades al cuad. 


25. 27i( v // 2 + In (1 + Jl)) unidades al cuad. 
/255 \ 

27. 27:1 — + In 4 I unidades al cuad. 

29. 47i 2 ad unidades al cuad. 


31 8tt 




unidades al cuad. 


33. s = - J4 + n 2 E 
n 

35. k > ~ 1 


4 + 7 t 


r b 


9. m 


8(x)(g(x) - f(x))dx; 


rb 


M*= 0 = 


xS(x)(g(x) - f(x)) dx, x = M x=0 /m, 


/■b 


My = 0 2 

y = M y=0 /m 


8(x)((g(x)) 2 - (f(x)) 2 ) dx, 


8 , 

11 La masa es - nR* kg. El centro de masas esta en 

la recta perpendicular al piano que pasa por el 
centro de la bola, a una distancia de R/10 m del 
centro de la bola sobre el I ado opuesto del piano. 


13. m = - 7i(5 0 a 4 ; x = 16a/(157t), y = 0, z = 8a/15 
0 

1, , 3a 

15. m = - kna, x = 0, y = — 

3 27i 

3/2 


17. aprox. 5.57C/k : 

Sec cion 7.5 (pagina 472) 

'4 r 4r 

V 37C ’ 371 

2 T 1 71 

On(1 + v^)' 8In (1 + 

sio, 9 ^- 4 " 


37. (a) 7i unids. al cubo; (c) «Cubrir» una superficie 
con pintura requiere poner una capa de espesor 
constante. Suficientemente lejos had a la derecha, 
el asta es mas fina que cualquier constante fijada, 
por lo que puede contener menos pintura de la 
necesaria para cubrir su superficie. 

Sec cion 7.4 (pagina 466) 

2 L , L 

1 masa —; centro de masas en s = - 

71 2 

1 , 4a 

3. m = - n8 0 a 2 ’, x = y = — 

4 371 

256 k 16 

am-—; x = 0, y-j 

ka 3 _ 2 a _ a 

7.m = T ; x = T , y = 2 


19 

J' 


471 — 3^3y 

9: El centroide esta en el eje de simetria del hemis- 
ferio a mitad de camino entre el piano de la base 
y el vertice. 

11 El centroide esta en el eje del cono a un cuarto 
de su altura desde el piano de la base. 

f 2r 2r N 


13. 


n n 


2 ' 8 , 

17. (8/9, 11/9) 

21 ( 1 , - 2 ) 


15. 

n n / 

19. (0, 2/(3(77; + 2))) 

577 

23. — unids. al cubo 


25. (0.71377, 0.26053) 27. (1, 1) 


29. x 


M x =o - M 1/= 


--y = 


siendo A = 


y =0 


r d 


(g(y)-f(y))dy, 


rd 


M „ = n = 7 


((g(y)) 2 -(f(y)) 2 )dy 


r d 


M y = 0 = 


y(g(y)-f(y))dy 
31 orientacion diamante, lado hacia arriba 


Sec cion 7.6 (pagina 480) 

1 (a) 235 200 N, (b) 352 800 N 

3. 6.12 x 10 8 N 5. 8.92 x 10 6 N 
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7. 7.056 X 10 5 N ■ m 
J 8 h\ 

9. 24507ia 3 f a + yj N -m 


Sec cion 7.7 (pagina 484) 


1 11 000 $ 

5b 9063,46 $ 

9: 50 000 $ 

13. 64 872,10 $ 


3 8 [Jx - In (1 + J x)) $ 
7. 5865,64 $ 

11 11 477,55 $ 

15 J5 e~ Mt) P(t) dt 


17. aprox. 23 300, 11 890 $ 


Sec cion 7.8 (pagina 497) 


1 no mas de 2,47 € 3 6,81 € 


5b /t « 3.5833, a = 1.7059, Pr(X < 3) = 0.4833 

7. (a) ocho tripletas (x, y, z) con x, y, z e {H, T } 

(b) Pr(H, H, H) = 0.166375, Pr(H, H, T) = 
= Pr(H, T, H) = Pr(T, H, H) = 0.136125, 

Pr(H, T, T) = Pr(T, H, T) = Pr(7", 7, H) = 
= 0.111375, Pr(T, T, T) = 0.091125 

(c) f( 0) = 0.911125, f(l) = 0.334125, 
f(2) = 0.408375, f( 3) = 0.166375 

(d) 0.908875, (e) 1.650000 


a (a) 


2 

9' 


(b) n= 2, cr 2 


(C> 9^ 

« 0,63 

11 (a) 3, 

(b) /i = -, o-‘ 

, x 69 

(C) 20 V 

^ « 0.668 
80 

13 (a) 6 

(b) p = -, a 2 

(c) ~^r 

« 0.626 


5J5 





2 | _ 2 

15 (a) —p, (b) n = —^ « 0.0564, <r 2 = ^- —, 

' 7C X /7T ^71 


O’ = 


: — 2 

2n 


0.426, (c) Pr « 0.68 


19. (a) 0, (b) e -3 « 0.05, (c) « 0.046 

21 aproximadamente 0.006 

Seccion 7.9 (pagina 506) 


y 2 = Cx 

3 x 3 — y 3 = C 

-< 

II 

O 

rt)^ 

To 

Ce 2x - 1 
7y “Ce 2x + 1 

y = — In (Ce 2t - j) 

11 y = x 3 + Cx 2 

y = | + Ce~ 2x 

15. y = x- 1 + Ce~ x 

y = (1 + e 1 10t )/10 

19l y = (x + 2)e 1/x 

y = V 4 + * 2 

2x 

23 y = ——, x > 0 

1 + X 


25. b 

27. Si a = b la solucion dada esta indeterminada 0/0; 
en este caso la sol ucion es x = a 2 kt/{ 1 + akt). 

I.mg - 1 [mg 

V k e 2 +i V k 

31 las hiperbolas x 2 - y 2 = C 


Ejercicios de repaso (pagina 507) 

1 aprox. 833 

3. a * 1.1904, b « 0.0476 

3 a = 2.1773 7. (£, «) 

9. aprox. 27 726 N ■ cm 11 y = 4(x - l) 3 
13 8798,85 € 


Problemas avanzados (pagina 508) 


1 (b) In 2/(2 tc), (c) n/mk 2 + 1)) 
3. y = (r/h 3 )x 3 - 3(r/h 2 )x 2 + 3 (r/h)x 
5. b = -a = 27/2 7. 1/tc 


9. (a) S(a, a, c) = 27ia 2 + 27iac In 

a 2 -c 2 
2na 2 c 


a + ./a 2 -c 2 


(b) S(a, c, c) = 2 tic 2 + 


a 2 - c 2 


cos - 


^ g jj 

(c) S(a, b, c)«—- S(a, a, c)+—-S(a, c, c) 

d C d C 

(d) S(3, 2, 1) « 49.595 
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Capitulo 8 

Conicas, curvas parametricas y curvas 
en polares 

Sec cion 8.1 (pagina 526) 

1 (x 2 /5) + (y 2 /9) = 1 3. (x - 2) 2 = 16 - 4y 

5. 3y 2 - x 2 = 3 7. un solo punto (-1, 0) 



9. el ipse, centra (0, 2) 

1L parabola, vertice (-1, -4) 



13. hiperbola, centra (—|, 1) 
asintotas 

2x + 3 = ±2 3/2 (y - 1) 



15. elipse, centra (1, -1) 



17. y 2 - 8y = 16x o y 2 - 8y = - 4x 


19. hiperbola rectangular, centra (1, -1) 
semieje a = b = Jl, excentricidad v /2, 
focos [yjl + l, Jl-1 ), (-^2 + 1, —yjl — l), 
asintotas x = 1, y = -1 



21 elipse, centra (0, 0), semiejes a = 2, b = 1 , 
focos ± ^2 Jl, - jfj 



23. (1 - £ 2 )x 2 + y 2 - 2pe 2 x = s 2 p 2 

Sec cion 8.2 (pagina 533) 

1 y = (x - l) 2 /4 



3. y = (1/x) - 1 
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5. x 2 + y 2 = 9 


ia x 3 + y 3 = 3xy 



1L La mitad derecha de la hiperbola x 2 - y 2 = 1 

13. La curva empieza en el origen y realiza dos veces 
una espiral en sentido contrario al de las agujas 
del reloj alrededor del origen terminando en [An, 0) 

15b x = m/2, y = m 2 /4, (-oo<m<oo) 

17. x = a sec t, y = a sen t; y 2 = a 2 (x 2 - a 2 )/x 2 




Sec cion 8.3 (pagina 539) 

1 vertical en (1, -4) 

3 horiz. en (0, -16) y (8, 16); vert, en (-1, -11) 
5 horizontal en (0, 1), vertical en (±l/^/e, 1/e) 

7. horizontal en (0, +1), vert, en ( + 1, 1/72) y 

(± 1 , - 1 / 72 ) 

a -3/4 11 -1/2 

13L x = t - 2, y = 4t — 2 15, pendientes +1 

17. no suave en t = 0 
ia no suave en t = 0 

ZL 23 
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Sec cion 8.4 (pagina 544) 

1 4^/2 - 2 unidades 3L 6a unidades 

5l I ((1 + n 2 ) 3/2 - 1) unidades 
7. 4 unidades ft 8a unidades 

11 2^/2n(l + 2e 7I )/5 unidades al cuad. 

13b 727i(l + y/2)/l5 unidades al cuad. 

15i 256/15 unids. al cuad. 17. 1/6 unids. al cuad. 



19. 97i/2 unidades al cuad. 



23. 327ia 3 /105 unidades al cubo 

Sec cion 8.5 (pagina 553) 

1 x = 3, recta vertical 
3. 3y - 4x = 5, recta 
ft 2xy = 1, hiperbola rectangular 
7. y = x 2 - x, una parabola 
9. y 2 = 1 + 2x, una parabola 
H x 2 - 3y 2 - 8y = 4, una hi perbola 





21- 23. r = +^sen 26 




25. el origen y [^3/2, n/3] 

27. el origen y [3/2, +7r/3] 

29. asintota y = 1, r = 1/(0 - a) tiene 
asintota (cosa)y - (sena)x = 1 
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3L x = f(0) cos 9, y = f(6) sen 0 

39. In0 1 = 1/6> 1 , punto (-0.108461, 0.556676); In0 2 = 
= —1/(0 2 + n), punto (-0.182488, -0.178606) 

Sec cion 8.6 (pagina 558) 

1 n 2 unids. al cuad. 3. a 2 unids. al cuad. 





IX n ' J \ 3 unidades al cuad. 



13. 



(e an - e an ) unidades 


17. 67.5°, -22.5° 


19. 90° en (0, 0), 


±45° en 



±135° en 1 + 


1 5tt 


2 ’ 4 


2L horizontal en ( + |, J2), vertical en (2, 0) y el 
origen 


23. horizontal en (0, 0), (| J2, ± tan 1 s j2), 

(l v // 2, n ± tan -1 ^), vertical en (0, §), 

(3 V 2 - ± tan_1 (Vv^». (3 V 2 -* ± tan(1 /^/2)) 

25. horizontal en (4, -J), (1, f), (1, ^), vertical en 
(3, -5), (3, -^), no tangente en (0, f) 


Ejercicios de repaso (pagina 559) 

X elipse, focos ( + 1, 0), semieje mayor v /2, semie- 
je menor 1 

3. parabola, vertice (4, 1), foco (15/4, 1) 

5. recta desde (0, 2) hasta (2, 0) 

7. la parabola y = x 2 - 1 izquierda a derecha 

9. parte del primer cuadrante de la elipse 16x 2 +y 2 = 
= 16 desde (1, 0) hasta (0, 4) 

11 tangentes horizontales en (2, +2) (i.e. t=+l), 
tangentes verticales en (4, 0) (i.e. t = 0) 



13. tangente horizontal en (0, 0) (i.e. t= 0), tangente 
vertical en (2, -1) y (- 2, 1) (i.e. t = +1 ) 
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15. 1/2 unids. al cuad. 17. 1 + e 2 unidades 



15. oo 
19. 1 
23. 0 
27. 0 

3L I i m, 


17. 0 
21 e 3 

25 1/2 

29. 0 


a„ = 5 


19. r = 9 


21 r = 1 + cos 20 


33. Si {a n } es definitivamente decreciente, entonces 
o esta acotada inferiormente, y es por lo tanto 
convergente, o no esta acotada inferiormente y 
por lo tanto diverge a menos infinito. 


23. r = 1 + 2 cos 20 


r = 1 + 2 cos 20 


oe- 


25. 7 r + (3^3/4) unidades al cuad. 

27. (n - 3)/2 unidades al cuad. 

Problemas avanzados (pagina 559) 

1 I 671 sec 9 cm 2 5 4(k/3 ft 3 

7. aprox. 84.65 minutos 

9. r 2 = cos(2 0) es la curva interna; el area entre las 
curvas es de 1/3 unidades al cuadrado 

Capitulo 9 

Secuencias, series y series de potencias 


Sec cion 9.2 (pagina 576) 


1 


1 

2 


1 

* (2 + tt ) 8 ((2 + Ti ) 2 - 1 ) 

25 8 e 4 

5 4,416 7 ‘ e - 2 

3 

9. diverge a oo Il¬ 



ls diverge a oo 


17. diverge a oo 19: diverge 

21 14 m 

25 Si {a n } es defi niti vamente decreciente, entonces 
la serie £ a„ debe, o bien converger (si sus 
sumas parciales estan acotadas inferiormente), o 
bien diverger a -oo (si sus sumas parciales no 
estan acotadas inferiormente). 


27. 


falso, e.g. 


(- 1 )" 


29. verdadero 


Sec cion 9.1 (pagina 569) 


31 verdadero 


1 acotada, positiva, creciente, convergente a 2 

3. acotada, positiva, convergente a 4 

5 acotada por abajo, positiva, creciente, divergente 
a infinito 

7. acotada por abajo, positiva, creciente, divergente 
a infinito 

9. acotada, positiva, decreciente, convergente a 0 
11 divergente 13. divergente 


Sec cion 9.3 (pagina 586) 


1 converge 
5 converge 
9. converge 
13. diverge a oo 
17. converge 
21 converge 


3. diverge a oo 
7. diverge a oo 
11 diverge a oo 
15 converge 
19 diverge a oo 
23. converge 
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25. converge 

1 1 

27. s r + —- s ^ s n + n — 6 

n 3(n + l) 3 3 n 3 


29. s n + 


n + 1 




n = 63 


n + 2 


31 0 < s - s n sc -——-—; n = 4 

n 2 (n + l)!(2n + 3) 

2 n (4n 2 + 6n + 2) 

33. 0 < s - s n < — ———; n = 4 

n (2n)!(4n 2 + 6n) 

3ft converge, a 3Al -> (1/e) < 1 

41 no info del test de la razon, pero la serie diverge 
a infinite ya que todos los terminos superan a 1. 

« 3 - ib)s< «r^ky k -i' 

, , „ (l + « n+1 , n + 2-yp+8 

(C,0<S - S " < nT^W k - 2 {n-l) 

para n ^ 2 

45. (a) 10, (b) 5, (c) 0.765 


Sec cion 9.4 (pagina 594) 

1 conv. condicionalmente 
3. conv. condicionalmente 
5. diverge 

7. conv. absolutamente 

ft conv. condicionalmente 11 diverge 

13. 999 15. 13 

17. converge absolutamente si -1 <x< 1, con¬ 

dicionalmente si x = -1, diverge en el resto 

1ft converge absolutamente si 0<x<2, con¬ 
dicionalmente si x = 2, diverge en el resto 

21 converge absolutamente si -2<x<2, con¬ 

dicionalmente si x = -2, diverge en el resto 

23. converge absolutamente si -\ < x < condicio¬ 
nalmente si x = diverge en el resto 

25. AST no se aplica directamente, pero si se aplica 
si eliminamos los terminos 0; la serie converge 
condicionalmente. 

(-l) n 

27. (a) falso, e.g. a n =-, 


,,. . , sen (nn/2) . 

(b) falso, e.g. a„ =---, (vease el Ejerci- 

cio 25), 

(c) verdadero 

29. converge absolutamente para -1 <x < 1, con¬ 
dicionalmente si x = -1, diverge en el resto. 


Seccion 9.5 (pagina 604) 

1 centro 0, radio 1, intervalo (-1, 1) 

3. centro -2, radio 2, intervalo [-4, 0) 
5. centro §, radio intervalo (1, 2) 

7. centro 0, radio oo, intervalo (-oo, oo) 


ft 

11 

13. 


1 ® (n + 1 )(n + 2) 

— 5 = Z - r -x n , (— 1 < x < 1) 


(1 - X) n=0 

1 


(1 - X) 2 


= Z ( n + D*"- (-1 <X < 1) 


n = 0 


1 00 n + 1 

- 12 = Z “An+T (-2 <x<2) 


(2 - x) 2 n ^ 0 2" 


15. In(2 -x) = In 2 - Z (-2 ^ x < 2) 

n = 1 4 n 

1 00 n + 1 

17- 3 = Z ^tt(x + 2)",(-4<x<0) 

X n = 0 X 

1 1 

< X < — 

2 .72 


19. 


1 - 2x 2 


21 


= z 2 n x : 

n = 0 

i 


n v 2n + 3 


-I 1). 

4 ' 4 1 + 4x 


23L [ — 1, 1); j si x = 0, 

-4 I n (1 - x) - 4 - — en el resto 

x x 2x 


25. (-1, 1); 


27. 3/4 


(1 - x 2 ) 2 

29. n 2 [n + l)/(n - l) 3 31 In(3/2) 


Seccion 9.6 (pagina 614) 

oo D/lg 

1 e 3x+1 = Z —rx n , ( to d° 

n = 0 ft- 


3. sen ( x — — ) = 
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*1 00 
I (- 1 )" 

2 n = 0 


x 2n x 2n + 1 ~ 

M! + (2iTLil! ■ ltodox) 


/x\ 00 (-1)" 

5 * 2Se " (a) = 3 2n+1 (2n + 1)! (todo X> 

00 (— i) n 2 2n 

7. sen x cosx = £ - ^x 2n+1 f (todo x) 

1 +x 3 00 

9. —- ^=l-x 2 + X ( - l) n (x 2n ~ 1 + x 2n ), 

l+X n = 2 

( — 1 < X < 1) 

1 ~1~ X x 2n ^ 

11 In- -= 2 X -- (-1 < X < 1) 

1 - x n = i 2n - 1 

oo ^4n + 2 

13. coshx - cosx = 2 £ ^ + — , (todo x) 


13. 1.54306 


^ /(X ^ n g 0 (2n + l)(2n + l)! x2n+1 ’ (t ° d ° X) 


y (- 1 )" ; ,+ 

n = 0 (n + l) 2 

” (— l) n 


17. K(x) = X —- 2 X n+1 , (-1 <x< 1) 


ia M (x) = V ---f-- x 4 

n=o (2n + l)(4n + 1) 

(-1 <x< 1) 

21 0.946 23. 2 

25. -3/25 27. 0 


Sec cion 9.8 (pagina 622) 


00 (-l) n 2 n 

15. e 2x = e 2 X - 1 — U + l) n . (t°do x) 

n = 0 n ■ 
oo ( _ijn +1 

17. cosx = X 7 A (X - 7i) 2 ", (todo x) 
n=o (2n)! 

oo /_i \n — 1 

la In4+ V —J—(x - 2) n , (-2 <x^ 6) 
n = i 4 n 

r “ (-1)" / 7iV 

21 senx - cosx = ^2 V —-— x - - 

V t, (2n + 1)! V 4/ 

(todo x) 

1 l 00 n + 1 

21 3-7 I ^(x + 2)",(-4<X<0) 

A H n = 0 i- 


a,X - 1)+ „? ! ^ (X - 1) " ( ° SX!S2) 


1 Vi + * = 

00 / 

= 1+1 - 

n = 1 

|X| < 1 
3 x /4 + x = 


'-l) n_1 l x 3 x 5 x ... x (2n - 3) 


lx3x5x...x(2n-3) n 


x 2 5x 4 
27. 1 + - + —- 

2 24 


29. x + 


x 2 _x 3 

2 6 


31 1 + 


2 8 


33. e* 2 (todo x) 


e - e senhx 

35. —--=-si x 0, 1 si x = 0 

2x x 

37. (a) 1 + x + x 2 , (b) 3 + 3(x - 1) + (x - l) 2 


Sec cion 9.7 (pagina 618) 


= 2+- + 2 Yj (— l) n 1 

q n = 2 

(-4 < X ^ 4) 

00 

5l(n + l)x n , |x| < 1 


Seccion 9.9 (pagina 628) 

1 2n/3 3. 7 1 

00 

5.2 X (- l) n 1 (sen [nt))/n 

n = 1 

1_ ® / 2cos((2n - p7tt) 
'4 n = 1 \ (2n - 1) 2 7 t 2 


00 (-l) n 

11 2 V -sen (nnt) 

n = 1 nn 

13. n 2 /8 


Ejercicios de repaso (pagina 630) 


' - l)"sen (nnt) 


1 720 <°' 2 > 2 
5 3.32011 
9. -0.10533 


3 1.22140 


7. 0.99619 
11 0.42262 


1 conv. a 0 


5* lim^QQ a n 2 


3 div. a oo 


7. 472/(72 - 1) 
11 converge 
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13. converge 
17. conv. abs. 


15. converge 
19. conv. cond. 


21 conv. abs. para x en (-1, 5), cond. para x = -1, 
div. en el resto 

23. 1.202 

00 

25 X x n /3 n + 1 , | x | < 3 


n = 0 


00 


27. 1 + Yj (~l) n 1 x 2n /(ne n ), - x /e<x^^/e 

n = 1 

00 

29. x + Yj (— l)"2 2n 1 x 2n+1 /(2n)!, todo x 


n = 1 


31 (1/2) + X ■ 

n = 1 

- 8 < x s? 8 


-l) n l x 4 x 7 x ... x (3n - 2)x n 
2 x 24 n n! ' 


33 X (-l) n (x-jr)7ji n + 1 , 0<x<2ti 

n = 0 

35 1 + 2x + 3x 2 + f x 3 37. 1 - \ x 2 + £ x 4 


„ fC0S x /X SI X^O t // ,v 2 

39 { ,_ v /, , . A 41 n 2 (n - 1 2 

[cosh^lxl SI X < 0 


43 In (e/(e - 1)) 
47. 3, 0.49386 


45 1/14 

00 2 

49. £ sen (nt) 

n = 1 M 


Problemas avanzados (pagina 631) 

5 (c) 1.645 

7. (a) oo, (c) e~* 2 , (d) f(x) = e x2 jo e~ t2 dt 

Capftulo 10 

Vectores y geometria de coordenadas 
en el espacio tridimensional 

Seccion 10.1 (pagina 640) 

1 3 unidades 3 ,/6 unidades 


13. El semi espacio que conti ene al origen y esta 
limitado por el piano que pasa por (0, -1, 0) y 
es perpendicular al ejey. 

15 El piano vertical (paralelo al eje z) que pasa por 
(1, 0, 0) y (0, 1, 0). 

17. La esfera de radio 2 centrada en (1, -2, 3). 

19. El cilindro circular solido de radio 2 con eje en 
el eje x. 

21 El cilindro parabolico generado trasladando la 
parabola z = y 2 en el piano yz en la direccion del 
eje x. 

23 El piano que pasa por los puntos (6, 0, 0), (0, 3, 0) 
y (0, 0, 2). 

25 La recta que pasa por (1, 0, 0) y (1, 1, 1). 

27. La cicunferencia en la que la esfera de radio 2 
centrada en el origen corta a la esfera de radio 2 
centrada en (2, 0, 0). 

29. La elipse en la que el piano z = x corta al cilin¬ 
dro circular de radio 1 y eje coincidente con el 
eje z. 

31 La parte del cilindro solido circular de radio 1 y 
eje el eje z que esta por encima del piano z = y. 

33 Frontera (0, 0) y x 2 + y 2 = 1; interior = S; S 
abierto. 

35 La frontera de S es S; interior vacfo; S es cerrado. 

37. Frontera: las esferas x 2 + y 2 + z 2 = 1 y 

x 2 +y 2 + z 2 = 4; interior: puntos entre las es¬ 
feras; S es cerrado. 

39. La frontera de S es 5, concretamente la recta 
x = y = z; interior vacfo; S es cerrado. 


Seccion 10.2 (pagina 651) 

1 (a) 3i — 2j, (b) -3i + 2j, (c) 2i- 5j, 
(d) — 2 i + 4j, (e) — i — 2j, (f) 4i+j, 
(g) — 7i + 20j, (h) 2i-(5/3)j 


5 |z| unidades; Jy 2 + z 2 unidades 
7. cos 1 (— 4/9) * 116.39° 

9 x /3/2 unidades al cuad. 11 Jn - 1 unidades 


3 (a) 6i - 10k 8j, -3i + 20j + 5k 

ib> 572,572,10 

(d) 18, (e) cos 1 (9/25) * 68.9°, (f) 18/5^2 
(g) (27/25) i + (36/25) j- (9/5) k 

9 desde el sudoeste a 50km/h. 
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IL La orientacion a un angulo 9 al este de4C, con 


0 = sen 1 — . 

2j\ + 4 k 2 


El viaje no es posible si k < \ 75'Si k >1 
hay un segundo rumbo posible, n - 9, pero el 
viaje sera mas largo. 


13. t - 2 


13. pianos que pasan por la recta x = 0, y + z= l 
(excepto el propio piano y + z = 1). 

15. r = (1 + 2t)i + (2 - 3t)j + (3 - 4t)k, 
(-oo<t<co) x = 1 + 2t, y = 2 - 3t, 
z = 3 - 4t, ( - oo < t < oo) 
x - 1 y - 2 z- 3 

2 “ -3 “^4” 


15. cos 1 (2/^/6) ~ 35.26°, 90° 

17. (i + j + k)/^3 

19. X = 1/2, punto medio, X = 2/3, 2/3 del trayecto 
desde P 1 a P 2l X = — 1, Pi esta a medio camino 
entre este punto y P 2 . 

21 piano que pasa por un punto con vector de posi- 
cion (b/|a| 2 )a perpendicular a a. 

23. x= 2i - 3j - 4k 

25 (| u| v + | v| u) /|| u| v + | v| u 

3L u = (w»a/|a| 2 )a, v= w- u 

33. x= (a+ K u)/(2r), y = (a - K u)/(2s), con 
K=V lal 2 - 4rst y ties cualquier vector unitario 

35. aprox. 12.373 m 37. aprox. 19 m 


17. r = t(7i — 6j - 5k); x = 7 1, y = -6 1, z= -5t; 
x/7 = -y/6 = — z/5 

19, r = i + 2j - k+ t(i + j + k); 
x = 1 + t, y = 2 + t, z = -1 + t; 
x-1=y-2 =z = 1 

2L^ = f, z = 7 

25 i- ± r), (/, j = 1.4, /' //), 

v= (r x - r 2 ) x(r 3 - r 4 ) ^ 0 , (r 3 - r 3 ) .v= 0 . 

27. 7^2/10 unidades 29. 18/^69 unidades 

3L todas las rectas paralelas al piano xy y pasan por 
Uo, Yo. z o). 

33. (x, y, z) satisface la cuadratica si 4 1 x + fi 1 y + 
+ C 1 z=D 1 o A 2 x + B 2 y + C 2 z = D 2 - 


Seccion 10.3 (pagina 660) 

L 5i + 13j + 7k 
3. ^6 unidades al cuad. 

5. ±| (2i — 2j + k) 

15 4/3 unidades al cubo 
17. k = - 6 

x*(vxw) x»(wxu) x*(ux^ 
u*(vxv^ ,/( u-jvxv^' 1 u«(vxw) 

2L ux(vxw^ = -2i + 7j - 4k (ux^ xw = 
= i + 9j + 9k el primero esta en el piano de v 
y w, el segundo esta en el piano de uy v. 

Seccion 10.4 (pagina 668) 

L (a) x 2 + y 2 + z 2 = z 2 ; (b) x + y + z = x + y + z; 
(c) x 2 + y 2 + z 2 = -1 

3. x - y + 2z = 0 5 7x + 5y - z = 12 

7. x - 5y - 3z = - 7 9 x + 6y - 5z = 17 

U. (r x - r 2 ) •[(!-! - r 3 ) x(r 3 - r 4 )] = 0 


Seccion 10.5 (pagina 673) 

1 Elipsoide centrado en el origen con semiejes 6, 3 
y 2 cuyos ejes son, respectivamente, I os ejes x, y 
Y z. 

3 Esfera con centro (1, -2, 3) y radio 1/^2. 

5 Paraboloide elfptico con vertice en el origen, eje 
coincidente con el eje z y seccion cruzada 
x 2 + 2y 2 = 1 en el piano z = 1. 

7. Hiperboloide de dos hojas con vertices ( + 2, 0, 0) 
y secciones cruzadas circulares en pianos x = c, 
(c 2 > 4). 

9 Paraboloide hiperbolico, el mismo que z = 
= x 2 -y 2 pero rotado 45° respecto al eje z (en 
sentido contrario al de las agujas del reloj visto 
desde arriba). 

11 Cilindro hi perbol ico paralelo al eje y, que corta 
al piano xz en la hiperbola (x 2 /4) - z 2 = 1. 

13. Cilindro parabolico paralelo al ejey. 

15 Cono circular con vertice (2, 3, 1), eje vertical, y 
semiangulo vertical de 45°. 
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17. Circunferencia en el piano x + y + z = 1 con 
centro en (1/3, 1/3, 1/3) y radio ^11/3. 


ia Una parabola en el piano z = 1 + x con vertice 
en (-1/2, 0, 1/2) y eje coincidente con la recta 
z = 1 + x, y = 0. 


21 


y 

b 

y 

b 



l + 2 = 

b c 

S + - = 
b c 




23. a= i + k(o cualquier multiplo) 


Seccion 10.6 (pagina 682) 



/ 4 

3 

2 

\1 


7. 36 


3 2 
3 2 
2 2 


1 1 1 


aw + by ax + bz 
cw + dy cx + dz 


\ 

I 1 

2 3 

4 \ 

si 2 = 

0 

1 2 

3 

0 

0 1 

2 

1 

1° 

0 0 

V 

A ■ 

-1 

° ^ 


15 0 

1 

-1 


\o 

0 

1 



17. x = 1, y = 2, z = 3 


ia Xi = x 2 = 2, x 3 = -1, x 4 = - 2 
21 def. neg. 23. def. pos. 

25. indefinida 


Seccion 10.7 (pagina 693) 

1 2 unidades 

5b s p: =( U, V) ->Do t Product) 

U, No r ma I i z e ( V, 2), conj ugate=fal se) 

7. ang : = (u, v) — > e v a I f ( 

(180/Pi) * Vec t or AngI e(U, V)) 

a Vo I T: =( U, V, W) ->( 1/6) *abs( 

DotProduct( U, (V &x W) , conjugate =f a I s e) ) 

11 (u, v, x, y, z) = (1, 0, -1, 3, 2) 

13. -935 



9 

-36 

30 

15. 

-36 

192 

-180 


30 

-180 

180 


Ejercicios de repaso (pagina 694) 

1 Plano paralelo al eje y que pasa por (3, 0, 0) y 

( 0 , 0 , 1 ). 

3. Todos los puntos sobre o encima del piano que 
pasa por el origen con normal i + j + k 

5b Paraboloide circular con vertice en (0, 1, 0) y eje 
coincidente con el eje y, abriendose en la direc- 
cion dey creciente. 

7. Paraboloide hiperbolico. 

9. Puntos dentro del elipsoide de vertices ( + 2, 0, 0), 
(0, ±2, 0) y (0, 0, ±1). 

11 Cono de eje el eje x, vertice en el origen, y sec¬ 
cion cruzada eliptica perpendicular a su eje. 

13. Cono circular oblicuo (cono eliptico). Las seccio- 
nes cruzadas en pianos horizontales z = k son 
circunferencias de radio 1 con centros en (k, 0, k). 

15b Recta horizontal que pasa por (0, 0, 3) y 
(2, -1, 3). 

17. Circunferencia de radio 1 centrada en (1, 1, 1) en 
un piano normal a i + j + k 

ia 2x - y + 3z = 0 21 2x + 5y + 3z = 2 


23 

lx + 4 y 

- 8z 

= 6 



25b 

r = (2 + 3t) i 

+ (1 

-M)j- 

(1 

27. 

x = 3 t,y= - 

2t, z 

= 4t 


29. 

(r 2 - r 3 

x(r 3 

~ fi) 

= 0 


31 

(3/2) ^34 unidades al cuad. 



I 1 

0 

0 

°\ 



-2 

1 

0 

0 

•33a 

Si — 

1 

-2 

1 

0 



1° 

1 

-2 

V 

35. 

def. pos 






Problemas avanzados (pagina 695) 


5b condicion: a*b= 0, 


x = 


b x a 


+ ta (para todo escalar t) 
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Capitulo 11 

Funciones vectoriales y curvas 

Sec cion 11.1 (pagina 704) 

Lv=j, v = 1, a=0, la trayectoria es la recta 
x = 1, z = 0 

3. v= 2tj + k, v — ^4t 2 + 1, a= 2j, la trayec¬ 
toria es la parabola y = z 2 , en el piano yz 

5. v= 2ti - 2tj, v = 2 x /2C, a = 2 i — 2 j, la trayec¬ 
toria es la semirrecta x + y = 0, z = 1, (x ^ 0) 

7. v= -a sen ti + a costj + ck, v = ^/a 2 + c 2 , 
a= — a cos ti — asentj, la trayectoria es una he- 
lice circular 

9 v= -3senti-4sentj + 5costk, v = 5, a= -r, 
la trayectoria es la circunferencia interseccion del 
piano 4x = 3y con la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 25 

lla=v=r, v = y/a 2 + b 2 + c 2 e\ la trayectoria 

, x y z 
es la recta - = - = - 
a b c 

13. v= -(e _t cose f + sene f )i + 

+ (~e~ f sen e l + cose f )j - e f k 
v = y/l + e~ 2t + e 2t 
a= [(e~ f - e t )cose t + sene f ] i + 

+ [(e _t - e f )sene f - cose f ]j - e f k 
La trayectoria es una espiral que esta en la super- 
ficie z = - 1/Jx 2 + y 2 

15. a= -3n 2 i - An 2 ) 17. ^3/2(-i + j - 2k) 

19 v=2i + 4j + 4k,a = -|(2i + j - 2k) 

29 (ux(vxw)) = ^x(vxw) + 

at at 

+ ux(^xw) 

31. U"• (uxU) 

33. r= r 0 e 2t , a= 4r 0 e 2t ; la trayectoria es una recta 
que pasa por el origen y por el punto r 0 

1 — e~ ct a 

35. r = r 0 + —-— v 0 - ^ (ct + e~ ct - l)k 

Seccion 11.2 (pagina 712) 


+ ux vx 


dw 

~dt 


3. r = costi + sentj + k; la curva es una circun¬ 
ferencia de radio 1 en el piano z = 1. 

7Z 2 R 

5. 4.76° al oeste o al sur; — hacia el suelo, siendo 
R el radio de la tierra 


7. (a) solo tangencial, 90° en sentido contrario al de 
las agujas del reloj desde v. 

(b) solo tangencial, 90° en el sentido de las agu¬ 
jas del reloj desde v. 

(c) solo normal. 

9 16.0 horas, 52,7° 


Seccion 11.3 (pagina 719) 


1 x = Ja 2 - t 2 , y = t, 0 ^ t ^ a 

3. x = a sen 6, y = - a cos 6, § s? 6 s; % 

5 r= -2ti + tj + 4t 2 k 

7. r = 3costi + 3sentj + 3(cost + sent)k 

9 r = (1 + 2 cost) i — 2(1 — sen t)j + 

+ (9 + 4cost - 8sent)k 


t 2 -! ^ + 1 

11 La ecuacion de (b) Neva a r =—— i +1j h—— k 

que representa la parabola completa. Las op- 
ciones (a) y (c) llevan a parametrizaciones 
separadas de las mitades y 0 e y 0 de la pa¬ 


rabola. Para (a) son r = ti + + 2tj + (1 +1) k, 

(t^—1/2) 

13. (17/^17 - 16^/2)/27 unidades 
^4 a¥ + b 2 t 2 + c 2 


15. 


t 


-dt unidades; 


a(T 2 - 1) + c InT unidades 
17. ji./2 + 47t 2 + In L/2n + x /l + 2n 2 ) unidades 


,_ e 4 * + 1 - N /2e 4 “ + 1 

19 J2e‘ ,n + 1 - ^3 + 11 n-e 44 

— Jin (2 - ^/3) unidades 

21 segmentos rectos desde (0, 0) hasta (1, 1), des¬ 


pues a (0, 2) 


23. r 


Ja 2 + b 2 + c 
s\ 3/2 


(A si + Bsj + Csk) 

3/2 


25 r = a 1-- i + a - j + b 1 - - k 


K 


0 < s ^ K, K = ( x /9a 2 + 16Jb 2 )/2 


2s 
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Seccion 11.4 (pagina 728) 


1 T 


3. T 


Ja + 16t 2 + 81t 4 


(i-^j + ^k) 


+ sen 2 1 


(cos 2ti + sen 2tj - sen tk) 


Seccion 11.5 (pagina 736) 

1 1/2, 27/2 3. 27/(4^2) 

5. f = (i + 2j)A/5, N = (-2i + j)/V5, B = k 

1 


7. T 


(i + tj + t 2 k), 


'1 + t 2 + t 4 

B = , . 1 „ (t 2 i - 2tj + k), 


N 


K = 


+ 4t 2 + 1 
- (t + 2t 3 ) i + (1 - t 4 ) j + (t 3 + 2t) k 

+ 4t 2 + 1 + t 2 + t 4 

^t 4 + 4t 2 + 1 2 


(r + 1 2 + 1 ) 


3/2' 


T = 


r + 4t 2 +1 


9. ic(t) = 1/^/2, r(t) = 0, la curva es una circun- 
ferencia en el piano y + z = 4, con centro (2, 1, 
3) y radio v /2 

2j — k 

^ ' 

j + 2k 

5 


N 


11 (a) T = i, 

, _k r 

B - ; , k = V5, T = 0 

(b) t = J( B = -^ (-i + 2j + 2 v / 2k) 


N=--^(6i + j + y2k), k = 
13. max. a/b 2 , min. d/a 2 


_\/39 


T = 


6 V2 

13 


15. k-- 


17. 


, r = (x — 1 — e 2x ) i + (2e x + e x )j 


(1 + e 2x ) 3/2 


272a? 

2L r = -4x 3 / + (3x 2 + \)\ 

23. f(x) = l(15x - 10x 3 + 3x 5 ) 


Seccion 11.6 (pagina 746) 

3. velocidad: l/,/2, l/,/2; aceleracion: -e~ e /2, e~ e f2. 


v\(2 1 

” " 5 " (r 2 + r 3 


7. 42,777 km, el piano ecuatorial 


a T , 13. 3/4 

15. (1/2) - (e/ 71 ) 

19. r = 4 sec co(0 - 0 O ), co 2 = 1 - ( k/h 2 ) si k < h 2 , 
r = 1/(4 + 60) si k = h 2 , r = Ae ( ° e + 6e~" e , 
co 2 = (k/h 2 ) - 1, si k > h 2 ; no existen orbitas 
acotadas que no se aproximan al origen excepto 
en el caso k = h 2 si 6=0 cuando hay orbitas 
circulares. (iNo le parece ahora bien que la ley 
de la gravitacion dependa del inverso del cuadra- 
do en vez del inverso del cubo?) 


( ** 

21 centro f ^ _ , 0 

asintotas en direcciones 0 = + cos 

e 

eje semi transversal a = ^ _ ; 
eje semiconjugado b = 
separacion semifocal c = 


,1 


Ejercicios de repaso (pagina 748) 

3. v=2(i + 2j + 2k), a=(8/3)(-2i-j + 2k) 

5. k — t — % /2/(e t + e~ f ) 2 
ft 4a(l - cos(7/2)) unidades 
11 r c (t) = a(t - sen t) i + a(l - cost) j 

13. p = sen 0cos0i + sen 0sen0j + cos0k orientado 
a la derecha 

<j> = cos 0cos 0i + cos 0sen 0j - sen 0k 
0 = -sen 0i + cos0j 


Problemas avanzados (pagina 749) 

j + k , 

1 (a) Q = Q Q « 7.272 x 10~ 5 . 

d2 

(b) ^ = -y^Qui. 

(c) aprox. 15.5 cm al oeste de P. 


3. (c) v(t) = (y, - (y, • k)k) cos (cot) + (y, x k) sen (cot) + 

+ (v 0 *k)k 

(d) Recta si v 0 es paralelo a k, circunferencia si 
v 0 es perpendicular a k 

5 (a) y = (48 + 24x 2 - x 4 )/64 
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7. (a) Si, tiempo na/iv^/2), (b) 0 = ^ — 1 ^=, 


e = In 


sec 


rt 


+ tan 


vt 


(c) infinitamente a menudo 


Capitulo 12 
Diferenciacion parcial 



15. f(x, y ) = Jx 2 + y 2 







x — y 

23. fix, y) = —^ = C 
x + y 



L 2 

5 -1 
9, no existe 
13. f( 0, 0) = 1 


17. no, si 

ia a = c = 0, b * 0 


25 fix, y) =xe~ y = C 


3 no existe 

7. 0 
11 0 


15 todo (x, y) tal que x / +y; si; si, fix, x) = ^ ha- 
ce que f sea conti nua en (x, x) para x ^ 0; no, f 
no tiene extension conti nua en la recta x + y = 0 


23. Una superficie que no forma lagrimas, que corta 
solo una vez a rectas verticales que pasan por 
puntos de la region. 


Seccion 12.1 (pagina 761) 

1 todo (x, y) con x^y 
3. todo (x, y) excepto (0, 0) 

5 todo (x, y) que cumpla 4x 2 + 9y 2 ^ 36 
7. todo (x, y) con xy > -1 
9. todo (x, y, z) excepto (0, 0, 0) 

11 z = f(x, y)=x 13. z = fix, y) =y 2 


27. En B, porque I os contornos estan mas proximos 
allf. 

29. Un piano quecontiene al ejey, con pendiente as- 
cendente en la direccion dex. 

31 Un cono circular recto con base en el piano xy y 
vertice en el eje z a una altura de 5. 

33. No, diferentes curvas de la familia no se deben 
cruzar en la region. 

35 (a) Jx 2 + y 2 , (b) (x 2 + y 2 ) 1/4 
(c) x 2 + y 2 , (d) e^ x2+y2 

37. Esferas centradas en el origen 

39. Cilindros circulares cuyo eje es el eje z. 

41 Octaedros regulares con vertices en I os ejes coor- 
denados. 

Seccion 12.2 (pagina 765) 
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Seccion 12.3 (pagina 773) 

1 Mx, y) = ^(3, 2) = 1, f 2 (x, y) = f 2 (3, 2) 

3. fj = 3x 2 y 4 z 5 , f 2 = 4x 3 y 3 z 5 , f 3 = 5x 3 yV 
Las tres se anulan en (0, -1, -1). 

dz -y dz x 

^ 8x x 2 + y 2 ' dy x 2 + y 2 ' 

dz 1 8z 1 

SlC * 1 - 1|i ai--2>--2 

7. fi = ^/ycos(xjy), f 2 = xcos[x ^\ 

Vy 

Si (tt/ 3, 4): ^ = -1, f 2 = - tt/24 

a '^ = ylnzx (ylnz - 1) , ^ = lnxlnz ylnz , 

3x ay 

<5i/i/ ^ y in x yi nz 

3z z X 

aw 5lv aw , 

Si (e, 2, e : — = — = 2e, — = e 2 
dx dz dy 

11 f : (0, 0) = 2, f 2 (0, 0) = -1/3 

13.z=-4x-2y-3;^| = ^ = ^ 


= -1 


15. z 


X — n 


1 / X — 71 7 t , s . 

2 V 1 4~ + 16 y _ 4 
y- 4 z-1 


-1/4^2 tc/16^/2 


-1 


TJ , _ 2 3 x _ 4 y. x -1 _ y -2 _ z- 1/5 
1 . 1 . i. 5 T 25 25 ’ 3 -4 -25 

ia z = In 5 + |(x — 1) — f (y + 2); 
x-1 y + 2 z - In 5 


21 z 


2/5 -4/5 

x + y 


-1 


2(x - 1) = 2(y + 1) = -z- 


2 4 

23. (0, 0), (1, 1), (-1,-1) 

33. tv = f(a, b, c) + f^a, b, c)(x - a) + 

+ f 2 (a, b, c)(y - b) + f 3 (a, b, c)(z - c ) 

35 77/4 unidades 

37. fj(0, 0) = 1, f 2 (0, 0) no existe. 

3a f es continua en (0, 0); // y f 2 no. 


^ -..2 


5 ^ c 33 dW 33 

—y = 6xy J z J , —y = 6x J yz J , 
dx 2 y dy 2 

d 2 1/1/ , , d 2 1/1/ , , , 

— T = 6x 3 y 3 z, —— = 9 x 2 y 2 z 3 , 
az 2 7 5x5y 7 

5 2 h/ , , , d 2 w , , , 

— = 9x 2 y 3 z 2 , — = 9x 3 y 2 z 2 
ax5z 3y5z 


a 2 z 


a 2 z 


a 2 z 


= e y - e\ ^ = xe y 


5 — = — \ze x 

dx 2 ' dxdy ~ ~ ' dy 2 

7. 27, 10, x 2 e xy (xzsenxz - (3 + xy) cosxz) 

19, 


I. u(x, y, z, t) = t 3/2 e < x2+ y 2+z2 )/4t 


Seccion 12.5 (pagina 789) 

dw 

1 — = f 3 g 2 + f 2 /? 2 + f 3 /c 2 
„ dz 

3 - ^ = 9^1 + g 2 f'hi 

dw 

^ = f&h' + fjg 2 + f 2 /j' + f 3 , 


7. 


a iv 

az 

aw 

az 

az 


= f 2 /j' + f 3 , 


= u 


*,y 


-5 y 


ax 13x 2 - 2xy + 2y 2 
a 2fi(2x, 3y) 112xf 2 (y 2 , x 2 ) 

13. dT/dt= - f(t)); dT/dt= 0 si f(t) = e f : 

en este caso la disminucion de 7 con el tiempo (a 
profundidad fija) se compensa exactamente por 
el aumento de T con la profunfidad. 

15 4fjj + 12 f 12 + 9 f 22 , 6 + 5 f 32 — 6 f 22 , 

9 f n — 12 f 12 + 4 f 22 

17. //coss - f 2 sens + f n tcosssens + 

+ f u t(cos 2 s - sen 2 s) - f 22 1 sens cos s 

19. f 2 + 2y 2 f 12 + xy f 22 - 4xy f 31 - 2x 2 f 32 ; 
todas las derivadas en (y 2 , xy, -x 2 ) 

27- E/!i=i x i x i f u (*i. x n )=k(k- 1) f (x x .x n ) 

31 u(x, y) = f(x + ct) 


Seccion 12.4 (pagina 779) 

d 2 z , a 2 z a 2 z 2 

1 —5 = 2 1 + y 2 , — = 4xy, —, = 2x 2 
dx 2 3 dxdy 3 dy 2 


Seccion 12.6 (pagina 798) 

1 6.9 3. 0.0814 

5 2.967 7. (a) 3%, (b) 2%, (c) 1% 
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9. 8.88 ft 2 


11 169 m, 24 m, mas sensible al angulo en 8 


/cos 6 -rsen6\ 
\sen 9 r cos 6 ) 


15. 



z 

2 y 



(5.99, 3.98) 


Sec cion 12.7 (pagina 809) 

1 4i + 2j; z = 4x + 2y - 3; 2x + y = 3 

3. (31 - 4JJ/25; 3x - 4y - 25z + 10 = 0; 

3x - 4y + 5 = 0 

5 (2i — 4j)/5; 2x-4y — 5z = 10 — 51n5; x-2y = 5 
7. x + y-3z=-3 9. ^Jly + z = J3, + 7r/3 

nA 1^1-273 

17. en direcciones que forman angulos -30° o 
-150° son el ejex positivo; no; -j. 

19. 7i - j 

21 a) 



b) en direccion -j - j 

c) 4^/2 k grados/unidad de tiempo 

d) 12k/^5 grados/unidad de tiempo 

e) x 2 y = - 4 

23. 3x 2 - 2y 2 = 10 25 - 4/3 

27. i - 2j + k 

33. = V 3 fn + ^2^22 4" ^ 3(33 4" 2l>it>2 /l2 4~ 

“P 2P 1 P 3 ^13 “P 2 v 2 ^ 3^23 


35 


Es la segunda derivada de f medida por un ob- 
servador que se mueve con velocidad v. 

4" 4- D^(D^T) 



Seccion 12.8 (pagina 819) 


x 4 + 3xy 2 


y 3 + 4x 3 y 


, y ^ 0, y 2 # - 4x 3 


3xy 4 + xz 
xy - 2y 2 z 
x - 2t 2 i/i/ 


, y # 0, x * 2yz 


5 - 2 ~~ , ^ ^ 2xy 2 
2xy - 1 / 1 / 


7. 


8G/8x 8G 

dG/du' du 


v 2 H 2 + wH 3 


u 2 H 1 + tH 3 ^ 0, 


u z H 1 + tH 3 
todas las derivadas en (u 2 1 / 1 / , v 2 t, wt) 

2\n - 4y 111 

11 --4x # w 13. 

4x — iv 6 2 6 

15 r; todos I os puntos excepto el origen 

17. - 3/2 

d(F, G, H) I d(F, G, H) 


1 

f 


19 


d(y, z, w) I d(x, z, w) 

d(F, G, H) I d(F, G, H) 


21 15' 

8(x 2i x 3 , x 5 ) 
23. 2 (u + v), -2, 0 


d(x 3 , x 3 , x 5 


*0 


1 

6 


Seccion 12.9 (pagina 826) 


I 

n = 0 

00 

* I 

n = 0 


- 1 ) 


2^ + i 
J2n +1, 


-D n 


x (y + 1) 
2 n + 1 


2n + l 


S I I 


1 


n = 0 L = o <c!(n - k)\ 


x 2k y 2n 


2k 


7. 


9 

11 

13. 


2 - ?(x - 2) + |(y - 1) + g(x ~ 2) 2 
- |(x - 2)(y - 1) + |(y - l) 2 - ^(x - 2) 3 
+ |(x - 2) 2 (y — 1) - |(x - 2)(y — l) 2 + |(y — l) 3 
x + y 2 - f 

1 — (y — l) + (y — l ) 2 — 2 (x - f ) 2 

-x - x 2 - (5/6)x 3 
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x 2 y 2x 2 8 xy 8y 2 

3~J~T/~Y/~rr 


11 (a) -1/^/2, (b) dir. de ±(i + 3j - 4k, (c) dir. 
de 7i + 5j + 2 k 


__ [(2n)!] 3 
(n!) 2 


IS (a) du/dx= -5, du/dy= 1, (b) -1.13 


Ejercicios de repaso (pagina 826) 

1 




S continua excepto en las rectas x = +y; se puede 
extender a x=y excepto en el origen; si f(0, 0) = 0 
entonces f^O, 0) = f 2 (0, 0) = 1. 

7. (a) ax + by + 4cz = 16, 

(b) la circunferencia z = 1, x 2 + y 2 = 12, 

(c) +( 2 , 2 , 72 ) 

9: 7500 m 2 , 7.213% 


Capftulo 13 

Aplicaciones de las derivadas parciales 

Seccion 13.1 (pagina 837) 

1 (2, -1), min. loc. (abs.). 

3. (0, 0), pto. ensilladura; (1, 1), min. loc. 

S (-4, 2), max. loc. 

7. (0, mi), n = 0, +1, +2, ..., todos puntos ensilla¬ 
dura 

a (0, a), (a >0), min. loc.; (0, a), (a < 0), max. 
loc.; (0, 0) pto. ensilladura; ( + 1, 1 / 72 ), max. 
loc. (abs.); ( + 1, - l/Jl), min. loc. (abs.). 

11 (3~ 1/3 , 0), punto ensilladura 

13. max. en (x, x), min. en (x, -x), x + 0 

IS (-1, -1), (1, -1), (-1, 1), pto. ensilladura; 
(-3, -3), min. loc. 

17. (1, 1, j), ptos. ensilladura 

19. (0, 0), ptos. ensilladura; (7. 7)- (-7 -7)> 

■sfi sfi V2 V2 

max. loc. (abs.); (7. -7)- (-7.7). min. loc. 
v/2 V2 V2 Ji 

(abs.). 

21 max. e ~ 3/2 /272 min. — e _3/2 /2^ / 2; f es con¬ 
ti nua en todas partes, y f(x, y, z)-»0 cuando 
x 2 + y 2 + z 2 —> oo. 

23. L 3 /108 unidades al cubo 

25. 8abc/(3^f3) unidades al cubo 

27. PC son (7ln3, ~~^J\n3) y ( In3, ^/\n3). 

29. f no tiene un minimo local en (0, 0), el test de la 
segunda derivada no permite concluir (B 2 = AC). 

Seccion 13.2 (pagina 844) 

1 max. 5/4, min. -2 
3. max. (72 - l)/2, min. - 


2 + l)/2. 
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5. max. 2 min. 0 7. max. 1, min. - 1 

9. max. 1 /J~e, min. -lA/e 
IL max. 4/9, min. -4/9 

13. no limite; si, max. f = e _1 (en todos los puntos 
de la curva xy = 1) 

15. 625 000 €, 733 333 € 

17. max. 37/2 en (7/4,5) 

19. 6667 kg de lujo, 6667 kg estandar 

Sec cion 13.3 (pagina 853) 

L 84 375 3 1 unidad 

5. max. 4 unidades, min. 2 unidades 


9. max. 8, min. -8 
13. max. 7, min. -1 


17. ± 

21 anchura = 


3 n(n + 1) 

2(2 n + 1) 

_ (WJ 

5 


, profundidad = 3 x anchura, 


altura = - x anchura 
23. max. 1, min. 

27. el metodo no fallara si Vf = Oen un punto extre- 
mo, pero 2 = 0. 


7. Utilizamos regresion lineal con el fin de ajustar 
rj = a + bx a los datos (x,, Iny,). Seguidamente 
p = e a , q = b. Estos no son los mismos valores 
que se obtendrian minimizando la expresion 
S(y,- - pe qXi ) 2 . 

9, Utilizamos regresion lineal con el fin de ajustar 

n = a + b£ a los datos ^x,, Seguidamente 

p = a, q = b. No es lo mismo que minimizar 
E(y, - pxi - qx 2 ) 2 . 

IL Utilizamos regresion lineal con el fin de ajustar 


rj = a + a los datos (e 


- 2xj y± 


Entonces 


- +^3 

H = 

11 max. 2 , min. -2 


2 x /6 . , 

15 unidades 

A = 

^ 5 X 3 X 3 

b = 


p = a, q = b. No es lo mismo que minimizar 
I(y,-pe Xi - qe~ Xi ) 2 . Hay otras respuestas posibles. 

A = 1.x 2 , B = Txf, C = Ex 2 , D = Ex,, 

V v/2 1 / / — \j i / w / — V i/ r r\r 


4 

B 

C 

1 

' a = A 

H 

B 

C 

B 

C 

D 

1 

C 

D 

C 

D 

n 

A 

) 

D 

n 


A 

H 

C 

1 

- c = 7 

4 

B 

H 

B 

1 

D 

B 

C 

1 

C 

J 

n 

A 

C 

D 

] 


1 
A 

15 a = 5/6, / = 1/252 

17. a = 15/16, b = - 1/16, / = 1/448 

19: a = i (n 2 - 16), b = 12 (20 - n 2 


2L a k = - Jo f(x)coskxdx, (k = 0,1,2, 

7T 


23. 7i - % EfL 


k= 0 


cos ((2 k + l)x), 
(2k + l) 2 ' 


— X 


Sec cion 13.4 (pagina 861) 

L en (x, y) siendo x = (S/ =1 x ( )/n, y = (S/ =1 y,)/n 

3. a = (S/ =1 y i e Xi )/(Ei =1 e 2Xi ) 

5 Si 4 = lx, 2 , B = Sx,y ( , C = Ex,-, D = Ey 2 , 
E = Ey,, F = E XjZj, G = Ey,z„ y H = Ez,, 
siendo 



4 

B 

C 

1 

' a = A 

F 

B 

C 

A = 

B 

D 

E 

G 

D 

E 


C 

E 

n 

A 

H 

E 

n 


A 

F 

C 

1 

- C = T 

4 

B 

F 

B 

G 

E 

B 

D 

G 

C 

H 

n 

A 

C 

E 

H 


Sec cion 13.5 (pagina 870) 

3.2^-^) 

c 2x . (6x 2 - 2) 

^ (l+x 2 ) 2 ' (1 + x 2 ) 3 

7. j x , supongamos x > 0; ^ ^ 

9l n! 11 f(x) = Jo e~ t2/2 dt 

13. y = x 2 15. x 2 + y 2 = 1 

17. y = x - J 19. no 
21 no; una recta de puntos singulares 
23. x 2 + y 2 + z 2 = 1 
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25. y = x - esen (nx) + ^sen (2nx) + ••• 
27. y — 2~ 5 £ X — ^ e^x 2 + ••• 

29 . X X 1 — — 30 000 e 2 - y ~ 1 — 30 000 e^ 


Problemas avanzados (pagina 881) 

3. \ In (1 + x 2 ) tan _1 x 


Sec cion 13.6 (pagina 874) 

1 (0.797105, 2.219107) 

3. (±0.2500305, +3.9995115), 
(±1.9920783, ±0.5019883) 

5 (0.3727730, 0.3641994), 
(-1.4141606, -0.9877577) 

Ai A 2 

A' y = y °“ A' 

d(f, g, h ) 


7. x = x n - 


z = Zn - 


As 

A' 


con A = 


d(x, y, z) 


Y A; 


(x 0 ,yo,z 0 ) 


f 

es A con la i-e sima columna sustituida con g 

h 


ft 18 iteraciones cerca de (0, 0), 4 iteraciones cerca 
de (1, 1); las dos curvas son tangentes en (0, 0), 
pero no en (1, 1). 


Sec cion 13.7 (pagina 880) 

1 (±0.45304, 0.81204, ±0.36789), (±0.96897, 
0.17751, ±0.17200) 

3. max. local y absoluto 0.81042 en (-0.33853, 
-0.52062); 

min. local y absoluto -0.66572 en (0.13319, 
0.53682) 

5 -4.5937 


Ejercicios de repaso (pagina 880) 

1 (0, 0) pto. ensilladura, (1, -1) min. loc. 

3. (2/3, 4/3) min. loc.; (2, -4) y (-1, 2) ptos. en¬ 
silladura 

5b si, 2, en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
7. max. l/(4e), min. — l/(4e) 

9. (a) l 2 /48 cm 2 , (b) L 2 /16 cm 2 
11 47 i unidades al cuad. 

13. 167 t unidades al cubo 

15 1,688 productos a 2.00 euros cada uno 

17. y « -2x - exe~ 2x + eVe -4 * 


Capftulo 14 
Integration multiple 


Seccion 14.1 (pagina 890) 


1 15 
5b 15 

ft 80 

13. 20 

17. 5tt 

21 - 
^ J " 6 


3. 21 
7. 96 

11 36.6258 

15 0 
1ft ’f 3 


Seccion 14.2 (pagina 898) 

1 5/24 3. 4 

E ab(a 2 + b 2 ) 

~ /■ 71 

Hfln2- 4 | 

13. e 2 2 

15b ^1 - ^; la region es un triangulo de vertices 
(0, 0), (1, 0) y (1, 1) 


71 

17. —; la region es un triangulo de vertices (0, 0), 
(0, 1) y (1, 1) 

1ft 1/4 unidades al cubo 21 1/3 unidades al cubo 

23. In 2 unidades al cubo 25b 7I , unidades al cubo 

2±2 

27. ^ unidades al cubo 


Seccion 14.3 (pagina 905) 

1 converge a 1 3. converge a 7 t/2 

5. diverge a oo 7. converge a 4 

ft converge a 1 - ^ 11 diverge a oo 

13. converge a 2 In 2 


15b k > a - 1 
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17. k < -1 - a 
1 + a 

19. k> 


1 + b 


(suponiendo que b > -1) 


la integral dobte no existe) 


21 1 a 

27. si, 1/(2 ji) 

Seccion 14.4 (pagina 916) 


V2a 

3n 


23. 


471(2^/2 - l)s 3 


unidades al cubo 


25. 16[1 - (l/y2)]a 3 unidades al cubo 

..i-V? 


27, 


unidades 


29. 3 nabc unidades al cubo 


3L 2a sen ha 
35. \{e-e- 1 ) 


33. 3 2 2 unidades al cuad. 


Seccion 14.5 (pagina 922) 


1 8 abc 

3. I 671 

5. 2/3 

7. 1/15 

9. 2/(3tt) 

n B'n: 

B. 71 Vf 

15. 1/8 


17. ftdx ftdy p 0 y fix, y, z)dz 


21 ^ (son posibles diferentes soluciones porque 



ia pdx\ x 0 dyp-y fix, y, z)dz 


1 7ia 4 /2 

3. 2nd 


5. 7ia 4 /4 

7. a 3 /3 


i — 1 

1 

r ft3 

CD 

£ 

0 ? 

<11 (-v/3 + 1)3 3 

6 


13.1 

2a 


17. k < 1; ^ 

79.^ 

16 

27. 

21 unidades al cubo 


29. 



1 


fdV; 1 


v °l (R) 

Seccion 14.6 (pagina 931) 

1 Cartesianas: (-^3, 3, 2); cilindricas: 

[2^3, 2n/3, 2] 

3. Cartesianas: (^3, 1, -2); esfericas: [2^/2, 37i/4, 

7C/6] 

5. el semi piano x = 0, y > 0 
7. el piano xy 

a el cilindro circular de radio 4 cuyo eje es el eje z 
11 el piano xy 

13. esfera de radio 1 con centro (0, 0, 1) 

15. \ na 3 ^1 - unidades al cubo 
17. 247i unidades al cubo 


RESPUESTAS A LOS EJ ERCICIOS DE NUMERACION IMPAR 1179 


19. 2n 


32 


a 3 unidades al cubo 


abc , a 

21 — tan - unidades al cubo 
3 b 

23. ^ unidades al cubo 


25. 

29. 


871a 5 

15 

In 

12 


_ 2?ra 5 , 

27. — ( i - 
5 


■31 ha 2 iza 2 h 2 

-'- L ‘ 12 ' 48 


C + 1 


Sec cion 14.7 (pagina 940) 

L 37i unidades al cuad. 

3. 2na 2 unidades al cuad. 

5. 2471/^3 unidades al cuad. 

7. (5^5 - 1)/12 unidades al cuad. 

9. 4 unidades al cuad. 11 5.123 


13. 47i/4 


a - tan 



unidades 


15b 2nkmS(h + J.a 2 + (b - h) 2 - Ja 2 + b 2 ) 
17. 2nkmS(h + a 2 + (b - h) 2 - a 2 + b 2 ) 

la ( 3 , i 3 ) 21 (* % D 


23. El modelo todavfa incluye aceleracion angular 
que gira la bola; no solo cae. Parte de la energia 
gravitatoria produce este giro incluso en el caso 
limite. 


25. / =7i«5a 2 /r(f + £), D = (f + ^) 1/2 
27D=( 2f ^M) 1/2 
29l / = ^, D = 

31 / = | Sabc(a 2 + b 2 ), D = 

33. m = £ <5 (a 2 - b 2 ) 3/2 , / = 3 m(2a 2 + 3b 2 ) 

3 c 5a 2 gsena 
7a 2 + 3b 2 

39. El momenta de inercia respecto a la recta 
r(t) = 4ti + Btj + Ctkes 

^2 + g2 + c «e 2 + C 2 )Pxx + W 2 + C 2 )P yy 
+ (A 2 + B 2 )P zz - 2ABP xy - 2ACP xz - 2BCP yz ) 


Ejercicios de repaso (pagina 942) 

1 3/10 3. In2 

5. k = 1/^3 


r 1 


7. 


r 1 


dx dy f(x,y,z)dz 

0 J x J y 


ft(l-e-*)/(2a) 

15 

13. vol = 7/12, z = 11/28 15. 17/24 

]_ r n / 2 


17. 


[(1 + 16cos 2 0) 3/2 - l]dd « 7.904 


unidades al cuad. 


Problemas avanzados (pagina 943) 

(2 8 \ 

1 nabc - - unidades al cubo 

\3 9^3 J 

3. (b) (i) Z n 00 =1 (-l) n - 1 l/n 2 , (II) E“ =1 1/n 3 , 

(ill) ,(-1)"- 1 1/n 3 

5 4-tan _1 (y2) + ytan _1 ^-^=^-^(77r + 2 x /2 

« 18.9348 unidades al cubo 
7. a 3 /210 unidades al cubo 


Capftulo 15 
Campos vectoriales 


Seccion 15.1 (pagina 950) 

1 lineas de campo: y = x + C 






Z / 
Z / 
Z / 

z Z 


z / 
z / 
z / 
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3. Iineas de campo: y 2 = x 2 + C 


Sec cion 15.2 (pagina 959) 




9. las Iineas de corriente son rectas paralelas a i-j-k 

1L Iineas de corriente: x 2 + y 2 = a 2 , x = asen(z-d) 
(espi rales) 

13. y = C 1 x, 2x = z 2 + C 2 


15. y = Ce 1/X 


19. r = Cd 2 


x 2 3z 2 

L conservative; — - y 2 + — 

2 2 

3. no conservative 

5 conservative; x 2 y + y 2 z - z 2 x 

7. -2 r r ° 4 

|r - r 0 | 4 

9. (x 2 +y 2 )/z; las superficies equipotenciales son 
paraboloides z = C(x 2 + y 2 ); las Iineas de campo 
son elipses x 2 + y 2 + 2z 2 = A, y = Bx en pianos 
verticales por el origen 

m(xi+yj + (z-€)k) m(xi+yj + (z + €)k) 

11 V= [x 2 +y 2 + (z -€) 2 ] 3/2 + [x 2 +y 2 + (z+€) 2 ] 3 / 2 ' 


v=Osolo en el origen; v(x, y, 0)=- 


2m(xi+yj) 


W — WOUIU CM Cl CIIUCII, W\A, V , KJ — . ~) ~) 

(x 2 +y 2 + € 2 ) 3/2 

velocidad maxima en la circunferencia x 2 +y 2 =€ 2 /2, 
z = 0 


15 0= -% F = 
21 0 = j r 2 sen 2d 


n(2xy\ + (y 2 - x 2 )j) 


, (r 2 = x 2 + y 2 ) 


Sec cion 15.3 (pagina 964) 

1 f (>/2 + In (1 + ^2)) 3. 8 gm 

5 | ((2e 47r + 1) 3/2 - 3 3/2 ) 

7. 3^14 

9l m = 27271 2 , (0, - 1/tc, 4tt/3) 

11 (e 6 + 3e 4 - 3e 2 - l)/(3e 3 ) 

13. (^2 + ln(^2 + l))a 2 /2 
15 n/^2 



Sec cion 15.4 (pagina 973) 

1-1/4 3. 1/2 

5 0 7. 19/2 

gi + (jt/4) 


17. r = d + C 
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11 A = 2, B = 3; 4In 2 - \ 

13. -13/2 15b a) na 2 , b) -na 2 

2 2 

17. a) 7r ^~, b) - 7 ^~ ia a) ab/2, b) -ab/2 

23. El piano con el origen eliminado no es simple- 
mente conexo. 


Seccion 15.5 (pagina 985) 


1 dS = dsdz = J(g(0)) 2 + (g'(0)) 2 dOdz 

3 nab ^ A ^ 6 + — unidades al cuad. (C y= 0) 

5 (a) dS = |VF/F 2 |dxdz, (b) dS = | VF/Ffdydz 
7. g a 16a 2 unidades al cuad. 

13. 2 - 15b 1/96 

17. jr(3e + e 3 - 4)/3 


ia 2nd 2 + 
cuad. 


2nac 2 fa + Ja 2 - c 2 \ 

7^ v c ) 


unidades al 


21 2njA 2 + B 2 + C 2 /\D \ 

23. un tercio del camino de la base al vertice sobre el 
eje. 


25 2nkama 


y/a 2 + (b- h ) 2 


27. / = I noa\ D = 


29. | 


g sen a 



Seccion 15.6 (pagina 992) 

1 6 3 3 abc 

5 7i(3a 2 - 4ab + b 2 )/2 7. An 

a 2j~2n 11 4tt/3 

13. 47im 15 a) 27ia 2 , b) 8 


Problemas avanzados (pagina 994) 

1 centroide (0, 0, 2/n)\ mitad superior de la super- 
ficie del torn obtenido rotando la circunferencia 
(x - 2) 2 + z 2 = 1, y = 0, alrededor del eje z 


Capftulo 16 
Calculo vectorial 


Seccion 16.1 (pagina 1004) 

1 div F = 2, rot F = 0 

3 div F = 0, rot F = - i - j - k 

5 div F = 1, rot F = -j 

7. div F = f'(x) + g'[y) + h'(z), rot F = O 

1 


a div F = cos 0 ( 1 + - cos 0 ); 

rot F = - sen 0 (1 + 1 cos 0 ) k 
r 


11 divF = 0; rotF = (l/r)k 


Seccion 16.2 (pagina 1012) 

7. divF puede tener cualquier valor, rotF debe ser 
normal a F 

9. f(r) = Cr 3 

15 Si F = V0yG = Vi/^ entonces Vx(0ViA) = FxG. 

17. G = ye 2z i + xye 2z k es un posible vector poten- 
cial 


Ejercicios de repaso (pagina 993) 

1 (3e/2) - (3/(2e)) 3. 8^2/15 

5 1 

7. (a) 6nmgb, (b) 6nR^/a 2 + b 2 

(b) e 2 11 (xi - yj)/^/x 2 + y 2 


Seccion 16.3 (pagina 1017) 

1 na 2 -4a 3 3 9 

3nab 

5 —— unidades al cuad. 


8 
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7. 0 



Seccion 16.4 (pagina 1023) 

L 4tt a 3 3. (4/3)7ia 3 

5. 36071 7. 81/4 

11. g Tld^b + -jg Tld^b + 7l3 2 

13. (a) 127371 a 3 , (b) - 47371 a 3 , (c) 167371 a 3 
15 (6 + 2x + 4y - 2 z)V 17. 9na 2 


, , dF r 1 1 dF g 

V • F r, 0=— I + -F r + -—f 
dr r r r 88 

, 4 /5F fl 1 1 5F r \. 

VxFr, 0 = 7 + -F fl + -7 k 

'dr r 0 r 30 1 


13. superficies u: cilindros verticales elfpticos con 
ejes focales en x = +a, y = 0 
superficies v. cilindros verticales hiperbolicos 
con eje focal en x = +a, y = 0 
superficies z: pianos horizontales 
curvas u: hiperbolas horizontales con focos 
x = +a, y = 0 

curvas v. elipses horizontales con focos x = +a, 
y = 0 

curvas z: rectas verticales 


15 Vf 


d 2 f 2 df 1 8 2 f 
dp 2 p dp p 2 d(j) 2 

cot 0 df 1 d 2 f 
p 2 d<j> p 2 sen 2 4> S8 2 


Ejercicios de repaso (pagina 1049) 


Seccion 16.5 (pagina 1029) 

L 1/2 3. -37ia 2 

7. 9tt 

9. a = -3, / = — g 7i 

1L si, 0V p 


L 12871 3. -6 

5 3/4 7. 2 = - 3, no 

13. el elipsoide x 2 + 4y 2 + z 2 = 4 con normal hacia 
fuera 

Problemas avanzados (pagina 1050) 


Seccion 16.6 (pagina 1037) 


1 cfvv= 3 C 


(ninguno) 

Seccion 16.7 (pagina 1048) 


Capftulo 17 

Ecuaciones diferenciales ordinarias 


1 Vf = dzr + zQ + r6 k 
2 sen p 


5 civ F 


rot F 


3. dv F = 2, rot F = 0 

COS 0 


0 


p p 

7. div F = 0, rot F = cot pp - 2$ 

9. factores de escala: h„ = 



dr 

. h = 

dr 


du 

1 

. dr 

dv 


h u 8u' 


h„ 8v 


elementos de area: dA = h u h v dudv 


Seccion 17.1 (pagina 1057) 

1 1, lineal, homogenea 3. 1, no lineal 

5 2, lineal, homogenea 
7. 3, lineal, no homogenea 
9: 4, lineal, homogenea 
11 (a) y (b) con soluciones, (c) no 
15 y 2 = sen (kx), y = -3(cos (fcx) + (3/k)sen(kx)) 
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15. y = J 2(cosx + 2 sen x) 

17. y = x + senx + (n - 1) cosx 

Seccion 17.2 (pagina 1062) 

L 2tan 1 (y/x) = In (x 2 + y 2 ) +C 
3. y = xtan (In |x| + C) 5. y = xtan 1 (In |Cx|) 
7. y 3 + 3y - 3x 2 = 24 13. 2xy + x 2 y 2 = C 

13. xe xy = C 15l In |x| — ^ = C 

1 /dN 8M\ . 

17. — --— debe depender solo de y. 

M \8x 8yJ M 

1 /dN 8M\ . 

1& 77 --— debe depender solo de y. 

M \8x 8y) v y 

x - y 2 e y = Cy 2 
dN _ 8M 

_ 1 d/t 3x 3y , , 

2L — = —-- debe depender solo de xy; 

/( dx xM - yl\l 

sen x y 

-- = C 

y x 

Seccion 17.3 (pagina 1070) 

L (a) 1.97664, (b) 2.187485, (c) 2.306595 
3. (a) 2.436502, (b) 2.436559, (c) 2.436563 
5 (a) 1.097897, (b) 1.098401 
7. (a) 0.89441, (b) 0.87996, (c) 0.872831 
9: (a) 0.865766, (b) 0.865769, (c) 0.865769 
13. (a) 0.898914, (b) 0.903122, (c) 0.904174 
13. y = 2/(3 - 2x) 

17. (b) u = 1/(1 - x), v — tan (x + |). y(x) esta 
definida al menos en [0, n/4) y cumple 1/ 
(1 x ) sc 

<y(x) ^ tan(x + f) allr. 

Seccion 17.4 (pagina 1074) 

1 y = C ie * + C 2 e 2 * 3.y = C 1 x+|| 

5 y = C 3 x + C 2 xe x 

Seccion 17.5 (pagina 1078) 

1 y = C 1 + C 2 e t + C 3 e 3t 


3. y = C 1 cost + C 2 sent + C 3 tcost + C 4 tsent 
a y = C 3 e 2t + C 2 e~ f cost + C 3 e~ f sent 

B 

7. y = Ax + fixlnx a y = Ax + - 

x 

13. y = A + B Inx 

13. y = C 3 x + C 2 xlnx + C 3 x(lnx) 2 

Seccion 17.6 (pagina 1084) 

L y = - ^ + Cie x + C 2 e~ 2x 

3. y = - ^ e~ x + C 3 e x + C 2 e~ 2x 
5 y= + C 1 e _x cos(2x)+C 2 e _x sen(2x) 

7. y = - 7 xe~ 2x + + C 2 e 3x 

5 

9. y = - e x (senx - cosx) + e _x (Cicosx + C 2 senx) 
0 

13. y = 2x + x 2 - xe~ x + C 3 + C 2 e _x 

x 2 x 2 C 2 

i5y p = I ,y = I + Ci x + 7 

i , c, 

17. y = -xlnx + CiXH- 

y 2 1 x 

ia y = - x 2 + C 3 x + C 2 xe x 


Seccion 17.7 (pagina 1088) 

(x - l) 4fc 


Ly a °' 1 + ,? 1 4(/c!)(3)(7)--(4/c-l) 

00 (y *1 \4fc+l 

+ a 1 (x-l+I U 11 


3.y = S“ 0 (-l) n 


k=i 4(/c!)(5)(9) (4/c + 1) 

2 n n! 1 

(2n)! 


x2 " + 2^ X 


2n + l 


ay 1 6 X + i 20 X + ■•• 

” (~1)V 

■ Yl fc=! (/c!)(2)(5)(8) (3/c - 1)' 


y 2 =x 1/3 ( 1 + I 




; - dv 


k=o (Ar!)(4)(7) ■■■(3k + 1) 
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Ejercicios de repaso (pagina 1089) 

ly = Ce x2 3y = Ce 2x -*-* 

5. x 2 + 2xy - y 2 = C 7. y = Cj - In \t + C 2 | 
9. y = e x/2 (C 2 cosx + C 2 senx) 

1L y = Cjtcos(2 In |t|) + C 2 tsen (2 In |t|) 

13. y = \ e x + xe 3x + Cie 2x + C 2 e 3x 
15.y = x 2 -4x + 6 + C 1 e~ x + C 2 xe~ x 
17. y = (x 3 - 7) 1/3 19. y = e xW 

2L y = 4e~ f - 3e~ 2t 23. y = (5t - 4)e~ 5t 

25. y = e 2t - 2 sen (2t) 

27. 4 = 1, 6 = -1, x(e x seny + cosy) = C 
29. y = CiX + C 2 xcosx 

Apendice I 
Numeros complejos 

(pagina 1102) 


1 y?(z) = - 5, 3(z) = 2 

3. yt(z) = 0, 3(z) = - 7i 

5b z = N /2, 6 = 3tc/4 

9 |z| = y/5, 6 = tan 1 2 

7. z —3,0 = 7t/2 

11 |z| = 5, 0 = -n + tan 

1 (4/3) 

13L |z| = 2, 0= - tt/6 

15b |z| = 3, 0 = 4tc/5 

17. Hjc/12 

19 4 + 3/ 

21 ^ + % -i 

2 

2 2 

4 4 

25. - 3 + 5/ 

27 . 2 +i 

29. disco cerrado, radio 2, centro 0 

31 disco cerrado, radio 5, centro 3 - 4/ 

33. sector piano por debajo dey = 0 y a la izquierda 

dey = -x 


35. 4 

37 . 5 - i 

39. 2 + 11/ 

41 - 3 + 2 / 


43. 1 

z 1 + /' 

47. zw = - 3 - 3/, — = —— 
i/i/ 3 

49. (a) circunferencia |z| = (b) sin soluciones 



53. 2 1/6 (cos0 + / sen 0) donde 6 = n/4, lln/12, 19tt/12 
55. + 2 1/4 ^ + ^, +2 1/4 

Apendice II 
Funciones complejas 

(pagina 1113) 

10^ St(iv) < 1, - 2 < J(w) < 0 

3n 

3 1 < | i/i/ | ^ 4,7r ^ arg 1 / 1 / < — 

1 n 

9 -^|i/i/|<oo,--^argi/i/<0 

7. arg( i/i/) = 57t/6 9. parabola v 2 = 4u + 4 

EOO.OU 13. f'(z) = 2z 

19 f'(z) = - 1/z 2 

19 senh z = cosh z, cosh z = senh z 
dz dz 

ZL z = ^ + kn, (k e Z) 

23. ceros de cosh z: z = / Q + knj (k e Z) 
ceros de senhz: z = kni (k e Z) 

25. &( senhz) = senhxcosy, 3( senhz) = coshxseny 
27. z = 0, - 2/ 29 z = -1 + 2/ 

31 z = 0, /, 2/ 



z 4 + 1 = (z 2 + 72 z + l)(z 2 - ^2x + 1) 
35l z= -1, -1, -1, /, -/' 
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acotado, 831 
convexo, 842 
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eje, 514 
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vertice, 514 
Cono, 446, 670 
Cono de M ach, 868 
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de la energia, 479, 745 
de la masa, 1030 
Constante 

de Hubble, 1050 
de integracion, 176 
Continua 
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funcion, 95, 1117 
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en un extremo, 94 
en un intervalo, 1116 
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Cosecante, 63 
Coseno, 55 
director, 651 
Cosh, 237 
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inferior, 563, 1117 
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Cota de error 
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logistico, 222, 482 
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Csch, 238 
Cuadrante, 11 
Curva, 697, 713 
cerrada, 714 

cerrada simple, 714, 968 
conexa, 101 
coordenada, 1040 
de nivel, 756 
dibujo, 279 
en trebol, 976 
equipotencial, 953 
integral, 947 


parametrica, 527 

parametrica pendiente de una, 536 
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por un tubo, 976 
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rectificable, 451, 716 
simple cerrada, 714 

solucion de una ecuacion diferencial, 1059 
suave, 451, 713 
suave por tramos, 718, 961 
tractora, 510 
Curvatura, 721, 723 

de un campo vectorial, 965 

D 

Definida 

negativa, 681 
positiva, 681 
Densidad, 459 
Dependencia lineal, 676 
Derivada 
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de un cociente, 136 

de un producto, 132 
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de una funcion inversa, 198 
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del seno, 146 

direccional, 801 

por la izquierda y por la derecha, 120 
Derivada parcial 
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mixta, 774 

orden superior, 774, 786 
primer orden, 766 
pura, 774 

Desigualdad triangular, 8, 652, 888 
para la integral definida, 346 
Desplazamiento, 14, 25 
de fase, 244 
temporal, 244 

Desviacion estandar, 488, 492 
Determinante, 655, 675 
jacobiano, 815, 912 
propiedades de, 657 
Diagonal principal, 677 
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Diferenciable 

funcion, 120, 121 
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funcion vectorial, 698 
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siguiendo al movimiento, 805 
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Dipolo, 957 
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Directriz 
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cerrado, 21 
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Discriminante, 241 
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Distribucion, 1000 
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simple en y, 891, 1017 
simple en z, 1017 
simplemente conexo, 969 
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E 
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de Bessel, 1085 
de continuidad, 1031 
de difusion, 780 
de Euler, 1077 

de Laplace en coordenadas esfericas, 828 

de Laplace en coordenadas polares, 777, 788 

de movimiento de un fluido, 1032 

de segundo grado, 293 

de un piano, 662 

de una circunferencia, 19 

del calor, 780, 1038 

equidimensional, 1077 

indicial, 1081 

lineal, 293, 678, 691 

logistica, 222 

punto-pendiente, 16 

separable, 499, 1057 

Ecuacion diferencial, 178 
de Euler, 1077 
de segundo orden, 1071 
del crecimiento logistico, 222 
del crecimiento o decaimiento exponencial, 218 
del movimiento armonico simple, 166, 243 
diferencial exacta, 1059 
en derivadas parciales, 764, 777, 1054 
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exacta, 1059 
homogenea, 1058 
lineal, 240, 1054 

lineal de coeficientes constantes, 240, 1075 

lineal de primer orden, 503, 1061 

lineal de segundo orden, 1073 

lineal homogenea, 1055 

lineal no homogenea, 1055, 1079 

orden de, 179 

ordinaria (EDO), 1054 

reducible, 1071 
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separable, 499, 1058 
solucion general, 178 
solucion mediante series, 1085 
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de M axwell, 1037 
parametricas de, 528 
parametricas de una recta, 527, 528, 665 
ED 

con coeficientes constantes, 1075 
lineal de primer orden, 503 
Efecto Coriolis, 712 
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coordenado de una elipse, 11, 26 

de un dipolo, 954 

de una parabola, 22, 515 

imaginario, 1093 

mayor, 26, 518 

menor, 26, 518 

polar, 545 

real, 1093 
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trasversal, 521 
Elasticidad, 163 
Electrostatica, 1032 
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de area en coordenadas polares, 906 
de area para coordenadas transformadas, 918 
de area sobre una superficie, 456, 979 
de area sobre una superficie coordenada, 1043 
de longitud de arco, 451, 539, 557, 717 
de masa, 460, 932 
de momenta, 462 
de trabajo, 965 
de volumen, 438, 1043, 1044 
de volumen en coordenadas cilindricas, 925 
de volumen en coordenadas esfericas, 928 
diferencial, 438 
Elevacion, 14 
Elipse, 26, 517 
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Envolvente, 191, 865 
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producto triple, 658 
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Esfera, 670 
area de, 457 
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muestral, 485 
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E stereo rradi an, 1050 
Evoluta, 731 

Excentricidad de una elipse, 518 
Exponencial general, 211 
Exponente, 200 
leyes, 201 

Extension de una funcion, 96 
Extrapolacion de Richardson, 427 
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F 

Factor de integracion, 1060 
Factores de escala, 1041 
Factorial, 166 
Fahrenheit, 19 
Fase 

de un numero complejo, 1093 
principal, 1094 
Figura de Lisajous, 538 
Fluido incompresible, 1031 
Flujo, 988 

a traves de una superficie en movimiento, 1051 
Foco 

de una elipse, 519 
de una hiperbola, 520 
de una parabola, 22, 515 
Folio de Descartes, 534 
Forma cuadratica, 681 
definida, 681 
indefinida, 681 
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Forma indeterminada, 315 

calculo de limites utilizando series, 617 
Formula 

de la ecuacion de segundo grado, 111 
de reduccion, 380 
de Stirling, 615 
de Taylor, 309 

de Taylor aproximacion de integrales con, 425 
de Taylor aproximacion mediante funciones implicitas, 
824 

Formulas 

de Frenet-Serret, 727 
de suma, 60, 330 
del angulo doble, 61 
del angulo mitad, 61 
Fourier 

coeficientes, 624 
convergencia de la serie, 626 
serie de, 624, 859, 860 
serie de cosenos, 628, 860 
serie de senos, 628, 860 
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descomposicion en, 393, 397 
metodo de descomposicion en, 393 
Frecuencia circular, 245 
Frontera, 4 

de una superficie parametrica, 974 
Fuente, 957 
Fuerza 

central, 741 
centrifuga, 710 
conservativa, 479 
de coriolis, 710 
sobre una presa, 475 
Funcion, 29 
acotada, 1123 
algebraica, 193 
analIti ca, 607, 708, 1107 
arccos, inversa del coseno, 231 
arccot, inversa de la cotangente, 234 
arccsc, inversa de la cosecante, 234 
arcsec, inversa de la secante, 233 
arcsin, 225 
arctan, 229 
armonica, 778, 1109 
atan y atan2, 231 
autoinversa, 197 
beta, 917 
biarmonica, 780 
compleja, 1105, 1106 
compleja derivada de, 1107 
compleja diferenciable, 1107 
compleja exponencial, 1109 


complementaria, 1079 

composicion, 41 

compuesta, 41 

concava o convexa, 269 

continua, 94, 95, 1117 

continua por la derecha, 94, 95 

continua por la izquierda, 94, 95 

continua por tramos integral definida de, 349 

convenio del dominio, 31 

cosecante, 63 

coseno, 55 

cosh, 235 

cosh, coseno hiperbolico, 235 

cotangente, 63 

creciente y decreciente, 154 

de distribucion acumulada, 495 

de error, 917 

de Heaviside, 43, 94 

de un espacio n-dimensional en un espacio 
m-dimensional, 796 
de varias variables, 754 
decreciente, 154 
definida por tramos, 43 
delta, 1002 
delta de Dirac, 1002 
densidad de probabilidad, 490 
discontinua, 94 
exponencial, 200, 209 
exponencial compleja, 1110 
exponencial general, 211 
exponencial tasa de crecimiento, 216 
gamma, 411, 917 
generalizada, 1001 
grafica de, 32, 754 
hi perbol ica, 235, 237 
hi perbol ica inversa, 238 
identidad, 195, 196 
impar, 35 
implicita, 811 

integrable, 341, 342, 887, 977, 1125 
inversa, 195 
lagrangiana, 846 
lineal, 842 

logaritmo natural, 205 
maxi mo entero menor, 45, 93 
mini mo entero mayor, 45 
no decreciente, 154 
objetivo, 843, 848 
par, 35 

periodica, 56, 623 
positivamente homogenea, 786 
potencial, 200 
probabilidad, 486 
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racional, 47, 278, 391 
raiz cuadrada, 31 
secante, 63 
senh, 235 

senh, seno hiperbolico, 235 
seno, 55 

seno inverso, 225 
signo, 43, 44 
tangente, 63 
tangente inversa, 229 
trascendente, 193 
trigonometrica, 53, 63 
trigonometrica primaria, 63 
trigonometrica secundaria, 63 
uniformemente continua, 1126 
uno a uno, 194 
vectorial, 698 

G 

Grad, 997 

Gradiente, 799, 996, 1005 

en coordenadas cilindricas, 1045 
en coordenadas curvilineas, 1045 
en coordenadas esfericas, 1046 
en dimensiones superiores, 806 
propiedades geometricas, 803 
Grado de un polinomio, 47, 391 
Grafica 

de una funcion, 32, 754, 758 
desplazamiento, 25 
en polares de una funcion, 547 
escalado, 24 

H 

Haz de pianos, 664 
H el ice, 717, 726 
circular, 717, 726 
Hiperbola, 27, 520 
conjugada, 521 
rectangular, 27, 521 
Hiperboloide, 672 
Hipercicliode, 534, 535 
Hipersuperficie, 754, 758 
Hipocicloide, 535 
Homogenea 

ecuacion diferencial, 240, 1055, 1058 
funcion, 786 

I 

Identidad 

de cancelacion, 195 
de Pitagoras, 56 


Inclinacion de una recta, 15 
Incremento, 12 
Independence 

de la parametrizacion, 962 
del camino, 969 
indice de suma, 328 
Induccion matematica, 131 
Inercia 

momenta de, 801 
Infinito, 87 
I ntegracion 

de Romberg, 427 
de series de potencias, 599 
limites de, 342 
mediante tablas, 401 
numerica, 412 

numerica aproximacion gaussiana, 430 
numerica metodo de Romberg, 427 
numerica por la regia de Simpson, 422 
numerica por la regia del punto medio, 415 
numerica por la regia del trapecio, 413 
por partes, 376 
Integral 

calculo con M aple, 399 

cotas para series, 579 

curvas, 947 

de Riemann, 1125 

de superficie, 977 

definida, 341, 342 

doble, 885, 886 

doble propiedades de, 888 

doble sobre un dominio acotado, 887 

ecuacion, 357, 501, 865 

eliptica, 456, 965 

eliptica completa, 456 

en volumenes en movimiento, 1051 

funcion, 1059 

impropia, 899 

impropia convergente, 404 

impropia divergente, 404 

impropia doble, 887 

impropia tipo I, 404 

impropia tipo II, 405 

indefinida, 176 

iterada, 893 

p, 408 

por una curva, 960 
propia, 403 
resto, 613 
signo, 176, 342 
sobre una curva, 960 
superficie, 977 
test, 577 
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triple, 917 
Integrando, 342 
Interes, 220 

compuesto, 220 
tasas efectiva y nominal, 222 
Intersection de intervalos, 6 
Intervalo, 4 

abierto o cerrado, 4 
de convergencia, 596 
semiabierto, 4 
I nversa 

cambio por el seno, 383 
cambio por la secante, 385 
cambio por la tangente, 384 
cosecante, 234 
coseno, 232 
cotangente, 234 
funcion, 194, 196 
funcion hiperbolica, 238 
matriz, 677 
secante, 233 
seno, 225 
tangente, 229 

Inverso de un numero complejo, 1099 
Involuta de una circunferencia, 532 
Irracionalidad 
de e, 631 
de pi, 631 
I teracion 

de Picard, 1064 

de una integral doble, 892 

en coordenadas polares, 906 

K 

Kepler, 737 

L 

Latus rectum, 526 

Lemniscata, 550 

Ley circuital de Ampere, 1035 

Ley de Biot-Savart, 1034 

Ley de Coulomb, 1032 

Ley de enfriamiento de Newton, 219 

Ley de Gauss, 1037 

Ley de Hooke, 244, 476 

Ley de Poiseuille, 164 

Ley de Snell, 292 

Ley de Torricelli, 325 

Leyes de Kepler, 737 

Limite, 73 

complejo, 1106 


de integracion, 342 
de suma, 328 

de una funcion compleja, 1106 
de una funcion de dos variables, 762 
de una secuencia, 564, 1118 
definicion formal, 106, 1115 
definicion informal, 78 
en el infinito, 86, 108 
infinito, 89, 109 

por la derecha y por la izquierda, 80, 108 
reglas para el calculo, 82 
unilateral, 80 
Linea 

de corriente, 947 
de flujo, 947 
de fuerza, 947 
L i neal izacion, 301 

en varias variables, 792 
Logaritmo, 202 
general, 211 
leyes, 203 

natural, propiedades, 205, 207 
velocidad de crecimiento, 216 
Longitud, 928, 
una curva, 716 
de un vector, 641 
Longitud de arco, 451 
de una circunferencia, 54 
de una curva coordenada, 1043 
de una curva en polares, 557 
de una curva parametrica, 539 

M 

M agnetostatica, 1034 
M apa topografico, 756 
Maple, 1129 

calculo de derivadas con, 141 
calculo de integrales, 399 
calculos de la regia de la cadena, 788 
derivadas parciales en, 775 
fsolve, 875 
funciones graficas, 37 
funciones trigonometricas, 64 
gradiente, 808 

graficas tridimensionales, 759 
integrales iteradas, 897 
lista de temas, 1130 
manejo de matrices, 689 
matriz jacobiana, 798 
paquete LinearA Igebra, 683 
paquete VectorCalculus, 688 
polinomios de Taylor, 824 
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solucion de EDs y PVIs, 1084 
solucion de sistemas lineales, 691 
uso de diferenciacion implicita, 173 
vectores, 684 
M arginal, 162 
M asa, 459 
Matriz, 674 
hessiana, 834 
identidad, 677 
inversa, 677 
invertible, 676 
jacobiana, 796 
multiplicacion, 674 
representacion, 678 
si metrica, 674 

simetrica de calculo de raices con M aple, 875 
si metrica de ecuaciones, 813 
singular, 676 

Maxima cota inferior, 1117 
M aximo, 260 

absolute, 98, 260, 830 
global, 830 
local, 261, 830 
relativo, 830 
Media, 492, 855 

de una variable aleatoria, 488 
M etodo 

de descomposicion en fracciones simples, 393 
de Euler, 1065 
de Euler mejorado, 1068 
de la biseccion, 102 
de los minimos cuadrados, 855 
de los multiplicadores de Lagrange, 848 
de minimos cuadrados, 855 
de Runge-Kutta, 1069 
de sustitucion, 360 
numerico para resolver EDs, 1065 
M etodo de Newton, 294 
formula de, 295 
limites de error, 297 
para sistemas, 871 
uso de una hoja de calculo, 873 
M inima cota superior, 1117 
M ini mo, 260 

absolute, 98, 260, 830 
global, 830 
local, 261, 830 
relativo, 830 
M odulo, 7 

de un numero complejo, 1094 
de un vector, 641 
M omento, 467, 705, 935 
angular, 707 


de inercia, 938 
elemento, 463 

M ovimiento armonico amortiguado, 246 
Movimiento armonico simple, 166, 243 
ecuacion diferencial del, 244 
Movimiento planetario, 737 
M ultiplicacion 
de funciones, 40 
de matrices, 674 
de vectores por escalares, 642 
M ultiplicador de Lagrange, 848 
M ultiplicidad de una raiz, 49 
M utuamente perpendiculares, 634 

N 

Nabla, 997 
No homogenea 

ecuacion diferencial, 1079 
ecuacion diferencial lineal, 1054 
Norma de una particion, 339 
Normal 

principal unitaria, 722 
recta, 118, 770 
unitaria, 722 
vector, 662, 770 

vector normal a una superficie, 933, 978 
vector unitario, 722 
Notacion 

de Leibniz, 126 
O, 312 
sigma, 328 
Numero 

complejo, 1092 
de vueltas, 974 
natural, 3, 1091, 1092 
racional, 3, 1091 
real, 2, 1091, 1092 
real, completitud, 3 
trascendente, 209 

o 

Octante, 635 
Onda 

ecuacion de, 778 
expansion esferica, 858 
Operador 

diferencial, 1056 
Laplaciana, 1005 

Orden de una ecuacion diferencial, 178, 1054 
Ordenada y abscisa en el origen, 17 



1194 INDICE ALFABETICO 


0rientacion inducida, 987 
Origen de coordenadas, 11, 634 

P 

Parabola, 22, 515 
Paraboloide, 671 
Paralelepipedo, 658 
Parametrizacion, 530 

de la interseccion de dos superficies, 963 
de una curva, 715 
intrinseca, 718 
longitud de arco, 718 
Parametro, 527 
Parte 

imaginaria, 1092 
real, 1092 

Particion, 339, 884, 1124 
Pendiente 

campo de, 1067 
de una curva, 118 
de una curva en polares, 554 
de una curva parametrica, 536 
Peralte de una curva, 731 
Perihelio, 744 
Periodo, 244 

fundamental, 623 
Perturbacion, 869 
Piramide, 446 
Plano 

cartesiano, 11 

complejo, 1093 

coordenado, 635 

curva plana, 530 

ecuacion de, 662 

en el espacio tridimensional, 662 

osculante, 724 

tangente, 770 

tangente, aproximacion mediante, 791 
tangente, ecuacion de, 771 
Poligono, 334 
Polinomio, 47, 391 
complejo, 1111 
de M aclaurin, 307 
de Taylor, 307 

de Taylor en varias variables, 822 
trigonometrico, 859 
Polo, 545 
Potencial 

de un campo conservativo, 951 
energia, 478, 939 
vector, 1007 
Presion, 474 


Primitiva, 175 
Principio 

de Arquimedes, 1037 
de Cavalieri, 450 
de Pascal, 474 
Prisma, 436 
Probabilidad, 485 
funcion, 486 

funcion densidad de, 490 
Problema 

de areas basico, 334 
de Dirichlet, 1024 
de la aguja de Bouffon, 510 
de Neumann, 1024 
de Steiner, 881 
de valor inicial, 179 
estandar de volumen, 884 
max-min, 284 
Producto 

de Cauchy, 598 
de inercia, 941 
de numeros complejos, 1097 
de Wallis, 382 
escalar, 648 

escalar de vectores, 649 
triple escalar, 657 
triple vectorial, 662 
vectorial, 653 

vectorial como un determinante, 657 
vectorial propiedades de, 654 
Program acion 
lineal, 842 
no lineal, 852 
Promedio, 855 

Propiedad del valor medio, 100 
de una derivada, 127 
Propiedad focal 
de una elipse, 519 
de una hiperbola, 522 
de una parabola, 517 
Propiedad ultima de una secuencia, 564 
Proximidades, 639 
Proyeccion de un vector, 649 
Proyectil, 700 
Punto 

aislado, 762 
critico, 156, 160, 831 
de ensilladura, 832 
de inflexion, 269 
exterior, 640 
fijo, 297 

fijo, metodo de la iteracion, 296 
fijo, teorema, 299 
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frontera, 639, 831 
interior, 94, 640 

ordinario de una ED lineal, 1085 
singular, 120, 831 
singular de una ED, 1077, 1087 
singular regular, 1087 

R 

Radian, 53 
Radio 

de convergencia, 596 
de curvatura, 722 
de giro, 938 

de una circunferencia, 19 
Raiz 

cuadrada principal, 1100 
de un polinomio, 48 
de una ecuacion, 101, 294 
n-esima de un numero complejo, 1101 
principal n-esima, 1101 
test para series, 585 
Ramas de una hiperbola, 27 
Rango de una funcion, 29, 754 
Razon comun, 571 
Recta, 14 

de regresion empirica, 857 
ecuacion ordenada en el origen, 17 
ecuacion ordenada y abscisa en el origen, 19 
ecuacion punto-pendiente, 16 
ecuaciones parametricas de la, 528 
en el espacio tridimensional, 664 
normal, 770 
secante, 74, 114 
tangente, 74 

tangente a una curva parametrica, 537 
tangente aproximacion mediante, 301 
tangente no vertical, 115 
tangente vertical, 117 
Refinamiento de una particion, 341, 1124 
Reflexion 

por una elipse, 519 
por una hi perbola, 522 
por una recta, 36, 516 
por una parabola, 23, 517 
Regia CPST, 63 
Regia de Cramer, 680 
Regia de la cadena, 139, 780 

como multiplicacion de matrices, 797 
demostracion de, 142 
demostracion para varias variables, 794 
Regia de la inversa, 134 
Regia de la raiz cuadrada, 138 


Regia de Leibniz, 622 
Regia de Simpson, 422 
Regia del cociente, 136 
Regia del producto, 132 
Regia del punto medio, 415 
estimacion del error, 417 
Regia del Trapecio, 412 
estimacion del error, 417 
Regia general de la potencia, 123, 174 
Reglas de diferenciacion, 129 
para funciones vectoriales, 702 
Reglas de I'Hopital, 317 
Reglas para inecuaciones, 2 
Regresion, 857 
lineal, 851 
recta de, 857 

Relacion de recurrencia, 1086, 1087 
Reordenacion de una serie, 592 
Representacion 

de una funcion mediante una serie, 605 
polar de un numero complejo, 1095 
Resonancia, 1082 
Resta de funciones, 39 
Resto de Lagrange, 309, 613 
Restriccion, 837 
ecuacion, 845 
inecuacion, 845 
lineal, 842 
Rodajas, 436 

calculo volumenes mediante, 446 
Rotacional, 996, 1005 

como densidad de circulacion, 1003 
en coordenadas cilindricas, 1047 
en coordenadas curvilineas, 1047 
en coordenadas esfericas, 1048 
Rutinas «Solve», 299 

s 

Salida y puesta de sol, 712 
Sector de un circulo, 54 
Secuencia, 562 
acotada, 563 
alternante, 563 
convergente, 564 
creciente, 563 
de Fibonacci, 562 
de sumas parciales, 571 
decreciente, 563 
divergente, 565 
infinita, 562 
monotona, 563 
Sech, 237 
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Segunda derivada, 165 
Semiconos, 514 
Semidefinida 

positiva o negativa, 681 
Semieje 
mayor, 518 
menor, 518 
transversal, 521 
Semi-latus rectum, 526 
Semivida, 219 
Seno, 55 
Sensibilidad, 161 
Separacion semifocal 
de una elipse, 517 
de una hiperbola, 521 
Serie, 570 

armonica, 573 
asi ntotica, 632 
binomial, 620 
de Fourier, 624, 859 
de M aclaurin, 600, 606 
de potencias, 594 
de Taylor, 606 
geometrica, 571 
infinita, 329, 570 
p, 578 

positiva, 577 

representacion de una funcion, 605 
soluciones de una ED, 1085 
telescopica, 573, 574 
Serie de potencias, 594 
continuidad de, 601 
diferenciacion de, 599 
integracion de, 599 
operaciones sobre, 597 
Serie de Taylor, 606 
en varias variables, 822 
Simbolo de evaluacion, 125, 353 
Si sterna 

de coordenadas cartesianas, 634 
de coordenadas en rotacion, 708 
de referenda de Frenet, 725 
de referenda en rotacion, 708 
Software grafico MG, 756 
Solucion 

de una ecuacion diferencial, 178 
general de una ED, 178 
particular de una ED, 179, 1079 
Spline, 509 
Suave 
arco, 960 

curva, 117, 451, 713 
curva parametrica, 535 
superficie, 977 
Subespacio, 677 


Suma 

de funciones, 39 
de una serie, 571 
de vectores, 641 
parcial de una serie, 570 
por partes, 631 

Suma de Riemann, 340, 1123 
general, 343 

inferior y superior, 340, 1124 
para una integral doble, 885 
Sumidero, 957 
Superficie, 754 
cerrada, 972, 975 
compuesta, 976 
coordenada, 1040 
cuadratica, 670 
de nivel, 758 
de revolucion, 456 
elemento de area, 456, 933 
equipotencial, 953 
graduada, 672 
orientable, 987 
orientada, 987 
parametrica, 974 
parametrica frontera de, 975 
suave, 977 

vector elemento de area, 988 
Susti tucion 

en una integral definida, 361 
metodo de, 360 

T 

T angente 
cambio, 63 
doble, 374 
vector unitario, 720 
vertical, 117 
Tanh, 237 
Tasa 

de descuento, 481 
relacionada, 253 
Tautocrona, 532 
Teorema binomial, 619, 622 
Teorema de Abel, 601 
Teorema de de M oivre, 1099 
Teorema de Euler, 786 
Teorema de existencia, 103 
Teorema de Gauss, 1017 
Teorema de Hamilton, 743 
Teorema de la acotacion, 1119 
Teorema de la Divergencia, 1000, 1017 
en el piano, 1016 
variantes de, 1022 

Teorema de la funcion implicita, 172, 679, 816 
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Teorema de Pappus, 471 
Teorema de Rolle, 156 
Teorema de Stokes, 1024 
Teorema de Taylor, 309 

resto de Lagrange, 309, 613 
resto integral, 613 
Teorema del coseno, 64 
Teorema del Sandwich, 83 
Teorema del seno, 66 

Teorema del Valor Medio, 103, 152, 793, 1120 
generalizado, 158 
para integrales, 348 
para integrales dobles, 903 
Teorema Fundamental de los Espacios Curvos, 727 
Teorema Fundamental del Algebra, 1111 
Teorema Fundamental del Calculo, 352 
Teorema max-min, 98, 1120 
Test de comparacion 
forma limite, 582 
para integrales impropias, 408 
para series, 580 

Test de la primera derivada, 263 
Test de la razon, 583, 631 
Test de la segunda derivada, 272, 834 
Test de series alternantes, 589 
Tetraedro, 661 
Topologia, 639 
Toro, 442 
Torque, 707 
Torsion, 725 
Trabajo, 476, 965 
elemento de, 965 
Transformacion, 796, 924 

de coordenadas en el piano, 911 
inversa, 911 
lineal, 678 
T raped o, 413 
T raspuesta, 674 
Trayectoria ortogonal, 954 
Trigonometria, 65 

u 

Unidad imaginaria, 1092 
Union, 6 

Universo en expansion, 1050 

V 

Valor absolute, 7 
Valor extremo, 260 
problema, 285 

problema con restricciones, 837 
Valor medio de una funcion, 349, 904 
Valor presente, 481 


Variable 

aleatoria continua, 486, 490 
aleatoria discreta, 486 
auxiliar, 342 
de integracion, 342 
de una funcion, 29 
dependiente, 29 
independiente, 29 
Variacion de parametros 
metodo de, 1082 
Varianza, 488, 492 
Vector, 641 

calculos con M aple, 683 

cero, 642 

columna, 674 

de posicion, 642, 698 

director, 665 

elemento de area, 988 

en el espacio n-dimensional, 650 

fila o columna, 674 

identidades diferenciales, 1006 

normal, 770 

posicion, 642 

potencial, 1007 

producto escalar, 648 

producto triple, 662 

producto vectorial, 653 

proyeccion, 649 

suma, 642 

tangente unitario, 720 
velocidad angular, 706 
Velocidad, 165, 182, 187, 698 
angular, 706, 938 
campo de, 948 

componentes en polares de, 740 
de cambio, 160 
de cambio instantanea, 160 
de cambio media, 160 

de cambio vista por un observador en movimiento, 805 
de escape, 479 
instantanea, 72 
instantanea de cambio, 160 
media, 72, 182, 698 
media de cambio, 160 
Vertice, 117 

de una hiperbola, 521 
de una parabola, 22, 515 
Volumen 

de un cono, 439 

de un cono general, 1020 

de un elipsoide, 450 

de un toro, 442 

de una bola, 439 

elemento de, 438 

mediante secciones, 436, 446 




DIFERENCIACION DE LAS NORMAS 


dx 

(f(x) + g(x)) 

= f'(x) + g'(x) 

dx 

(cf(x)) 

d 

_ 

f'W 

d 

/f(x)x 

dx 

U(x)J 

(f(x )) 2 

dx 

U(x) J 


(g(x)) 2 


- ( f{x)g{x)) = f'(x)g(x) + f{x)g'{x) 
dx 


- f(g{x)) = f'(g(x))g'(x) 
dx 


DERIVADAS PRIMARIAS 

d 1 1 


dx x x 2 

dx 

d 

d 

— e x = e x 

— 

dx 

dx 

d 

d 

— senx = cosx 

— 

dx 

dx 

d 

d 

— sec x = sec x tan x 

— 

dx 

dx 

1—l 

d 

— sen 1 x = , 


dx Jl-x 2 

dx 


cscx = -cscxcotx 

1 


tan L x - 


1 +x 2 


d 

— x- rx r 1 
dx 

d 1 

— Inx = — (x > 0 ) 

dx x 


— tanx = sec 2 x 
dx 


— cotx = -csc 2 x 
dx 

d x 

— |x| = sgnx = — 

dx |x| 


IDENTITADES TRIGONOMETRIC AS 


sen 2 x + cos 2 x = 1 
sec 2 x = 1 + tan 2 x 

esc 2 x = 1 + cot 2 x 

sen(x ±y) = senxcosy + cosxseny 

sen 2x = 2 sen x cos x 

cos2x = 2 cos 2 x -1 = 1- 2sen 2 x 


sen(-x) = -senx 
sen (n - x) = senx 


sen | - x | = cosx 


cos(x ±y) = cosxcosy + senxseny 
1 - cos 2x 


cos (— x) = cosx 
COS(7c - x) = -cosx 


cos — x j = sen x 

tanx + tany 
tan (x + y) = — 


1 + tanx tany 
1 + cos 2x 


FORMULA CUADRATICA 


Si Ax 2 + Bx + C = 0 , siendo x = 


-B + 7B 2 - 4 AC 
2 A 



FORMULAS GEOMETRICAS 


A = area, 
b = base, 
h = altura, 

C = circunferencia, 
V = volumen, 

S = superficie 


Rectangulo Paralelogramo Triangulos 



Trapezoide Circulo Cilindro circular Esfera 



(Pared cillndrica) 


Prisma Cono circular Piramidc 



IDErmDAD DE VECTORES _ 

Si u = Uji + u 2 j + u 3 k siendo (producto escalar) u • v *= u 3 v 3 + u 2 v 2 + u 3 v 3 


v = dJ + v 2 \ + u 3 k 
w = wj + w 2 j + w 3 k 


(producto vectorial) uxv = \u 1 u 2 u 3 = (u 2 v 3 - u 3 v 2 )i + (u 3 v 3 - u 3 v 3 )i + (u 3 v 2 - u 2 v 3 )k 


longitud de u = u = ^/u »u = ^/u 2 + u\ + u 3 angulo entre u y v = cos 1 


identidades de productos triples 


u • (v x w) = v • (w x u) = w • (u x v) ux(vxw) = (u • w)v - (u • v) w 


IDENTIDADES CON GRADIEISTTE, DIVERGENCE, ROT Y LAPLACIANA_ 

8 d 8 

V = i —hj —ik - (operador «del» o «nabla») F (x, y, z) = F 3 (x, y, z) i + F 2 (x, y, z) j + F 3 (x, y, z)k 

8x 8y 8z 

8(f> 84> 8<j> 8F 3 8F 2 8F 3 

WMx, y, z) = grad d>(x, y, z) = —in-j H-k V • F(x, y, z) = div F(x, y, z) =-1-1- 

8x 8y 8z 8x 8y 8z 

i j k 

8 8 8 

V x F(x, y, z) = rot F(x, y, z) = — — — 

8x 8y 8z 

F i F 2 F 3 

= ( 8 1a _ + ( 8 h _ 8F i\ + ( 8 h _ 8Fl \ k 

y3y 8z J ^Sz 8x y ^dx 8y J 

















v(#) = <^ViA + ii/V(f> 

V• (</>F) = (V</>) • F + </>(V • F) 

V X(0F) = (V0) x F + $VxF) 

Vx(V</>) = 0 (rot grad = 0) 

V 2 </>(x, y, z) = V • V$x, y, z) = div grad ^ = 


S 2 </> <5 2 (/> S 2 0 


+ 


+ - 


Sx 2 Sy Sz 2 


V-(F xG) = (VxF) »G - F • (V xG) 

Vx(FxG) = F(V• G) — G(V• F) — (F • V)G + (G • V)F 
V(F»G) = Fx(VxG) + G X(VxF) + (F • V)G + (G • V)F 

V • (V x F) = 0 (div rot = 0) 

V x(VxF) = V(V• F) - V 2 F (rot rot = grad div - laplaciana) 


VERSIONES DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 

f'(t) dt = f(b) - f(a) (Teorema Fundamental de una dimension) 

grad <j>»6 r = <f>{r (£»)) - $r(a)) si C es la curva r = r(t), (a t b). 

(SF 2 8F ! 


ff /dr 2 dFA r r 

-dA = O F »d r = O F^x, y) dx + F 2 {x, y) dy siendo C la frontera orientada positivamente de R 

r\8x dy J c c 


(Teorema de Green) 


rotF • NdS = j) F »dr = J FlHx, y, z) dx+F 2 (x, y, z)dy + F 2 (x, y, z) dz siendo C la frontera orientada de S (Teorema de Stoke) 
Versiones tridimensionales: S es la frontera cerrada de D, con normal hacia afuera N 

div F dV = (£J) F • N dS Teorema de la Divergencia j j j rot F dV = - jj) F x N dS 

grad </>dV = CD </>N dS 


FORMULAS RELATIVAS A CURVAS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 


Curva: r = r(t) =x(t)i +y(t)j + z(t)k 


Longitud de arco: s = vdt 

J to 

V 

Tangente unitaria: T = - 


Curvatura: k = 


Iv x a| 


dr 

V ector velocidad: v = — = FT 
dt 

dv d 2 t 

Aceleracion: a = — = 

dt dt 2 


Binormal: B = 


v x a 
I v x a 


Radio de curvatura: p = 


dT dN „ dB 

Formulas de Frente-Serret: — = kN, — = — kT + tB, — = tN 
ds ds ds 


ds 

Velocidad: u = |v| = — 
dt 


dv. 


Componentes tangencial y normal: a =—T + t ,2 ^N 


Normal: N = B xT = 

Torsion: r = 


df/dt 
|df/dt| 
(vxa) • (da/dt) 


|vxa 2 | 


COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES 

transformacion: x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) 

factores de escala: h u = 


dr 

, h v = 

dr 

, h w = 

Sr 

du 


dv 


dw 


vector de posicion: r = x(u, v, w)i +y(u, v, w)j +z(u, v, w)k 
1 dr A 1 dr „ 1 dr 

- \l = - \M = 

h„ dll’ 


base local: u =-, v =-, w 

u a " h„ dv h„ dw 


campo escalar: f(u, v, w) 

1 df A 1 df „ 1 af, 

gradiente: V f = -u H-v H-w 

du h. dv h w dw 


V 2 f = - 


[~d /h v h w df\ d /h u h w df\ d /h u h p df 
Sul du) h„ dv) Swl h w dw 


campo vectorial: F(u, v, w)=F u {u, v, w)u + F„(u, v, w)v + F w (u, v, w) w 

d d 

" ~z~ (h u h w F v ) +— [hyhj 1 v 

dv dw 


divergencia: V • F 


rot: V x F = - 


1 

hJiA 

r a 

~ (h v h w F u 
du 

h u ii 

h v v h w w 

d 

a 

a 

du 

dv 

dw 

F u b u 

v^v F w h w 



COORDENADAS POLARES DEL PLANO 

transformacion: x = r cos 9, y = r sen 6 


dr 


ar 

— 

= 1 , h„ = 

— 

dr 

86 


f adores de escala: h r = 

elemento del area: dA = r dr dff 
campo escalar: f(r, 0) 

1 df ^ 

gradiente: Vf = —r H-0 

dr r 86 

, a 2 f 1 8f 1 d 2 f 

laplaciana: V f = — r H - 1- — — r 

’-■ 2 r ar r 2 86 2 


= r 


ar 2 


vector de posicion: r = rcostfi + rsen 6 j 

base local: r = cosffi + sentfj, 0 = -sentfi + cosf^j 


campo vectorial: F(r, 0) = F r (r, 6 )r + F „(r, 


6)6 


divergencia: V • F = 


rot: V x F = 


— + -F r + - — 

8r r r 86 

F o 1 SF, 


COORDENADAS CILINDRICAS 


transformacion: x = r cos6, y = r sen 6, z = z 


fadores de escala: h r = 


= 1 A = 


= r, h z = 


8r8z 


= 1 


elemento de volumen: dV = rdrdOdz 

campo escalar: f(r, 0, z) 

df, 1 df^ 8f 

gradiente: Vf = —r H-0 H-k 

dr r 86 8z 


, 8 2 f 1 df 1 8 2 f 8 2 f 

laplaciana: V f = —r H-F —7 H- 7 

H ar 2 r ar r 2 86 2 8z 2 


vector de posicion: r = rcostfi + rsen 6 j + zk 

base local: r = cosai + sen6>j, 0 = -sentfi + cosffj, z = k 

elemento de area de superficie (en r = a): dS = adddz 

campo vectorial: F(r, 6, z) = F r (r, 6, z) r + F 0 (r, 6, z)0 + F z (r, 0, z)k 

8F r 1 iaF 0 8F Z 

divergencia: V»F=- + -F r + — 

8r r r 86 8z 

r r6 k 

a a a 

dr 86 8z 
Fr rF„ F z 


1 

rot: V x F = - 
r 


COORDENADAS ESFERICAS 


transformacion: x = psen (f>cos6, y = psen sen 6, z = pcos 4> 


vector de posicion: r = psen ^>cos 0 i + psen 4>sen 0 j + pcos 4>Y. 


fadores de escala: h = 


dr 


ar 


dr 

dp 

II 

■C 

1 —l 

11 

a^ 

= P, h 0 = 

86 


= psen (p 


base local: p = sen 0 cosFfi + sen <^sen 0 j + cos<^k, $ = cos 0 cos 0 i + cos<^sen 0) - sen ^k, 0 = -sen 9i + costfj 


elemento de volumen: dV = p 2 sen 4>dpd</>d6 
campo escalar: f(p, <j>, 6) 

1 8f, 


8f „ 1 df 

gradiente: Vf = — p H - 1 

dp p 8rj> 


-0 


psen <f> 86 

2 a 2 f 2 df 1 a 2 f 1 rot 0 df 


a 2 f 


dp 2 p 8p p 2 8(/f p 2 84> p 2 sen 2 4>86 2 


elemento de area de superf icie (en p = a): dS = a 2 sen 4>d0d(t> 
campo vectorial: F(p, $ 6) = F f ,(p, 6)p+F ^(p, </>, 0)$ + F„(p, 0)6 

cot (/>__ 1 8F „ 

dp p p p 8(j) 
psen (j>6 

a 

ae 


8F P 2 ldFj, 

divergencia: V • F = —- + -F „ H-—- + 


F , k + - 


p sen $ 86 


rot: V x F = ■ 


p 2 sen <j) 


P<t> 

a 


8p 8(j> 


pF,f, psen 4>F 0 


REGLAS DE INTEGRACION 


(A f(x) + Bg(x)) dx = A f{x)dx + B \g(x)dx 


f'(g(x))g'(x)dx = f(g(x)) + C 


f'(x) dx = f(b) 


f(a) 


d 

dx 


f (t) dt ~ f (x) 


U(x)dV(x) = U (x)V(x) 


V(x) dU(x) 



(IMTEGRALES ELEMENTALES 


INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


x'dx = - x r+l + C si r -1 

r + 1 


In|x| + C 


e* dx = e x + C 


a x dx = — + C 
Ina 


senxdx = -cosx + C 


cosxdx = -senx + C 


sec 2 xdx = tanx + C 


esc 2 xdx = -cotx + C 


sec x tan x dx = sec x + C 


cscxcot xdx = -cscx + C 


tanxdx = In | sec x | + C 


cot xdx = In | sen x | + C 


sec xdx = In |secx + tan x| + C 


esc xdx = In |cscx - cotx| + C 


dx , x 

= = sen 1 - + C (a > 0, |x| < a) 


dx 1 x 

^ = - tan 1 - + C (a > 0) 
a 2 + x 2 a a 


dx 1 x + a 

^ = — In - + C (a > 0) 

a - x 2 2 a x - a 

dx 1 x 

— - = - sec 1 - + C (a > 0, |x| > a) 

x^/x 2 - a 2 a a 


sen 2 xdx = - —sen 2 x + C 


, x 1 

cos xdx = - + - sen 2 x + C 
2 4 


tan 2 xdx = tanx - x + C 


cot 2 xdx = -cotx - x + C 


sec 3 xdx = -secxtanx + -In |secx + tan x| + C 


esc 3 xdx = --cscxcotx + -In |cscx - cotx] + C 


sen (a - b)x sen (a + b)x 

sen ax sen fax dx = — -—---——h C si a 2 + b 2 

2 (a-b) 2(a + b) 

sen (a - b)x sen (a + b)x , 

cos ax cos fax dx =-h C si a 2 ^ b 

2(a - b) 2 (a + b) 

cos (a — fa)x cos(a+b)x 

sen ax cos fax dx =- 1 C si a 2 ^ b 

2(a - b) 2 (a + fa) 

1 , n -1 f 

sen"xdx= --sen" 'xcosxi-sen" 2 xdx 

n n J 

1 n-1 r 

cos"xdx =-cos" 'xsenxH-cos" 2 xdx 

n n 


tan"xdx =-tan" 'x - tan" 2 xdxsin^l 

n-1 


cot n xdx = -cot" 'x - cot" 2 xdxsin^l 

"- 1 J 

1 n - 2 r 

sec "xdx = -sec" 2 xtanxn-sec" 2 xdxsin=^l 

n-1 0 - 1J 

-1 n-2 r 

esc "xdx = -esc" 2 xcotx H-esc" 2 xdxsin^l 

n-1 n-1J 

sen" ~'x cos'" + 'x n-1 f 

sen"xcos m xdx=-1-sen" 2 xcos'"xdx si n^ -m 

n + m n + m J 

sen" + 'xcos m ~'x m-1 r 

sen"xcos m xdx =- 1 -sen"xcos'" 2 xdx si m^-n 

n + m n + m 


xsenxdx = senx - xcosx + C 


xcosxdx = cosx + xsenx + C 


x"senxdx = -x"cosx + n x" 'cos xdx 


x"cosxdx = x"senx - n x" 'senxdx 



INTEGRALES EN LAS QUE INTERVIENE 

Jx 2 ± a 2 (a > 0) _ 

(Si Jx 2 -a 2 , supongase que x > a > 0). 
f Jx 2 ± a 2 dx = - Jx 2 ± a 2 ± — In |x + Jx 2 ± a 2 \ + C 


: = In |x + Jx 2 ± a 2 


dx = . /x 2 + a - a In 


I a + ./x 2 + a 2 


-dx = Jx 2 - a 2 - a tan 1 - 


x 2 Jx 2 + a 2 dx = - (lx 2 + a 2 ) Jx 2 ± a 2 — 
8 8 


, , dx = - Jx 2 ± a 2 + — In |x + Jx 2 ±a 2 \ + C 
/x 2 + a 2 2 2 


/x ± a Jx ± a r- -- 

—:-dx = ---+ In |x + x /x 2 + a 2 | 

X L X 


<\/x 2 ± a 2 a x 


(x 2 + a 2 ) 3/2 aK/iFTa 2 ' 


x 3 a^ 

(x 2 + a 2 ) 3/2 dx = - (2x 2 + 5a 2 )^x 2 + a 2 + — In |x + ^x 2 ±a 2 | 
8 8 


INTEGRALES EN LAS QUE INTERVIENE 

Ja 2 - x 2 (a > 0, |x| < a) _ 

f Ja 2 - x 2 dx = - Ja 2 - x 2 + — sen -1 - + C 


J a ~ x rz -^ a + \/ a ~ X 

- - dx = Ja 2 - x 2 - a In --- + C 

x x 

x 2 x ^, a 2 , x 

dx = -- Ja 2 - x 2 + — sen 1 - + C 

JJ^ 2 2 V 2 

x 2 Ja 2 - x 2 dx = - (2x 2 - a 2 )Ja 2 - x 2 +— sen -1 - + C 
v 8 v 8 a 


^,-dx = -sen -1 - + C 

x 2 x a 

dx 1 a + ./a 2 - x 2 

— , —In --- + C 

x./a 2 -x 2 3 x 


(a 2 ~ * 2 ) 3/2 a 2 ^/a 2 ^x 2 


, , x , ^ -x 3a 4 , x 

(a 2 - x 2 ) 3/2 dx = - (5a 2 - 2 x 2 )Ja 2 - x 2 H-sen 1 - + C 

8 8 a 


INTEGRALES DE FUNCIONES 
TRIGONOMETRIC AS INVERSAS 

f sen - 1 x dx = x sen -1 x + Jl - x 2 + C 


tan _1 xdx = xtan _1 x - - In (1 + x 2 ) + C 

sec _1 xdx = xsec _1 x - In |x + Jx 2 - 1| + C (x > 1) 

xsen _1 xdx = - (2x 2 - 1) sen _1 x + - Jl - x 2 + C 
4 4 v 

1 , x 

xtan 3 xdx = - (x 2 + 1) tan 3 x-I-C 

2 2 

, X 2 1 h- - 

xsec xdx = — sec x - - ^Jx 2 - 1 + C (x > 1) 


x" sen 1 x dx =-sen 1 x - 


zdx + C si nj= — 1 


x"tan l xdx = -tan 3 x---dx + C si n^-1 

n + 1 n + ljl+x 2 

x n+1 1 r x" 

x"sec 2 xdx = -sec 3 x- dx + C In ± -1, x) 


n + 1 n + 1 J 


INTEGRALES EXPONENCIALES Y LOGAR 1C MICAS _ 


xe x dx = (x - l)e x + C 


xV dx = xV - n x" V dx 


lnxdx = xlnx-x + C 


x" In xdx =-Inx-r + C, (n -1) 

n + 1 (n + 1) 2 

x" +1 m r 

x"(ln x) m dx = -(Inx) m -x"(lnx) m “ 1 dx (n + -1) 

n+1 n+1 


e ax senbxdx = -r (a sen fax - bcosbx ) + C 

a 2 + b 2 


e ax cos bxdx = — -r (acosbx + fa sen fax) + C 

a 2 + ir 


INTEGRALES DE FUNCIONES HIPERBOLICAS 


senhxdx = coshx + C 


cosh xdx = senhx + C 


tanhxdx = In (coshx) + C 


cothxdx = In |senhx| + C 



sechxdx = 2tan 1 (e x ) + C 


coth 2 x dx = x - coth x + C 


cschxdx = In tanh - + C 

I 2 

, 1 x 

senlrxdx = - senh 2x H-h C 

4 2 

, 1 x 

coslrxdx = - senh 2x H-1- C 

4 2 


tanh 2 xdx = x - tanhx + C 


sech 2 xdx = tanhx + C 


csch 2 xdx = -cothx + C 


sechxtanhxdx = -sechx + C 


cschxcothxdx = -cschx + C 


DIVERSAS INTEGRALES ALGREBRAICAS 


x(ax + b) 1 dx = -;ln|ax + b| + C 


1 r o “I 

x(ax + b) 2 dx = — ln|ax + b|H-+C 

a 2 ax + fa 

(ax + b)" +1 /ax + b b \ 

x(ax + b)"dx = - 5 -(-| + Csin^-1, -2 

a 2 [n + 2 n + 1 


(a 2 + x 2 )" 2a 2 (n - 1) l (a 2 + x 2 )" 


/ x r dx \ 

((a 2 ±x 2 ) n 1 + (2n " 3) J (a 2 +x 2 )"- 1 j 51 n * 1 


x^/ax + bdx = — t (3ax - 2b)(ax + b) 3/2 + C 


x"Jax + bdx = a(2n + 3) ^x"(ax + b ) 3/2 - nb j x^^ax + t 

xdx 2 ,- 

, = —-z (ax - 2b)Jax + b + C 

Jax + b 3a 


x\/ax + b - nb 


/ax + b a(2n + 1) 


dx 1 | Jax + b - x /b \ 

= — In v —\ +C si b > 0 


2 , jax + b 

;= tan 1 /--—h C si b < 0 

-h \ -b 


/ax + b (2n - 3)a r dx 


+ b b{n- l)x" (2 n - 2)b I x"-\/ax + b 


: si n 1 


z-r x - a , -x a 2 , x - a 

2ax - x 2 dx =- J2ax - x 2 H— sen 1 -h C (a > 0) 

2 v 2 a 

dx , x - a 

. = sen 1 -h C (a > 0) 

/2ax - x 2 3 


x" ,/2ax - x 2 dx 


x" ^ax-x 2 ) 3 ^ (2n + l)a f , ,-, 

- 2 ^ry- 


x"dx x" 1 , -- (2n — 1) (• x" 2 dx 

, -72ax - x 2 + -—— - 

/2ax - x 2 n a J */2ax - x 2 



x - a 


J2ax - 


- dx = J2ax - x 1 + 


aserr 


+ C (a > 0) 


Jlax 


dx = 


(2 ax-x 2 ) 3/2 n — 3 r^/2ax 


dx 


(3 - 2n)ax" + (2n - 3)a 
^2ax - x 2 n - 1 


dx 


dx 


d^ax - x 2 a(l - 2n)x" (2n - l)a J x n - 1 ^2ax - x 


— x - a ,-x- na x 

x 2 )"dx =-L/2ax - x 2 )" +- 

n + 1 v n + 1 


dx 


x - a 


(J2ax - x 2 )" 2 )a 


(^2ax - x 2 ) 2 -" + 


n - 3 


x 2 )"- 2 dx si n = — 1 
dx 

si n ^ 2 


( r 2)a 2 J (^2ax - x 2 )" 


INTEGRALES DEFINIDAS 

/»CO 

x"e~*dx = n!(n > 0) 


e ax dx = - - a > 0 

o 2 \/a 


xe ax dx = — si a > 0 
o 2a 


x"e ax dx - 


n - 1 
~2cT 


11/2 

sen"xdx = I cos "xdx = { 


ax2 dx si a > 0, n > 2 

'1*3*5 •••(n - 1) 7c 
2 *4*6 n 2 ' 
12 • 4 • 6 - - - (n - 1) 


n es un entero par y n > 2 
es un entero impar y o3 



